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A b s t r a k t 

T a t o bakalářská práce se zabývá aplikací numerické m e t o d y H A V O K ( H a n k e l A l t e r ­
nativě V i e w o f K o o p m a n ) , sloužící k hledání atraktorů a p r e d i k c i intermitentních jevů 
(dále p o u z e intermitencí) v dynamických systémech, n a d a t a z Rayleigh-Bénardovy k o n -
v e k c e ( R B C ) , která se měří n a Ústavu přístrojové t e c h n i k y A V ČR v e skupině K r y o g e n i k y 
a s u p r a v o d i v o s t i . Práce pojednává o t e o r i i , n a které j e H A V O K p o s t a v e n a o p r o t i článku 
[ ] dále t u t o t e o r i i p r o h l u b u j e . Dále p o p i s u j e a osvětluje problémy j a k o v o l b u d i m e n z e 
vnoření r , k t e r o u j s m e vybírali n a základě k v a l i t y r e g r e s e , k t e r o u H A V O K vytváří, či 
užití K o o p m a n o v a operátoru a T a k e n s o v y věty o vnoření, což n e b y l o explicitně v článku 
[ !] zmíněno. V rámci pochopení k článku přiložených kódů j s m e o b j e v i l i tři způsoby vý­
počtu H A V O K u , jež j s o u v práci popsány, které také n e b y l y v článku zmíněny. V práci se 
dále zabýváme m a t i c e m i s o u s t a v obyčejných diferenciálních r o v n i c , které H A V O K vytváří, 
j e j i c h chováním při změně počátečních podmínek a s t a b i l i t o u p r o různé regresní m o d e l y 
a d i m e n z e vnoření. Dále j e v y k r e s l e n o řešení při změně počátečních podmínek, a j e t a k 
z o b r a z e n a a t r a k t i v i t a řešení. Součástí práce j e i p o p i s R B C a r o v n i c a podobnostních čísel 
t o t o turbulentní proudění popisujících. M i m o t o j e u v e d e n o , jaká d a t a j s o u z měření R B C 
n a U P T získávána a jakým způsobem j s o u zpracovávána běžně či novými způsoby p r o 
účely této práce. 

A b s t r a c t 

T h i s B a c h e l o r ' s t h e s i s d e a l s w i t h a n a p p l i c a t i o n o f t h e H A V O K ( H a n k e l A l t e r n a t i v e 
V i e w o f K o o p m a n ) n u m e r i c a l m e t h o d , w h i c h s e e k s a t t r a c t o r s a n d p r e d i c t s i n t e r m i t t e n t 
p h e n o m e n a i n d y n a m i c a l s y s t e m s , t o d a t a f r o m R a y l e i g h - B e n a r d c o n v e c t i o n ( R B C ) , w h i c h 
a r e m e a s u r e d a t B r n o I n s t i t u t e o f S c i e n t i f i c I n s t r u m e n t s i n t h e g r o u p o f C r y o g e n i c s a n d 
S u p e r c o n d u c t i v i t y . T h i s t h e s i s d i s c u s s e s t h e t h e o r y o n w h i c h t h e H A V O K i s b u i l t a n d 
f u r t h e r d e e p e n s i t c o m p a r e d t o t h e a r t i c l e [2 ] . F u r t h e r m o r e , i t e n l i g h t e n s s o m e i s s u e s a s 
t h e b e s t s e l e c t i o n o f t h e e m b e d d i n g d i m e n s i o n r , w h i c h w e s e l e c t e d b a s e d o n t h e q u a l i t y 
o f r e g r e s s i o n t h a t H A V O K c r e a t e s , o r t h e u s e o f t h e K o o p m a n o p e r a t o r a n d T a k e n ' s 
e m b e d d i n g t h e o r e m , t h a t w e r e n ' t e x p l i c i t l y e x p l a i n e d i n t h e a r t i c l e [ ] . W e d i s c o v e r e d 
t h r e e d i f f e r e n t m e t h o d s t o c o m p u t e H A V O K r e g r e s s i o n s b a s e d o n a n d u s i n g t h e c o d e s 
a t t a c h e d t o t h e a r t i c l e . I n t h e t h e s i s , w e i n s p e c t t h e m a t r i c e s o f o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l 
e q u a t i o n s , t h e i r b e h a v i o u r w h e n t h e i n i t i a l v a l u e s a r e c h a n g e d a n d t h e i r s t a b i l i t y f o r t h e 
d i f f e r e n t r e g r e s s i o n m o d e l s a n d e m b e d d i n g d i m e n s i o n s . T h e s o l u t i o n w i t h d i f f e r e n t i n i t i a l 
c o n d i t i o n s i s p l o t t e d s o t h a t t h e a t t r a c t i v i t y c a n b e s e e n . P a r t o f t h e t h e s i s c o n t a i n s 
d e s c r i p t i o n o f R B C , i t s e q u a t i o n s o f m o t i o n a n d c h a r a c t e r i s t i c d i m e n s i o n l e s s n u m b e r s 
t h a t d e s c r i b e t h e c o n v e c t i o n . M o r e o v e r , t h e t h e s i s d e s c r i b e s h o w t h e d a t a a r e o b t a i n e d 
a n d p r o c e s s e d n o r m a l l y a n d h o w a r e p r o c e s s e d i n n e w w a y s b a s e d o n t h e H A V O K m e t h o d . 
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Ú v o d 

Přirozená k o n v e k c e j e j e d e n z e základních mechanizmů přenosu t e p l a , který n a rozdíl o d 
r a d i a c e a k o n d u k c e probíhá j e n o m v proudících látkách, t j . v tekutinách. J e možné j i 
p o z o r o v a t v přírodě, a l e také v různých technických aplikacích o d v e n t i l a c e místností p o 
b a t e r i e n a bázi tekutých kovů. Rayleigh-Bénardova k o n v e k c e ( R B C ) j e pravděpodobně 
n e j důležitější zjednodušený m o d e l přirozené k o n v e k c e [ ] . Současná t e o r i e proudění, která 
t e n t o přenos t e p l a p o p i s u j e , o b s a h u j e N a v i e r - S t o k e s o v y r o v n i c e , ovšem t y t o nelineární 
parciální diferenciální r o v n i c e mají často příliš složité řešení. 

M y j s m e se p o k u s i l i p o s u n o u t výzkum n a t o m t o p o l i pomocí m e t o d y H A V O K ( H a n -
k e l Alternativě V i e w o f K o o p m a n ) , k t e r o u v y v i n u l i S . L . B r u n t o n a s p o l . z U n i v e r s i t y o f 
W a s h i n g t o n a I n s t i t u t e o f D i s e a s e M o d e l i n g z e S e a t t l u a p r e z e n t o v a l i j i v e svém článku 
C h a o s a s a n I n t e r m i t t e n t l y F o r c e d L i n e a r S y s t e m , publikovaném v N a t u r e C o m m u n i ­
c a t i o n s [ ] . Přílohou t o h o t o článku j s o u kódy, které zpracovávají ukázkové časové řady 
o s m i různých dynamických systémů o d těch popsaných diferenciálními r o v n i c e m i (např. 
L o r e n z , Róssler, d v o u k y v a d l o ) až p o čistě empirická d a t a medicínských záznamů ( E K G , 
E E G , šíření e p i d e m i e spalniček). 

T a t o m e t o d a vytváří lineární s o u s t a v u obyčejných diferenciálních r o v n i c ( O D R ) a t z v . 
f o r c i n g člen, který udává c h o d intermitencí, z jejichž řešení dostáváme t r a j e k t o r i e časo­
vého vývoje systému, které někdy leží n a a t r a k t o r u . J e d n o u z motivací b y l o z j i s t i t , j e s t l i 
m e t o d a H A V O K umožňuje efektivní d e t e k c i těchto intermitencí v surových d a t e c h z j e d ­
n o h o snímače. Úkolem práce j e n e j p r v e p o c h o p i t a p o p s a t t e o r i i , která j e s H A V O K e m 
spojená, což není jednoduchý úkol, protože se jedná o interdisciplinární problém, který 
z a h r n u j e dynamické systémy, lineární a l g e b r u , n u m e r i c k o u m a t e m a t i k u a dotýká se i t o ­
p o l o g i e . Dalším cílem práce j e projít kódy a p o c h o p i t i t y t o , p o p s a t a osvětlit problémy, 
n a které můžeme n a r a z i t při a p l i k a c i H A V O K u n a konkrétní d a t a , p o k u s i t se s p u s t i t kódy 
v režimu p r e d i k c e a se změněnými počátečními podmínkami a z k o u m a t s t a b i l i t u systému 
O D R , který H A V O K nalézá. 

Načrtneme-li o b s a h , t a k v první k a p i t o l e této práce s h r n e m e potřebný matematický 
aparát, který využijeme při zpracování d a t z R B C , a dále k pochopení n e j e n H A V O K u , 
a l e i dynamických systémů obecně. V e druhé k a p i t o l e spojíme některé části m a t e m a t i c ­
kého aparátu v j e d n u m e t o d u ( H A V O K ) , k t e r o u společně sestavíme. P r o pochopení t o h o , 
j a k H A V O K p r a c u j e , a p r o ukázku j e h o výsledků j s m e , d l e článku [ ] , z v o l i l i Lorenzův 
dynamický systém. T e n t o systém j e dobře popsaný a p r o t o j e j e h o užití vhodné. V e třetí 
k a p i t o l e s i objasníme, c o j e R B C , j a k vzniká a její základní popisný aparát. Součástí této 
k a p i t o l y j e p o p i s j a k d a t a z R B C n a U P T z a kryogenních t e p l o t vznikají a j a k j s o u z p r a c o ­
vávána. Popíšeme s i v z n i k odvozených datových řad j a k o j s o u d a t a statistických momentů 
a t z v . rp datová řada. V poslední k a p i t o l e se zaměříme n a zpracování d a t z R B C pomocí 
H A V O K u , pokusíme se nalézt v h o d n o u d i m e n z i vnoření, popíšeme j a k vypadají jednotlivé 
m a t i c e s o u s t a v y O D R , které H A V O K z d a t e x t r a h u j e , a popíšeme s t a b i l i t u j e j i c h řešení. 
Dále d o řešiče vložíme počáteční podmínku, která j e vzdálenější o d původní počáteční 
podmínky z e x p e r i m e n t u a ověříme t a k výsledky s t a b i l i t y numerickým řešením. Závěrem 
této k a p i t o l y se podíváme n a obrázkové shrnutí všech datových řad, přičemž t o t o s h r ­
nutí zhodnotíme. N a obrázkových shrnutích b u d e vždy z o b r a z e n a příslušná datová řada, 
m a t i c e s o u s t a v y a d v a a t r a k t o r y (vnořený a rekonstruovaný). 

1 



1 M a t e m a t i c k ý a p a r á t 

K a p i t o l a Matematický aparát vysvětluje p o j m y nutné p r o sestavení H A V O K m o d e l u . 
T a t o k a p i t o l a a její p o d k a p i t o l y se následně propojí v k a p i t o l e 2 , k d e se vytvoření m o d e l u 
b u d e m e věnovat. 

1 . 1 Dynamické a au tonomní systémy 

N a začátek b y c h o m měli o b j a s n i l použití nezávisle proměnné t místo x, j a k bývá v m a ­
tematických t e x t e c h z v y k e m . S o h l e d e m n a t e m a t i k u j e použití t vhodnější, protože se 
o b v y k l e bavíme o vývoji daného systému v čase, který se běžně značí t, z anglického t i m e . 

Zaveďme t e d y p o j m y týkající se dynamických systémů. S t a v e m systému j e myšlen 
v e k t o r x(í) = (x\(ŕ), x2(ť), ...,xn(ť)) v n-dimenzionálním Eukleidovském p r o s t o r u Rn zá­
vislý n a nezávisle proměnné (čase) i e l v případě spojitých systémů. D y n a m i k a j e dána 
vektorovým p o l e m f ( x ) = ( / i ( x ) , / 2 ( x ) , . . . , / n ( x ) ) . 

V celé práci t e d y uvažujeme dynamický systém t v a r u : 

Poznámka. T a t o r o v n i c e ( r e s p . s o u s t a v a r o v n i c ) se nazývá autonomní s o u s t a v a , protože 
f u n k c e f není (přímo) závislá n a t. 

Přesná d e f i n i c e hladkého spojitého dynamického systému j e následující: [ ] 

D e f i n i c e 1 . 1 (Dynamický systém). Hladký dynamický systém n a M™ j e h l a d c e d i f e r e n ­
covatelná f u n k c e 0 : M. x W1 —>• M.n, k d e 0 ( r , x ) = 0 t ( x ) splňuje: 

1 . 0 o : K n - ) • Rn j e i d e n t i t a : 0 o ( x o ) = x 0 , 
2 . složení <ftt o <f>s = < f > t + s p r o každé í , s £ l . 

D e f i n u j m e důležité p o j m y z t e o r i e ( n e j e n ) autonomních systémů. 

D e f i n i c e 1 . 2 ( G r a f ) . G r a f e m řešení x : I —>• M.n j e křivka {t,xi(ť), ...,xn(ť)\t E M } 
v p r o s t o r u M n + 1 . 

D e f i n i c e 1 . 3 ( T r a j e k t o r i e ) . T r a j e k t o r i e j e průmět řešení x(í) d o p r o s t o r u h o d n o t řešení. 
J e t o t e d y křivka {xi(ť), ...,xn(ť)\t G / } . 

D e f i n i c e 1 . 4 (Fázový p r o s t o r ) . P r o s t o r h o d n o t řešení z předchozí d e f i n i c e se nazývá 
fázový p r o s t o r . T r a j e k t o r i e j s o u v e fázovém p r o s t o r u orientovány šipkami, které znázorňují 
rostoucí h o d n o t u proměnné t. 

D e f i n i c e 1 . 5 (Singulární b o d ) . Platí-li x(í) = x 0 V í G M , t e d y že j e dané řešení k o n ­
stantní, p a k se t o t o řešení nazývá singulární b o d (někdy také singulární t r a j e k t o r i e , s i n ­
gulární řešení, stacionární b o d , b o d rovnováhy). 

D e f i n i c e ( 1 . 2 - 1 . 5 ) j s o u převzaty z [ 2 2 ] . 

dt 
x(í) = f ( x ( t ) ) . 



1 . 1 . 1 A t r a k t i v i t a , s t a b i l i t a a v ý z n a č n é b o d y 

Celá následující p o d k a p i t o l a j e převzata z [ ] . 
Uvažujme o b e c n o u s o u s t a v u x = f(t,x), t E I = (to,oo). Dále uvažujme počáteční 

podmínku x ( í 0 ) = a a předpokládejme, že j s o u splněny podmínky zaručující e x i s t e n c i 
řešení t o h o t o počátečního problému. 

D e f i n i c e 1 . 6 ( S t a b i l i t a řešení). Řešení x 0 ( r ) t o h o t o počátečního problému n a z v e m e s t a ­
bilní n a I v z h l e d e m k počáteční podmínce v bodě t0, jestliže We > 0 e x i s t u j e ô > 0 
takové, že řešení x(í) vyhovující podmínce | |x(í 0 ) — ck|| < ô e x i s t u j e Ví > t0 a splňuje z d e 
n e r o v n o s t ||x(í) — x 0 ( í ) | | < e Ví > ío-

D e f i n i c e 1 . 7 ( A t r a k t i v i t a ) . Stabilní řešení se nazývá atraktivní ( a s y m p t o t i c k y stabilní), 
jestliže j e stabilní a navíc platí l i m ||x(í) — x 0 ( í ) | | = 0 . 

i — s - o o 

Odbočme k e specifičtějšímu případu a s i c e k soustavě lineárních diferenciálních r o v n i c 
s konstantními k o e f i c i e n t y 

x = A x + b . ( 1 . 2 ) 

Obecné řešení j e t v a r u 

x = CiUi(č) + c 2 u 2 (č) + ... + cnun(t) + X p ( r ) , 

a p r o t o j s o u všechna řešení b u d stabilní, n e b o všechna nestabilní. T e d y j s o u - l i všechna 
U i , . . . , u n omezená, p a k j s o u všechna řešení stabilní. J e - l i j e d n o U j neomezené, p a k j s o u 
všechna řešení nestabilní. Konvergují-li všechna řešení u 1 ; . . . , u n k n u l e p r o t —> o o , p a k 
j s o u všechna řešení s o u s t a v y atraktivní, p o k u d alespoň j e d n o n e k o n v e r g u j e , t a k j s o u řešení 
neatraktivní. 

Poznámka. T y t o úvahy platí obecně p r o s o u s t a v y lineárních r o v n i c , k d e k o e f i c i e n t y m a t i c e 
ciij(t) n e j s o u p o u z e konstantními f u n k c e m i . 

S t a b i l i t u a a t r a k t i v i t u řešení lineární s o u s t a v y r o v n i c s konstantními k o e f i c i e n t y p r o 
t —>• o o l z e určit z vlastních čísel A m a t i c e s o u s t a v y A . 

Jednotlivá řešení U j naší lineární s o u s t a v y s konstantními k o e f i c i e n t y j s o u určena v l a s t ­
ními čísly a j s o u t v a r u Uj(í) = v e A i ť . Jasně vidíme, že kvůli exponenciále j e p r o A j > 0 
dané řešení neomezené, p r o A , < 0 j e omezené a p r o A j < 0 řešení k o n v e r g u j e k n u l e . 

V případě komplexního vlastního čísla, a t e d y i j e h o komplexně sdruženého čísla, 
A i 5 2 = a ± bi se exponenciální člen vyjádří d l e exponenciálního t v a r u komplexního čísla 
j a k o e^ a ± ř ) *- ) ť = eat(cos(bt) ± sin(bt)). Z t o h o l z e v y v o d i t , že záleží n a znaménku reálné 
části komplexního čísla. V případě násobných kořenů se zápornou reálnou částí příslušná 
řešení konvergují k n u l e . 

V případě vícenásobného kořene s n u l o v o u reálnou částí m o h o u některá řešení navíc 
o b s a h o v a t t. Například p r o A i ^ = 0 máme u i = v e 0 ť , u 2 = v í e 0 ť + w e 0 ť , a m o h o u t e d y 
být neomezená. 

Uvedené úvahy j s o u důkazem následující věty: 

V ě t a 1 . 8 . Mějme soustavu lineárních rovnic (1-2) s konstantními koeficienty a necht 
A i , ...A„ jsou vlastní čísla matice soustavy A. Potom pro t —>• o o platí: 

• Pokud mají všechna vlastní čísla A j zápornou reálnou část, pak jsou všechna řešení 
soustavy stabilní a atraktivní. 
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• Pokud má alespoň jedno vlastní číslo kladnou reálnou část, pak jsou všechna řešení 
nestabilní a neatraktivní. 

• Pokud mají všechna vlastní čísla nezápornou reálnou část a všechna vlastní čísla 
s nulovou reálnou částí jsou jednoduchá, pak jsou všechna řešení stabilní a neatrak­
tivní. 

• V případě násobných vlastních čísel A« s nulovou reálnou částí záleží na tom, zda 
jsou všechna řešení U j ( r ) omezená, nebo alespoň jedno U j ( r ) je neomezené. 

Zůstaňme ještě u autonomních s o u s t a v x = f ( x ) . U těch se rozlišují následující t y p y 
izolovaných singulárních bodů v rovině. 

D e f i n i c e 1 . 9 ( T y p y izolovaných singulárních bodů). Uvažujme t r a j e k t o r i e řešení a u t o ­
nomní s o u s t a v y r o v n i c . Nechť x 0 j e izolovaný singulární b o d dané s o u s t a v y , t j . izolované 
řešení s o u s t a v y r o v n i c f ( x ) = 0 . B o d x 0 se nazývá: 

s t ř e d — p o k u d e x i s t u j e ryzí okolí U b o d u x 0 , v e kterém každým b o d e m x e U prochází 
uzavřená t r a j e k t o r i e obsahující v e svém vnitřku b o d x 0 , 

a t r a k t i v n í u z e l — p o k u d e x i s t u j e j e h o ryzí okolí, v e kterém j s o u j e n t r a j e k t o r i e směřující 
d o t o h o t o b o d u , přičemž směrový v e k t o r tečny t r a j e k t o r i e má l i m i t u 

x ( r ) 
l i m x(í) = x q , a e x i s t u j e l i m i t a l i m 
t—^oo ' t—¥00 ji x 

n e a t r a k t i v n í u z e l — p o k u d e x i s t u j e j e h o ryzí okolí, v e kterém j s o u j e n t r a j e k t o r i e v y ­
cházející z t o h o t o b o d u , přičemž směrový v e k t o r tečny t r a j e k t o r i e má l i m i t u 

x (ŕ) 
l i m x ( t ) = x n , a e x i s t u j e l i m i t a l i m - — — 7 7 . 

W J | |x(í) | | ' 

a t r a k t i v n í o h n i s k o — p o k u d e x i s t u j e j e h o ryzí okolí, v e kterém j s o u j e n t r a j e k t o r i e blí­
žící se k t o m u t o b o d u , přičemž směrový v e k t o r tečny t r a j e k t o r i e nemá l i m i t u 

l i m xí í) = x 0 , a n e e x i s t u j e l i m i t a l i m -——-. 
ť ^ o o ť ^ o o | | x ( t ) | | ' 

n e a t r a k t i v n í o h n i s k o — p o k u d e x i s t u j e j e h o ryzí okolí, v e kterém j s o u j e n t r a j e k t o r i e 
vycházející z t o h o t o b o d u , přičemž směrový v e k t o r tečny t r a j e k t o r i e nemá l i m i t u 

l i m xí í) = x 0 , a n e e x i s t u j e l i m i t a l i m -———. 
• | | x ( t ) | | ' 

s e d l o — p o k u d e x i s t u j e j e h o ryzí okolí, v e kterém e x i s t u j e j e n konečně m n o h o t r a j e k t o ­
rií, které se k němu blíží, a konečně m n o h o trajektorií, které se o d něj vzdalují, 
t j . e x i s t u j e konečně m n o h o řešení xi( í ) , . . . ,x„(í) takových, že 

l i m xi(í) = x 0 , l i m x n ( r ) = x 0 . 
ť—5-00 ť^-oo 
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1 . 1 . 2 D i s k r é t n í d y n a m i c k é s y s t é m y 

Dále j e nutné zavést diskrétní dynamický systém, protože se b u d e m e zabývat numerickými 
výpočty a t v o r b o u modelů p r o dynamické systémy získané z naměřených (či spočtených) 
d a t . Zaveďme j e j t e d y následovně [ 2 ] : 

k d e Xfc může být získán vzorkováním Ač t r a j e k t o r i e r o v n i c e ( 1 . 1 ) , takže = x(/cAí). J e 
nutné s i uvědomit, že A r j e v t o m t o případě k o n s t a n t a . F u n k c e F ( x f c ) j e p o t o m definována 

F u n k c e F z d e f u n g u j e jakožto „posouvač" v čase o j e d e n v z o r e k . 

1 . 1 . 3 A t r a k t o r 

K e s t u d i u dynamických systémů neodmyslitelně patří a t r a k t o r y . Jedná se o množiny t v o ­
řené t r a j e k t o r i e m i řešení, které dané řešení přitahují. C o t o ovšem znamená formálně 
m a t e m a t i c k y ? K t o m u potřebujeme zavést několik pojmů. 

D e f i n i c e 1 . 1 0 (Kompaktní množina [ 1 1 ] ) . Metrický p r o s t o r ( M , p) s e nazývá kompaktní, 
jestliže z každé p o s l o u p n o s t i j e h o bodů l z e v y b r a t konvergentní p o d p o s l o u p n o s t . Množina 
N C M se nazývá kompaktní ( v M), j e - l i (N,p^) kompaktní. Přičemž p r o m e t r i k u 
pN platí pN(x,y) = p{x,y) V ( x , y ) G N. 

D e f i n i c e 1 . 1 1 (Invariantní množina [ 1 5 ] ) . Množina stavů S C K " autonomního d y n a ­
mického systému x = f {x), x(0) = XQ se nazývá invariantní množina t o h o t o systému, 
jestliže V r 0 G S a Ví > 0 platí x(ť) G S. 

S potřebnými nástroji můžeme uvést d e f i n i c i a t r a k t o r u . 

D e f i n i c e 1 . 1 2 ( A t r a k t o r [ ] ) . Nechť x = f ( x ) j e systém diferenciálních r o v n i c v M n 

společně s funkcí 0 z d e f i n i c e ( 1 . 1 ) . Množina A ( s E u k l e i d o v s k o u m e t r i k o u ) se nazývá 
a t r a k t o r , j e - l i splněno 

1 . A j e kompaktní a invariantní, 
2 . e x i s t u j e otevřená množina U taková, že p r o každé x G U, 0 t ( x ) G U Ví > 0 platí 

A = n ť>o0ŕ(£/), přičemž musí p l a t i t , že U o b s a h u j e A , 
3 . ( t r a n z i t i v i t a ) p r o libovolné d v a b o d y y i , y 2 G A a libovolné (otevřené) okolí U j C U 

b o d u y j e x i s t u j e křivka řešení, která začíná v U\ a prochází Ui-

Třetí podmínka nám zajišťuje, že t o , c o p o z o r u j e m e , j e p o u z e j e d e n a t r a k t o r , n i k o l i v 
několik a t r a k t o r u n a j e d n o u . [3] 

P ř í k l a d 1 . 1 3 . [ ] Určete fázový p r o s t o r daného rovinného systému, dále j e s t l i e x i s t u j e 
a t r a k t o r a najděte j e j . 

x f c + i = F ( x f c ) , ( 1 . 3 ) 

( 1 . 4 ) 

x(ť) = x — x3 

y(t) = -y 
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Fázový portrét t o h o t o systému j e z o b r a z e n n a obrázku 1 . Z t o h o vidíme, že jakékoliv 
řešení končí buď v j e d n o m z e d v o u atraktivních uzlů ( b o d y (±1,0)) , n e b o v sedlovém 
bodě ( 0 , 0 ) . Množinami U j e například pravá, r e s p . levá p o l o r o v i n a ( b e z o s y y) a p r o 
počátek j e t o otevřená podmnožina o s y y obsahující v sobě počátek. Vidíme, že všechny 
t r a j e k t o r i e z daných množin U mají průniky v příslušných singulárních b o d e c h . První 
i druhá podmínka j s o u t e d y splněny. Třetí podmínka j e splněna triviálně, protože a t r a k t o r 
j e tvořen právě jedním b o d e m a dané b o d y t e d y j s o u d l e d e f i n i c e a t r a k t o r y . 

x 

- 2 - 1 0 1 2 

Obrázek 1 : Fázový p r o s t o r v okolí počátku. 

Poznámka. Obrázek 1 b y l vytvořen pomocí M a t l a b f u n k c e vectfield, která j e k dostání n a 
https://github.com/wakilsarfaraz/matlab/blob/master/vectf ield.m. 

1 . 1 . 4 P o z n á m k a o Lorenzově s y s t é m u a p o d i v n é m a t r a k t o r u 

E d w a r d N o r t o n L o r e n z ( * 2 3 . 5 . 1 9 1 7 - f 1 6 . 4 . 2 0 0 8 ) b y l americký m a t e m a t i k a m e t e o r o ­
l o g , jenž položil teoretické základy n e j e n k předpovídání k l i m a t u a počasí, a l e také p r o 
počítači p o d p o r o v a n o u f y z i k u atmosféry a počítači p o d p o r o v a n o u m e t e o r o l o g i i . Dále j e 
znám j a k o z a k l a d a t e l moderní t e o r i e c h a o s u , odvětví m a t e m a t i k y zabývající se chováním 
dynamických systémů citlivých n a počáteční podmínky. 

V r o c e 1 9 6 1 používal L o r e n z jednoduchý digitální počítač n a s i m u l a c i s t r u k t u r v počasí 
pomocí dvanácti proměnných. Jelikož se chtěl z n o v u podívat n a část d a t , s p u s t i l s i m u l a c i 
z n o v u uprostřed datové řady t a k , že d o s i m u l a c e vložil d a t a z původní s i m u l a c e . K j e h o 
překvapení b y l o počasí, které počítač předpovídal, úplně jiné, než při původní s i m u l a c i . 
J a k k t o m u došlo? Jednoduše: počítač počítal s přesností n a šest desetinných míst, a l e 
vytištěná d a t a b y l a z a o k r o u h l e n a n a tři desetinná místa. T e n t o rozdíl j e malý a v k o n t e x t u 
dané d o b y b y t o t o zaokrouhlení nemělo mít p r a k t i c k y žádný e f e k t . Nicméně, j a k L o r e n z 
z j i s t i l , i malá změna může mít v dlouhodobé předpovědi velký význam. [11] 

M o d e l samotný b y l o d v o z e n z r o v n i c popisujících Rayleigh-Bénardovu k o n v e k c i ( R B C ) , 
což j e proudění v gravitačním p o l i vyvolané rozdílnou t e p l o t o u n a dně a víku e x p e r i m e n ­
tální c e l y . Zahříváním t e k u t i n y z e s p o d u d o j d e v l i v e m rozdílné h u s t o t y k e stoupání teplých 
proudů a následným ochlazením u horní d e s k y k e klesání s t r u k t u r t e k u t i n y . Více o R B C 
v k a p i t o l e 4 . 1 . Pomocí t z v . G a l e r k i n o v y a p r o x i m a c e , což j e p r a k t i c k y F o u r i e r o v a t r a n s f o r ­
m a c e , z e které j e použito p o u z e několik (nejvýznamnějších) složek, L o r e n z t r a n s f o r m o v a l 
r o v n i c e popisující R B C a získal systém diferenciálních r o v n i c [16] [ 1 ] : 
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x = a (y — x) 
ý = x(p- z)- y 
ž = xy — ßz 

( 1 . 5 ) 

Poznámka. K o n s t a n t y paß bývají často psány j a k o rab. 

T y t o r o v n i c e b y l y a stále j s o u studovány a některé j e j i c h v l a s t n o s t i j s o u dobře známy. 
O b v y k l e j e t e n t o systém zkoumán v závislosti n a p se s a d o u parametrů a — 1 0 a ß — 8 / 3 . 
S h r n e m e - l i t a t o zkoumání, víme, že p r o p < 1 e x i s t u j e p o u z e j e d e n singulární b o d v 
počátku t y p u atraktivní u z e l , p r o p = 1 se objeví t z v . vidlicová b i f u r k a c e , p r o 1 < p < 
2 4 , 7 4 se objeví další d v a singulární b o d y a p r o p > 2 4 , 7 4 j s o u všechny tři b o d y rovnováhy 
nestabilní. P r o detailnější i n f o r m a c e doporučme [ 2 2 ] , [ 3 ] , [ 1 ] . 

L o r e n z při počítání s tímto m o d e l e m z v o l i l p a r a m e t r y ß = 8 / 3 , a = 1 0 a p = 2 8 a m y 
b u d e m e také p r a c o v a t s Lorenzovým a t r a k t o r e m s těmito p a r a m e t r y . N a následujícím o b ­
rázku j e v y k r e s l e n t e n t o a t r a k t o r a j e h o singulární b o d y označené červenými hvězdičkami. 

N 

Obrázek 2 : A t r a k t o r L o r e n z o v a systému. 

1 . 2 Základní s tat is t ický apará t 
V následující p o d k a p i t o l e s i d e f i n u j e m e základní aparát s t a t i s t i k y používaný při z p r a c o ­
vání d a t R B C . T y t o d e f i n i c e b y l y převzaty z podkladů d o c . Žáka p r o k u r z Pravděpodob­
n o s t a s t a t i s t i k a l a z d o k u m e n t a c e p r o g r a m u M a t l a b . 
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D e f i n i c e 1 . 1 4 (Náhodná proměnná). Nechť Q j e základní p r o s t o r a £ příslušné jevové 
p o l e a ( R , B ) j e měřitelný p r o s t o r ( t j . B j e borelovská a - a l g e b r a - minimální a l g e b r a o b ­
sahující všechny otevřené množiny). Zobrazení X : íl —>• R se nazývá náhodná proměnná 
v z h l e d e m k E , p o k u d 

\/B G B : X " 1 ^ ) = {u G Q : X (u) G ( - 0 0 ) } G S . 

D e f i n i c e 1 . 1 5 (Náhodný výběr r o z s a h u n ) . N e c h t (í), E , P ) j e pravděpodobnostní p r o s t o r 
a Xi, ...,Xn j s o u nezávislé náhodné proměnné. P a k X 1 ; ...,Xn se nazývá náhodný výběr 
r o z s a h u n . 

D e f i n i c e 1 . 1 6 ( S t a t i s t i k a ) . Nechť Xi, ...,Xn j e náhodný výběr. F u n k c e náhodného výběru 
T(Xi, ...,Xn) se nazývá s t a t i s t i k a . 

D e f i n i c e 1 . 1 7 ( R e a l i z a c e náhodného výběru). Nechť X{ j e výsledek i. p o k u s u popsaného 
náhodnou proměnnou X j (výsledek i. měření). Xi se nazývá realizací náhodné proměnné 
X . 

D e f i n i c e 1 . 1 8 ( R e a l i z a c e výběrového průměru). Nechť X i , . . . , X n j e náhodný výběr 
a x = (xi, ...,xn) j e j e h o r e a l i z a c e . P a k r e a l i z a c e s t a t i s t i k y výběrového průměru j e reálné 
číslo x (dále označováno M i ) : 

1 n 

D e f i n i c e 1 . 1 9 ( R e a l i z a c e výběrového r o z p t y l u ) . Nechť X i , . . . , X n j e náhodný výběr 
a x = (xi,...,xn) j e j e h o r e a l i z a c e . P a k r e a l i z a c e s t a t i s t i k y výběrového r o z p t y l u j e r e ­
álné číslo s2 (dále označováno M 2 ) : 

1 n 

M2 = -Y.^-xf. 

Poznámka. Číslo s = = \/M2 se nazývá výběrová směrodatná o d c h y l k a . 

D e f i n i c e 1 . 2 0 ( R e a l i z a c e výběrové šikmosti [ 1 7 ] ) . Nechť X! , . . . ,X„ j e náhodný výběr 
a x = (xi,...,xn) j e j e h o r e a l i z a c e . P a k r e a l i z a c e s t a t i s t i k y výběrové šikmosti j e reálné 
číslo s i (dále označováno M 3 ) : 

— ? - , \ A ; — .1 

í n = i ( i i - ž ) 
D e f i n i c e 1 . 2 1 ( R e a l i z a c e výběrové špičatosti [ ] ) . Nechť Xi , . . . ,X„ j e náhodný výběr 
a x = (xi, ...,xn) j e j e h o r e a l i z a c e . P a k r e a l i z a c e s t a t i s t i k y výběrové špičatosti j e reálné 
číslo k\ (dále označováno M 4 ) : 

i E ľ = i ( ^ - x ) 2 ) 2 ' 

Dále j e nutné d e f i n o v a t k o r e l a c i . T o b y c h o m m o h l i udělat opět pomocí náhodného 
výběru, ovšem m y b u d e m e používat k o r e l a c i z p o h l e d u zpracování signálů. Taková i n t e r ­
p r e t a c e odpovídá skalárnímu součinu těchto vektorů s p o s u n e m o m vzorků. 
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P r o diskrétní signály x a y, o b a délky N, j e definována k o r e l a c e následovně [ 1 9 ] : 

N-m-l 
Rxy{m) = x(n + m)y*(n) 

n=0 

k d e * značí komplexní sdružení. P r o m < 0 platí RXty(m) = R*x(—m). Tímto výpočtem 
t e d y d o s t a n e m e f u n k c i korelací, která j e závislá n a p a r a m e t r u vzájemného p o s u n u signálů. 
Všimněme s i , že při t a k t o definované korelací může být výsledek i větší, než j e d n a . T e n t o 
„problém" j d e vyřešit stejně j a k o v běžné d e f i n i c i k o r e l a c e podělením součinem směro­
datných o d c h y l e k korelovaných signálů, n e b o při použití M A T L A B u použitím p a r a m e t r u 
normalized v e volání f u n k c e xcorr. Počítáme-li k o r e l a c i d v o u signálů Rxy, d o s t a n e m e k o ­
r e l a c i , či t z v . vzájemnou k o r e l a c i , n e b o k r o s k o r e l a c i (angl. c r o s s - c o r r e l a t i o n ) , počítáme-li 
k o r e l a c i j e d n o h o signálu Rxx, d o s t a n e m e a u t o k o r e l a c i (angl. a u t o - c o r r e l a t i o n ) . 

D e f i n i c e 1 . 22 (Normalizovaná k o r e l a c e pomocí p r o g r a m u M a t l a b [ 1 9 ] ) . Uvažujme d v a 
diskrétní signály x a y, jež mají délku N. Normalizovaná k o r e l a c e j e p o t o m dána: 

1 .3 Dynamické systémy z datových řad 

1.3.1 T a k e n s o v a v ě t a o v n o ř e n í 

Dynamické systémy se dají z k o u m a t vícero způsoby. Známe-li pohybové r o v n i c e , můžeme 
j e a n a l y z o v a t . P o k u d a l e neznáme r o v n i c e , t a k se nabízí experimentální přístup, při k t e ­
rém j e dynamický systém měřen a zkoumán z naměřených datových řad. T a k e n s o v a věta 
o vnoření nám umožňuje nahlédnou d o systému pomocí t o p o l o g i c k y stejného a t r a k t o r u , 
který můžeme vytvořit p o u z e z jedné datové řady. 

T a k e n s o v a věta o vnoření ( a n g l . Takens embeding theorem), publikovaná r o k u 1 9 8 1 
v článku Detecting strange attractors in turbulence, se s t a l a základem p r o výzkum d a ­
tových řad v m n o h a odvětvích o d f y z i k y , přes medicínu až k e k o n o m i i . S a u e r , Y o r k e a 
C a s d a g l i [ ] t o t o odvětví, zabývající se teorií dynamických systémů výstižně nazývají 
„embedologie". 

Hlavním b o d e m e m b e d o l o g i e j e výsledek diskutovaný s k u p i n o u zabývající se d y n a m i c ­
kými systémy p o d K a l i f o r n s k o u u n i v e r z i t o u [ ] , dokázaný T a k e n s e m , který u k a z u j e j a k 
může být časová řada měření jedné pozorovatelné (pozorovatelná v i z k a p i t o l a 1 .4 ) použita 
k r e k o n s t r u k c i kvalitativních vlastností fázového p r o s t o r u měřeného systému. T e c h n i k a 
popsaná právě T a k e n s e m , někdy nazývaná m e t o d a zpoždění ( a n g l . method oj delays), j e 
použitelná n a v podstatě j a k o u k o l i v d a t o v o u řadu, čímž otevírá dveře k průzkumu c h a ­
o s u z p o h l e d u d a t , n i k o l i v čistě m a t e m a t i c k o u analýzou. [ .3] M e t o d a samotná, r e s p . její 
r e a l i z a c e , j e jednoduchá, a l e důkaz j e složitý a vyžaduje z n a l o s t i differenciální t o p o l o g i e 
a j e n a d rámec této bakalářské práce. K nahlédnutí j e např. v [ 1 3 ] . 

Ještě než s i u v e d e m e výsledky, d e f i n u j m e p o j e m d i f e o m o r f i s m u s . 

D e f i n i c e 1 . 2 3 ( D i f e o m o r f i s m u s [ 1 0 ] ) . Zobrazení / : M —>• N, k d e M a, N j s o u v a r i e t y , se 
nazývá d i f e o m o r f i s m u s <í==̂  / a / _ 1 existují a j s o u diferencovatelné. 

Výsledky, které j s o u p r o nás důležité, j s o u následující: D i m e n z e p r o s t o r u vnoření j e 
2 m + l [ i ] [ 1 3 ] , k d e m j e d i m e n z e p r o s t o r u , o d k u d b e r e m e zpožďované souřadnice. Zobrazení 
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m 0 

- 2 0 - 2 0 " 1 0 - 2 0 - 2 0 " 1 0 

( a ) r = 1 d a t a p o i n t ( b ) r = 5 d a t a p o i n t s 

2 0 2 0 

(c ) r = 2 0 d a t a p o i n t s ( d ) r = 4 5 d a t a p o i n t s 

Obrázek 3 : Rekonstruované L o r e n z o v y a t r a k t o r y v e zpožděných souřadnicích. 

j e vnoření ( a n g l . embedding) a z a určitých podmínek d i f e o m o r f i s m u s , t e d y i a t r a k t o r y j s o u 
difeomorfní [ ] . T a t o v l a s t n o s t j e p r o nás v e l m i důležitá, protože nám odkrývá p o h l e d n a 
systémy j a k o právě R B C . 

Ukažme s i t e d y , j a k můžou v y p a d a t fázové p r o s t o r y v e zpožděných souřadnicích. V e z ­
měme kupříkladu j e d n u souřadnici z L o r e n z o v a systém x(t) ( v i z obrázek 5 ) . Další souřad­
n i c e můžeme vytvořit nepřekvapivě zpožděním r následovně x(t — r) a v n i k n e nám t a k 
série datových řad (x(t),x(t — r),x(t — 2 r ) , x ( t — 6 r ) ) , t e d y zpožděné souřadnice. J a k 
takové souřadnice vypadají, se můžeme podívat n a obrázcích 3 . 
Poznámka. Původní a t r a k t o r j e zobrazován v e třech dimenzích, a t a k j e d i m e n z e vnoření 
2 - 3 + 1 = 7 , a l e z o b r a z e n y j s o u p o u z e první tři souřadnice (máme t e d y p r o j e k c i d o p r o s t o r u 
d i m e n z e tři). 
Poznámka. „Zpoždění" souřadnic l z e vytvořit i j i n a k , například předbíháním, místo zpož­
ďováním souřadnic ( t e d y nahradíme znaménko m i n u s znaménkem p l u s ) . [13] 

1 . 3 . 2 H a n k e l o v a m a t i c e a s ingu lá rn í r o z k l a d m a t i c e 

H a n k e l o v a m a t i c e 

D e f i n i c e 1 . 2 4 ( H a n k e l o v a m a t i c e ) . Mějme m x n m a t i c i H t a k o v o u , že 

hij — hki 

k d e i n d e x y splňují podmínku 

V i , f c e { 1 , 2 , . . . m} a e { 1 , 2 , . . . , n } , 

i+j = k + l. 
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Taková m a t i c e se nazývá Hankelova a může být třeba t v a r u 

H 

fa b c d e\ 
b c d e f 
c d e f g 

\d e f g hj 

S V D r o z k l a d 

SVD rozklad, z anglického S i n g u l a r V a l u e D e c o m p o s i t i o n , volně přeloženo j a k o r o z k l a d n a 
singulární h o d n o t y , j e r o z k l a d m a t i c e n a maticový součin. 

V ě t a 1 . 2 5 (Singulární r o z k l a d [ ] ) . Necht A G R m x n a q = min{m,n}. Potom existuje 
diagonální matice E = (cr^-) G R m x n splňující au > o<xi > ••• > o~qq > 0 a ortogonální 
matice U G R m x m , V G R n x n takové, že platí 

Důkaz v i z [ ] s t r . 1 0 9 . 

S V D r o z k l a d j e zobecněný r o z k l a d n a vlastní čísla a vlastní v e k t o r y . M a t i c e U a, V j s o u 
ortogonální ( r e s p . ortonormální) m a t i c e a n o r m a každého v e k t o r u j e uložena v m a t i c i S . 

Poznámka. M a t l a b má možnost výpočtu redukovaného S V D s p a r a m e t r e m econ, t e d y 
ekonomický mód. T o znamená, že p r o m a t i c i Hmxn, k d e m < n j e Umxm, S m x m a Vnxm, 
odřeže některé v e k t o r y s menšími či nulovými singulárními h o d n o t a m i E a ľ . P a r a m e t r 
econ j e vhodné použít, j s o u - l i m a t i c e velké a c h c e m e - l i šetřit paměť počítače. Ořez m a t i c 
v i z příklad níže. 

P ř í k l a d 1 . 2 6 . Vezměme S V D r o z k l a d m a t i c e 

A = UZVT. 

A 
1 2 3 4 
5 6 7 8 
9 1 0 1 1 1 2 

UEVT 

u 
/ - 0 , 2 0 6 7 

- 0 , 5 1 8 3 
V - 0 , 8 2 9 8 

V 

/ - 0 , 4 0 3 6 0 , 7 3 2 9 0 , 5 2 4 1 0 , 1 5 9 2 \ 
- 0 , 4 6 4 7 0 , 2 8 9 8 - 0 , 8 1 7 4 0 , 1 7 8 4 
- 0 , 5 2 5 9 - 0 , 1 5 3 2 0 , 0 6 2 6 - 0 , 8 3 4 3 

\ - 0 , 5 8 7 0 - 0 , 5 9 6 2 0 , 2 3 0 7 0 , 4 9 6 8 / 

Nyní se podívejme, j a k b y v y p a d a l y m a t i c e v režimu econ: 

P ř í k l a d 1 . 2 7 . Vezměme s i m a t i c i 

A 
(12 3 4 

5 6 7 8 
\ 9 1 0 1 1 1 2 

UEVT 
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u 
/ - 0 , 2 0 6 7 - 0 , 8 8 9 2 0 , 4 0 8 2 

- 0 , 5 1 8 3 - 0 , 2 5 4 4 — 0 , 8 1 6 5 | . Ľ 
V - 0 , 8 2 9 8 0 , 3 8 0 4 0 , 4 0 8 2 

/ 2 5 , 4 3 6 8 0 
0 1 , 7 2 2 6 

V o o 

o 
o 

0 , 0 0 0 0 ; 

v 

/ - 0 , 4 0 3 6 0 , 7 3 2 9 0 , 5 2 4 1 
- 0 , 4 6 4 7 0 , 2 8 9 8 - 0 , 8 1 7 4 
- 0 , 5 2 5 9 - 0 , 1 5 3 2 0 , 0 6 2 6 

V - 0 , 5 8 7 0 - 0 , 5 9 6 2 0 , 2 3 0 7 / 

Vidíme, že se jedná p o u z e o ořez nulových vektorů v S a méně význačných vektorů v V , 
které můžou být nepotřebné p r o dané užití S V D a j e možno j e v y n e c h a t . 

P s e u d o i n v e r z e p o m o c í S V D 

P s e u d o i n v e r z e , j i n a k M o o r e - P e n r o s e o v a i n v e r z e j e definována pomocí následující věty: 

existuje právě jedna matice A+ e V ě t a 1 . 2 8 . Pro každou matici A e 
s následujícími vlastnostmi: 

1. AA+A = A 
2. A+AA+ = A+ 
3. (AA+)T = A+A 
4. (A+A)T = A+A. 

Důkaz v i z [25] s t r . 4 2 , 4 3 . 

D e f i n i c e 1 . 2 9 . M a t i c e A+ se p o t o m nazývá M o o r e - P e n r o s e o v a i n v e r z e m a t i c e A . 

T u t o i n v e r z i j e možno provést pomocí S V D r o z k l a d u následovně: 

V ě t a 1 . 3 0 . Je-li 

A 

libovolný SVD rozklad matice 

b) je-li A čtvercová regulární, je A-1 

l , potom: 

VS~1UT = A+. 

Důkaz. a ) Dokážeme, že m a t i c e A+ má v l a s t n o s t i l ) - 4 ) z věty ( 1 . 2 8 ) , přičemž b u d e m e 
využívat vlastností UTU = I , YTY = I a 

0 
0^ 
o , 

fs 0 N 

, 0 o , 
7 0X 

,0 0. 
's o N 

0 0 . . o 
o N 

0 . 

T e d y 

1 ) AA+A 

= u ( s o\j(s-> 
\0 o \ o 

0 ) l S " V 
0 \0 01 

A. 

o N 

u1 

A+. 
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Nyní ukažme, že AA+ a A+A j s o u symetrické. 

aa+ = u(s

0

0^ VTV (s; °) ^ 

Z j e j i c h symetrií vyplývá důkaz tvrzení 3 ) a 4 ) : 

3 ) (AA+)T 

4 ) < ^ f = C ľ g S ) 0 ' = v g 

b ) J e - l i A čtvercová regulární, p a k 

{VS^U^A = VS~1UTUSVT = I 

A+A 

VS~lUT = A-1 

• 
Tímto j s m e z a v e d l i a dokázali p s e u d o i n v e r z i pomocí S V D r o z k l a d u . Tvrzení b) věty ( 1 . 3 0 ) 

dokázalo důležitou v l a s t n o s t , a t o že p s e u d o i n v e r z e j e zobecněná i n v e r z e čtvercové r e g u ­
lární m a t i c e . [25] 

1 . 3 . 3 D M D 

M e t o d a H A V O K využívá k e svému výpočtu d v a numerické a l g r o t i m y a D M D , n e b o l i 
D y n a m i c M o d e D e c o m p o s i t i o n , j e jedním z n i c h . T e n t o a l g o r i t m u s b y l vytvořený P e t e r e m 
S c h m i d e m v r o c e 2 0 0 8 k e zpracovávání datových řad z o b o r u d y n a m i k y t e k u t i n , který a l e 
našel uplatnění i v dalších o b o r e c h a odvětvích, j a k o například v neurovědě, finanční 
analýze n e b o modelování chování infekčních nemocí. T a t o m e t o d a j e populární hlavně 
p r o t o , že dává i n f o r m a c i o nelineární d y n a m i c e proudění t e k u t i n y , a t o i přes t o , že j e 
daná m e t o d a lineárně algebraická. 

Spočítané módy j s o u vlastní v e k t o r y popisující s t a v k a p a l i n y , přesněji prostorové k o r e ­
l a c e m e z i jednotlivými měřeními. T e n t o s t a v j e určen odpovídajícími vlastními h o d n o t a m i , 
které dávají i n f o r m a c i o míře nárůstu, n e b o p o k l e s u a o oscilační f r e k v e n c i p r o každý mód. 
T y t o i n f o r m a c e j s o u z o b r a z e n y j a k o o b l a s t i koherentních s t r u k t u r daného prostředí ( v i z 
obrázek 4 ) . [ 2 7 ] 
Poznámka. Obrázek j e vytvořen z balíčku M A T L A B programů a d a t , který vytvořili 
a p o s k y t l i B r u n t o n a s p o l . T e n t o balíček j e volně k e stažení z h t t p : / / d m d b o o k . c o m . 

A l g o r i t m u s samotný hledá nejvhodnější lineární m o d e l [ ] , který b y určil závislost d v o u 
datových m a t i c 

X 
X2{t2) 

\ x n ( r i ) xn(t2 

Xi(tm-i)\ 

X2{tm-\ 

Xn {tm—l)/ 

x2{t2) 
xi{h) 
x2{h) 

\xn{t2) xn{t3) 

Xl{tm)\ 
x2{tm 

Xn {tm) / 

M a t i c e X o b s a h u j e časové snímky z n stavů (snímačů) v m časech měřeného systému 
a F j e m a t i c e se stejnými snímky, p o u z e posunutá v čase o j e d e n úsek měření. Závislost 
těchto d v o u m a t i c b y m o h l a být určena operátorem A, k d e 

X' = AX A « X'X+. ; i . 6 ) 
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Obrázek 4 : Ukázka j e d n o h o z módů D M D při obtékání válcového o b j e k t u k a p a l i n o u . 

D e f i n i c e 1 . 3 1 ( D M D ) . Uvažujme množinu sloupcových vektorů {zi, ...,zm}, k d e Zk G W1. 
Dále předpokládejme, že j s o u d a t a generována lineární d y n a m i k o u p o p s a n o u neznámou 
maticí A: 

zk+1 = Azk. 

Při použití D M D n a d a t a generována nelineární d y n a m i k o u j e nutný předpoklad e x i s t e n c e 
m a t i c e A, která d a n o u d y n a m i k u ( p o u z e ) a p r o x i m u j e . 

Módy a vlastní (singulární) h o d n o t y D M D j s o u vytvářeny jakožto a p r o x i m a c e v l a s t ­
ních (singulárních) vektorů, r e p s . h o d n o t m a t i c e A. 

A l g o r i t m u s 1 . 3 2 . 
1. Vložme data {zi,...,zm} do matic 

X = {^Z\ ... Zm_ij ,X' = {z-i ... Zm^j . 

2. Spočítejme SVD matice X 
X = UEVT, 

kde U je matice typu n x r, T, je diagonální matice typu r x r, V je matice typu 
m x n a r je hodnost X. 

3. Definujme matici 
Ä = UTX'VYTX. 

4- Spočítejme vlastní čísla a vlastní vektory matice A 

Au = Xoo. 

5. Potom DMD mód odpovídající vlastnímu číslu X je dán následovně 

tp = UOJ. 

Předcházející d e f i n i c e a a l g o r i t m u s j s o u převzaty z [ 2 7 ] , t e x t j e tímto z d r o j e m i n s p i r o ­
ván. 
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Poznámka. N a Obrázku 4 vidíme j e d e n v e k t o r ip uspořádaný d o m a t i c e , která má rozměry 
p o d l e v e l i k o s t i m a t i c e původních d a t x(ŕfc). V e k t o r x j e v t o m t o případě s a d a vypočtených 
h o d n o t v určitých b o d e c h k o m o r y , k d e b y l o simulováno obtékání válce. T e n t o v e k t o r se 
dá uspořádat d o m a t i c e p o d l e p o z i c e v komoře, p o d l e jejíž v e l i k o s t i j e přeskládán v e k t o r 
tp, z čehož dostáváme daný obrázek 4 . 

1 . 3 . 4 S I N D y 

S I N D y j e d r u h o u n u m e r i c k o u m e t o d o u využívanou H A V O K e m , v y v i n u t o u B r u n t o n e m , 
P r o c t o r e m a K u t z e m , která vyhledává r o v n i c e dynamických systémů ( v i z r o v n i c e ( 1 . 1 ) ) 
a vychází z p r e m i s y , že m n o h o fyzikálních systémů, r e s p . j e j i c h d y n a m i k a , j e popsáno 
p o u z e několika význačnými členy. Dá se t v r d i t , že r o v n i c e popisující t y t o systémy j s o u 
řídké v p r o s t o r u nelineárních funkcí. M e t o d a t e d y využívá řídké r e g r e s e k nalezení daných 
aktivních (nenulových) členů. [2] [7] 

A b y c h o m z d a t určili f u n k c i f , potřebujeme mít n e j e n d a t a , a l e i j e j i c h d e r i v a c e . T y 
změříme, n e b o j e určíme numerickým výpočtem. D a t a a j e j i c h d e r i v a c e , které j s o u v z o r ­
kovány v několika časech ti,t2, ...,tm, uspořádáme d o m a t i c 

X 

/Xi( í i ) x2{ti) 
Xl(t2) x 2 ( t 2 ) 

V c i ( r m ) x 2 ( t 

x n ( h ) \ 
x n ( h ] 

•En (tm) / 

X 

( x i { h ) ±2{ti) 

X\(t2) x 2 ( t 2 ) 

VĚl(ím) X i ( t 

x n ( h ) \ 
x n ( h ] 

•Ěn (tm)/ 

Dále vytvoříme k n i h o v n u 0 ( X ) tvořenou z funkcí, které očekáváme, že b u d o u daný 
systém tvořit. Vytvořme t a k o v o u k n i h o v n u například z k o n s t a n t y , polynomů a t r i g o n o ­
metrických členů: 

( \ 1 1 1 1 \ 
X = 1 X X P ž X P 3 •• • sin(X) c o s ( X ) 

\ l 1 1 1 / 

P o l y n o m y j s o u z d e zapsány pomocí Pn exponentů. Například X P 2 j e m a t i c e kvadratických 
n e l i n e a r i t v e s t a v u x : 

X Pí 

( x \ ( t x ) Xi(í i )x 2 ( í i ) ••• x \ ( t x ) 
x\(t2) x1(t2)x2(t2) ••• xl(t2) 

\ X i ( t m ) X\(tm)x2(tm) ••• X2(tm 

Xl(tl)\ 

Xn(tm)J 

Každá f u n k c e z k n i h o v n y 0 ( X ) j e kandidátem n a t o být součástí pravé s t r a n y ( f ( x ( t ) ) ) 
r o v n i c e ( 1 . 1 ) . A protože, j a k j s m e již zmiňovali, j e v y s o c e pravděpodobné, že p o u z e několik 
členů j e aktivních v každém řádku f , j e vhodné použít řídkou r e g r e s i n a určení m a t i c e 
koeficientů S = (£i £ 2 • • • £n)- K o e f i c i e n t y j s o u dány rovnicí 

X = 0 ( X ) S . 

J a k m i l e určíme S , můžeme s e s t a v i t m o d e l r o v n i c p r o každý řádek následovně: 

x f c = f f e ( x ) = e ( x T ) ^ f c . 
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Poznámka. Často j e nutné n o r m a l i z o v a t s l o u p c e 0 ( X ) , a b y b y l a zajištěna v l a s t n o s t o m e ­
zené i z o m e t r i e . [ ] 

Poznámka. Výsledky m e t o d y S I N D y a další i n f o r m a c e l z e najít v [ ] n e b o v e v i d e u 
https://youtu.be/gSCa78TIldg v čase o d 5 : 4 5 . V t o m t o v i d e u j s o u výsledky ukázány 
n a Lorenzově m o d e l u . 

1 . 4 Koopmanův operá tor 
N a d a t a naměřená z dynamického systému se dá nahlížet j a k o n a f u n k c e g stavů x d a ­
ného systému. Těmto funkcím se říká observables, n e b o l i pozorovatelné f u n k c e . Vezměme 
z a příklad p o h y b nestlačitelné k a p a l i n y v nádobě. J e d n a možnost, j a k l z e vytvořit s t a ­
vový p r o s t o r t o h o t o dynamického systému, j e nahlížet n a něj j a k o n a množinu hladkých 
rychlostních polí v o b l a s t i proudění, které splňuje podmínku nestlačitelnosti. S t a v se mění 
v čase p o d l e Navier-Stokesových r o v n i c . Pozorovatelnými j s o u v t o m t o případě například 
t l a k n e b o vířivost v daném bodě k a p a l i n y , r y c h l o s t v několika b o d e c h n e b o celková k i ­
netická e n e r g i e proudění. V e všech zmíněných příkladech j s o u h o d n o t y pozorovatelných 
funkcí jednoznačně určeny rychlostním p o l e m , t e d y s t a v y daného systému. [5] 

Koopmanův operátor K, j e významná součást K o o p m a n o v y spektrální analýzy, jež b y l a 
poprvé představena r o k u 1 9 3 1 v článku Hamiltonian systems and transformation in Hilbert 
space a zobecněna r o k u 1 9 3 2 K o o p m a n e m a v o n N e u m a n n e m . Jedná se o lineární operátor 
nekonečné d i m e n z e pracující n a nekonečném (Hilbertově) p r o s t o r u všech pozorovatelných 
funkcí g (někdy též f u n k c e měření, a n g l . measurement functions), které posouvá v čase. 
Důvodem použití K o o p m a n o v a operátoru j e , že směňuje nelineární d y n a m i k u konečné 
d i m e n z e z a d y n a m i k u lineární nekonečné d i m e n z e . [ ] Nezaměřuje se n a průběh stavů ( x ) , 
a l e n a f u n k c e (g) těchto stavů a j e definován následovně: 

Detailnější p o p i s , přesnou d e f i n i c i j a k p r o diskrétní, t a k p r o spojité systémy a další i n f o r ­
m a c e n a j d e m e v článku [í )] n e b o v citacích v s e k c i 2 . 1 K o o p m a n operátor t h e o r y v článku 
[2]-

Použitím K o o p m a n o v a operátoru s i c e odstraníme n e l i n e a r i t u daného systému, a l e d o ­
s t a n e m e operátor nekonečné d i m e n z e . T e n se dá v některých případech získat a n a l y t i c k y , 
a l e v dnešní době výpočetní t e c h n i k y se spíše přistupuje k a p r o x i m a c i konečné d i m e n z e 
(maticí z d e značenou K ) regresními m o d e l y j a k o například D M D ( v i z p o d k a p i t o l a 1 . 3 . 3 ) . 
T a t o a p r o x i m a c e j e ovšem podmíněna tím, že p o d p r o s t o r pozorovatelných zůstává i n v a r i ­
antní vůči K o o p m a n o v u operátoru, t e d y že j e h o použitím n a p r v e k z daného p o d p r o s t o r u 
d o s t a n e m e p r v e k v e stejném p o d p r o s t o r u . Uvažujme p o d p r o s t o r pozorovatelných, který 
j e lineárním o b a l e m funkcí { < 7 i , # 2 , <7p}, t e d y p r o každou p o z o r o v a t e l n o u f u n k c i g platí 

V t o m t o případě j e t e d y možno operátor o m e z i t n a p dimenzionální p o d p r o s t o r a získat t a k 
m a t i c o v o u r e p r e z e n t a c i K d i m e n z e p x p operátoru K,. J e - l i možno t a k o v o u r e p r e z e n t a c i 

g = a1g1 + a2g2 + ••• + apgp 

a p o zobrazení operátorem vypadá pozorovatelná následovně 

fcg = Pi9i + P292 + ••• + í3pgp. 
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vytvořit, p a k j e záhodno d e f i n o v a t lineární systém, jenž posouvá pozorovatelné f u n k c e 
v daném p o d p r o s t o r u 

y f c + i = K y f c , 

k d e yk = ( p i ( x f c ) , ^ ( x f c ) , g p ( x f c ) ) T j e v e k t o r pozorovatelných v invariantním p o d p r o ­
s t o r u všech pozorovatelných funkcí v e s t a v u x f e . 

V p r a x i j e extrémně náročné, až nemožné, u s p o k o j i t požadavky n a invariantní p o d p r o -
s t o r , který b y o b s a h o v a l pozorovatelné p r o všechny s t a v y zkoumaného systému. Nicméně 
p e r s p e k t i v a lineárních aproximací dynamických systémů poháněná d a t y j e stále cenná. 
Lineární m o d e l y m o h o u být získány v o b l a s t e c h a t r a k t o r u , singulárních b o d e c h , n e b o 
c y k l e c h pomocí K o o p m a n o v y t e o r i e a správnou v o l b o u pozorovatelných. Regresní m o ­
d e l y p r o získání konečné a p r o x i m a c e se v literatuře objevují běžně, nicméně všechny t y t o 
m e t o d y spoléhají n a d o b r o u v o l b u pozorovatelných. M y s i pomůžeme T a k e n s o v o u větou 
o vnoření a zpožděnými souřadnicemi ( a n g l . delay coordinates), které poskytují přibližně 
invariantní p o d p r o s t o r pozorovatelných p r o d y n a m i k u n a a t r a k t o r u . [2] 

J e n u t n o p o d o t k n o u t , že použití K o o p m a n o v a operátoru v článku a n i kódu není úplně 
zřejmé. Běžně se j e h o a p r o x i m a c e získává pomocí D M D , k d e j e dán maticí A ( v i z p o d k a ­
p i t o l a 1 . 3 . 3 ) . Z d e j e ovšem použit při tvorbě H a n k e l o v y m a t i c e ( v i z k a p i t o l a 2 ) a f u n g u j e 
jakožto teoretický rámec, n a kterém H A V O K p r a c u j e . D M D j e z d e využito t a k , j a k b y l o 
původně zamýšleno, r e s p . vytvořeno, a t o s i c e j a k o regresní m o d e l p r o hledání lineárního 
systému diferenciálních r o v n i c . 
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2 H A V O K 

H a n k e l Alternativě W i e v o f K o o p m a n , n e b o l i H A V O K , j e m e t o d a , k t e r o u v y v i n u l i B r u n -
t o n a s p o l . n a zpracování d a t nelineárních dynamických systémů. T a t o m e t o d a b y l a p r e ­
zentována v článku C h a o s a s a n I n t e r m i t t e n t l y F o r c e d L i n e a r S y s t e m [ ] . 

S p o j m e části uvedené v teoretickém úvodu a vytvořme t a k H A V O K . Protože se jedná 
o m e t o d u n a zpracování d a t dynamických systémů, j e potřeba začít s d a t y . Mějme t e d y 
měření x(t) pozorovatelné našeho dynamického systému v j e d n o m bodě. T a t o d a t a n a ­
skládejme d o s t r u k t u r y H a n k e l o v y m a t i c e a proveďme S V D r o z k l a d . 

H 

(x{h) x(t2) 
x{t2) x(t3) 

\x(tq) x(tq+1) 

x(tp) \ 
x{tp+1) 

x(tm) / 

UĽV1 (2.1; 

Poznámka. V H A V O K článku [2] j e značení poměrně chaotické. V j e d n o m momentě j e p o ­
zorovatelná ( n e b o l i f u n k c e měření) systému označována j a k o y ( v i z k a p i t o l a 1 . 4 ) , v jiném 
j a k o x . Měření, t e d y pozorovatelné, která b y l a předtím označována j a k o g{x(U)) = y(ti). 
b u d e m e dále označovat j a k o x , r e s p . x{ti). 

J e dobré s i uvědomit, že s l o u p c e levých a pravých vlastních vektorů U a. V j s o u u s p o ­
řádány d l e s c h o p n o s t i p o p s a t m a t i c i H o d největších, protože vlastní čísla j s o u seřazena 
o d největšího. P r o t o můžeme o b v y k l e H a p r o x i m o v a t prvními r ( r j a k o h o d n o s t z a n g l . 
rank) s l o u p c i U a, V. Taková a p r o x i m a c e j e přibližně invariantní vůči K o o p m a n o v u operá­
t o r u p r o s t a v y n a a t r a k t o r u . Upozorněme n a použití K o o p m a n o v a operátoru, a t e d y i j e h o 
teoretický rámec, především l i n e a r i z a c i p r o s t o r u . Přepišme m a t i c i H s využitím t o h o t o 
operátoru. [2] 

H 
/Cx(íi) 

fCxih] 
K?x{tx 

{jC^xih) K,qx{U 

ÍO'-1x(t1)\ 
/C px(íi) 

/ c m - i x ( í i ) y 

UEVT 

Upozorněme dále, že p r a c u j e m e s obdélníkovými m a t i c e m i , které mají m n o h o řádků 
a ještě více sloupců, jež l z e i n t e r p r e t o v a t j a k o měření jednotlivých snímačů. Zobrazením 
prvních tří sloupců m a t i c e V získáme vnořený a t r a k t o r , který j e difeomorfní původnímu 
a t r a k t o r u , j a k j s m e se dozvěděli v t e o r i i o Takensově větě. Z t e o r i e K o o p m a n o v a operá­
t o r u z a s e víme, že užitím t o h o t o operátoru se d o s t a n e m e d o p r o s t o r u nekonečné d i m e n z e , 
k d e se z nelineární d y n a m i k y stává d y n a m i k a lineární. Jelikož n e j s m e s t o p r a c o v a t s n e ­
konečně velkými m a t i c e m i , musíme určit aproximovaný lineární m o d e l t o h o t o systému. 
Ovšem takový čistě lineární m o d e l nedokáže z a c h y t i t více pevných bodů n e b o nepředvída­
telné chování charakteristické p r o c h a o s . V metodě H A V O K se p r o t o místo konstruování 
m o d e l u p r o r proměnných z k o n s t r u u j e m e m o d e l p r o r — 1 proměnných a r . člen b u d e m e 
uvažovat j a k o vnější silový člen ( a n g l . forcing), který dále b u d e m e označovat j a k o f o r c i n g , 
či f o r c i n g člen. T e n t o silový člen udává c h o d intermitencí. N a t o t o se můžeme dívat i t a k , 
že m e t o d a i n t e r m i t e n c e d e t e k u j e , n e b o případně také p r e d i k u j e a f u n g u j e j a k o „early 
w a r n i n g " . Hledáme t e d y m o d e l t v a r u 

d , . 
Av(t) + Bvr(t), 
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k d e v = ( i > i , i>2, • ' ' 5 vr-i)T j e v e k t o r prvních r — 1 vlastních časově vnořených souřadnic. 
M a t i c e A a v e k t o r B l z e získat pomocí D M D , n e b o S I N D y . [2] 

M a t i c i A a v e k t o r B b u d e m e nazývat y — model, protože řešení této s o u s t a v y b u ­
d e m e označovat y. T e n t o se určuje vždy z m a t i c e V. J a k přesně se t e n t o regresní m o d e l 
získá, není v článku [2] popsáno, p r o t o se musíme p u s t i t d o prohledávání kódů, které j s o u 
k článku dostupné. T y t o kódy obsahují H A V O K aplikovaný n a různá d a t a dynamických 
systémů, j a k o například zmiňovaný Lorenzův a t r a k t o r n e b o a t r a k t o r y Rósslerův a D u f -
fingův, dále n a medicínské signály j a k o E K G , E E G a nákazy spalniček v N e w Y o r k u ( v i z 
p o p i s d a t v článku [ 2 ] ) . 

Při prohledávání kódů zjistíme, že existují tři způsoby, j a k regresní m o d e l získat. 

2 . 1 S I N D y m o d e l 
První využívá čistě m e t o d u S I N D y ( v i z p o d k a p i t o l a 1 . 3 . 4 ) . A l g o r i t m u s principiálně f u n ­
g u j e t a k , že se n u m e r i c k y spočítají d e r i v a c e ( p o sloupcích m e z i p r v k y m a t i c e V) a dále 
se vytvoří k n i h o v n a možných funkcí. Protože j s m e v p r o s t o r u , který j e linearizovaný K o -
opmanovým operátorem, stačí nám lineární k n i h o v n a . Z m a t i c e koeficientů S ( v i z p o d ­
k a p i t o l a 1 . 3 . 4 ) získáme pohybové r o v n i c e t a k , že z této v e z m e m e l e v o u horní s u b m a t i c i 
A t y p u ( r — 1 ) x ( r — 1 ) a sloupcový v e k t o r B t y p u ( r — 1 ) x 1 . Poslední řádek S se 
nepoužívá, přičemž a r g u m e n t a c e v článku [ ] j e taková, že se jedná o „bad fit". Zřejmě 
j e tím myšleno, že při zahrnutí t o h o t o řádku d o j d e k výrazným chybám v r e g r e s i , a l e 
důkladnější a r g u m e n t a c e chybí. 

2 . 2 D M D m o d e l 
Druhá možnost j e užití modifikovaného D M D ( v i z p o d k a p i t o l a 1 . 3 . 3 ) . Podívejme se , j a k 
v H A V O K u vypadají m a t i c e X' a, X odvozené z m a t i c e V. 

X 
( «1,1 ••• «l,r \ 

\Pend—1,1 ' ' ' «era<2—l,r/ 

a X' 
«2,1 «2,r \ 

\«eracř,l ' ' ' «end,r/ 

Vidíme, že m a t i c e j s o u z d e o p r o t i sobě p o s u n u t y v řádcích, zatímco v D M D b y l y p o s u ­
n u t y sloupcově. Dá se říct, že s l o u p c e m a t i c e V vnímáme j a k o snímače, které se v čase 
posouvají p o řádcích, n i k o l i v p o sloupcích, j a k o t o m u b y l o v původní d e f i n i c i . Změna j e 
t e d y v t r a n s p o z i c i datových m a t i c . Další změnou j e jiný výpočet regresního m o d e l u . 

Poznámka. Z d e v článku [2] dochází k další změně v e značení. H A V O K totiž označuje 
m a t i c i A j a k o součást regresního m o d e l u , a l e D M D označuje j a k o A celý regresní m o d e l . 
Dále t e d y označme S každý celý regresní m o d e l a A j a k o j e h o část. Z k o n t e x t u p a k b u d e 
jasné, o jakém t y p u výpočtu regresního m o d e l u se bavíme. 

Další m o d i f i k a c e D M D j e v e výpočtu samotném. P r o g r a m počítá následovně: 

s = (xyx, 

přičemž p o úpravě dostáváme X'E = X. Původní r o v n i c e ( 1 . 6 ) má ovšem t v a r X' = S X . 
Vidíme, že regresní m o d e l programový a m o d e l D M D j s o u vůči sobě inverzní, přičemž 
datové m a t i c e j s o u brány sloupcově, n i k o l i v řádkově. V článku není zmínka o t o m , proč 
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m o d e l počítá právě tímto způsobem, ovšem výsledky j s o u v e l m i dobré a v e většině případů 
t a t o m e t o d a předčí i m e t o d u výpočtu pomocí S I N D y . 

Poznámka. T u t o m e t o d u používá většina ukázkových kódů. Přesněji řečeno všechny kromě 
d a t z L o r e n z o v a systému, který používá S I N D y m o d e l a d a t z D u f f i n g o v a oscilátoru, který 
používá H y b r i d m o d e l ( v i z dále). 

2 . 3 H y b r i d m o d e l 
Třetí m e t o d a výpočtu j e jakýsi h y b r i d m e z i výpočty S I N D y m o d e l e m a D M D m o d e l e m . 
T a t o m e t o d a , stejně j a k o S I N D y , počítá n u m e r i c k y d e r i v a c e a t y t o d e r i v a c e ukládá d o 
m a t i c e X', a l e nevytváří k n i h o v n u . D o datové m a t i c e X uloží prvních r sloupců m a t i c e 
V, platí t e d y X = V [ : j i : r ] . Místo výpočtu k n i h o v n y spočítá S pomocí p s e u d o i n v e r z e , a l e 
opět j i n a k než v D M D n e b o v D M D regresním m o d e l u . Tentokrát j e výpočet p r o v e d e n 
E = X+X'. Úpravou d o s t a n e m e X' = X S , z čehož vidíme, že j d e opět o i n v e r z i , která se 
liší o d inverzí v předešlých metodách, protože, j a k víme, násobení m a t i c není komutativní 
o p e r a c e . 

Poznámka. B u d e m e - l i dále m l u v i t o D M D , H y b r i d , či S I N D y , b u d e m e tím m y s l e t výše 
popsané regresní m o d e l y , n i k o l i v původní m e t o d y ( r e s p . a l g o r i t m y ) , které b y l y popsány 
v podkapitolách 1 .3 .3 a 1 . 3 . 4 . A b y c h o m t e d y měli j a s n o který regresní m o d e l vychází z e 
kterého a l g o r i t m u , z v o l i l i j s m e p r o t y t o m o d e l y stejné názvy. 

Při a p l i k a c i H A V O K u obecně narazíme n a několik překážek. Hlavní j e nastavení p a ­
rametrů r , t e d y d i m e n z e vnoření, a stackmax, t e d y počet sloupců H a n k e l o v y m a t i c e . 
Změna stackmax p r a k t i c k y znamená, že j e d o H a n k e l o v y m a t i c e vložen delší v e k t o r d a t , 
což má z a následek více význačných členů v m a t i c i S . J a k v o l i t p a r a m e t r r j e přiblíženo 
v článku [ 6 ] , a l e stále j e p o p i s p o u z e vágní. V e výsledku s i musíme vždy p a r a m e t r y n a ­
s t a v i t p o d l e výsledků, které z H A V O K u dostáváme, a t o převážně z obrázků atraktorů, 
které získáváme, a d l e přesnosti regresních modelů. 

V další p o d k a p i t o l e se podíváme n a vytvoření H A V O K m o d e l u n a d a t e c h z L o r e n z o v a 
systému a n a t o , j a k H A V O K p r a c u j e a jaké má výsledky. 

Poznámka. P r o shrnutí této a následující k a p i t o l y doporučujeme Y o u T u b e kanál S . B r u n -
t o n a h t t p s : / / w w w . y o u t u b e . c o m / c / E i g e n s t e v e , k d e j e popsán n e j e n H A V O K , a l e i S I N D y 
a D M D . 
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3 R o z b o r H A V O K u n a Lorenzově systému 
S Lorenzovým systémem j s m e se už seznámili v p o d k a p i t o l e 1 . 1 . 4 , a protože se jedná 
o j e d e n z nejlépe popsaných systémů, j e t o vhodný systém p r o pochopení, j a k H A V O K 
p r a c u j e . Z o p a k u j m e , že H A V O K p r a c u j e s j e d n o u d a t o v o u řadou. V e z m e m e p r o t o p o u z e 
souřadnici x z řešení (x, y, z ) L o r e n z o v a systému, k t e r o u můžeme vidět n a obrázku 5 . 

20 

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 0 1 0 0 
t 

Obrázek 5 : J e d n a souřadnice L o r e n z o v a podivného a t r a k t o r u . 

T u t o d a t o v o u řadu, získanou numerickým výpočtem, naskládáme d o H a n k e l o v y m a ­
t i c e a vytvoříme S V D r o z k l a d již zmíněným p o s t u p e m ( v i z r o v n i c e ( 2 . 1 ) ) . Tímto získáme 
m a t i c i V vlastních vektorů, které, j a k už j s m e zmiňovali, dokáží p o p s a t d a n o u d y n a m i k u . 
Z T a k e n s o v y věty j s m e se dozvěděli, že časově zpožděné souřadnice nám poskytují p r o ­
s t o r vnoření vyšší d i m e n z e . Dále z této t e o r i e víme, že a t r a k t o r , který t a k t o získáme, j e 
difeomorfní původnímu a t r a k t o r u . J a k takový a t r a k t o r vypadá, se můžeme podívat n a 
obrázku 6 . T e n t o a t r a k t o r b u d e m e nazývat vnořený a t r a k t o r . [2] 

Jedním z e tří regresních modelů získáme y-model, který se dá přehledně z o b r a z i t ( r e s p . 
j e h o část - m a t i c e Á) pomocí barevných m a t i c t a k , že čtverec o souřadnicích o d ­
povídá p r v k u m a t i c e A^ ( v i z obrázek 7 ) . Barevná škála n a p r a v o p o p i s u j e přibližnou 
h o d n o t u čísel v m a t i c i . Získáme t e d y lineární m o d e l p r o prvních, v případě L o r e n z e , čtr­
náct souřadnic (vi,v2,--- a f o r c i n g p r o souřadnici ví5 d a n o u patnáctým s l o u p c e m 
m a t i c e V. Vidíme, že m a t i c e má j a s n o u mimodiagonální dvoupásovou s t r u k t u r u , která j e 
charakteristická p r o S I N D y r e g r e s i , n a což s e podíváme v k a p i t o l e 5 . [2] 

Další částí, k t e r o u H A V O K o b s a h u j e , j e zvýraznění aktivních částí f o r c i n g u , k t e r o u se 
zabývat n e b u d e m e , a l e j e k nahlédnutí v článku [ 2 ] . C h c e m e - l i j i však použít n a detailní 
s t u d i u m intermitencí u vlastních d a t , j e n u t n o práh význačnosti f o r c i n g u n a s t a v i t . T o t o 
se dá udělat poměrně jednoduše natrénováním n a několika datových řadách porovná­
ním intermitencí, zobrazených f o r c i n g e m s y-modelem n e b o s prvním s l o u p c e m v\ m a t i c e 
V či přímo s d a t y . J s o u - l i d a t a experimentů rámcově podobná (vypadají-li datové řady 
podobně), p a k t y t o p a r a m e t r y fungují u všech d a t z experimentů. S c h o p n o s t t a k t o z p r a ­
covávat d a t a j e j e d n a z e d v o u možností p r e d i k c e , t e d y předpovědi, blížícího se i n t e r m i t e n t -
ního j e v u . T o t o b y se d a l o využít například v s e i s m o l o g i i v rámci o c h r a n y o b y v a t e l před 
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Obrázek 6 : A t r a k t o r difeomorfní k původnímu a t r a k t o r u (vnořený a t r a k t o r ) . 

zemětřeseními a t s u n a m i . Další možnost j e p r e d i k c e dlouhodobá, která j e uskutečnitelná, 
a l e p o u z e z a předpokladu, že známe f o r c i n g člen, b e z nějž j e p r e d i k c e pomocí H A V O K u 
nerealizovatelná. 

2 4 6 8 1 0 1 2 1 4 

Obrázek 7 : Barevně zobrazená m a t i c e A s o u s t a v y . V e l i k o s t p r v k u m a t i c e vyjadřuje b a ­
revná škála v p r a v o . 

Máme t e d y vytvořený y-model, n e b o l i pohybové r o v n i c e , z e kterého vyřešením d o s t a ­
n e m e t r a j e k t o r i e vykreslující rekonstruovaný a t r a k t o r ( v i z obrázek 8 ) . 
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y 2 -0.01 .5 Ví 

Obrázek 8 : Rekonstruovaný a t r a k t o r . 

P r o z k o u m e j m e nyní m a t i c e A získané regresními m o d e l y z d a t L o r e n z o v a systému. 
P a r a m e t r y r = 1 5 , stackmax = 1 0 0 a xo = ( — 8 , 8 , 2 7 ) T převezmeme z článku [ 2 ] . M a t i c i 
získanou výpočtem s těmito p a r a m e t r y vypočtenou S I N D y m o d e l e m můžeme vidět n a 
obrázku 7 . Rozepišme s i h o d n o t y znázorněné b a r v a m i : 

0 5 . 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
5 . 1 2 0 - 9 . 9 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 9 . 8 9 0 - 1 3 . 5 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 3 . 5 2 0 - 1 8 . 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 8 . 8 1 0 2 3 . 2 4 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 - 2 3 . 1 7 0 - 2 8 . 9 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 2 8 . 8 7 0 - 3 3 . 4 8 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 3 3 . 4 8 0 - 3 9 . 2 9 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 3 9 . 2 9 0 - 4 3 . 9 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 4 3 . 8 4 0 - 4 9 . 9 4 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 9 . 7 7 0 - 5 4 . 4 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 4 . 1 1 0 - 6 0 . 7 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 0 . 3 9 0 - 6 4 . 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 4 . 6 1 0 

Poznámka. H o d n o t y menší než j e d n a v absolutní hodnotě b y l y kvůli přehlednosti n a h r a ­
z e n y n u l a m i . 

Vidíme, že platí A w — AT. T a t o v l a s t n o s t j e charakteristická p r o všechny m a t i c e 
A S I N D y m o d e l u . 

B u d e m e - l i p o z o r o v a t chování této m a t i c e v okolí v e k t o r u počátečních h o d n o t , t z v . 
počáteční podmínky ( P P ) , zjistíme, že dochází k traspozicím čtvercových s u b m a t i c . T y t o 
s u b m a t i c e j s o u o b v y k l e řádu d v a či tři. 

N a obrázku 9 můžeme vidět m a t i c e spočítané S I N D y m o d e l e m s různými počátečními 
podmínkami d o vzdálenosti maximálně 1 0 bodů o d původní počáteční podmínky XQ. N a 
maticích l z e vidět, že dvoupásová s t r u k t u r a j e zachována, p o u z e při větší vzdálenosti o d 
P P ( v i z obrázek 9 d ) se objevují významnější členy v posledních d v o u řádcích m a t i c e . 

Chovaní m a t i c n a Lorenzově systému v závislosti n a počátečních podmínkách j s m e 
dále více n e z k o u m a l i , a l e j e t o možnost dalšího výzkumu. Jelikož j e Lorenzův systém 
známý a j e h o chování j e dobře popsáno, j e j e h o použití v rámci podobných systémů 
vhodnější. Naším směrem zájmu b u d o u dále m a t i c e popisující R B C , n a které se podíváme 
v k a p i t o l e 5 . 
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x0=[-8,8,27]; Lorenz x0=[-8,8,24]; Lorenz 
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( a ) M a t i c e s původní P P . ( b ) M a t i c e s P P p o s u n u t o u o tři n a z. 
x0=[ -8,8.5,27 ; Loren r 
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x0=[-18,8,27]; Lorenz 
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(c ) M a t i c e s P P p o s u n u t o u o půl n a y. ( d ) M a t i c e s P P p o s u n u t o u o d e s e t n a x. 

Obrázek 9 : M a t i c e S I N D y m o d e l u L o r e n z o v a systému v e vnořeném p r o s t o r u s různými 
P P . 

4 Přenos t e p l a tu rbulen tn í konvekcí 

V rámci Ústavu přístrojové t e c h n i k y ( U P T ) se zabýváme výzkumem přenosu t e p l a t u r b u ­
lentní Rayleigh-Bénardovou konvekcí ( R B C z a n g l . Rayleigh-Bénard Convection) v h e l i ­
ovém p l y n u z a kryogenních t e p l o t . Jedná se o jednoduchý m o d e l konvektivního proudění 
( v i z následující p o d k a p i t o l a 4 . 1 ) vystihující podstatné r y s y proudění v atmosféře. T u r b u ­
lentní proudění obecně, a t e d y i turbulentní R B C , se vyznačuje nelineárními i n t e r a k c e m i 
v obrovském r o z s a h u prostorových škál, což dělá z t u r b u l e n c e i v dnešní době otevřený 
problém. Díky škálové i n v a r i a n c i hydrodynamických r o v n i c l z e zavést podobnostní čísla 
( v i z následující p o d k a p i t o l a ) , kterých j e méně než materiálových k o n s t a n t , a t a k redukují 
počet kontrolních parametrů. Další výhodou škálové i n v a r i a n c e j e , že s využitím v l a s t ­
ností hélia 4 z a nízkých t e p l o t můžeme m o d e l o v a t turbulentní k o n v e k c i běžně probíhající 
v přírodě n a obrovských prostorových škálách. T o t o měření n a U P T probíhá v poměrně 
malé aparatuře t z v . k r y o s t a t u (celá měřicí a p a r a t u r a d o s a h u j e výšky přibližně 1,2 m e t r u , 
přičemž měřicí c e l a samotná j e vysoká 3 0 c m ) . V této c e l e l z e dosáhnout, či se přiblížit, 
stejných podobnostních čísel, j a k o v e velkých systémech, například j a k o j e právě proudění 
v atmosféře. V první p o d k a p i t o l e s i popíšeme, c o t o R B C j e a j a k f u n g u j e v p r i n c i p u . 
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V e z k r a t c e s i popíšeme r o v n i c e popisující R B C a vysvětlíme, c o jednotlivé členy z n a m e ­
nají. V druhé p o d k a p i t o l e se podíváme, j a k d a t a získaná z měření v aparatuře n a U P T 
vypadají, j a k se zpracovávají a která použijeme n a H A V O K analýzu. 

I 

T o p p l a t e ( T O 

1 5 j T i m 

- # 
T 1 

o 1 
T 2 

• 
T 3 

B o t t o m | p l a t e ( T b ) 

( a ) Schéma řezu e x p e r i m e n ­
tální c e l o u p r o měření R B C . 
[21] 

( b ) 3 D schéma měřicí c e l y 
p r o měření R B C . [ ] 

Obrázek 1 0 : Schémata konvekční c e l y . 

4 . 1 Rayleigh-Bénardova k o n v e k c e 

K o n v e k c e j e šíření t e p l a prouděním v gravitačním p o l i . Rayleigh-Bénardova k o n v e k c e j e 
m o d e l konvektivního proudění m e z i dvěma d e s k a m i . Část o b j e m u t e k u t i n y j e zahřívána 
spodní d e s k o u a v l i v e m zvýšení vnitřní e n e r g i e , a s tím souvisejícím snížením h u s t o t y , 
j e v z t l a k o v o u s i l o u vytlačována vzhůru t e k u t i n o u s nižší energií. T a t o část kontrolního 
o b j e m u stoupá, než dosáhne horní d e s k y , která t u t o část o b j e m u zchladí, a t a k jí o d e b e r e 
část vnitřní e n e r g i e . V l i v e m snížení e n e r g i e , a s tím souvisejícím zvýšením h u s t o t y , má 
naše část kontrolního o b j e m u v gravitačním p o l i t e n d e n c i k l e s a t , a tím vytlačovat část 
kontrolního o b j e m u zahřátou o d spodní d e s k y , která má t e n d e n c i s t o u p a t . Schematický 
nákres R B C j e n a obrázku 1 1 . 

R B C j e m o d e l konvektivního obecně turbuletního, či laminárního proudění. T u r b u ­
lentní proudění j e takové, které přesahuje k r i t i c k o u h o d n o t u R e y n o l d s o v a čísla, jež s i 
popíšeme dále v o d s t a v c i o podobnostních číslech. Popišme s i t u r b u l e n c i n a příkladu. 
Představme s i , že s i pustíme vodovodní k o h o u t e k p o u z e malým p r o u d e m t a k , že p r o u d j e 
průhledný, m o l e k u l y se pohybují p o vrstvách, t z v . lamelách, R e y n o l d o s v o číslo j e menší 
než kritické R e y n o l d o s o v o číslo. B u d e m e - l i otevírat k o h o u t e k více, b u d e vytékající v o d a 
více vířivá, R e y n o l d s o v o číslo v z r o s t e n a d k r i t i c k o u h o d n o t u a m o l e k u l y v o d y se n e b u ­
d o u p o h y b o v a t p o vrstvách, a l e napříč p r o u d e m v o d y . Právě víry j s o u c h a r a k t e r i s t i c k o u 
s t r u k t u r o u provázející t u r b u l e n c i . Vraťme se o d příkladu s k o h o u t k e m k e konvekční c e l e . 
V této se víry tvoří n a několika velikostních škálách o d těch řádově o v e l i k o s t i c e l y t v o ­
řených proudícími koherentními s t r u k t u r a m i ( p l u m y z a n g l . plumes), o d kterých j s o u 
kaskádovitě tvořeny menší víry, až n a takové škály, které d o v o l u j e v i s k o z i t a . 
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Obrázek 1 1 : Schéma Rayleigh-Bénardovy k o n v e k c e . [ ] 

4 . 1 . 1 R o v n i c e p r o p o p i s R B C 

Napišme s i r o v n i c e popisující R B C v bezrozměrném t v a r u . 

( - + t t . V ) t i V2u -X7p + 9ž ( 4 . 1 ) 

1 
v2e ( 4 . 2 ) 

V • u 
VRaPr 
0 ( 4 . 3 ) 

Udělejme s i přehled použitých veličin: 

u j e rychlostní p o l e popisující r y c h l o s t k o n t i n u a . 

p j e tlakové p o l e popisující t l a k v k o n t i n u u . 

9 j e teplotní p o l e popisující t e p l o t u k o n t i n u a . 

Upozorněme, že t y t o r o v n i c e j s o u s e s t a v e n y z a předpokladu O b e r b e c k - B o u s s i n e s q o v y 
a p r o x i m a c e , která v e z k r a t c e říká, že uvažujeme všechny v l a s t n o s t i t e k u t i n y z a konstantní, 
kromě h u s t o t y v e vztlakovém členu, která s e mění v závislosti n a změně t e p l o t y lineárně. 

Popišme s i t e d y jednotlivé r o v n i c e . První r o v n i c e ( 4 . 1 ) j e N a v i e r - S t o k e s o v a r o v n i c e . J e 
t o vlastně N e w t o n o v a pohybová r o v n i c e p r o k o n t i n u u m , přičemž člen n a levé straně v y j a ­
dřuje zrychlení objemového e l e m e n t u t e k u t i n y . C l e n y n a pravé straně j s o u z l e v a viskózni, 
tlakový a vztlakový. Jedná se o r o v n i c i popisující t o k h y b n o s t i . 

Druhá r o v n i c e ( 4 . 2 ) j e r o v n i c e vedení t e p l a v proudícím prostředí, j e t o r o v n i c e p r o 
t o k tepelné e n e r g i e . 

Třetí r o v n i c e ( 4 . 3 ) se nazývá r o v n i c e k o n t i n u i t y p r o nestlačitelnou k a p a l i n u , která j e 
rovnicí p r o t o k h m o t y . 

4 . 1 . 2 P o d o b n o s t n í čísla ( K o n t r o l n í p a r a m e t r y R B C ) 

V rovnicích vystupují bezrozměrná podobnostní čísla Pr a Ra, k d e Pr j e P r a n d t l o v o číslo 
a j e definováno j a k o poměr m e z i k i n e m a t i c k o u v i s k o z i t o u v a t e p e l n o u d i f u z i v i t o u K, což 
j s o u čistě materiálové k o n s t a n t y , které j s o u v Boussinesqově a p r o x i m a c i konstantní. [23] 

Poznámka. K o n d u k c e j e přenos t e p l a vzájemnými srážkami, k d y m o l e k u l y kmitají k o l e m 
rovnovážné p o l o h y . 
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Ra j e R a y l e i g h o v o číslo, které vyjadřuje poměr m e z i v z t l a k o v o u a viskózni s i l o u a p o ­
p i s u j e s t a v k o n v e k c e . T e d y a b y k o n v e k c e vůbec m o h l a v z n i k n o u t , musí přesáhnout určitou 
h o d n o t u Ra, které se říká kritické R a y l e i g h o v o číslo Rac. 

Ra=iaZTL? 
KU 

Udělejme s i ještě j e d e n přehled použitých veličin: 

g j e gravitační zrychlení, 

a j e k o e f i c i e n t tepelné roztažnosti, 

A T j e rozdíl t e p l o t horní a dolní d e s k y , 

L j e výška konvekční c e l y , 

K j e tepelná d i f u z i v i t a (prolínavost), 

v j e kinematická v i s k o z i t a . 

Povšimněme s i , že n a rozdíl o d Pr, o b s a h u j e Ra n e j e n o m materiálové k o n s t a n t y . P r o 
c e l u s nekonečně dlouhými d e s k a m i b y l o o d v o z e n o kritické R a y l e i g h o v o číslo Rac = 1 7 0 8 . 
P r o konvekční c e l y s d e s k a m i o průměru D j e Ra vyšší a závisí n a čísle T, což j e t z v . 
a s p e c t r a t i o n definovaný j a k o T = D/L. V úvodu této k a p i t o l y j s m e hovořili o k o n v e k c i 
v atmosféře, oceánu a n a S l u n c i . Každý t e n t o systém j e charakterizován svým Ra, které 
j e v atmosféře Ra ~ 1 0 1 7 , v oceánu Ra ~ 1 0 2 0 a n a S l u n c i Ra = 1 0 2 1 . Vidíme, že t a t o 
čísla j s o u v e l m i vysoká právě p r o t o , že rozměry těchto systémů j s o u t a k velké. V k r y o s t a t u 
n a U P T d o s a h u j e m e Ra ~ 1 0 1 5 , což j e získáno v l a s t n o s t m i experimentální látky 4He z a 
určité t e p l o t y a t l a k u . Více detailů v i z [ ] . 

4 . 1 . 3 P o d o b n o s t n í čísla ( P a r a m e t r y o d e z v y R B C ) 

Během výzkumu se často hledá závislost t z v . N u s s e l t o v a čísla Nu, které vyjadřuje i n ­
t e n z i t u konvektivního přenosu t e p l a , n a Rayleighově čísle Ra. N u s s e l t o v o číslo vyjadřuje 
kolikrát j e tepelný t o k přenášený k o n v e k c i větší než t e p l o , které b y b y l o přeneseno v e 
stejném systému difúzí. [23] 

XŠÄŤ 

Z d e j e tepelný t o k , L j e výška c e l y a A j e tepelná v o d i v o s t t e k u t i n y . V tepelném t o k u 
j e Q tepelný výkon, S j e o b s a h p l o c h y d e s k y a A T j e , j a k již b y l o zmíněno, rozdíl t e p l o t 
d e s e k . 

A v neposlední řadě se j a k o p a r a m e t r o d e z v y v R B C používají různá R e y n o l d s o v a 
čísla Re, která vyjadřují h r a n i c e m e z i různými přechody v d y n a m i c e . Jedním z n i c h j e Re 
vyjadřující h r a n i c i p r o přechod z laminárního n a turbulentní proudění. R e y n o l d s o v o číslo 
vyjadřuje přenost h y b n o s t i prouděním. T o t o číslo se v R B C používá p r o p o p i s velkých 
tepelných koherentních s t r u k t u r , a n g l i c k y p l u m e s (někdy se počeštěné používá p l u m y ) , 
které t v a r e m připomínají atomový hřib. T y t o p l u m y se odlepují o d d e s e k a j s o u hlavními 
nosiči t e p l a . 

Ual 
Re = — 

v 

2 7 



T e d y R e y n o l d s o v o číslo j e dáno poměrem, k d e v čitateli j e součin r y c h l o s t i proudění 
U a charakteristického rozměru d, a v e j m e n o v a t e l i j e kinematická v i s k o z i t a . C h a r a k t e ­
ristický rozměr d j e při proudění potrubím průměr t o h o t o potrubí, v R B C j e t o průměr 
c e l y . 

4 . 1 . 4 M e z n í v r s t v y a j á d r o k o n v e k c e 

Mezní v r s t v y ( z a n g l . boundary layers) j s o u j e v e m charakteristickým p r o turbulentní p r o u ­
dění, u kterých se v důsledku okrajových podmínek výrazně liší proudění v blízkosti h r a ­
n i c e o d proudění v „hlavním t o k u " t z v . jádro k o n v e k c e ( a n g l . turbulent bulk). „Hlavní 
t o k " j e podstatně ovlivněn míšením způsobeným turbulencí, v jehož důsledku j s o u z d e 
charakteristické veličiny j a k o r y c h l o s t n e b o t e p l o t a t e k u t i n y ( v časovém průměru) v p o d ­
statě prostorově homogenní a izotropní. Mezní v r s t v y se n a o p a k vyznačují výraznými 
prostorovými g r a d i e n t y relevantních veličin (opět v e s m y s l u časových průměrů). 

Poznámka. U laminárních, t e d y n e turbulentních, proudění o mezních vrstvách t y p i c k y 
nemluvíme, protože změny gradientů daných veličin n e j s o u „prudké". P r o představu, 
rychlostní p r o f i l laminárního proudění v potrubí má t v a r p a r a b o l o i d u , zatímco p r o f i l t u r ­
bulentního proudění má t v a r p l o c h y , která v mezní vrstvě náhle padá k n u l e . 

Poznámka. Význam p o j m u mezní v r s t v a j e , j a k j e z d e naznačeno, v jistém s m y s l u i n t u i ­
tivní. Přesné d e f i n i c e se různí p o d l e t o h o o jaké mezní vrstvě se hovoří. 

Zmiňme s i dvě základní mezní v r s t v y . První j e odvozená o d rychlostního p r o f i l u a n a ­
zývá se viskózni mezní v r s t v a . Představme s i opět turbulentní proudění v potrubí k r u h o ­
vého průřezu. U stěny j e t e o r e t i c k y r y c h l o s t proudění nulová, protože k a p a l i n a proudící 
u stěny j e viskózním třením brzděna. Ovšem s rostoucí vzdáleností o d stěny r y c h l o s t p r o u ­
dění vzrůstá. Tloušťka viskózni mezní v r s t v y , j a k se t a t o v r s t v a nazývá, j e dána vzdáleností 
o d stěny, k d e p r o u d d o s a h u j e 9 9 % r y c h l o s t i p r o u d u uprostřed daného potrubí. [23] 

D r u h o u mezní v r s t v o u j e t z v . teplotní mezní v r s t v a , která vzniká p o u z e , j s o u - l i t e p l o t y 
proudící k a p a l i n y a stěny rozdílné. Tloušťka této v r s t v y j e dána v z t a h e m t e d y p r i ­
márně rozdílem t e p l o t . Zajímavé j e , že t a t o tloušťka nezávisí n a vzdálenosti d e s e k . T y t o 
teplotní mezní v r s t v y j s o u v R B C u horní i spodní d e s k y a právě z d e vznikají už dříve 
vzpomínané p l u m y [: ] . Viskózni mezní v r s t v y se nachází u každého p o v r c h u , protože 
právě u něj j e r y c h l o s t t e o r e t i c k y nulová. Tloušťka mezních v r s t e v j e ovlivněna například 
drsností p o v r c h u stěn, r e s p . j e j i c h s t r u k t u r o u , n e b o rozdílem t e p l o t . 

4 . 2 D a t a a j e j i c h zpracování 
C e l a samotná o b s a h u j e několik tepelných snímačů, které j s o u umístěny v deskách a uvnitř 
o b j e m u c e l y . Jedná se o malé odporové germaniové snímače, které měří o d p o r , r e s p . napětí, 
v závislosti n a teplotě. Zpracovávaná d a t a p a k můžeme z o b r a z o v a t j a k o časovou řadu změn 
t e p l o t y , případně napětí. Protože j s o u t a t o d a t a měřena v turbulentním jádru, a n g l i c k y 
b u l k , b u d e m e t a t o d a t a zjednodušeně označovat j a k o B u l k d a t a . 

Poznámka. Upozorněme n a f a k t , že v e skupině K r y o g e n i k y a s u p r a v o d i v o s t i n a U P T se 
provádí více experimentů a vniká t a k více typů datových řad. V současnosti se napří­
k l a d připravuje a p a r a t u r a n a měření rotující k o n v e k c e , k d y se b u d e celá měřicí a p a r a t u r a 
otáčet. Měření, které používáme j e j e d n o z nejdelších a zároveň j e z d e velké množství 
intermitencí, což j e také důvod proč používáme právě t o t o . 
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- 2 . 5 

1000 3000 5000 7000 9000 _ 2I , , , , , , , , 1 
3000 3100 3200 3300 3400 3500 3600 3700 3800 3900 t [S] t [S] 

( a ) Časová řada o 8 0 0 0 0 0 b o d e c h . ( b ) Přiblížená časová řada o 7 2 0 0 0 b o d e c h . 

Obrázek 1 2 : Časové řady měření R B C n a U P T . 

4 . 2 . 1 S ta t i s t i cké m o m e n t y 

V p o d k a p i t o l e 1.2 j s m e s i d e f i n o v a l i , c o t o j e střední h o d n o t a , r o z p t y l , šikmost a špičatost, 
kterým se někdy říká statistické m o m e n t y , r e s p . l . , 2 . , 3 . a 4 . statistický m o m e n t . Dále s i 
uvědomme, že n a jednotlivé datové řady získané z měření R B C můžeme pohlížet j a k o 
n a diskrétní náhodné proměnné, p r o které t y t o m o m e n t y můžeme spočítat. P r o výpočet 
těchto momentů v M A T L A B u existují předdefinované f u n k c e . Velký význam má pře­
devším šikmost, která n e s e i n f o r m a c i o převládajícím směru turbulentního větru uvnitř 
experimentální c e l y . T o t o j e běžný nástroj používaný při p o p i s u R B C , jehož získání s i 
přiblížíme v následujícím o d s t a v c i . 

Uvažujme podélný řez válcovou c e l o u ( v i z obrázek 1 0 ) , v e které k o n v e k c e proudí p o u z e 
jedním směrem, kupříkladu p r o t i směru hodinových ručiček. Teplé p l u m y stoupají a n a 
pravých snímačích j e zaznamenána vyšší t e p l o t a než n a snímačích levých, n a které d o ­
padají chladné p l u m y z horní d e s k y . Záznam fluktuací napětí SV(T) měřený pravým 
snímačem můžeme vidět n a obrázku 1 2 v čase 3 5 0 0 s - 3 9 0 0 s, k d y t e p l o t a fluktuuje spíše 
v kladných hodnotách. Spočítáme-li šikmost P D F signálu z uvažovaného pravého snímače, 
zjistíme, že j e kladná. A b y c h o m d o s t a l i křivku popisující t a k t o celé měření, při kterém 
dochází k otáčení směru „větru", spočítáme šikmost klouzavým o k n e m o délce přibližně 
d e s e t i cirkulací (desetinásobek cirkulační p e r i o d y T 0 , v i z další p o d k a p i t o l a ) . Zvolíme-li 
k r o k j e d n a , d o s t a n e m e nejjemnější vzorkování. V každém okně t e d y spočítáme šikmost, 
a t u uložíme d o v e k t o r u , z čehož d o s t a n e m e daný signál. Výsledný záznam šikmosti M3(t) 
vykreslený n a signálu fluktuací napětí óV(t) můžeme vidět n a obrázku 1 3 . 

Poznámka. D a t a j s o u detrendována a p o s a z e n a průměrem d o n u l y . Když mluvíme o fluk­
t u a c i t e p l o t y k o l e m n u l y , j e tím myšlena změna t e p l o t y , jelikož záporných t e p l o t K e l v i n o v y 
s t u p n i c e samozřejmě n e l z e dosáhnout. 

Poznámka. Mluvíme-li o fluktuaci t e p l o t y n a snímačích, myslíme tím fluktuaci napětí n a 
snímačích, jimiž j s o u v y s o c e citlivé t e r m i s t o r y o v e l i k o s t i a s i půl m i l i m e t r u . Snímače n e j s o u 
kalibrované n a konkrétní t e p l o t u , p r o t o zkoumáme fluktuace napětí. T a t o k a l i b r a c e b y 
b y l a s i c e názornější, a l e jedná se p o u z e o změnu v e v e l i k o s t i (jedná se p o u z e o pronásobení 
k o n s t a n t o u ) a kvalitativně a s t a t i s t i c k y se n i c nezmění, takže j e p r o nás záznam fluktuace 
napětí dostatečný. 
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Poznámka (značení). D a t a momentů zpracovaných klouzavým o k n e m b u d e m e označovat 
M1,M2,M3,M4. 

d a t a / s t d ( d a t a ) 
M 3 / s t d ( M 3 ) 

2 0 0 0 2 5 0 0 3000 3500 4000 4 5 0 0 5000 5500 6000 
t [ s ] 

Obrázek 1 3 : S i k m o s t d a t ( M 3 ) zpracovaná klouzavým o k n e m . 

4 . 2 . 2 Kore l ačn í f u n k c e 

Dalším nástrojem běžně používaným při s t u d i u R B C j s o u k o r e l a c e (též k r o s k o r e l a c e n e b o 
vzájemné k o r e l a c e , někdy značené C C z a n g l . cross-correlation) a a u t o k o r e l a c e (někdy 
značené A C z a n g l . auto-correlation). 

U a u t o k o r e l a c e nás, j a k o v případě k r o s k o r e l a c e , nezajímá p o l o h a v r c h o l u , protože j e 
u normalizované a u t o k o r e l a c e vždy v bodě m = 0 a - R ( O ) = 1 , a l e zajímá nás, c o se děje 
dále o d v r c h o l u . Přesněji řečeno nás zajímá druhý v r c h o l , jelikož dává i n f o r m a c i o druhé 
n e j větší soběpodobnosti (označen n a obrázku 1 4 ) . Čas v t o m t o v r c h o l u se značí T o a n a ­
zývá se cirkulační p e r i o d a . T o , že j e n a autokorelační f u n k c i více periodických vrcholů, 
znamená, že b y l o proudění v průběhu měření značně ustálené. 

Uvažujme opět řez c e l o u , v e které probíhá k o n v e k c e v ustáleném směru. Uvažujme 
tentokrát d v a snímače p o d s e b o u , umístěné u pravé s t r a n y c e l y , vzdálené o d s e b e n a 
výšku o d . Dále předpokládejme, že j e n a snímači snímaná konstantní t e p l o t a d o chvíle, 
než d o něj narazí tepelný p l u m , což se projeví náhlým nárůstem t e p l o t y a následným 
p o k l e s e m zpět n a původní konstantní t e p l o t u . B u d e m e - l i k o r e l o v a t snímače v pořadí nižší 
(snímač 1 ) , vyšší (snímač 2 ) , d o s t a n e m e i n f o r m a c i o směru větru. B u d e - l i totiž v r c h o l 
korelační f u n k c e p o s u n u t d o záporných h o d n o t r , znamená t o , že p l u m nesoucí t e p l o j a k o 
první n a r a z i l n a snímač 1 , a p a k až n a snímač 2 . V e schematickém příkladu ( v i z obrázek 
1 5 ) vidíme, že snímače snímají každou s e k u n d u j e d e n b o d a že t r v a l o 1 2 s e k u n d , než 
došel p l u m o d snímače 1 k e snímači 2 . T e n t o p o s u n se značí rp a projeví se n a v r c h o l u 
korelační f u n k c e , který t a k b u d e p o s u n u t právě o - 1 2 s e k u n d . Známe-li vzdálenost těchto 
snímačů, můžeme dopočítat přibližnou r y c h l o s t proudění v c e l e . Z této r y c h l o s t i p a k 
můžeme dopočítat přibližnou d o b u c i r k u l a c e větru. Právě tímto výpočtem se získává d o b a 
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0.8 

0.6 

O < 0.4 

-150 -100 100 150 

Obrázek 1 4 : Autokorelační f u n k c e s vyznačeným prvním vedlejším m a x i m e m . 

cirkulační p e r i o d y , jejíž násobkem j e určena délka klouzavého o k n a . T a t o r y c h l o s t se dále 
využívá k výpočtům dalších, j i n a k definovaných, Re p r o p o p i s R B C (více v i z [ 2 1 ] ) . 

X 18 
Y 7 

s1 
s2 

X 30 
Y 6.8 

20 40 
t [S] 

Obrázek 1 5 : Modelový příklad. 

V minulém o d s t a v c i j s m e s i p o p s a l i , j a k se dá získat T P , a tím pádem vlastně i TQ. Čas 
T o j e t e d y čas, v e kterém j e h o d n o t a autokorelační f u n k c e r o v n a hodnotě korelační f u n k c e 
v n u l e ( v i z obrázek 1 6 ) . O b a zmíněné časy r se používají při výpočtech dalších Re. 

Podobně j a k o b y l a vypočítána křivka šikmosti p r o celý signál ( v i z obrázek 1 3 ) se dá 
vypočítat i křivka p r o rp. Opět se použije klouzavé o k n o , přičemž j e vhodné použít při-
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1.1 
k r o s k o r e l a c e 
a u t o k o r e l a c e 

1.2 

0.8 

< 0.6 
d o 

0.4 

0.2 

0 

-0.2 

k r o s k o r e l a c e 
a u t o k o r e l a c e 

-50 0 50 

r[s] 

Obrázek 1 6 : Kroskorelační a autokorelační f u n k c e . V okolí v r c h o l u a oddálená. 

bližně desetinásobek cirkulační p e r i o d y a p r o nejjemnější vzorkování použít k r o k j e d n a . 
J a k p o t o m vypadá takový signál, můžeme vidět n a obrázku 1 7 . T u t o d a t o v o u řadu b u ­
d e m e označovat j a k o rp signál, či rp d a t a . 

- d a t a / s t d ( d a t a ) 
• y s t d ( r p ) 

2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 
t[s] 

Obrázek 1 7 : Signál rp zpracovaný klouzavým o k n e m . 

Poznámka. N a obrázku 1 7 j e kvůli přehlednosti j a k o „data" z o b r a z e n p o u z e j e d e n signál, 
z e d v o u korelovaných signálů, z e kterých b y l o rp počítáno. 
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5 H A V O K zpracování R B C signálů 

5 . 1 Určení vhodné d i m e n z e vnoření 
Začněme s určením vhodné d i m e n z e p r o s t o r u vnoření, t e d y r . J a k j s m e již zmínili jedná se 
o úlohu, která není v článku [2] příliš objasněna. P o k u s o větší objasnění j e v s u p l e m e n t u 
[6] k původnímu článku, v němž se dočteme, že se jedná v podstatě o ladění parametrů t a k , 
a b y b y l y výsledky c o nejuspokojivější. M y j s m e p r o nastavování r v o l i l i m e t o d u čtverců 
( M C ) , přičemž j s m e porovnávali r e z i d u a různých y— modelů (výsledky různých regresních 
modelů) s původní d a t o v o u řadou, r e p s . čtverce těchto reziduí. Dívali j s m e se n e j e n n a 
celé datové řady, a l e i n a d e s e t i n u délky začátku a k o n c e datové řady. 

C h c e m e - l i spočítat m e t o d u čtverců, t e d y součet čtverců o d c h y l e k normovaný n a délku 
d a t , t a k , j a k j s m e t o p r o v e d l i m y , j e nutné o d d a t nejdříve odečíst průměr, a p a k j e 
n o r m o v a t s v o u směrodatnou o d c h y l k o u . Uvažujme dvě datové řady A a B, obě délce n, 
m e t o d a čtverců se p r o ně spočítá následovně: 

A 
a* = — 

SA 

a = * * 
a — a* 
B 

b* = 
SB 

B = b* - b* 

err = 
1 n 

ni=i 

Poznámka (značení), a* značí průměr a s A značí směrodatnou o d c h y l k u . O b a t y t o p o j m y 
b y l y definovány v p o d k a p i t o l e 1 .2 . 

Poznámka. Důvodem, proč j s m e d a t a n o r m o v a l y n a délku d a t j e možnost porovnání částí 
d a t (začátku, r e s p . k o n c e ) s c e l o u d a t o v o u řadou. 

Poznámka. V rámci výzkumu j s m e p o z o r o v a l i r n e j e n lichá, j a k požaduje T a k e n s o v a věta 
o vnoření, a l e i sudá. Určitou c i t l i v o s t n a s u d o s t , r e s p . l i c h o s t , p o z o r o v a l i i B r u n t o n a s p o l . 

Upozorněme n a f a k t , že i přes t o , že nám vycházejí sudá r ( v i z obrázky 1 8 a 1 9 a 
obrázky 3 4 , 3 5 , 3 6 v a p p e n d i x u ) j a k o lepší, t a k v s o u l a d u s T a k e n s o v o u větou vybíráme r 
lichá. K d y b y c h o m v y b r a l i sudá, n e m o h l i b y c h o m s i být j i s t i , že j e původní a t r a k t o r d i f e o -
morfní vnořenému a t r a k t o r u . Z analýzy m e t o d o u nejmenších čtverců nám t e d y vyplývají 
následující výsledky. 
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datová řada d i m e n z e r regresní m o d e l 
B u l k 7 D M D 

3 D M D 
M i 3 D M D 
M 2 3 D M D 
M 3 3 D M D 
M 4 3 D M D 

T a b u l k a 1 : Výběr dimenzí a regresních modelů. 
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SINDy least squares DMD least squares Hybrid least squares 

s t a r t 
w , h n | p 
e n c 

3 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 3 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

starí 
w h n l p 
e n d 

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

SINDy least squares 

- s t a r t 
- w h o l e 

e n d 

m 

HM 

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

( a ) Lineární škála. 

DMD least squares 

s t a r t 
w t u l e 
o-d 

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

Hybrid least squares 

s t a r t 
w t i u l e 
c - i c 

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

( b ) Logaritmická škála. 

Obrázek 1 8 : M C n a ( b u l k ) d a t a z teplotních snímačů. 
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SINDy least squares DMD least squares Hybrid least squares 

2.5 

start 
-who le 
" e n d 

-s tar t 
- w h o l e 
- e n d 

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

SINDy least squares 

( a ) Lineární škála. 

DMD least squares Hybrid least squares 

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

( b ) Logaritmická škála. 

Obrázek 1 9 : MČ n a r p zpracování d a t . 
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5 . 2 M a t i c e s o u s t a v y A 

V p o d k a p i t o l e ? ? j s m e viděli, že r o v n i c e získané některou z e tří regresí se dají z o b r a z i t 
pomocí barevných m a t i c . Podívejme se blíže n a t y t o m a t i c e a j a k se chovají. 

P r o každý z regresních modelů j e charakteristická j e h o první poddiagonála, n a d d i a g o -
nála a diagonála. S I N D y m o d e l j e charakteristický s v o u n u l o v o u diagonálou a n e n u l o v o u , 
obecně v absolutní hodnotě rostoucí, poddiagonálou a naddigonálou. 

D M D m o d e l má k l a d n o u diagonálu, jejíž p r v k y j s o u o m e z e n y s h o r a jedničkou a celá 
m a t i c e j e j a k o b y normovaná n a škálu o d m i n u s jedné d o jedné. První p r v k y m a t i c e n a 
diagonále j s o u nejblíže jedné a postupně h o d n o t y klesají. 

A konečně H y b r i d m o d e l j e charakteristický tím, že p r v k y n a hlavní diagonále klesají 
a j s o u , o p r o t i mimodiagonálním prvkům, dominantní. 

Z dalších pozorování víme, že se h o d n o t y m a t i c v závislosti n a r nemění, p o u z e se 
m a t i c e zvětšuje a přidávají se p r v k y . T e d y spočítáme-li p r o r = n + 1, p a k s u b m a t i c e nxn 
j e stejná, j a k o m a t i c e spočítaná r o v n o u p r o r = n. Dále j s m e z j i s t i l i , že znaménka m i m o 
diagonálu u m a t i c stejného systému počítaná různými regresními m o d e l y j s o u stejná. 

N a výběru m a t i c můžeme daná pozorování ověřit ( v i z obrázek 2 0 ) . Stejné chování 
můžeme p o z o r o v a t n a všech maticích různých datových řad. 

Obrázek 2 0 : M a t i c e s o u s t a v p r o b u l k d a t 
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5 . 3 S t a b i l i t a m a t i c s o u s t a v y A 
Z matematického aparátu ( v i z p o d k a p i t o l a 1 . 1 . 1 ) víme, že s t a b i l i t a s o u s t a v y lineárních 
O D R se dá určovat z vlastních čísel m a t i c e s o u s t a v y . Ovšem v e k t o r b pravé s t r a n y naší 
s o u s t a v y není konstantní, a l e časově závislý, což zapříčiní, že v případě, že j e s o u s t a v a 
stabilní, r e s p . atraktivní, b u d o u řešení k o n v e r g o v a t k partikulárnímu řešení v e k t o r u b. 
Zaměříme se nyní n a t o t o zpracování a speciálně s e podíváme n a s o u s t a v y , u kterých b y l o 
řešení nestabilní. Vykreslíme s i datové řady řešení modelů, j e j i c h m a t i c e a j e j i c h vlastní 
čísla. 

B u d e m e - l i s l e d o v a t vlastní čísla m a t i c A různých datových řad, můžeme s i všimnout, že 
jednotlivé m a t i c e regresních modelů vykazují různé t y p y s t a b i l i t y . S I N D y a H y b r i d m o d e l 
se řídí k l a s i c k o u s t a b i l i t o u , j a k j e definováno právě v k a p i t o l e 1 . 1 . 1 , a t e d y j e možno j e j i c h 
s t a b i l i t u p o s o u d i t p o d l e reálných složek vlastních h o d n o t m a t i c e A. D M D m o d e l ovšem 
v y k a z u j e s t a b i l i t u n u m e r i c k o u . 

B u d e m e - l i se zabývat teorií numerických řešení diferenciálních r o v n i c , zjistíme, že se 
d e f i n u j e několik s t a b i l i t v závislosti n a metodě řešení ( v i z s k r i p t a [ 9 ] ) . D e f i n o v a t v této 
práci t u správnou j e ovšem problematické, protože část kódu počítající řešení y s o u s t a v y 
( M a t l a b řešič l s i m , r e s p . s s s i m , který j e uvnitř l s i m ) n e l z e číst a p r a c u j e t e d y j a k o „black 
b o x " . Z d o k u m e n t a c e uvnitř l s i m , k e které se d o s t a n e m e p o u z e krokováním, se dozvíme, 
že m e t o d a v y h o d n o c u j e s a m a , jaká d a t a d o s t a l a a j a k o u m e t o d o u j e b u d e zpracovávat. 
T o t o může být důvodem rozdílu v e stabilitě jednotlivých m e t o d , k d y m a t i c e A a v e k t o r 
b m e t o d H y b r i d a S I N D y r e g r e s e j s o u o d v o z e n y z a pomocí numerických derivací, což se 
nějakým způsobem n a této m a t i c i a t o m t o v e k t o r u projeví. 

Z pozorování výstupů j s m e se dozvěděli, že absolutní h o d n o t y vlastních čísel m a t i c e 
A D M D m e t o d y j s o u menší n e b o r o v n a jedné a jedná se t e d y zřejmě o m e t o d u , jejíž 
s t a b i l i t a j e dána jednotkovým k r u h e m komplexní r o v i n y umístěným d o počátku. T o t o 
může i m p l i k o v a t použití modifikované explicitní ( E u l e r o v y ) m e t o d y s p o s u n u t o u oblastí 
s t a b i l i t y . Původní E u l e r o v a m e t o d a má totiž střed k r u h u s t a b i l i t y s poloměrem j e d n a 
v bodě — 1 + Oi komplexní r o v i n y . 
Poznámka. Zřejmě nepůjde o E u l e r o v u m e t o d u , j a k o t a k o v o u , protože se jedná o v e l m i 
základní m e t o d u , a l e o nějaký složitější řešič s o u s t a v diferenciálních r o v n i c . 
Poznámka (Zobrazování). N a obrázcích v této části j e z o b r a z e n a vždy p o u z e část datové 
řady a j a k d a t a , t a k m o d e l y j s o u , kvůli přehlednější v i z u a l i z a c i , škálovány s v o u směrodat­
n o u o d c h y l k o u . 

Obrázek 2 1 nám u k a z u j e řešení y a původní d a t o v o u řadu, m a t i c i s o u s t a v y a její vlastní 
čísla p r o r a m o d e l určený n a začátku této k a p i t o l y ( v i z t a b u l k a 1 ) . 

S t a b i l i t a j e d n o t l i v ý c h d a t o v ý c h ř a d 

Dále uděláme s o u h r n pozorování y — modelů n a jednotlivých zpracovávaných datových 
řadách a zdůrazníme problémy, kterých s i l z e povšimnout. N a jednotlivých obrázcích 
2 2 až 2 6 j e vždy v l e v o znázorněn popisovaný fenomén doprovázející n e s t a b i l i t u daných 
y — modelů, uprostřed j e j e j i c h m a t i c e a n a p r a v o vlastní čísla. 

B u l k : N a S I N D y y — modelu p r o b u l k d a t a vidíme, že řešení není stabilní p r o sudé 
a n i p r o liché r a a n i se n e p o h y b u j e k o l e m partikulárního řešení, j a k j e t o m u u M\ d a t ( v i z 
dále). Protože se kladná vlastní čísla objevují i u ostatních modelů, dá se t v r d i t , že t e n t o 
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m o d e l má obecně problém se s t a b i l i t o u . Další m o d e l y ( H y b r i d a D M D ) se n a b u l k d a t e c h 
chovají stabilně. 

Mi : M o d e l y D M D a H y b r i d se n a datové řadě M\ opět chovají stabilně a d l e oče­
kávání. Poměrně přesně popisují d a t o v o u řadu. M o d e l S I N D y j e opět nestabilní (vidíme 
„sinusovou" s t r u k t u r u ) , i když j e vidět, že se celé řešení stále p o h y b u j e o k o l o partikulár­
ního řešení (daného f o r c i n g e m ) , alespoň n a začátku datové řady, k t e r o u vidíme. Jistě s i 
l z e povšimnout, že n e s t a b i l i t a z d e není t a k výrazná, j a k o u jiných datových řad a modelů. 

AÍ2 : U datové řady M 2 mají všechny m e t o d y nekvalitní r e g r e s i . U D M D m o d e l u se 
u m a t i c p r o sudá r o b j e v u j e vlastní číslo r o v n o jedné a o d r = 1 2 se v y s k y t u j e i p r o lichá 
r , což b y m o h l o zapříčiňovat n e s t a b i l i t u daných řešení. Ovšem i přes s t a b i l i t u řešení d l e 
vlastních čísel nemají D M D a n i H y b r i d dobré výsledky. Vidíme m a l o u a m p l i t u d u u H y b r i d 
m o d e l u zapříčiněnou škálováním d a t směrodatnou o d c h y l k o u . T o znamená, že d a t a musí 
postupně nabývat n a amplitudě. Dále má m o d e l rostoucí t r e n d . S I N D y j e opět nestabilní 
s výraznou „sinusovou" s t r u k t u r o u u lichých r . 

Poznámka. Sledovaný fenomén n a řadě M 2 není u D M D r = 3 vidět, znehodnocení j e t a k 
minimální, j a k ukázala i m e t o d a nejmenších čtverců. 

M3 : P o z o r u j e m e - l i řešení y všech modelů n a datové řadě M3, vidíme, že j e řešení 
p r o sudá r p o s u n u t o o d původní datové řady, k t e r o u b y c h o m měli r e k o n s t r u o v a t . U D M D 
se opět objevují vlastní čísla, která j s o u r o v n a jedné. Jedná se vždy o j e d n o vlastní číslo 
a p o u z e p r o r sudé. H y b r i d m o d e l v y k a z u j e p r o lichá r > 7 postupný nárůst a m p l i t u d y . 
N a obrázku vidíme, že má řešení y m a l o u a m p l i t u d u kvůli velké směrodatné o d c h y l c e , 
k t e r o u b y l a d a t a škálována, j a k již b y l o zmíněno výše. T o t o j e vidět i u H y b r i d m o d e l u 
d a t M 2 . 

M 4 : R a d a M 4 v y k a z u j e stejné problémové chování, jaké b y l o pozorováno n a před­
chozích řadách M 2 a M 3 . J s o u t o rostoucí a m p l i t u d a , p o s u n d a t , vlastní číslo r o v n o jedné 
u D M D m o d e l u , a rostoucí t r e n d u H y b r i d m o d e l u , který se nyní o b j e v u j e i u D M D m o ­
d e l u . 

TP : Vlastní čísla m a t i c modelů D M D a H y b r i d p r o d a t o v o u řadu rp nám opět dávají 
i n f o r m a c i , že j s o u daná řešení stabilní. Vlastní čísla u S I N D y m o d e l u j s o u tentokrát i zá­
porná, a l e řešení má s i l n o u „sinusovou" s t r u k t u r o u , j a k j e t o m u u všech datových řad. 
U sudých r D M D m o d e l u se opět vyskytují vlastní čísla, která j s o u r o v n a jedné. Dále 
můžeme p o z o r o v a t p o s u n řešení u všech modelů p r o sudá r . Opět vidíme rostoucí, r e s p . 
klesající, t r e n d modelů D M D a H y b r i d ovšem p o u z e p r o sudá r , n a rozdíl o d M datových 
řad, k d e se t e n t o t r e n d o b j e v o v a l i u lichých r . 
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p : e i g ( A )  
tt0012 + 9 . 4 4 5 9 i 
0 . 0 0 1 2 - 9 . 4 4 5 9 i 

0 . 0 0 0 7 + 0 . 9 4 7 4 i 
0 . 0 0 0 7 - 0 . 9 4 7 4 i 

0 . 0 0 0 6 + 5 . 0 6 5 1 i 
0 . 0 0 0 6 - 5 . 0 6 5 1 i 

2 4 6 

6 
x 1 0 4 

e i g ( A ) 
0 . 0 0 2 0 + 1 1 . 8 1 4 6 i 
0 . 0 0 2 0 - 1 1 . 8 1 4 6 i 

3 . 9 4 9 0 e - 0 4 + 0 . 0 0 0 0 e + 0 0 i 
0 . 0 0 0 3 + 2 . 9 1 7 1 i 
0 . 0 0 0 3 - 2 . 9 1 7 1 i 

0 . 0 0 0 1 + 7 . 3 4 1 9 i 
0 . 0 0 0 1 - 7 . 3 4 1 9 i 

Obrázek 2 2 : N e s t a b i l i t y S I N D y m o d e l u n a b u l k d a t e c h . 

e i g ( A ) 
0 . 0 0 0 3 + 
0 . 0 0 0 3 -

0 . 0 0 0 1 + 
0 . 0 0 0 1 -

0 . 0 0 0 1 + 
0 . 0 0 0 1 -

0 . 0 0 0 4 + 
0 . 0 0 0 4 -
- 0 . 0 0 0 1 -
- 0 . 0 0 0 1 
0 . 0 0 0 5 -
0 . 0 0 0 5 

0 . 0 0 0 0 -
0 . 0 0 0 0 

2 7 . 3 2 3 3 i 
2 7 . 3 2 3 3 i 
2 2 . 3 5 7 7 i 
2 2 . 3 5 7 7 i 
1 7 . 5 7 1 3 i 
1 7 . 5 7 1 3 i 
1 2 . 7 4 7 5 i 
1 2 . 7 4 7 5 i 

- 0 . 1 1 2 8 i 
- 0 . 1 1 2 8 i 
^ 3 . 2 1 1 9 i 
- 3 . 2 1 1 9 i 

- 7 . 9 3 6 0 i 
- 7 . 9 3 6 0 i 

1 . 5 2 

x 1 0 5 

2 4 6 8 1 0 1 2 1 4 

Obrázek 2 3 : N e s t a b i l i t a S I N D y m o d e l u n a Ml d a t e c h . 
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5 . 4 Změna počátečních podmínek 
V matematickém aparátu j s m e d e f i n o v a l i a t r a k t o r ( v i z d e f i n i c e 1 . 1 2 ) . Víme t e d y , že se 
jedná o množinu přitahující řešení. V předchozí části j s m e s t a b i l i t u ověřili a n a l y t i c k y , 
z k u s m e t o t o nyní ověřit n u m e r i c k y . Celý obrázek j e rozdělen n a čtyři podobrázky. N a p r v ­
ním podobrázku j e v y k r e s l e n a modře první souřadnice y — modelu s p o s u n u t o u počáteční 
podmínkou a oranžově souřadnice s původními počátečními podmínkami. N a druhém p o ­
dobrázku j e vidět přiblížení těchto d v o u řešení v okolí počátku. N a třetím podobrázku 
vidíme rekonstruovaný a t r a k t o r a n a čtvrtém rekonstruovaný a t r a k t o r s p o s u n u t o u počá­
teční podmínkou. 

Poznámka. Výsledky v následujících d v o u podkapitolách j s o u počítány optimálními m o ­
d e l y , které b y l y vybrány výše. 

Obrázek 2 7 : Změněné počáteční podmínky p r o b u l k d a t a . 

N a obrázku vidíme, že řešení se změněnou počáteční podmínkou k o n v e r g u j e k původ­
nímu řešení v e l m i r y c h l e a p l y n u l e n a něj n a v a z u j e . 

N a dalších obrázcích p r o ostatní d a t a můžeme vidět stejné chování. T y t o obrázky j s o u 
k nahlédnutí v a p p e n d i x u . 

5 . 5 S o u h r n výs tupů 
V následující p o d k a p i t o l e s i s h r n e m e výstupy. N a obrázcích j s o u vždy z o b r a z e n y datová 
řada, vnořený a t r a k t o r , m a t i c e dané s o u s t a v y a rekonstruovaný a t r a k t o r . 

Vidíme, že u datových řad, r e s p . systémů, které nemají j a s n o u s t r u k t u r u , j a k o j s o u 
právě b u l k d a t a , M\ a M2, H A V O K není s c h o p e n e x t r a h o v a t a t r a k t o r vnořený, a tudíž 
t o m u a n i rekonstruovaný. R e s p e k t i v e daný a t r a k t o r j e spíše změť čar k o l e m nějakého 
rovnovážného b o d u , který nemá j a s n o u s t r u k t u r u . N a o p a k u systémů s jasnější s t r u k t u r o u , 
j a k o j s o u M 3 a M 4 , j e s c h o p e n najít alespoň o b r y s y s t r u k t u r y a t r a k t o r u . U datové řady 
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k d e j e s t r u k t u r a v e l m i výrazná, j a k o j e r p , j e i a t r a k t o r značně strukturalizovaný a l z e 
jasně vidět dvě rovnovážné úsečky, k o l e m kterých řešení probíhá. 

Poznámka. Uvědomme s i , že vnořujeme-li d o d i m e n z e r , p a k má vnořený a t r a k t o r právě 
t u t o d i m e n z i ( p o m i n e m e - l i fraktální d i m e n z i ) . Ovšem a t r a k t o r rekonstruovaný má d i m e n z i 
r — 1 , právě p r o t o , že m a t i c e s o u s t a v y A má h o d n o s t r — 1 a r . člen j e brán j a k o forcingový. 
P r o t o j s o u a t r a k t o r y n a následujících obrázcích z o b r a z e n y v jiné d i m e n z i . 
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Obrázek 2 9 : Souhrnný obrázek p r o M\ d a t a . 

Obrázek 3 0 : Souhrnný obrázek p r o M2 d a t a . 
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Závěr 
V této bakalářské práci j s m e se seznámili s několika přístupy i d e n t i f i k a c e r o v n i c d y n a m i c ­
kých systémů n a základě empirických datových řad. 

Detailně j s m e p o c h o p i l i článek [ ] a další související l i t e r a t u r u , p o c h o p i l i j s m e j e d ­
notlivé k o m p o n e n t y m e t o d y H A V O K , přičemž mnohé z n i c h n e j s o u v článku dostatečně 
vysvětleny. Naučili j s m e se používat k článku přiložené kódy v p r o g r a m u M a t l a b . T y t o 
j s m e rozšířili a b y l i j s m e t a k s c h o p n i vytvořit obrázky, které nám p o m o h l y s analýzou 
výstupů H A V O K u . Přitom j s m e se seznámili se základními p o j m y t e o r i e dynamických 
systémů. 

N a v r h l i j s m e způsob v o l b y vhodných dimenzí vnoření p r o a p l i k a c i regresních modelů. 
T e n t o problém j s m e p o j a l i z p o h l e d u k v a l i t y r e g r e s e pomocí m e t o d y rozdílu čtverců. 
U složitější pasáže v rámci matematického aparátu, k t e r o u b y l a T a k e n s o v a věta o v n o ­
ření, opírající se o z n a l o s t i t o p o l o g i e , které a l e j s o u n a d rámec bakalářské práce, se nám 
alespoň podařilo s h r n o u t důležité v l a s t n o s t i a p o c h o p i t její p r i n c i p , což j s m e i l u s t r o v a l i 
n a obrázku 3 . Dále j s m e teoretický úvod rozšířili n e j e n o p o j m y z t e o r i e dynamických 
systémů, a l e také o statistický aparát potřebný p r o zpracování d a t z k o n v e k c e a vytvoření 
datových řad. 

V kapitolách 2 a 3 j s m e s p o j i l i některé části matematického aparátu, a b y c h o m s e s t a v i l i 
m e t o d u H A V O K , jejíž fungování j s m e s i ukázali n a Lorenzově systému. U p o z o r n i l i j s m e , v e 
kterých částech se jaká s t r u k t u r a teoretického aparátu používá (především T a k e n s o v a věta 
a Koopmanův operátor), což n e b y l o v článku [2] dostatečně zdůrazněno. V rámci k a p i t o l y 
2 j s m e o b j e v i l i , že k r o m výpočtu ukázaného n a Lorenzově systému ( S I N D y m o d e l ) existují 
i další d v a m o d e l y , kterými, d l e našeho zavedeného značení, j s o u D M D m o d e l a H y b r i d 
m o d e l . T y t o m o d e l y b y l o nutné i d e n t i f i k o v a t v kódech, protože v článku [2] t y t o n e b y l y 
n i k t e r a k zmíněny a t e d y n e b y l o objasněno, j a k fungují. Základní p o p i s výpočtu těchto 
modelů j e také součástí k a p i t o l y 2 . 

V k a p i t o l e 4 j s m e vysvětlili, c o j e R B C , j a k vzniká, k d e se v y s k y t u j e a j a k se n a U P T 
měří. P o p s a l i j s m e důležité s t r u k t u r y v R B C , pohybové r o v n i c e a podobnostní čísla, která 
j i popisují. Dále j s m e se důkladněji podívali n a t y p y d a t získávaných z měření R B C n a 
U P T . 

V poslední k a p i t o l e j s m e v y b r a l i m e t o d o u čtverců d i m e n z i vnoření p r o modelování 
d y n a m i k y různých typů časových řad R B C . Z k o u m a l i j s m e m a t i c e A s o u s t a v r o v n i c tvoře­
ných regresními m o d e l y , z j i s t i l i j s m e výhodnou v l a s t n o s t , že se s t r u k t u r a m a t i c e se změnou 
r nemění, a dále j s m e se zaměřili n a j e j i c h s t a b i l i t u pomocí vlastních čísel. P o p s a l i j s m e 
d v a t y p y pozorované s t a b i l i t y a nepřesnosti, které m o d e l y získané řešením j e j i c h s o u s t a v y 
se silovým ( f o r c i n g ) členem mají. Pomocí změny počátečních podmínek j s m e n u m e r i c ­
k o u simulací p o t v r d i l i s t a b i l i t u řešení. N a závěr j s m e v y k r e s l i l i vnořené i rekonstruované 
a t r a k t o r y jednotlivých datových řad, n a čemž se ukázalo, že H A V O K není s c h o p e n dobře 
r o z p o z n a t a t r a k t o r y v e složitých datových řadách, které nemají j a s n o u s t r u k t u r u . N a ­
o p a k datové řady j a k o T P , n e b o souřadnice L o r e n z o v a systému j s o u p r o H A V O K dobře 
zpracovatelné. 

Dalšími směry možného výzkumu v o b l a s t i m e t o d y H A V O K j e chování f o r c i n g členu 
a j e h o dlouhodobá p r e d i k c e n e b o hlubší průzkum vektorů m a t i c e U z S V D r o z k l a d u 
H a n k e l o v y m a t i c e , které j s o u v článku [2] diskutovány. M i m o H A V O K j s m e získali cenné 
i n f o r m a c e o S I N D y , která nabízí s p o u s t u c e s t výzkumu n e j e n v rámci R B C . Domnívám 
se, že zvolení samotné k n i h o v n y p r o S I N D y b y b y l o h o d n o samostatné závěrečné práce. 
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A p p e n d i x : o b r á z k y z e z p r a c o v á n í d a t 
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( b ) Logaritmická škála. 

Obrázek 3 4 : M C n a zpracování pomocí šikmosti (Mi). 
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( b ) Logaritmická škála. 

Obrázek 3 5 : MČ n a zpracování pomocí šikmosti ( M 2 ) . 
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Obrázek 3 6 : MČ n a zpracování pomocí šikmosti ( M 3 ) . 
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M a t i c e s o u s t a v y A 
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SINDy : r=5 SINDy ; r=15 SINDy ; r=31 
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Obrázek 3 8 : M a t i c e s o u s t a v p r o d a t a střední h o d n o t y ( M i ) . 

5 7 



0 . 5 1 1 . 5 2 2 . 5 3 3 . 5 4 4 . 5 2 4 6 8 1 0 1 2 1 4 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

Obrázek 39: M a t i c e s o u s t a v p r o d a t a střední h o d n o t y ( M 2 ) . 
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SINDy : r=5 SINDy ; r=15 SINDy ; r=31 
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Obrázek 4 0 : M a t i c e s o u s t a v p r o d a t a šikmosti ( M 3 ) . 
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SINDy ;r=5 SINDy : r=15 SINDy ; r=31 
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Obrázek 4 1 : M a t i c e s o u s t a v p r o d a t a šikmosti ( M 4 ) . 
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Změna počátečních podmínek 
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Obrázek 4 2 : Změněné počáteční podmínky p r o rp d a t a . 
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