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Anotace

Hlavnim tématem bakalarské prace je kvalitativni analyza linedrni diferencialni rovnice
druhého tadu. Préce je rozdélena na pét ¢asti. Uvod je vénovan kmitavému pohybu a odvo-
zeni rovnice matematického kyvadla a pruziny. Ve druhé ¢asti jsou shrnuty zdkladni poznatky
z literatury, které jsou potiebné v dalsich ¢dstech. Ve tieti ¢asti je rozebran model kmitu
hmotného bodu na pruziné. V predposledni ¢asti jsou rozebrana samotna fesSeni této rovnice
v zavislosti na parametrech ilohy. V zavéru préace jsou nastinény nékteré oteviené problémy

existence periodickych feseni diferencialnich rovnic.

Annotation

The main topic of the Thesis is qualitative analysis of linear differential equations of second
order. The Thesis is divided into five parts. At the first part there are explained basic type of
oscillators (mathematical pendulum and spring). The second part is devoted to definitions
and theorems, which are necessary in the study of differential equations. The third part
shows the model of linear differential equation of second order. The solution of this equation
depending on various parameters is indicated in the fourth part. Some open questions are

formulated in the last part.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice jsou rovnice, kde se vyskytuji derivace funkci. Pomoci diferencialnich
rovnic lze popsat déje, které se denné objevuji v piirodé. Resenimi diferencidlnich rovnic
jsou funkce, které popisuji vlastnosti onéch déju. Uméni tesit diferencialni rovnice znamena

lepsi porozuméni prirodnim a spolecenskym procesum a celému svétu vubec.

1.2 Fyzikalni motivace

Kmitavy pohyb patii mezi jeden z nejbéznéjsich druhu pohybu. Takovyto pohyb muze mode-
lovat spoustu fyzikalnich déji. Rada pifstroji je zalozena na problémech souvisejicich s kmi-
tavymi jevy, jako napiiklad vysilace, prijimace, osciloskopy atd. VSechna zarizeni, kterd
mohou bez vnéjsiho pusobeni kmitat, nazyvame oscilatory. Mezi nejjednodussi oscildtory

fadime kyvadlo a pruzinu.

1.2.1 Odvozeni rovnice kyvadla

Budeme postupovat podobné jako v [11]. Méjme hmotny bod o hmotnosti m zavéseny na ne-
hmotném zavésu délky ¢. Chceme najit zavislost drahy s hmotného bodu na case t. Z New-

tonova zakona sily vyplyva, ze

ms”(t) = —mgsin p(t), (1.1)



kde ¢(t) je vychylka kyvadla od rovnovazné svislé polohy. Jelikoz se hmotny bod pohybuje

po kruznici, mame

Po dosazeni za s(t) do (1.1) postupné dostavame
mle"(t) = —mgsin p(t),

" (t) + %Sin o(t) = 0.

Jednd se o nelinedrni diferencidlni rovnici druhého tadu, protoze sin ¢ je nelinearni funkce
proménné ¢. Mnohem jednoduseji lze fesit misto nelinearniho problému jeho tzv. linearizaci
(zjednoduseni tlohy, ve fyzice bézné pouzivané). Linearizaci v nasem piipadé provedeme tak,

ze hodnotu funkce sin ¢ nahradime jejim argumentem ¢. Dostaneme tak tlohu

@' () + w?p(t) =0, (1.2)
kde
2_ Y
YT

nezévisi na case ¢. Uloha (1.2) je linedrni diferencidlni rovnici druhého rddu. Timto krokem se
ale dopoustime jisté chyby, kterd je vsak pro malé kyvy (pro malé hodnoty ¢) zanedbatelna.
Namisto rovnice ¢”(t) + % sin ¢(t) = 0 budeme tedy Fesit rovnici (1.2). Nésledujici kroky
vedouci k ,feSeni“ ulohy (1.2) slouzi jako motivace k tomu, co bude rigor6zné spocitano
v Kapitole 3.
Zkusime hledat feseni ve tvaru ¢(t) = e™. Druhd derivace této funkce je ¢"(t) = r?e".

Po dosazeni do (1.2) dostaneme tzv. charakteristickou rovnici ve tvaru

rle™ 4+ w?e™ =0,

kterou postupné vyiesime vzhledem k r

2 2
r“ +w” =0,
r = wi,
To = —WI.

Resen{ je tedy

wit

o(t) = c1e*™ 4 cpe”



V realném tvaru

©(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).

Obrazek 1.1: Matematické kyvadlo, [O1]

1.2.2 Pruzina

Na podobnou rovnici jako je (1.2) vede studium pohybu hmotného bodu na pruziné. Pohyb
pruziny, na které je zavéseno zavazi, patii do oblasti mechanického kmitani. Vlastnosti ta-
kovéto pruziny jsou dany hmotnosti télesa m a tuhosti pruziny k (viz. [4]). Zavésime-li na
pruzné vldkno délky ¢ zavazi o hmotnosti m, zvétsi se jeho délka o Al. Je-li deformace pruzna,

tj. splauje-li tzv. Hookuv zakon (viz. nize), je tthova sila pfimo imérna tize zavéseného télesa

mg = kAl

P . mg ‘ ey .. . .
s konstantou tmérnosti k£ = AL kterd se nazyva tuhost pruziny a predstavuje silu nutnou

k jednotkovému vychyleni pruziny.

1.2.3 Hookiuv zakon pro pruznou deformaci

R. Hook, 1676 [12] Pfi pusobeni deformujicich sil se elastické téleso (napt. guma, pruzina)

prodlouzi z puvodni délky ¢; na vétsi délku f5. Rozdil téchto délek nazyvame absolutnim pro-
dlouzenim. Plati pro néj A¢ = ¢y —¢;. Toto prodlouzenti je zavislé na pocatecni délce ¢ télesa.
Pro pruznou deformaci tahem je normalové napéti ptimo imeérné relativnimu prodlouzeni.
V bézném zivoteé si lze tento zdkon predstavit tak, ze v pripadé pruzné deformace nemuze
nikdy dojit k nevratnym zméndm délky télesa. Zduraznéme, ze Hookuv zakon v této (linedrni)

podobé plati jen pro malé deformace télesa.



ul

Obrazek 1.2: Pruzina, [02]
1.3 Zavedené znaceni

V celém textu se vyskytuji nasledujici symboly:

R mnozina realnych cisel
L interval
D) o defini¢ni obor funkce f
D diskriminant charakteristické rovnice
Dya, D, Dg oo determinant ptislusné matice
7 PP Wronského matice
P fundamentalni systém teseni
Cly £ e e e koeficienty v obecném feseni
A B koeficienty specialniho tvaru partikularniho feseni
R rozdil | — r9
7 PP perioda T'
e podmnozina
e je prvkem
P mnozina dand vyctem.

1.4 Clenéni prace

Prace je rozdélena na pét kapitol. Uvod je vénovan kmitavému pohybu a odvozeni rovnice
matematického kyvadla a pruziny. Ve druhé ¢asti jsou shrnuty zékladni poznatky z literatury,

které jsou potiebné v dalsich castech. Ve tteti ¢ésti je rozebran model kmitii hmotného bodu



na pruziné, ktery byl odvozen v ivodni kapitole. V predposledni ¢ésti jsou rozebrana samotna
feseni této rovnice v zdvislosti na parametrech ulohy (velikost tfeni, ihlova frekvence kmitu,
pocatecni vychylka a poc¢atecni rychlost). V zaveéru jsou uvedeny moznosti dalstho zkouméni
problematiky existence periodickych feseni pro diferencialni rovnice.

Pi studiu budeme vyuzivat materialii uvedenych v seznamu literatury v zavéru prace.
Definice a tvrzeni v Kapitole 2 jsou prevzaty prevazné z [10] a [7]. Plodnou inspiraci pro
vybér konkrétnich tvrzeni byly predndskové materidly [8] a [9]. Odvozeni linedrni rovnice

druhého tédu ve fyzikalnich piipadech bylo ¢erpéano z [11] a [4].



Kapitola 2

Definice a véty prevzaté z literatury

V této casti budeme definovat nékteré pojmy a pripomeneme nékterd tvrzeni, kterda jsou
nezbytna v dalsich ¢astech prace. Pojmy i tvrzeni jsou prevzaté z literatury a nebudeme je

dokazovat. Znaceni jednotlivych symbolu jsme vSak sjednotili.

2.1 Homogenni a nehomogenni rovnice druhého radu
Definice 2.1.1 [1, Kapitola 10, Definice 3] Diferencidalni rovnice
ay’ (z) + by’ (z) + cy(z) =0, (2.1)

kde a # 0, b, ¢ jsou dand ¢isla, y nezndmd funkce (proménné x) ay/', y" jeji derivace (podle
x), se nazyvd linedrni diferencidlni rovnice druhého tadu s konstantnimi koeficienty bez pravé

strany (homogenni rovnice).

Poznamka 2.1.2 V pripadé, Ze nemuze dojit k mylce, lze proménnou x v zdpisech rovnic

vynechat. Rovnici (2.1) lze tedy zapsat ve tvaru
ay” 4+ by’ + cy = 0.
Definice 2.1.3 [1, Kapitola 10, Definice 5] Diferencidlni rovnice
ay”(z) + by'(z) + ey(z) = f(x), (2.2)

kde a # 0, b, ¢, jsou dand cisla, f dand spojitd funkce proménné z, jejiz hodnota neni pro

véechna x rovna nule, a y neznamd funkce téze proménné x, pricemz vy, y" znaci derivace
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funkce y podle x, nazyva se linedrni diferencidlni rovnice druhého Tddu s konstantnimi koe-
ficienty a s pravou stranou (nehomogenni rovnice). Jsou-li v rovnici (2.1) tytéz koeficienty

a, b, ¢ jako v rovnici (2.2), vikdme, Ze homogenni rovnice (2.1) prislusi k rovnici (2.2).

Poznamka 2.1.4 Obdobné jako v Poznamce (2.1.2) budeme rovnici (2.2) psat ve formé bez

explicitniho vyskytu proménné x u Teseni y. Rovnici (2.2) lze tedy zapsat ve tvaru
ay” + by +cy = f.
Definice 2.1.5 [6, Definice 3.8] Polynom
p(r)=r*+ar+b (2.3)

nazveme charakteristickym polynomem rovnice (2.2) a rovnici

P +ar+b=0 (2.4)

nazveme charakteristickou rovnici diferencidlni rovnice (2.2).

Tvrzeni 2.1.6 [6, Véta 3.2] Funkce €™ je teSenim rovnice (2.1) prdvé tehdy, kdyz r je

korenem charakteristické rovnice (2.4).

Tvrzeni 2.1.7 [6, Véta 3.3] Md-li charakteristickd rovnice (2.4) dva navzdjem rizné koreny

rox

r1, T2, pak funkce €™ €™ tvori fundamentdlni systém resend rovnice (2.1). Jingmi slovy lze

kazdé teseni rovnice (2.1) ziskat jako linedrni kombinaci nezdvislyjch funkci e™*, ",

Tvrzeni 2.1.8 Md-li kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty komplexni koten z, kom-

plexné sdruzené cislo Z je také korenem této rovnice.

Je-1i kofenem charakteristické rovnice piislusejici linearni diferencidlni rovnici druhého radu
s konstantnimi koeficienty komplexnf ¢islo 2 = a+ bi, potom funkce e(®+#9% je jejim fesenim,

a tedy i funkce el®=#)7 je také fesenim. Plati

platpi)z _ e (cos fx + isin fx),

ele=Pe — 9% (cog B — isin Bx).



2.2 Vlastnosti reSeni

Definice 2.2.1 Resenim nebo také integrdlem diferencidlni rovnice
Flz,y,y, ....,y™) =0
nazveme kazdou funkci y = g(x), kterd v daném intervalu I vyhovuje identicky této rovnici.

Definice 2.2.2 Cauchyova tloha.

Uvazujeme obycejnou diferencidlni rovnici n-tého radu ve tvaru

y"(g) = flz, y(x), ' (2), y"(x), ..., y" (2)). (2.5)

Méjme ddn libovolny, ale pevné dany bod (xo, Yo, Y1, - -, Yn—1) € Dy C R Uloha uréit

resent této rovnice, které vyhovuje n pocdtecnim podminkdm
y(zo) =y, Y(xo) =w1. ..oy Y (20) = Yuor, (2.6)
se nazyva Cauchyova iloha.

Tvrzeni 2.2.3 [7, Véta 9.5] Existence resent.

Necht f : R*"™ — R je spojitd funkce definovand na oteviené mnoziné a necht bod
(o, Yo, Y15 -5 Yn_1) Patii do definiéniho oboru této funkce. Potom Cauchyova tloha (2.5),

(2.6) ma prdvé jedno mazimdlni Tesent.

2.3 Linearni homogenni a nehomogenni rovnice n-tého
radu

Necht ay, ..., a,, f jsou spojité funkce na otevieném intervalu I C R. UvaZzujeme na [

diferencidlni rovnice
y ™ () + ay (2)y™V(x) + - + an(2)y(z) = 0, (2.7)
v (@) + ar(2)y" V(@) + -+ an@)y(x) = f(x). (2.8)

Tvrzeni 2.3.1 [2, kapitola 2.2, Theorem 1] Necht yi, ..., yn jsou 7esSeni homogenni dife-
rencidlni rovnice (2.7) na intervalu I. Pak plati, Ze libovolnd linedrni kombinace téchto resent

je resenim homogenni diferencidlni rovnice (2.7).
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Tvrzeni 2.3.2 Kazdé reseni rovnice (2.8) dostaneme, kdyz k nékterému jejimu partikuldr-

nimu tesent pricteme vhodné reseni rovnice (2.7).

Poznamka 2.3.3 Lze tedy rici, Ze obecné reseni rovnice (2.8) dostaneme, zndme-li jedno

jeji partikuldrni resend a pricteme-li k nému obecné esent prislusné homogenni rovnice (2.7).

Budeme se tedy snazit stanovit jedno partikuldrni feseni rovnice (2.8) — to ndm k jejimu
obecnému feseni staci. Nékdy se ndm muze podafit partikuldrni feseni rovnice (2.8) uhod-
nout. Ukazuje se, ze pro nékteré specialni pravé strany je vhodné hledat partikularni feseni

v piislusném specidlnim tvaru, viz. Tvrzeni 2.3.2.

Tvrzeni 2.3.4 [8, Tvrzeni 5] Jestlize charakteristickd rovnice md jednoduchy komplexni
koren a +ib a tedy také a — ib, pak odpovidajici Teseni md tvar e® [c; cos (Bt) + co sin (5t)] .

Ma-li koten a + bi ndsobnost k, odpovidajici pruky bdze prostoru teseni (2.7) jsou

{eo‘t cos (ft), te® cos (Bt), ..., tF7 e cos Bt, e sin ft, te™ sin (Bt), ..., t* e sin Bt} )

2.4 Wronského determinant a linearni zavislosti reseni

Definice 2.4.1 [8, Definice 1] Funkce fi, ..., f, jsou linedrné zdvislé na intervalu I, prdavé

kdyz existuji ¢isla cq, ..., ¢, ne vSechna nulova, a takovd, Ze

n

Zcifi(t) =0, pro vsechna t € I.

i=1

V opacéném pripadé jsou funkce fi, ..., [, linedrné nezavislé na intervalu I.

Definice 2.4.2 [5, Definice 2.2] Bud f1, fa, ... fr systém funkci na intervalu I takovy, Ze

existugici derivace fi(j)(t), 1=1,2,...,k,7=0,1, ..., k=1 provsechnat € I. Determinant
fi(t) fa(t) Ji(t)
Wi o () = fi(t) féFt) Ji(t)
SO A O N A
nazyvame Wronského determinant funkci fi, fo, ..., fr v bodé t € I, zkracené Wronskidn.
Tvrzeni 2.4.3 [5, Véta 2.2] Necht fi, fa, ..., fx jsou linedrné zdvislé na intervalu I a maji

tam derivace aZ do rddu k — 1. Potom Wy, ¢, 1 (t) je roven nule pro viechna t € I.



Tvrzeni 2.4.4 Necht yy, ..., y, jsou Feseni (2.7) na intervalu I. Pak plati jedna z ndsle-

dugicich moznosti:

(1) jsou-liyy, ..., yn linedrné zavislé, pak Wy, y,. . .. (t) =0 pro viechnat € I,
(11) jsou-li yy, ..., y, linedrné nezdvislé, pak Wy, 4, .. . (t) #0 pro viechna t € I.
Diikaz. Uvazujeme cisla ¢y, ca, ..., ¢ takova, ze

c1fi(t) + cafo(t) + -+ e fr(t) =0  pro vSechna t € I.

Na levé strané je tedy funkce, ktera je identicky rovna nule. Z toho vyplyva, ze také vsechny

derivace jsou rovny nule na I. Tedy pro t € I plati
crfi(t) +cafo(t) + -+ + e fe(t) =0

afi(t) + cafo(t) + -+ + e fi(t) = 0

affFVO Feaffw) 4 e ) =o.

Necht ¢t € I je libovolné a pevné dané. Cisla ¢y, ¢, ..., ¢ jsou fesenfm ptedeslého
systému homogennich linearnich rovnic. Tento systém ma netrivialni feseni, pravé kdyz deter-
minant ptislusné matice je roven nule. Timto determinantem je pravé uvazovany Wronskian
Wiy ya...yn(t). A tedy podle Definice 2.4.1 je systém funkei vy, ..., y, linedrné nezavisly,
pravé kdyz Wronskidn W, ,, . ,.(t) je ruzny od nuly. O

Definice 2.4.5 [5, Definice 2.4] MnozZinu n linedrné nezdvisljch teseni homogenni rovnice

(2.7) nazgvame fundamentdlni systém rovnice (2.7).

Definice 2.4.6 Obecné reseni homogenni ulohy (2.7) je jakdkoli linedrni kombinace proki

fundamentdlniho systému.

Poznamka 2.4.7 Podle (2.5.1) je obecné teseni homogenni ilohy (2.7) ve smyslu Defi-

nice 2.4.6 skutecné resent.

10



2.5 Periodicka reseni

V piipadé, ze obecné feseni je linearni kombinaci periodickych funkei, feseni muze byt peri-

odické.

Definice 2.5.1 Necht T € R, T > 0. Funkce f = f(t) je periodickd s periodou T, jestlize
pro kazdé t € D(f) plati
t£T e D(f)

a zdrovern

f@) = ft+1).

Definice 2.5.2 Reseni y(t) Cauchyovy tlohy (2.5), (2.6) je periodické s periodou T, pokud
y(t+ 1) = y(T)

pro vsechna t > 0.

Poznamka 2.5.3 Konstantni funkce je periodickd funkce, kterd ale nemd nejmensi kladnou

periodu, protoZe kazdé T > 0 je periodou.

Tvrzeni 2.5.4 Méjme dvé periodické funkce f a g s periodami Ty a'T,. Linedrni kombinace
h =cf+cg proc, ca €R je periodickd, pravé kdyz pomeér period Tr/T, je racionding

¢islo.

Poznamka 2.5.5 Pokud je pomér period v Tvrzeni 2.5.4 neraciondlni, dostaneme neperio-
dickou funkci, kterd nekonecnékrdt protne nulu. Pokud dostaneme teseni ve tvaru neperio-

dické funkce, budeme mu rikat chaotické.

Tvrzeni 2.5.6 Méjme a € R libovolné nenulové, potom funkce sin (at) a cos (at) maji obé

periodu 27 /a.

Tvrzeni 2.5.7 Méjme a € R libovolné nenulové, potom funkce h(t) = ¢y sin (at) + ¢ cos (at)

md periodu 27 /a.

Tvrzeni 2.5.8 Méjme a, b € R libovolné nenulové, potom funkce h(t) = ¢y sin (at)+cq sin (bt)

je periodickd, kdyz a/b je raciondlni.
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Kapitola 3

Model kmitu hmotného bodu na

pruziné

3.1 Matematicka rovnice kmitu
Rovnice, predstavujici model kmitia hmotného bodu na pruziné, vypada nasledovné
u"(t) + bu'(t) + pu(t) = Fycosvyt + Fy sinyt. (3.1)

Stejnéd rovnice modeluje i matematické kyvadlo. Vyskytuji se v ni parametry b, p, v, Fj
a Fy. Jejich vyznam je nésledujici: parametr b je koeficient dtlumu, parametr p je kvadrat
uhlové frekvence netlumenych kmitu. Tu Ize vyjadrit pro model matematického kyvadla jako

k
p = % > 0, kde g je tihové zrychleni a ¢ délka kyvadla. Pro model pruziny je p = —, kde
m

k je tuhost pruziny a m je hmotnost télesa zavéseného na pruziné. Cela prava strana rovnice

v

7 hlediska fyziky plati navic nasledujici znaménkové predpoklady

b>0, p>0, k>0, m>0. (3.2)

3.1.1 Homogenni tiloha

Pro nejjednodussi model bez tfeni si vystacime s homogenni tilohou

u’ +pu=0.
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Znamena to, ze prava strana rovnice (3.1) je nulova, vnéjsi sily jsou zanedbény. Bézné déje
popisuje lépe kmitani tlumené nez netlumené — uvazuje totiz odporové sily. ,Perioda® je

v takovém piipadé konstantni, amplituda klesa. Tuto situaci popisuje rovnice
' +bu' + pu=0.

Pokud do systému prispéjeme navic libovolnou vnéjsi periodickou silou, kmitéani se stane

vynucené tlumenym. To vSak vyzaduje studovat nehomogenni ilohu (3.1).

Poznamka 3.1.1 Rowvnice (3.1) je specidlni pripad rovnice (2.2).

3.2 Reseni homogenni rovnice

Homogenni tloha mé tvar

u" +bu’ + pu = 0. (3.3)

Zkusime feSeni tvaru

u(t) = e™. (3.4)

Prvni derivace funkce mé tvar
a druha derivace je

Dosazenim do rovnice (3.3) dostdvame
r2e™ + bre™ 4 pe = 0.
Vydélenim rovnice vyrazem e dostdvame charakteristickou rovnici
r? +br+p=0. (3.5)

Jedna se o polynom druhého stupné (kvadratickou rovnici). Klicovy vliv na tvar kofenti ma
znaménko diskriminantu

D =b—4p. (3.6)
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Mohou nastat néasledujici tii varianty (coz v praxi rozpozname odlisSnym chovanim pruziny,

resp. jejim kmitanim)
(i) D =0 — mezni tlument,
(i) D > 0 — silné tlument,
(iii) D < 0 — slabé tlumeni.

Kofeny charakteristické rovnice (3.5), které jsou tvaru

—b++D
Mo =—"—F—"",

, - (3.7)

nam v kazdém ptipadé urci vzdy dvé nezavisla teseni. Tato dvé TeSeni tvori fundamentalni
systém rovnice (3.3) a dle Definice 2.4.6 libovolna kombinace prvku fundamentélniho systému

potom urcuje obecné feseni homogenni tlohy.

Nyni probereme podrobné jednotlivé piipady.

3.2.1 Mezni tlumeni, diskriminant je roven nule
Diskriminant D = b — 4p je roven nule, pravé kdyz

b’ = 4p.
Je tedy zfejmé, Zze toto nastane, prave kdyz

b= ++/4p.

Oba koreny rq, 9 jsou realné a navic stejné. Jsou tvaru

b
o = —5. (38)
Fundamentélni systém je v tomto pripadé
FS = {efbt/27 7fefbt/Q}

a obecné teseni diferencialni rovnice je potom

u(t) = cre”? 4 cote™ 2, (3.9)
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kde ¢q, ¢o jsou libovolné realné konstanty. Nyni ukazeme, ze nami nalezend feSeni jsou
skutecné nezavisla. Podle Tvrzeni 2.4.4 to bude pravda, pravé kdyz Wronskian bude ne-
nulovy. Jelikoz nas fundamentdlni systém ma dva prvky, Wronského matice W bude typu
(2,2). V prvnim fadku budou oba prvky fundamentélniho systému a ve druhém jejich deri-

vace,

efbt/Q te*bt/Q

—%be_bt/2 —%e_bt/Q(bt o 2)

W(t) = {e_bt/2 {—%e—btﬂ (bt — 2)1} - { {—%be-bt/z] te-btﬂ} |

—bt/2

W(t) =

Dostévame

Po zavedeni substituce s = ¢ dostavame

W(t) = s [—%s(bt—Q)} _ {—%bs} s

—bts? 4+ 252 + bts?
2

1 1
= —552(bt —2)+ §th2 =

—bt/2

Navratem k puvodni substituci s = e dostavame

W (t) = [efbt/Z}z —

Je ztejmé, ze tato hodnota Wronskianu W se nikdy nemuze rovnat nule. Wronskian je
tedy nenulovy, vysledna feseni jsou dle Tvrzeni 2.4.4 linearné nezavisla.

Piipad mezniho tlumeni si v bézném zivoté muzeme predstavit takto. Polohu, kdy je
pruzina v klidu nazveme klidovou polohou. V piipadé mezniho tlumeni pruzina klidovou

polohou prokmitne nanejvys jednou.
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Obrazek 3.1: Priklad feseni v ptipadé mezniho tlumeni

3.2.2 Silné tlumeni, diskriminant je kladny

Uvazujeme stejnou charakteristickou rovnici (3.5). V pfipadé, ze diskriminant D je kladny,

jsou oba kotfeny r1 a ry tvaru (3.7) redlné a ruzné. Navic
oba koreny rq, 9 jsou zadporné
podle predpokladu p > 0. Fundamentélni systém je tedy
FS={e" ™'}
a obecné Teseni diferencialni rovnice ma tvar
u(t) = cre™t + cpe™,

kde ¢q, ¢ jsou realné konstanty.

Opét dokazeme nezavislost feseni.

erlt erzt

W(t) = = roe?te™t — ettt = ¢

rie’t  rye’?t

(3.10)

(3.11)

rtenit(py —pp).

Protoze r1 a 75 jsou ruzné, soucin je tedy nenulovy a funkce jsou dle Tvrzeni 2.4.4 linedrné

nezavislé.
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Obrazek 3.2: Priiklad feseni v ptripadé silného tlumeni

3.2.3 Slabé tlumeni, diskriminant je zaporny

Opét uvazujeme charakteristickou rovnici (3.5). Diskriminant D je nyni zdporny, to znamena
b? < 4p. (3.12)
Koteny rq, 79 jiz nebudou realné, ale budou tvaru
T2 = o % [,

kde

b Vip — b
a=—2, B=YTLTT o (3.13)

2 2

Fundamentdlni systém v tomto piipadé je (viz. Tvrzeni 2.3.4)
FS = {e* cos Bt, e“' sin 5t}
Dokézeme, ze se opét jedna o linedrné nezavisla reseni. Wronskian je nyni

e cos Bt e sin Bt

W(t) =
ae™ cos ft — Be* sin(Bt) e sin Bt + Be™ cos(5t)

Ten upravujeme a dostaneme

W (t) = [(e* cos t) (e sin St + e B cos ft)] — [(we™ cos St — e B sin 5t) (e sin St)]
— (¢°)* [cos Bt (asin Bt + [ cos Bt) — sin Bt (a cos Bt — Bsin Gt)]
= (e)? (B cos? Bt + Bsin® Bt)

— eQatﬁ.
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Vysledny vyraz je diky predpokladu (3.13) evidentné nenulovy a je tedy zfejmé, ze feSeni
jsou linearné nezavisla, opét diky Tvrzeni 2.4.4.

Fundamentélni systém lze napsat pomoci puvodnich proménnych jako

FS = {e‘bt/Q cos (%\/41) — b2) e 2 gin (%\/419 — bz) } )

Konecéné dostavame obecné reSeni diferencidlni rovnice ve tvaru

t t
u(t) = c1e™? cos (5\/4]9 — 62) + coe "2 gin <§\/4p — b2> ) (3.14)

7 hlediska studia periodickych kmitu je matematicky nejzajimavéjsi pripad slabého tlu-
meni. V tomto piipadé pruzina nekonec¢nékrat prokmitava svou klidovou polohu. Tomu od-
povidajici feSeni muze byt periodicka funkce.

1

0.8
0.6
0.4

0.2

0
0.2 - v
0.4

-0.6

-0.8

Obrazek 3.3: Ptiklad feseni v ptipadé slabého tlumeni
Poznamka 3.2.1 Z hlediska rozdéleni podle znaménka determinantu na vyse uvedené tri

pripady je situace, kdy vibec neuvaiujeme trent, tj. parametr b =0, diky kladnému determi-

nantu zarazena do Sekce 3.2.3.

3.3 Reseni nehomogenni rovnice

V dalsi sekci budeme studovat nehomogenni ulohy, kde na pravé strané budeme uvazovat
periodickou funkci

f(t) = Fycosvyt + Fysinyt
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s parametry Fy, Fi a 7.

Tato funkce predstavuje vnéjsi silu, kterou pusobime na hmotny bod. Budeme tedy zkou-
mat Feseni nehomogenni rovnice (2.8), kde funkce f(t) na pravé strané neni identicky rovna
nule na celém intervalu I. Dle Tvrzeni 2.3.2 je sou¢tem obecného feseni homogenni rovnice
(3.3) a libovolného partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice (3.1).

Rovnice modelujici hmotny bod na pruziné ma tvar
v’ + bu' + pu = Fycosyt + F sin~t.
Jeji feseni hleddme podle Tvrzeni 2.3.2 ve tvaru
u(t) = up, + up, (3.15)

kde uy, je feseni homogenni rovnice (3.3) a wu, je libovolné partikuldrni feseni nehomogenni
rovnice (3.1).

Zbyva tedy nalézt néjaké partikuldrni reSeni u,. To budeme hledat ve tvaru
uy(t) = Acosyt + Bsinnyt.

Jeho prvni derivace je
u,(t) = —yAsinyt + yB cost.

Nésledné vypocteme druhou derivaci jako
u(t) = —y*Acosyt — > Bsint.

Tu lze zapsat i ve tvaru

n_ .2
Uy = =7 Up.

Vyse uvedené derivace dosadime do rovnice (3.1) a dostaneme

(p— ) up + b/ = (p —7)* (Acosyt + Bsinyt) — byAsin~t + byB cos it (3.16)
= cosvt [A(p —~%) + byB] +sinvt [B (p — y)? - vA]. .

Nyni je nutné zjistit koeficinety A, B. Rovnice (3.16) musi platit pro vSechna ¢ kladnd. Jelikoz

cost a sin~t jsou linearné nezavislé funkce, toto nastane, pravé kdyz
(p—’yQ)A+b'yB:F0
—byA+ (p—+°) B = F.
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Cramerovym pravidlem (za predpokladu, ze Dg # 0) dostdvame formalné feseni ve tvaru

kde

p— 72 Fy
by P

Dp =

Postupnymi tpravami ziskdvdme samotné hodnoty jednotlivych determinantu

Ds=(p—1%)"+ ), (3.17)
D= Fy(p—~*) — Fiby, (3.18)
Dy = Fy(p —~+*) + Fyby. (3.19)

Nyni pomoci Crameriova pravidla ziskame hodnoty koeficientu A a B. Jak je vySe uve-
deno, koeficient A spocteme jako podil Dy a Dg. Tedy
Fo(p— %) — Fiby
(p =1+ (7)*

Obdobnym zpusobem dopocitame koeficient B

A:

Fi(p —+*) + Foby
(p—12)% + ()

B—
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Tvrzeni 3.3.1 Obecné resent rovnice (3.1) je za predpokladu
b>0 mnebo p#r>

tvaru

u(t) = up + Acosyt + Bsinnt,

pricemz
- Folp=7") - Fby

P92+ (p =72
. File=7")+Fby

PP+ (=)
a up, je obecné reseni homogenni rovnice (3.3).

Obrazek 3.4: Piiklad vynuceného kmitani
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Kapitola 4

Cauchyova tuloha pro rovnici (3.1)

V predchozi kapitole jsme ziskali obecné feseni rovnice kmitu (3.1). V této kapitole budeme

fesit Cauchyovu tlohu pro pocateéni podminky
u(0) = o, (4.1)

u'(0) = uy. (4.2)

/////

Vzhledem k tomu, Ze pro vSechny tii budeme fesit jak homogenni, tak i nehomogenni lohu,

vyreSime ve své podstaté celkem Sest Cauchyovych tloh.

4.1 Mezni tlumeni

Pripad mezniho tlumeni nastane, pravé kdyz diskriminant D je roven nule. To je tehdy a jen

tehdy, je-li b* — 4p rovno nule, coz vzhledem k znaménkovym piedpokladim (3.2) znamen3

b=2./p.

4.1.1 Cauchyova uloha pro homogenni rovnici

Obecné feseni (3.3) mé dle (3.9) tvar

u(t) = c1e7? 4 eote™? = (¢1 4 cot)e 2, (4.3)
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Jeho prvni derivace je

b b
’U/(t) = (326_1)75/2 + (—5) (Cl + Czt) e‘bt/Q = |:CQ + (—5) (Cl + Czt):| e‘bt/2

= {02 — g (1 + czt)} e bt/2,

Dosadime do pocateénich podminek (4.1) a (4.2) a dostaneme

Up = €1,
b
U1 = Cp — =Cq1.
2
Z rovnosti pro ¢; ziskdme
b
Uy = C — 5“0,
tedy
i bUO
Co = U —_—.
2

Dosazenim do (4.3) ziskdme teseni Cauchyovy tlohy v piipadé mezniho tlumeni bez pravé

strany ve tvaru

u(t) = [uo + (u1 + guo) t} e~t/2, (4.4)

Toto feseni nemuze byt periodické.

Prokmitne takovéto feseni klidovou polohou? Tj. existuje to > 0, ze plati u(ty) = 07

b
|:UO + (Ul + 5’&0) t0‘| efth/Z =0.

—bt0/2

Obeé strany rovnice vynasobime vyrazem e a dostavame

b
up + (Ul + 5”0) to =0,

odkud ziskame rovnost pro tg

to = ——>—. (4.5)
u1 + 5“0
Toto je kladné tehdy a jen tehdy, kdyz
= <o, (4.6)
uy + QUJQ
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Bez 1jmy na obecnosti zvolime ug > 0. Pfedchozi nerovnost tedy bude splnéna, prave

kdyz

b
uy + §UO < 0,
neboli, kdyz
b
up < —571,0

(u; musi byt dostatecné zaporné). Specidlné pro
u >0, u =0 (4.7)
(startujeme z kladné polohy s nulovou rychlosti) nebo pro
u =0, u >0 (4.8)
(startujeme z klidové polohy smérem nahoru) plati pro reseni (4.4), ze
u(t) >0 pro viechna t > 0, (4.9)

tj. hmotny bod vubec neprokmitne klidovou polohu.

Ptedchozi iivahy nyni shrneme do

Tvrzeni 4.1.1 Pokud b* = 4p, je Teseni poédtecni <lohy (3.3), (4.1), (4.2) tvaru (4.4)
a nent periodické. Reseni prokmitne klidovou polohu v ¢ase ty daném virazem (4.5) nejvyse
jednou a to za podminky (4.6). Specidlné, pokud plati (4.7) nebo (4.8), Teseni zistane vidy

kladné (hmotny bod neprokmitne vibec).

4.1.2 Cauchyova uloha pro nehomogenni rovnici

Obecné Feseni rovnice (3.1) méa podle (4.3) a (3.21) tvar
u(t) = cre7? 4 cote ™% 4 Acosyt + Bsinyt (4.10)
kde A, B jsou tvaru (3.22), (3.23). Prvni derivace ma tvar
/ 1 —bt/2 1 —bt/2 :
u'(t) = —clﬁbe - czﬁ(bt —2)e — Avysinyt + By cost.
Po dosazeni do pocdtecnich podminek (4.1) a (4.2) ziskdme systém
Ug = C1 + A,
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1 1
Uy = —0156 — 025(_2) + B’y
7, ¢ehoz plyne, ze
C1 = Ug — A.

Nyni zjistime konstantu c,

b
Uy = —015 +CQ + B’}/,

1
Co = Uy + Clb§ — B”)/,

b(ug — A
02:U1+%—B’Y.

Reseni Cauchyovy tlohy v pifpadé nulového diskriminantu pro nehomogenni tlohu je

tedy

b(ug — A)

ult) = (up — A)e™/2 4 ( T

— Bv) te™"2 + Acos~yt + Bsinnt, (4.11)
kde A, B jsou tvaru (3.22), (3.23).

Tvrzeni 4.1.2 Pokud b* = 4p mdme resend pocdtecni ilohy (5.1), (4.1), (4.2) tvaru (4.11),

které neni periodické.

4.2 Silné tlumeni

Silné tlumeni nastane pro kladny diskriminant D, coz je pravda tehdy a jen tehdy, je-li

b? — 4p vetst jak nula (b > 2,/p).

4.2.1 Cauchyova iloha pro homogenni rovnici
Obecné Feseni (3.3) mé nyni podle (3.11) tvar
u(t) = cre™ + cye”’. (4.12)
Prvni derivace feSeni mé tvar
u'(t) = cyrie™ + corge™t.
Po dosazeni do pocatecnich podminek (4.1) a (4.2) dostavame

Uy = 61+CQ,
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Uy = €111 + Cara.

Nejprve si vyjadiime ¢y

C1 = Up — Cg,

upravime

Uy = €171 + CaTg,
CoT'g =— U1 — C1T1q.

Dosadime (4.13) a dostaneme
CoT9 = U1 — Tl(UO - Cg),

CoT9 = U1 — Uy + CoTy,
CoTg — CoT'1 = U1 — T1Uo,

02(7’2—7”1) = U1 — Uo,

Uy — T1Uo
Cy = —.
o —T

Dosazenim do (4.13) dostaneme

Uy — riug ToUpg — Tr1Upg — Uy + T1Ug ToUpg — Uy

C1 = Uy — = =

o — T o —T ro —T .

Reseni Cauchyovy tlohy v homogennim piipadé je tedy podle (4.12) tvaru

T2Up — Uy Uy — TUg
ult) = —— | """+ [ ——— | ™,
ro —T1 o —T1
coz zjevné neni periodicka funkce.

Protne feseni (4.16) osu ¢ pro néjaké ¢ty > 0?7 Hledame t, > 0 tak, aby

ToUg — U U1 — rMu
0 :U(to) = (—2 0 1) 67“1750 + (—1 ! O) €T2to.

o —T o —T

Vzhledem k (3.10) predpokladejme bez Gjmy na obecnosti
ro <11 < 0.
Oznac¢me

R:T1—7’2>0.
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Resenim predchozi rovnice postupné dostavame

c ethoeRto + 0267'2t _ O,
cefo ¢y = 0,
eftto — el
Rto = IDC—Q,
z ¢ehoz dostaneme
1 Co
to = —=In—. 4.19
s (4.19)
Toto ty bude kladné, prave kdyz
2 S
Vzhledem k (4.15) a (4.14) toto nastane, pravé kdyz
Uy — T —(r1 —ro)u —Ru
L L U (r—ra)uo _ o >o. (4.20)
Uy — T2l Uy — ra2lg Uy — a2l

Bez djmy na obecnosti zvolme uy > 0. Vzhledem k (4.18) bude (4.20) pravda, pravé kdyz
U1 < raUyg. (421)

Vzhledem k (4.17) tato podminka znamend, ze feSeni prokmitne nulu pravé kdyz z kladné

polohy startujeme dostatecné rychle dolu. Predchozi iivahy shrneme do nasledujiciho tvrzeni

Tvrzeni 4.2.1 Pokud V? > 4p, je reseni pocdtecni ilohy (3.8), (4.1), (4.2) tvaru (4.16)
a neni periodické. Pokud je splnéna nerovnost (4.21), reseni zméni znaménko prdvé v case
to daném vyrazem (4.19). V opacném pripadé reseni znaménko nezmeéni (hmotny bod klidovou

polohu neprokmitne vibec).

4.2.2 Cauchyova tloha pro nehomogenni rovnici
Obecné teseni rovnice (3.1) ma nyni podle (4.12) a (3.21) tvar
u(t) = cre™ + cpe” + Acosyt + Bsin At (4.22)
Prvni derivace je tvaru
u'(t) = cyrie”™ + corge™ — Ay sinyt + By cos vt
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Po dosazeni do pocateénich podminek (4.1) a (4.2) dostavame systém
Uy = C1 + C2 + A,
uy = c111 + corp + Bry.
Je ziejmé, ze
1 = Uy — Cy — A.
Nejprve zjistime konstantu c,
Corp = uy — 111 — By

=u; —r(ug —ca — A) — By
= Uy — rug + rice +riA— Br.

Upravime

CoTy — CoT1 = Uy — T1Ug + 1A — By,

z ¢ehoz vyjadiime
uy — rug +riA — By

2 o —T1 ( )
Vysledek dosadime do vztahu pro ¢; a dostaneme
U1 — rUg + TlA — B’}/
C1 = Uy — A —
To —T1
_ Talig — Ty — roA 4+ 1A —uy + rug —r A+ By (4.24)
o —T1
. T2Uq —TQA—ul +B’}/ . —Uq —|—T2U0 —T2A+B’}/
o —T1 o —T1 '
Resen{ Cauchyovy tlohy v nehomogennim pifpadé je tedy
ult) = <—u1 + roug — reA + Bv) ot (u1 —rug + 1A — Bv) ot

Ty — 11 Ty — 11 (4.25)

+ Acosvt + Bsinnyt

kde A, B jsou tvaru (3.22), (3.23). Dostavdme timto

Tvrzeni 4.2.2 Pokud b* > 4p, je teseni poédtecni lohy (3.1), (4.1), (4.2) tvaru (4.25)

a nent pertodické.
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4.3 Slabé tlumeni

Slabé tlumeni nastane pro zaporny diskriminant D, coZ je v pripadé b? —4p < 0, (b < 2,/D).

4.3.1 Cauchyova iloha pro homogenni rovnici

Obecné teseni rovnice (3.3) ma nyni podle (3.14), (3.13) tvar
u(t) = 1€ cos Bt + coe™ sin ft. (4.26)
Nejprve je nutné vyjadrit prvni derivaci obecného teseni
u/'(t) = crae® cos Bt — ¢ Be® sin Bt + coae™ sin Bt + o8 cos St
Nyni dosadime do poéateénich podminek (4.1), (4.2) a dostaneme
Uo = €1,

U] = i + Cgﬂ.

7, cehoz plyne

U] = Ug + 025,

caff = u — upa,

Uy — UgQx
Co = — 5
Reseni Cauchyovy tlohy v piipadé zaporného diskriminantu v homogennim piipadé je
tedy
u(t) = upe™ cos Bt + WG‘“ sin t. (4.27)

Predchozi ivahy shrneme do nasledujiciho tvrzeni

Tvrzeni 4.3.1 Pokud b*> < 4p, je Feseni pocdtecni ilohy (3.8), (4.1), (4.2) tvaru (4.27).
Toto teseni je pro a = 0 periodické a pro o > 0 tlumené periodické (pruzina prokmitne

nekonecnékrat klidovou polohu, ale se snizugici se amplitudou,).
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4.3.2 Cauchyova iloha pro nehomogenni rovnici

Obecné feseni rovnice (3.1) v piipadé, kdy diskriminantu D = b? — 4p < 0 ma podle (4.26)
a (3.21) tvar
u(t) = c1e® cos Bt + cye™ sin Bt + A cosyt + Bsint. (4.28)

Pocatecni podminky jsou stejné, a to
uw(0) = up, u'(0) = uy.
Opét je nezbytné znéat tvar prvni derivace feSeni
u'(t) = c1 (e cos ft — Be® sin Bt) + cz(ae™ sin Bt + fe cos ft) — Ay sin~yt + By cost.
Dosadime do pocateénich podminek (4.1), (4.2) a dostaneme
uy = 1 + A,

up = cia + o8 + Bry.
Je ziejmé, ze
C1 = Uy — A.

Této rovnosti vyuzijeme k postupnému vyjadieni co
U = aug — A + coff + By,

coff = uy — aug + A — By,

u; — aug + oA — By
3 :

Homogenni slozka obecného feseni tedy podle (4.26) je

Cy =

U — aug + oA — By

up, = (ug — A) e cos Bt + 5

e sin Bt

a partikularni slozka feSeni je
u, = Acosvyt + Bsinnt,

kde A, B jsou tvaru (3.22), (3.23).

Dostavame tedy
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Tvrzeni 4.3.2 Pokud b* < 4p, je reseni pocdtecni tlohy (5.1), (4.1), (4.2) tvaru

u; — aug + oA — By

u(t) = (up — A) e cos Bt + e sin Bt + Acosyt + Bsinyt, (4.29)

g
kde A a B jsou dany v (3.22), (3.23).
Partikularni slozka resent
up(t) = Acosvyt + Bsin~yt (4.30)
je periodickd funkce s periodou T = 2%

Homogenni slozka reseni

u; — aug + A — By

up(t) = (ug — A) e cos Bt + 3 e sin Bt (4.31)
: o : 27 PR
je pro o = 0 periodickd funkce s periodou T = ? a pro o > 0 tlumené periodickd funkce,
2
taktéz s ,periodou” T = %

Pro samotné reseni u(t) dané (4.29) dostdvame ndsledujici vjcet moznosti periodicity.

V pripadé, Ze o =0
(1) wn + u, je periodické tehdy a jen tehdy, kdyz /v je raciondlni ¢islo,
(11) w, + u, je chaotické tehdy a jen tehdy, kdyz pomeér B/~ neni raciondlni ¢islo.
V pripade, Ze a > 0
(111) up + uy, je tlumené periodické tehdy a jen tehdy, kdyz pomér /v je raciondlni ¢islo,
(iv) up + u, je chaotické tehdy a jen tehdy, kdyz pomér /v nent raciondlni ¢islo.

Dikaz. Forma feseni (4.29) i obou jeho slozek (4.30) a (4.31) plyne z tivah uvedenych
nad Tvrzenim 4.3.2. Jednotlivé moznosti periodicity plynou piimo z tvaru funkci, z Tvr-

zeni 2.5.8 a z Poznamky 2.5.5. [J
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Kapitola 5
Zaveér

Cilem této bakalarské prace byla kvalitativni analyza modelu kmitani hmotného bodu na
pruziné. Na zacatku préace byla priblizena problematika kmitani pomoci fyzikalnich pohledu.
Druha kapitola byla vénovana nejzakladnéjsim vétam a definicim, bez kterych bychom se
v dalsich castech neobesli. Byly ukazany tvary feSeni a diskutovany jejich periodicity pro
Cauchyovu tlohu v homogennim i nehomogennim piipadeé.

Moznym rozsitenim studované problematiky je zkoumaéaniexistence periodického feseni
pro pocatecni ulohu linearni diferencidlni rovnice vyssich radu, napiiklad c¢tvrtého, kde
mnozstvi parametru (jak v tloze samé, tak i v pocateénich podminkach) znacné rozsituje
moznosti analytického zkoumani feSeni v zavislosti na téchto parametrech.

Dalsim moznym smérem rozsiteni je zkoumani existence nenulovych feseni homogennich
okrajovych tuloh druhého, pripadné vyssich fadu, a to opét v zavislosti jak na na parametrech
téchto uloh, tak na parametrech, které se vyskytuji v okrajovych podminkach nejruznéjsiho

typu.
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