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Pouzité znaceni
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mnozina realnych cisel

mnozina celych cisel

mnozina prirozenych ¢isel
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nulovy vektor
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Kroneckerovo delta

defini¢ni obor funkce f

tfida vSech polynomil stupné nejvyse n



Uvod

Matematika je véda, ktera obsahuje mnoho disciplin jako je algebra, geomet-
rie, matematicka analyza a nékolik dalSich. Je dilezita i pro ostatni védni obory,
napiiklad pro fyziku, ekonomii, chemii, kde je potfeba provadét rtizné matema-
tické vypocty.

Diilezitou ¢asti matematiky je numerickd matematika, ktera se zabyva fesenim
problémt pro konkrétni hodnoty a vyuziva pocitacové vypocetni metody. Obsa-
huje i interpolaci, pti které hledame funkci predem zvoleného tvaru pro dana data
tak, aby byly splnény tzv. interpola¢ni podminky. Existuje mnoho typt interpo-
lace a v této praci se budeme zabyvat interpolaci trigonometrickymi funkcemi,
ktera Tesi llohu najit trigonometricky interpolac¢ni polynom prochéazejici danymi
body v roviné.

Cilem této bakalarské prace je tedy popsat problematiku trigonometrické in-
terpolace a ukézat vypocet trigonometrického interpola¢niho polynomu rtznymi
zptsoby. Soucasti budou i m-fily vytvorené v Matlabu, pomoci kterych lze nalézt
tyto interpolac¢ni polynomy.

Prace obsahuje ptripravnou kapitolu, v niz jsou zavedeny pojmy, které s trigo-
nometrickou interpolaci pfimo nesouviseji, ale jsou potteba k popisu této proble-
matiky. Druha kapitola se vénuje interpolaci obecné a jsou zde uvedeny nejpou-
zivanéjsi typy interpolace. Ve tieti kapitole je ukdzana samotnd trigonometricka
interpolace pro body interpolace dané ekvidistantné ale i pro libovolné body in-
terpolace. Posledni, ¢tvrta, kapitola se zabyva rychlou Fourierovu transformaci,
ktera ukazuje jak lze jinak vypocitat koeficienty hledaného trigonometrického
polynomu pfi trigonometrické interpolaci.

V celé praci jsou uvedeny priklady, jejichz konce jsou oznaceny hvézdickou %

a diikazy, které konci ¢tvereckem [ na konci fadku.



1 Pripravna kapitola

V této kapitole uvedeme nékteré pojmy, které budeme pouzivat v dalsim
textu.

Protoze budeme potiebovat komplexni ¢isla, zavedeme si nékteré pojmy s nimi
spojené. Jestlize ¢ = a + b, a,b € R,c € C |, potom ¢ = a — ib je ¢islo k nému
komplexné sdruzené, a je redlnad cast cisla ¢, b je imaginarni ¢ast cisla c. Dale

c| = v/c& = v/a% + b? je jeho absolutni hodnota.

Definice 1.1. Nechf V je vektorovy prostor nad télesem C". Skaldrnim soucinem
na prostoru V' nazveme kazdé zobrazeni (-,-) : V x V — C, které ma néasledujici

vlastnosti
1) (u,u) >0, YuelV,
2) (u,u) =0<=u=o,
3) (u,v) = (v,u), Yu,v €V,
4) (au,v) = a(u,v), Yu,v € V,Va € C,

5) (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,weV.
Poznamka 1.1. Mame-li ddny vektory u = (uy, us, . .., un)?, v = (vi, v, ..., 0,)7
z vektorového prostoru V' dimenze n, budeme v celé této praci uvazovat skalarni

soucin ve tvaru
n

(u> U) = Z Ui V;.

=1
Priklad 1.1. Vypocitejte skalarni soucin vektortt u = (2,7,4)7,v = (-3,2,5)T.
(u,v) =2-(=3)+7-2+4-5=28. *

Definice 1.2. Rekneme, Ze vektory o1, s, . .., ¢, € V generuji vektorovy prostor
V' dimenze n, je-li kazdy vektor b € V' jejich linearni kombinaci, tj. jestlize pro
kazdy vektor i) € V existuji konstanty aq, as, ..., a, € Ctak, ze Y = ayp1+asps+
+ -+ -+ a,p,. Rikdme taky, Ze {©1, 09, . .., @, } je mnozina generatorti vektorového

prostoru V.



Definice 1.3. Bazi B vektorového prostoru V' dimenze n budeme rozumét libo-

volnou n-tici jeho linedrné nezavislych generatort.

Definice 1.4. Rekneme, Ze baze B vektorového prostoru V je ortogonalni bazi,
jestlize B je ortogonédlni podmnozinou ve V', tj. pro B = {1, ¢9,...,0x} CV
plati

Vi,j €N, 1<i,j<k:i#j = (pip;)=0.

Definice 1.5. Funkce f(x) se nazyva periodicka s periodou p € R, p > 0, jestlize
Vo e D(f) jetaké x+p € D(f), v —p € D(f) a jestlize plati f(z —p) = f(z) =
= f(z+p).

Poznamka 1.2. Je-li p perioda funkce f(x), pak také np, kde n € N, je peri-

oda funkce f(z). Jestlize existuje minimum z mnoziny vSech period funkce f(z),

hovofime o nejmensi periodé funkce f(x).

Véta 1.1. Zdkladni véta algebry

Kazdad algebraickd rovnice n-tého stupné (n > 0) md alespon jeden kofen.
Dukaz této véty lze nalézt napft. v [4].

Disledek 1.1. Kazda algebraicka rovnice stupné n mé véetné nasobnosti praveé
n kofent a polynom P, (z) lze jednozna¢né (aZ na potadi) rozlozit nasledujicim

zpusobem

P,(x) = Z a;x) = a,(v — 1) .. (2 — xp)"*,
=0

kder; €N, ri+ry+ -+ =n.



2 Interpolace

Uvazujme t¥idu funkei s jednou proménnou ¢ (z; a, . . ., a,), které majin + 1
parametri ay, . . ., a, popisujicich jednotlivé funkce této tridy. Interpola¢nim pro-
blémem je pro dané dvojice (z;, f;), i = 0,1,...,n, uréit tyto parametry a; tak,

aby byly splnény podminky interpolace

U(zi;a0,...,0,)=fi, 1=0,...,n, (1)

pficemz z; jsou dané body, pro néz x; # x; pro ¢ # j, i,j = 0,1,...,n a f; jsou

dané hodnoty v téchto bodech.

Tuto tlohu interpolace mizeme vnimat ve dvou situacich:

I.) Mame funkci f(x) danou ,slozitym“ explicitnim vyjadfenim a chceme ji
nahradit , jednodussi“ funkci ¢ (z;ao, ..., a,) tak, aby byly splnény pod-
minky interpolace. V tomto pripadé zvolime rtzné body z;, ¢ = 0,1,....,n

a v nich vypocitame funkéni hodnoty f;.

II.) Mame pro kazdy bod z; danu hodnotu f;, i = 0,...,n a hleddme funkci
¥(x;ag,...,a,) tak, aby byly splnény podminky interpolace.

Mezi nejjednodussi a nejcastéji pouzivané typy interpolace patii linearni in-

terpolace, kdy funkci ¥ (z;ag, . .., a,) hleddme ve tvaru
W(x;ag, ..., a,) = agtho(z) + a1t (z) + -+ - + apthy ().

Do této t¥idy spada i polynomialni interpolace, kdy funkci 1) hleddme ve tvaru
U(z;ag,. .., a,) = apx™ + a13" -+ @17+ ay,

tj. Y(x; a9, ..., a,) = P(x).

Véta 2.1. Pro (n+ 1) dangch bodi (x;, f;), i = 0,1,....,n, x; # x; pro i # j,

1,7 =0,1,...,n, existuje pravé jeden polynom P, € 11, takovy, Ze
Pn(ﬂ?l) :fi, iIO,l,...,n.
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Dutkaz: viz [1] strana 160.

Dale se muzeme setkat s racionalni interpolaci, kdy funkci 1 hledame ve tvaru

Car"+a" et ap iz +ay

a0,y bo. .. b)) =
¢(xa g, , 0 ) boxn“—bll'n_l—‘—"‘—‘—bn_ll'—‘—bn

a trigonometrickou interpolaci, u které funkeci ¢ (z; ao, . . . , a,,) hledame ve tvaru
(s ag, ... an) = ag+ ar€’” + - - + a,e™” (2)

a nazyvame ji fazovy polynom.



3 Trigonometricka interpolace

Trigonometrickou interpolaci pouzivame zejména v piipadé, kdy interpolu-
jeme periodickou funkci nebo periodicka data.

U trigonometrické interpolace hleddme funkei ¢ (x;ao, . . ., a,) ve tvaru
w(% g, - - - 7an) = ag + aleix + - F aneinxu

respektive hleddme parametry ay, ..., a, tak, aby byly splnény podminky inter-
polace (1).

K nalezeni této funkce muzeme pouzit metodu neurcitych koeficientu.
Tato metoda spociva v tom, ze uzitim soustavy lineadrnich rovnic nalezneme ko-
eficienty hledaného fazového polynomu. Mame-li ddny body z;, z; # x; pro i # j,
1,7 = 0,1,...,n a funkéni hodnoty f;, ¢ = 0,1,...,n, pro hledany fazovy poly-

nom ¥(z;ag, ..., a,) = ag + a;e” + - - - + a,e"* mizeme interpola¢ni podminky
U(xi, a0, .. a,) = fi, 1=0,1,... n psat ve tvaru

’Qb(l’o; ag, - - -, an) =ay+ alem‘o 4+ 4 anemxo _ fO

Y(n;ag, ..., an) = ag + are™ + - -+ ape™" = f,.

Strucné lze psat
Va' = f,

1 ef*o . einTo

kde f = (fo,..., fu)', a= (ag,ay,...,a,)", U=

1 en .. entn

Mame tedy soustavu (n + 1) rovnic o (n + 1) neznamych. Vzhledem k tomu, ze

funkce 1, e e™* . . ™ jsou linedrné nezavislé, existuje pravé jedno feSeni to-
hoto systému. Jeho vyfesenim ziskdme hledané koeficienty ag, aq, ..., a,, a kdyz

je dosadime do vztahu (2), dostaneme hledany fazovy polynom.
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Priklad 3.1. Pro zadana data

0 0] O
1] 21
2| 23n | 1
3| 3m| O
najdéte fazovy polynom ¥ (x, ag, ..., a,).

Fazovy polynom budeme hledat ve tvaru
(x5 a0, a1, ag, ag) = ag + a1’ + aze’™ + aze™”

Dosadime do podminky interpolace ¢(x;, ag, ..., a,) = f; a dostavame
¥(0; ag, ay, az, az) = ag + aye® + aze® + aze® =0
V(55 ag, ar, as, az) = ag + are’z + axe’™ + aze’s™ = —1
V(3w a0, a1, a2, a3) = ag + 1637 4 e + azeis™ = 1
»(3m; ag, ar, as, az) = ag + a1€®7 + axe"™ + aze™™ = 0.
Tedy
agp+ a1 +as+as =0
ap + a1i + as(—1) + az(—i) = —1
ap+ ar(—1) + az(—1) +agi =1
ap+ai(—1)+ag -1+ az(—1) = 0.

Secteme-li prvni rovnici se ¢tvrtou a druhou rovnici se tieti dostaneme
2(1,0 + 2(1,2 =0
2(1,0 — 2&2 = 0.
Odtud
4ag =0 = ag=0
4ao, =0 = ay=0.
Vratime se k ptivodni soustavé a k prvni rovnici pricteme druhou a od druhé
rovnice odecteme tfeti, pricemz jiz neuvazujeme ag a as, protoze ty jsou rovny

nule, a potom dostaneme

11



08

06

04

02

a1+a1i+a3—a3i: -1
2CL1i - 2a3i = —2.

Upravou dostaneme

a, + a1t + a3 —aszt = —1

a1t — agt = —1.
Odtud

ar+az3—1=-1

—ay +az = —i.
A dostavame

203 = —1 = a3z = —%i = a1 = %z
Tedy hledany fazovy polynom je tvaru

(x5 ag, ar, a9, a3) = %ieim — %ieig’m

a je vykreslen na obrazku 1. V tomto piikladé tedy body nemuseji byt ekvi-
distantni, ani neni urcen interval, ve kterém museji lezet. Metoda neurcitych
koeficientd je ale Casové narocnd, protoze musime feSit soustavu rovnic, ktera
muze byt tézko TeSitelnd a nemusi tomu zabranit ani podminka, ze se zadné dva

body nesméji rovnat. *
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Pro vypocet koeficienti ay,...,a, fazového polynomu metodou neurcitych
koeficientl jsem vytvorila m-file v Matlabu s ndzvem metodaNK1. Na vstupu

zadame vzajemné rizné body interpolace a funkéni hodnoty v bodech interpolace.

Jhvstup: xi...vektor bodd interpolace

yA fi...sloupcovy vektor funkénich hodnot v bodech
interpolace

hvistup: v...vektor koeficientd fazového polynomu

h vv...fazovy polynom

function[v,vv]=metodaNK1(xi,fi)
n=length(xi);
m=length(fi);

if (n"=m)
disp(’rtizny polet bodli interpolace a funk&nich hodnot’)
v=[’nelze vypo&itat’];
vv=[’nelze vypolitat’];
return;

end

[r,s]=size(fi);
if (s7=1)
fi=(fi).’;

end

x=sort(xi);

t=0;

for s=1:(n-1)
t=t+(x(s)==x(s+1));

13



end
if (£7=0)
disp(’body interpolace nejsou ruzne’)
v=[’nelze vypo&itat’];
vv=[’nelze vypolitat’];
return;

end

hvipocet
for x=1:n
dd(x,1)=1;
yy=2;
for y=1:(n-1)
dd(x,yy)=exp (i*xi(x)*y) ;
yy=yy+i;
end
end

v=inv(dd) *fi;

for k=1:n
if (abs (v (k))<107-10)
v(k)=0;
end
end

v

hvipis
if (v(1)==0)
vv=" 07;

else

14



vv=[num2str(v(1))];

end

y=2;

for x=2:n
vv=[vv,’” + (,num2str(v(y)),’) exp(’,num2str(x-1),’ix)’];
y=y+1;

end

vv=[’psi(x)=",vv];

VV;

Jivykresleni grafu

x=[xi(1):pi/100:xi(n)];

y=0;

for k=1:n
y=y+v (k) *exp (i*(k-1)*x) ;
k=k+1;

end

plot(x,y,’g’)

hold on

Xi;

fi;

plot(xi,fi,’x’)

hold off

Pomoci tohoto m-filu mizeme spocitat priklad 3.1., kdyz do ptikazového okna

Matlabu zadame pozadované vstupy.

>> xi=[0,pi/2,3/2*pi,3*pil;
>> fi=[0,-1,1,0];

>> [v,vv]=metodaNK1(xi,fi)

15



Po stisknuti Enteru pak dostaneme

v =
0
-0.0000 + 0.50001
0
0.0000 - 0.50001
vv =

psi(x)= 0 + (-5.122e-017+0.51i) exp(lix) + (0) exp(2ix) +
+ (2.3492e-016-0.51) exp(3ix)

a dostali jsme stejny fazovy polynom jako v ptikladé 3.1.

3.1 Trigonometricka interpolace pro body
dané ekvidistantné

V této podkapitole budeme uvazovat body interpolace z intervalu (0, 27) dané
ekvidistantné, tj. xp = %, k=0,....,n—1.

Tedy tilohu trigonometrické interpolace mizeme zformulovat takto:
Necht jsou dany ekvidistantni body z; = %, k=0,...,n—1, z € (0,2m)

a funkéni hodnoty fi, v téchto bodech. Ukolem je najit fazov§ polynom
p(x) = ag + a1€” + -+ - 4 ap_y 'V (3)
tak, aby byly splnény interpolacni podminky p(z;) = f;, ¢ = 0,1,...,n— 1.

Budeme hovofit o fazovém polynomu p(z) stupné n — 1.

Ulohu trigonometrické interpolace lze fesit také nalezenim tzv. trigonome-
trického interpolaéniho polynomu 7),(z). Ten je ve tvaru, ve kterém jsou

pouzity kombinace goniometrickych funkci cos hx a sin hx, pricemz

16



pro n liché, n =2m + 1, je

A m
To(z) = =2+ Z(Ah cos hx + By, sin hz), (4a)
2 O
pro n sudé, n = 2m, je

m—1

A - A
T.(z) = 70 + Z(Ah cos hx + By, sin hx) + —_ cosma. (4b)

h=1

Tedy hledame koeficienty Aqg,..., A, B, ..., B,_1 pripadné jesté B,, tak, aby
byly splnény podminky interpolace T),(zx) = fi pro ekvidistantni body ) = #,
k=20,...,n—1 a pro funkéni hodnoty f; v téchto bodech xy.

Fazovy polynom p(z) a trigonometricky polynom 7, (z) interpolujici dana
data jsou vzajemné ekvivalentni. Pozdéji ukazeme, Ze od jednoho lze jistou tupra-
vou prejit ke druhému.

Je zfejmé, ze trigonometricka interpolace je vhodna pro data, ktera jsou pe-
riodickd o zndmé periodé, pti¢emz nase funkce T),(z) tvaru (4) reprezentuje pe-
riodické funkce proménné x s periodou 2.

Maji-li dana data periodicky charakter s jinou periodou nez 27, je tfeba uva-
zovat jiné ekvidistantni body interpolace, které jsou urceny nasledujicim predpi-
sem. Budeme-li mit periodu p # 27 na intervalu (a,a + p), pouzijeme linearni

transformaci ¢ = a + 5, ktera zobrazuje x € (0,27) prosté na t € (a,a + p)

a ekvidistantni body interpolace x; = %, 1 =20,1,...,n—1 na body interpolace
ti=a+E% i=0,1,...,n— 1, které jsou opét ekvidistantni.

Priklad 3.2. Urcete ekvidistantni body z;, = 2% pron =4 a k = 0,1,2,3
na intervalu (0, 27).

Je ziejmé, ze hledané body jsou zo =0, =, = %7‘(‘, To =T, T3 = %W. *

Priklad 3.3. Necht jsou dany body z; = %, n=4, k=0,1,2,3 na intervalu

T

(0,27) a dale perioda p = Z na intervalu (7, 7). Pomoci linedrni transformace

17



urcete body interpolace t, v intervalu <7r, %w)

Tedy pro k£ =0,1,2,3 je

P 5Tk T,
tp="+—=m+-"+"7—=71+ —.
g 2 2 4
Hledané ekvidistantni body tedy jsou t, = 7 + 2 =m bt =71+% = %7‘(‘,
S
t2:7r+§:§7r,t3:7r+27:%7r. *

Aniz bychom o trigonometrické interpolaci néco vice védéli, muzeme trigo-
nometricky interpola¢ni polynom najit metodou neurcitych koeficientii, podobné

jako v prikladé 3.1., coz si nyni ukazeme.

Priklad 3.4. Pro zadana data

0] 0] 0
1] 211
2| m|-1
312 ] 0

najdéte trigonometricky interpola¢ni polynom 7,,(x).

Nejprve ovéfime, ze pro body interpolace plati rovnost z; = 2 pro i = 0, 1,2, 3.

T on

Skutecné zo =0, x; = %7‘(‘, To =T, T3 = %7?, tedy rovnost je splnéna.

Protoze n je sudé (n =4 = m = 2) pouzijeme vzorec

A A
Ty(x) = 70 + Ajcosx + Bysinz + 72 cos 2.

Dosadime do podminky interpolace T},(xy) = fr a dostavame

T4(0) = 42 + A cos 0 + By sin 0 + 42 cos (2-0) = 0
=40 4 Ajcos T+ BysinZ + 42 cos (22) = 1
+ Ajcosm+ Bysinm + %cos%r =1

IS
—~~ o~

\E‘/\_/

Il

b

o

Ty(3m) = 42 + A cos (3) + By sin (37) 4+ 42 cos (237) = 0.

18



Tedy

Odtud

Potom
2A0:0 = AOZO, = A2:—1
Tyto hodnoty dosadime do A; a B

Aj=1 Bi=-li1=1

N[

Tedy hledany trigonometricky interpolac¢ni polynom je tvaru

1
Ty(x) = = cos —sinx — = cos 2
1(x) 5 COST + 5 S 5 x
a je vykreslen na obrazku 2 véetné bodti interpolace. *
Pro vypocet koeficientt Ay, ..., A,,, By, ..., B,, trigonometrického interpolac-

niho polynomu metodou neurcitych koeficientti jsem vytvorila m-file v Matlabu
s nazvem metodaNK. Mtzeme ho pouzit pro funkce s libovolnou periodou. Na
vstupu zadame pouze krajni body intervalu periodicity a funkéni hodnoty v bo-
dech interpolace, pficemz pocet bodi interpolace je dan délkou vektoru funkénich

hodnot.

hvstup: a...levy krajni bod intervalu periodicity

yA ap...pravy krajni bod intervalu periodicity

19



h
hvistup: v...
b

fi...

Vv..

1571

051

-154%

Obr.2

sloupcovy vektor funkénich hodnot v bodech
interpolace
vektor koeficientl trigonometrického interpolacniho

polynomu

.trigonometricky interpolac¢ni polynom

function[v,vv]=metodaNK(a,ap,fi)

n=length(fi);

if (a==ap)

disp(’stejné krajni body intervalu periodicity’)

v=[’nelze vypolitat’];

vv=[’nelze vypolitat’];

return;

end

[r,s]=size(fi);

20



if (s7=1)
fi=(fi).’;

end

Jrozhodnuti o parité
if (mod(n,2)==0)
mt=1;
m=n/2;
else
mt=0;
m=(n-1)/2;

end

hvipocet
for x=1:n
dd(x,1)=0.5;
yy=2;
for y=1:(m-mt)
dd(x,yy)=cos(a+((ap-a)*(x-1)/n));
yy=yy+1;
dd(x,yy)=sin(a+((ap-a)*(x-1)/n));
yy=yy+1i;
end
if (mt==1)
dd(x,yy)=0.5.%*cos (m*(a+((ap-a)*(x-1)/n)));
end
end

v=inv(dd)*fi;

for i=1:n
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if (abs(v(i))<10~-10)
v(i)=0;
end

end

v(1)=v(1)./2;

if (mod(n,2)==0)
v(n)=v(n)./2;

end

v

hvipis
if (v(1)==0)
vv=" 07;
else
vv=[num2str(v(1))];
end
if (o>1)
y=2;
for x=1:(m-mt)
if (v(y)~=0)
vv=[vv,’ + ’ ,num2str(v(y)),’cos(x)’];
end
y=y+1;
if (v(y)~=0)
vv=[vv,’ + ’ ,num2str(v(y)),’sin(x)’];
end
end
if (v(y)"=0 && mt==1 && (m-mt)>0)
y=y+1;
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vv=[vv,’ + ’ ,num2str(v(y)),’cos(’ ,num2str(m),’x)’];
end
end
vv=[’T(x)=",vv];

VV;

hvykresleni grafu
x=[a:pi/100:ap];
y=0;
for k=1:n
y=v(1);
k=2;
for s=1:(m-mt)
y=y+(v(k)*cos((k/2)*x));
k=k+1;
y=y+(v(k)*sin((k-1) /2*x));
k=k+1;
end
if (mt==1)
y=y+(v(k)*cos(m*x)) ;
end
end
y;
plot(x,y,’g’)
hold on
xi=zeros(1,n);
for 1=1:n
xi(1)=a+((ap-a)*(1-1)/n);
1=1+1;

end
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Xi;

fi;
plot(xi,fi,’x’)
hold off

Pomoci tohoto m-filu mtizeme spocitat piiklad 3.4., kdyz do ptikazového okna

Matlabu zadame pozadované vstupy.

>> a=0;
>> ap=2%*pi;
>> fi=[0;1;-1;0];

>> [v,vv]=metodaNK(a,ap,fi)

Po stisknuti Enteru pak dostaneme

v =
0
0.5000
0.5000
-0.5000

vv =

T(x)= 0 + 0.5cos(x) + 0.5sin(x) + -0.5cos(2x)

a dostali jsme stejny trigonometricky interpolacni polynom jako v piikladé 3.4.,
viz obr 2.

V poslednim ¢lenu vypisu trigonometrického polynomu 7),(z) se nam objevuji
znaménka + a - vedle sebe, coz neni korektni zapis. Tento vypis je uveden pouze

pro lepsi predstavu vysledného polynomu.

Nyni se podivame na prevedeni trigonometrického polynomu 7,,(z) tvaru (4)

na fazovy polynom tvaru (3). Naopak tento pfepis obecné, dosazenim za funkce
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sin kx a cos kx, nelze udélat. Pouzijeme De Moivreovy formule

¥ = cos kx + i sin k,

kde i oznacuje imaginarni jednotku, stejné jako v ostatnich vzorcich.

Budeme-li uvazovat interval (0, 27), miZzeme trigonometricky interpola¢ni po-
lynom 7,,(x) pfevést pomoci uvedenych De Moivreovych formuli na fazovy poly-
nom p(x)

p(z) = ag + ae” + -+ a,_ "V (5)

s koeficienty a;,7 = 0,1,...,n — 1, takovymi, Ze
p(l’k):fk, ]{?:0,...,71—1.

Odtud plyne, Ze trigonometricka interpola¢ni tloha (tj. nalezeni fazového po-
lynomu p(z)) a nalezeni trigonometrického polynomu 7;,(z) interpolujiciho dana
data jsou ekvivalentni. Trigonometricky polynom a fazovy polynom tedy nabyvaji
stejnych hodnot ve vSech bodech x;, = 2 7 intervalu (0, 27), tj. plati

Tn(l’k) :p(l’k) = fk, k= 0,1,...,71— 1.
Déle je zfejmé, ze plati

—2mihk 2ni(n—h)k

_himk = e n = e n

e _ e(n—h)mk ]

Prvni rovnost dostaneme dosazenim za body z; = % Druhou rovnost mtzeme

—2mhk

2% je stejna jako v bodé

napsat, protoze hodnota funkce sinx i cosx v bodé

z’mknﬂ a nasledné vytkneme 27ik. Posledni rovnost dostaneme, kdyz zpét do-
sadime % = x5,. Mizeme tedy psat
hizy, (n—h)izy hizy _ (n—h)izy
e e e e
cos hxy, = il 5 , sinhxy = 5; . (6)
1

Dosazenim téchto vztahi do tvaru trigonometrického polynomu (4a) dosta-
vame

T (xy) = % + hzl(Ah cos hxy + By, sinhxy) =
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A m A ehi;ck_,’_e(nfh)ixk B ehizy _o(n—h)izy
=5 T hzl h 2 + 5 2 :

Upravime zavorku na jeden zlomek

A iAp ehizy, _,’_e(nfh)zzk +By, ehizy _e(n—h)izy
L) = 4 + 3o e -

Vytknutim jednotlivych mocnin vyrazu e®* lze dale upravit na tvar

m
AO ehizg ZA; +Bh)+e(” h)“k(zA; )
Do) =50+ X =

i
%

w‘:b

i 6hmk (Ah — ZBh) + 6(n h)izy (Ah + ’LBh)
Y 5

h=1

Analogicky dosadime vztahy (6) do tvaru trigonometrického polynomu (4b)

To(zg) = 70 Z_: (Ap coshxy + By sinhxy) + AT’" COS MT) =

. ﬂ ehzzk_,’_e(nfh)z:vk ehzzk_e(nfh)zzk hemzzk+e(n7m)zzk
-2 +h21 (Ah 2 +B 2i 3 2 :

Upravime zavorku na jeden zlomek a do posledniho s¢itance dosadime n = 2m

AO ZAh(ehmk-i-e n— }L)lxk)+Bh( hizp _o(n— h)zxk) Am emi;ck_i_e@mfm)ixk
To(zy) = 2+ Z o +4m - .

Vytknutim jednotlivych mocnin vyrazu e'** lze déale upravit na tvar

Ao — Mk (i A+ By )+e" M=k (14, —By,) § Ay, 2e™k
To(zy) = 2 + Z s

2i 22

Ay i ehizr (Ah — iBh) + e(n—h)izi (Ah + 'iBh) A, iz
=3y > e )
h=1

Pritom vime, Ze
n—1)izy

p(wr) = ag + a1 + -+ + a, €
Tedy porovnanim koeficientit A, By, ve vztahu (7), respektive (8), u jednotlivych

n=1izk g koeficienty a, h =0, ...,n — 1 dostavame

funkei 1, e, ... el
a) jestlize je n € N liché, potom n = 2m + 1 pro né&jaké m € Ny a plati

A 1 1
aozjo, an = 5(An = iBn), an-p = 5(An +iBp), h=1,....m;
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a odtud tedy plyne

AO = 2a0, Ah = ap + Ap—p,y Bh = i(ah — CLn_h), h = 1, e,y (9)

b) jestlize je n € N sudé, potom n = 2m pro néjaké m € Ny a plati

_ A Am

ap = %(Ah —iBy), ayp = %(Ah +iBy), h=1,....,m—1;
a odtud tedy plyne
Ag = 2ag, A, = 2a,,
Ap=ap+an_p, By=ilap —an_p), h=1,...,m—1. (10)

Tedy pomoci vztahii (9) a (10) mtzeme trigonometricky polynom 7,,(z) tvaru
(4) pfevést na fazovy polynom p(z) tvaru (3). Pomoci téchto vztahi lze prevod

udélat i naopak.

Fazové polynomy p(z) tvaru (5) jsou strukturdlné jednodussi, tj. maji jed-
nodussi zapis nez trigonometrické polynomy 7, (z) tvaru (4). Kdyz si zavedeme
oznaceni

w:=e" wy = ek,

jeho# dosazenim do fazového polynomu p(z) = ag + a;€® + --- + @,
dostaneme nasledujici polynom

P(w) :=ag+ aw+ -+ ap_1w™ ",

pfiCemz w; # wy pro j # k, 0 < j, k < n—1. Dostavame standardni polynomiélni

interpolac¢ni problém, tj. najit polynom P stupné nejvyse n — 1 tak, ze
P(wk) :fk, ]{7:0,...,71—1.

Z jednoznacnosti polynomialni interpolace, viz véta 2.1., ihned dostéavame

nasledujici tvrzeni.
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Véta 3.1. Pro dané body (xy, fr), k=0,...,n—1, kde zj, = %, existuge jeding
polynom

p(x) = ap + a1 + -+ - 4 ap_1 eV

takovy, Ze p(xy) = fr prok =0,1,...,n— 1.
Dukaz: viz [5] strana 75.

Poznamka 3.1. Abychom koeficienty a;, 7 = 0,1,...,n — 1, z fazového poly-
nomu p(z) mohli vypodéitat i jinym zpisobem nez metodou neurcitych koeficienti,

zavedeme si dalsi vztahy. VSimnéme si tedy, ze pro 0 < j,h <n —1 je

Jj _ , h -J _ ,J

Prvni rovnost mizeme rozepsat takto

wi _ (eimh)j — eijz%h — eih% = (eimf)h = w;L

e/

n—1 n pro j=h,
i —h
Zwiwk = (11)
k=0 0 pro j #h.
n—1 n—1 A n—1
Ukézeme, Ze tyto rovnosti plati. Vime, ze > wjw," = S wi ™" =Y wh_,. Déle
k=0 k=0 k=0

vime, 7e w;_;, je kofenem polynomu w" — 1, nebot (w; ;)" = Wi~ = ei@nli=h) =

i2mn(j—h) o (i
e 6227r(j h)

=e = = 1 pro vSechna 0 < j,h < n —1, tedy wi , —1 = 0.

Pritom lze psat
Ww'—1=(w-1)(W" '+ 2+ +w+1).

Odtud plyne, ze bud w;_j, = 1, coz nastane pravé tehdy, kdyz j = h, a potom je
suma ve vzorci (11) rovna n, nebo w?_‘,} + w?_‘,f +---+wj_p+1=0, coz nastane

pro j # h a suma ve vzorci (11) je rovna 0.
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Nyni zavedeme n vektorti, které oznacime

wh = (1,00 W )T h=0,...,n—1,

a vidime, Ze sumy ve vzorci (11) jsou skalarni souciny vektort w) a w®

n—1
Zwiw;h = (w(j),w(h)) .
k=0

Tedy vektory w™ h = 0,1,...,n — 1, tvoii ortogonalni bazi prostoru C”,
protoze ze vztahu (11) vyplyva, ze skalarni souciny (w(j), w(h)) jsou rovny 0 pro

j # h, a tedy podle definice 1.4. jsou ortogonalni. Z ortogonality vektort w®™),

h=0,1,...,n— 1, vyplyva nasledujici véta.
n—1 B

Véta 3.2. Polynom p(z) = ) a;e’" spliiuje podminky interpolace
7=0

p(xk):fk, ]{320,1,...,71,—1,

Pro Ty = % prave tehdy, kdyz

—27ijk

n—1 n—1
1 Z _i 1 Z —2mijk
a’j:E fkwk‘]:E fk‘e n y ]:0,1’,77/_1
k=0 k=0

Dtkaz: viz [5] strana 76.

Priklad 3.5. Pro stejna data jako v piikladé 3.4. najdéte fazovy polynom p(x)

interpolujici dana data. Data byla dana nasledujici tabulkou

0] 0O
1] 7211
2| m|-1
312 ] 0

2mi

Jak jsme jiz v prikladé 3.4. ovéfili, pro body interpolace plati rovnost x; = <%

pro ¢ = 0,1,2,3 a podle véty 3.1. existuje jediny fazovy polynom, ktery dana
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data interpoluje.

Podle véty 3.2. pro koeficienty fazového polynomu p(z) = ag+a;e“+aze™* +aze™”

—2mijk

n—1
interpolujiciho dana data plati a; = % > fre—n . Tedy
k=0

—27i0k

3 3
aozikakeT:ikakzi((H—l—l#—O):O,
=0 =0

—2mik s’

3 .
o= 43 fue 04 e F - e 0) = cos( -
k=0

B
N—
+
~.
wn
@,
B
YamS
|
B
N—
|

—cos(—m) —isin(—7)) =

—cos(—2m) —isin(—27)) =1(-1+0-1-0)=-2=-1

3 —3ikm i ; . e
as = i;;ofke = Lo+ e — e () = Hcos(=2m) +isin(—3m) —

— cos(—3m) —isin(—3m)) = 2(0+i+1+0) = 1(1+).

Hledany fazovy polynom je tvaru

1 - 1. 1 .
p(z) = Z(l —i)e'’ — 562250 + Z(l +14)e™”,

je tedy stejny jako pfi vypoctu metodou neurcitych koeficienti. Nyni jej pomoci
vztaht (10) pfevedeme na trigonometricky polynom 7y (z)

A0:2CL0:2'OIO :}%: ,

Al=ai+a = —3tit+i41i=1

)
By =i(ay —asy) =i(3 — 31— 1 — 1) = —31* = 3,

1_1;_ 1 _ 1 1.2
a7 171 2
_ _ 1\ Ay 1
A2—2a2—2(—§)——1 :>7 =—5
a potom Ty(z) = 1 cosz + Lsinz — £ cos2z.

Vidime, ze nalezeny trigonometricky polynom je stejny jako v prikladé 3.4.,

viz obr. 2. *
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Pro vypocet koeficientii a;, j = 0,...,n — 1 fazového polynomu p(x) uzitim
véty 3.2. jsem vytvorila m-file v Matlabu s ndzvem metodaV32, ktery lze pouzit
pro funkce s libovolnou periodou. Na vstupu se zadaji krajni body intervalu peri-
odicity a funk¢éni hodnoty v bodech interpolace, pficemz pocet bodt interpolace

je dan délkou vektoru funkénich hodnot.

hvstup: a...levy krajni bod intervalu periodicity
yA ap...pravy krajni bod intervalu periodicity
yA fi...vektor funk¢nich hodnot v bodech interpolace

hvistup: v...vektor koeficientd fazového polynomu

b vv...fadzovy polynom

function[v,vv]=metodaV32(a,ap,fi)

n=length(fi);

if (a==ap)
disp(’stejné krajni body intervalu periodicity’)
v=[’nelze vypo&itat’];
vv=[’nelze vypolitat’];
return;

end

Jrozhodnuti o parité
if (mod(n,2)==0)
mt=1;
m=n/2;
else
mt=0;
m=(n-1)/2;

end
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hvipocet
for x=1:n
v(x)=0;
for y=1:n
v(x)=v(x)+fi(y)*exp(-i*(x-1)*(a+((ap-a)*((y-1)/n))));
end
v(x)=1/n*v(x);

end

for j=1:n
if (abs(v(j))<107-10)
v(j)=0;
end

end

hvipis
if (v(1)==0)
vv=" 07;
else
vv=[num2str(v(1))];
end
y=2;
for x=2:n
vv=[vv,’” + (,num2str(v(y)),’) exp(’,num2str(x-1),’ix)’];
y=y+1;

end

vv=["p(x)=",vv];
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VV;

Jivykresleni grafu

x=[a:pi/100:ap];

y=0;

for k=1:n
y=y+v (k) *exp (i*(k-1)*x) ;
k=k+1;

end

plot(x,y,’g’)

hold on

xi=zeros(1,n);

for 1=1:n
xi(1)=a+((ap-a)*(1-1)/n);
1=1+1;

end

Xi;

fi;

plot(xi,fi,’x’)

hold off

Pomoci tohoto m-filu mizeme spocitat priklad 3.5., kdyz do ptikazového okna

Matlabu zadame pozadované vstupy.

>> a=0;
>> ap=2*pi;
>> £i=[0,1,-1,0];

>> [v,vv]=metodaV32(a,ap,fi)

Po stisknuti Enteru pak dostaneme
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0 0.2500 - 0.25001 -0.5000 - 0.0000i  0.2500 + 0.25001

vV =
p(x)= 0 + (0.25-0.25i) exp(lix) + (-0.5-9.1849e-017i) exp(2ix) +
+ (0.25+0.251) exp(3ix)

a opravdu jsme dostali stejny vysledek jako v prikladé 3.5.

Podivejme se nyni opét na trigonometricky polynom 7, (z) tvaru (4). Uzitim

vét 3.1. a 3.2. dostaneme nésledujici tvrzeni.

Véta 3.3. Trigonometricke polynomy tvaru

A m
T.(z) = 70 + Z(Ah coshx + By, sinhz), kden=2m+1,
h=1
A | = A
T.(x) = 70 + Z(Ah cos hx + By, sin hz) + Tm cosmz, kde n=2m,
h=1

splnugt interpolacni podminky

Tn(l’k):fk, ]{3:0,1,...,71—1,

kde xp = %, prdave tehdy, kdyz koeficienty Ay, ..., Am, B1, ..., Byn_1, pripadné

By, trigonometrického polynomu T,,(x) jsou dany vztahy

n—1 n—1
2 2 2mhk
Ay = — E frcoshx, = — g fr cos T ,
n n n
k=0 k=0

n—1 n—1
2 2 2mhk
B, = — g fesinhxy = — E fr sin T .
n n n
k=0 k=0

Dukaz: Staci ovéfit vyjadieni Aj, a By, ostatni je ziejmé. Podle vztahi (9), (10)

plati
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n—1

1

A = = = —hixy —(n—nh)izy
h = ap + Ap_p ank(e +e ),
k=0
i n—1
B — 9 — Qg — —hil‘k _ —(n—h)ixk
p=ilan —ann) = > file e )

k=0

a vztahy (6) ndm davaji pozadované rovnosti

n—1 n—1
1 2
A, = - Z fr(2cos (—hxy)) = - ka cos hxy,
k=0 k=0
i n—1 —2Z2 n—1 9 n—1
By = kzzofk(% sin (—hay)) = kzzo fusinhay == kzzofk sin huzy.

Jelikoz funkéni hodnoty fr uvazujeme pouze realné, jsou realné i koeficienty
Ay, By, prestoze se u koeficienttt By, ve vztazich (9), (10), vyskytuje imaginarni

jednotka, protoze ta pii dalsich upravach vypadne. O

Priklad 3.6. Opét pro stejnd data jako v prikladé 3.4. najdéte trigonometricky
interpola¢ni polynom T,,(z), tentokrat s vyuzitim véty 3.3. Data byla déna né-

sledujici tabulkou

0] 00
1] 711
2 -1
3|[3xr] 0

Protoze n je sudé (n =4), je m = 2 (n = 2m) a pouzijeme vzorec

T(x) = 40 + S YAy cosha + By, sinha) + 4m cos ma.

Tedy Ty(z) = % + Ajcosx + Bysinx + % cos 2x. Koeficienty tohoto trigonome-
trického polynomu spocitame uzitim vzorct

n—1 n—1
Ah = % Z fk COS —2W:k, Bh = % Z fk sin —2W:k.
k=0 k=0
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3 3
Ag=23 freos0=23 fi=20+1-140)=0 = 4 =0,
k=0 k=0

3
A = %];f jcos 2ZE = 1(0 + cosim — cosm 4+ 0) = 3(0— (-1)) = 3,

3
Ay =23 frcos 225 = 1(0+ cosm — cos2m +0) = 1(-1—1) = -1
k=0
gt
3
B =23 fpsinZt = 1(0+sinir —sint+0)=1(1-0)=1.

k=0

Tedy hledany trigonometricky interpolac¢ni polynom je tvaru

1
Ty(x) = icosx—i- §Sinx — écos2m

a vidime, Ze je stejny jako pii vypoctu metodou neurcitych koeficientti, viz obr 2.

*

Pro vypocet koeficienta Ao, ..., A, By,..., B, trigonometrického interpo-
la¢niho polynomu uzitim véty 3.3. jsem vytvorila m-file v Matlabu s nézvem
metodaV33, ktery lze pouzit pro funkce s libovolnou periodou. Na vstupu za-
dame krajni body intervalu periodicity a funkéni hodnoty v bodech interpolace,

pricemz pocet bodi interpolace je dan délkou vektoru funkénich hodnot.

hvstup: a...levy krajni bod intervalu periodicity
yA ap...pravy krajni bod intervalu periodicity
yA fi...vektor funkZnich hodnot v bodech interpolace

hvistup: v...vektor koeficientd trigonometrického interpola&niho
polynomu

yA vv...trigonometricky interpolaéni polynom

function[v,vv]=metodaV33(a,ap,fi)
n=length(fi);
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if (a==ap)
disp(’stejné krajni body intervalu periodicity’)
v=[’nelze vypo&itat’];
vv=[’nelze vypolitat’];
return;

end

Jrozhodnuti o parité

if (mod(n,2)==0)

mt=1;
m=n/2;
else
mt=0;
m=(n-1)/2;
end
hivypolet
for x=1:n
v(x)=0;
for y=1:n
if (x==1)
v(D)=v(D)+fi(y);
else
if (mod(x,2)==0)
v(x)=v(x)+fi(y)*cos((x/(2*n))*(a+(ap-a)*(y-1)));
else
v(x)=v(x)+fi(y)*sin(((x-1)/(2x*n))*(a+(ap-a)*(y-1)));
end
end
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end
v(x)=2/n.*v(x);

end

for i=1:n
if (abs(v(i))<107-10)
v(i)=0;
end

end

v(D)=v(1)./2;

if (mod(n,2)==0)
v(n) = v(n)./2;

end

v

hvipis
if (v(1)==0)
vv=" 07;
else
vv=[num2str(v(1))];
end
if (n>1)
y=2;
for x=1:(m-mt)
if (v(y)~=0)
vv=[vv,’ + ’,num2str(v(y)),’cos(x)’];
end
y=y+1;
if (v(y)~=0)
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vv=[vv,’ + ’ ,num2str(v(y)),’sin(x)’];
end
end
if (v(y)~=0 && mt==1 && (m-mt)>0)
y=y+1;
vv=[vv,’ + ?,num2str(v(y)),’cos(’ ,num2str(m),’x)’];
end
end
vv=["T(x)=",vv];

VV;

hvykresleni grafu
x=[a:pi/100:ap];
y=0;
for k=1:n
y=v(1);
k=2;
for s=1:(m-mt)
y=y+(v(k)*cos((k/2)*x));
k=k+1;
y=y+(v(k)*sin((k-1) /2*x));
k=k+1;
end
if (mt==1)
y=y+(v(k)*cos(m*x)) ;
end
end
ys
plot(x,y,’g’)
hold on
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xi=zeros(1,n);

for 1=1:n
xi(1)=a+((ap-a)*(1-1)/n);
1=1+1;

end

X1i;

fi;

plot(xi,fi,’x’)

hold off

Pomoci tohoto m-filu mtzeme spocitat priklad 3.6., kdyz do piikazového okna

Matlabu zadame pozadované vstupy.

>> a=0;
>> ap=2*pi;
>> fi=[0,1,-1,0];

>> [v,vv]=metodaV33(a,ap,fi)

Po stisknuti Enteru pak dostaneme

0 0.5000 0.5000 -0.5000

Vv =

T(x)= 0 + 0.5cos(x) + 0.5sin(x) + -0.5cos(2x)

Ve vypisu trigonometrického polynomu 7,,(x) se opét objevuje nekorektni zapis
dvou znamének + a - vedle sebe. Tento vypis je uveden pouze pro lepsi predstavu

vysledného trigonometrického polynomu.

Porovname-li vypocet trigonometrického interpola¢niho polynomu metodou
neurcitych koeficientti s pouzitim vzorci uvedenych ve vété 3.3., vidime, ze poci-

tani pomoci vzorci neni tak dlouhé jako metodou neurcitych koeficientti, a navic
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Obr.3

nemusime Fesit soustavu rovnic, ale poc¢itame vzdy pouze jeden koeficient. A jak
lze vidét v prikladé 3.3. a 3.5., hledané trigonometrické interpolacni polynomy
jsou opravdu stejné. Navic v m-filech pro metodu neurcitych koeficientti se pou-
Ziva inverzni matice soustavy linearnich rovnic, jejiz vypocet miize byt pfi vétsim
poctu rovnic, tj. poc¢tu bodl interpolace, velice zdlouhavy a je-li lloha Spatné

podminéna, nelze inverzni matice soustavy ani najit.

Nyni ukadzeme ptiklad pro periodickou funkci danou ,slozitym*“ explicitnim
vyjadirenim, kdy hledame jednodussi funkci prochéazejici danymi body a splnujici
podminky interpolace.

2

Piiklad 3.7. Pro funkci f(z) = Snet{coss) smrcoss

Y s—— , zobrazenou na obrazku 3,

naleznéte trigonometricky interpola¢ni polynom 73(z).

Je ziejmé, ze funkce f(x) je 27 periodickd, viz obr. 3. Zvolime si body z; tak, aby
spliovaly rovnost z; = % Tedy 2o =0, 1 = %7?, Ty = %7?.

Déle vypocitame funkéni hodnoty f; v téchto bodech

fom 0ROl p PP _ 5y3e fo— e S A Y 00
07 o1 1 V3+] 8v3+4’ /2 —V3+3 —8V/3+4"
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Obr.4

Trigonometricky interpolac¢ni polynom nalezneme pouzitim m-filu z prikladu
3.5., budeme tedy k vypoctu pouzivat vzorce z véty 3.3. Do prikazového okna

Matlabu zaddme vstupy

>> a=0;
>> ap=2%*pi;
>> fi=[1, ((5*xsqrt(3)+4)/(8*sqrt(3)+4)), ((-5*sqrt(3)+4)/(-8*sqrt(3)+4))];

>> [v,vv]=metodaV33(a,ap,fi)

Stisknutim Enteru pak dostaneme

0.7273 0.2727 0.1364

Vv =

T(x)=0.72727 + 0.27273cos(x) + 0.13636sin(x)
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Hledany trigonometricky interpolacni polynom je tedy tvaru
T3(x) = 0,7273 4+ 0,2727 cosx + 0, 1364 sin =

a je vykreslen na obrazku 4. *

Fazovy polynom je vlastné linearni kombinaci funkei 1, €™, %@ ... €™ kters
tvori systém linearné nezavislych funkei. Podobné trigonometricky polynom 7,(x)
je linearni kombinaci funkci 1, cos x, sin z, cos 2x, sin 2z, . . . , cos mz, sin mx, které

tvori dokonce ortogonalni systém funkci, jak je ukazano v nasledujici véte.

Véta 3.4. Funkce 1, cosx, sinx, cos2x, sin2z,..., cosmzx, sinmz, m € N,
o L. oy - o __ 2mk _
tvori na ekvidistantnt siti n bodd, n = 2m + 1, z, = 575, k = 0,1,...,2m,

ortogondlni system funkci. Tedy pro j,k =0,1,...,m plati

0 j#k,
(sin jz, sin kz) — 27”; LG -k —hG k)= ma k20, (12)
0 j=k=0
0 Ak
2 1 ’
(cos jx,cos kx) = m2+ (W(j—k)+h(j+k)] = 22 j=k#0, (13)

2m+1j=k =0,

2m
(cos jx,sinkx) = Z cosjx;sinkx; =0, proj, k=0,1,...,m, (14)
i=0

1pro j=0 mod2m+1,
kde h(j) =
0 jinak.

Dukaz: Tato véta je prevzata z [5], kde je uvedena bez dikazu jako cvifeni
15 str. 118. Diikaz provedeme ve dvou krocich podle navodu, ktery je ve cviceni

uveden.
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a) Nejprve ukdZeme, ze pro libovolné j € Z a m € N plati

2m
Zcosja:k = (2m + 1)h(y), (15)
k=0

2m

Z sin jzy = 0. (16)
k=0

Dokazme nejdiive rovnost (15). Je ziejmé, Ze pro j = 0 tento vztah plati.
Nyni zvolme m € N libovolné pevné.

Potom pro j = (2m + 1)z, kde z € Z, je h(j) = 1 a plati

2m 9 1)227k 2m 2m
Zcosgniikl—z:cos(”?jl’r =Y cos2mk=>.1=02m+1) =
k=0 k=0 k=0

=(2m+1)-1=(2m+ 1)h()).
Tedy pro j délitelné (2m + 1) je rovnost (15) splnéna. Nyni ukdzeme plat-

nost vztahu (15) pro j, které neni celo¢iselnym nasobkem ¢isla 2m + 1.

2m
N v o . 12k ~ ’ N
V tomto ptipadé je pak h(j) = 0. Potom kz_ocos s = 0, coz plati. Staci

27jk
2m—+1

si uvédomit, ze uhly pro k =0,...,2m jsou ekvidistantni v intervalu

<O, zznnﬁff ) Hodnoty funkce cos x v téchto bodech se pak vzajemné odectou.

Suma tedy bude rovna 0.

Nyni totéz provedeme pro druhou rovnost. Pro j = 0 vztah plati.
Zvolme m € N libovolné pevné.

Potom pro j = (2m + 1)z, kde z € Z, je h(j) = 1 a plati

2m
Jj2rk (2m+1)227k . _
Z sin 5275 Z sin =5 -5 kzosm 22k = 0.

Tedy pro j délitelné (2m + 1) je rovnost (16) splnéna. Nyni ukadzeme plat-

nost pro j, které neni celo¢iselnym nasobkem ¢isla 2m + 1, a tedy h(j) = 0.

Chceme, aby > sin gjﬁl = 0, coz plati. Staci si opét uvédomit, Ze hly
=0

2nwjk : T ¢ : 2m2mj

2m{i—1 pro k = 0,...,2m jsou ekvidistantni v intervalu <O, S +1] ) Hodnoty
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funkce sinxz v téchto bodech se pak vzajemné odec¢tou. Suma tedy bude

rovna 0.

Pouzijeme ¢ast a) k odvozeni ortogonalnich vztahi (12), (13) a (14).

Pro odvozeni rovnosti (12) pouzijeme vzorec

sinasin § = % cos(av — f3) — cos(a + ﬁ)]

Potom pro 5,k =0,1,...,m je

2m
(sinjz,sinkx) = ) sin ju; sin kx; =
i=0

2m
= 3" &fcos (jui — k) — cos (ja; + k)] =
=0

= % 2Zm[cos (x;(j — k) —cos (z;(7 + k))].

i=0
Nyni pouzijeme ¢ast a) a dostaneme
(sinjz,sinkz) = 1[(2m + 1)h(j — k) — 2m + 1)h(j + k)] =
LR k) — h(j + k)]
Jelikoz uvazujeme 7,k = 0,1, ..., m, 7 ani k nejsou celociselné nasobky c¢isla
2m + 1. Dale tedy pro j # k je
2L [h(j — k) — h(j + k)] = 2520 — 0] = 0.

Proj =k #0je

() — k) = b+ )] = 25 R(0) — A(2)] = 25541 — 0] = 2L

Proj=k=0je
2L — k) — h(j + k)] = 252 [1(0) — h(0)] = Z%E[1 - 1] =0,

¢imz jsme dokézali platnost vztahu (12).

Podobny vzorec cos o cos § = 3[cos(a — 3) 4 cos(a + 3)] pouzijeme k odvo-

zeni rovnosti (13). Pro j,k =0,1,...,m dostdvame
2m

(cos jx,coskx) = > cos jx;cos kx; =
i=0
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2m
= 5% Leos (jai — k) + cos (o + k)] =
1=0

2m

— % ;)[cos (x;(j — k)) + cos (x;(5 + k))].
Nyni opét pouzijeme ¢ast a) a dostaneme
(cos jz, coskz) = L[(2m + 1)h(j — k) + (2m + 1)h(j + k)] =

= 228 [h(j — k) + h(j + k)]
Jelikoz uvazujeme j, &k = 0,1, ..., m, j ani k nejsou celociselné nasobky cisla
2m + 1. Dale tedy pro j # k je
2t h(j — k) + h(j + k)] = 2220 + 0] = 0.
Proj =k #0je
PR — K) + () + k)] = 252 [R(0) + h(25)] = 251+ 0] = 25
Pro j =k =0 je

2LR(] — k) + h(j + k)] = 252 [1(0) + h(0)] = 21 + 1] = 2m + 1,

¢imz jsme dokézali platnost vztahu (13).

Pro rovnost (14) pouzijeme vzorec cos asin f = £[sin(av + 3) — sin(a — 3)].

2m
(cosjx,sinkx) = Y cos jx;sin kx; =
i=0

2m
= 3lsin (o + ka;) — sin (ja; — k)] =
1=0

= % 2Zm[sin (x;(j+ k) —sin (x;(j — k))]

i=0
a po vyuziti ¢asti a) dostaneme
(cos ja,sinkz) = 1[0 — 0] =0  pro viechna j a k.

Tim je dokézana platnost vztahu (14).
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3.2 Trigonometricka interpolace pro libovolné
body interpolace

V této podkapitole budeme v tloze interpolace uvazovat libovolnych n bodi,
n =2m+ 1, m € Ny, z intervalu (0, 27). Potom m4 trigonometricky polynom

tvar

P — : L
= 70 + Z(Aj cos jx + B; sin jx) (17)

J=1

T (x)

a hleddme koeficienty A;, B, tak, aby byly splnény interpola¢ni podminky
T.(zx) = fx pro 2m + 1 bodu interpolace z intervalu (0,27) takovych, ze
0 <z <27 <+ < Zgy < 27 a pro funkéni hodnoty fr, & = 0,1,...,2m
v téchto bodech.

Nyni si ukdzeme jiny pfevod, nez v predchozi kapitole, trigonometrického po-

lynomu (17) na fazovy polynom, coz vyuzijeme v dikazu véty, ktera bude nasle-

dovat. Pro tento pfevod pouzijeme vztahy cos jz = W a sin jr = w
a dostaneme
AO = (AJ — iBj)eijx + (AJ + iBj)e_ijx m .
=5 — ijx
To(x) = 5 + ; 5 = j:Z_ma]e , (18)

kde g = %, oy = %(AJ —’iBj), Q_j; = %(A] —|—'iBj), ] = 1,2, o, M.

Trigonometricky polynom tvaru (17) je tedy ekvivalentni s fazovym polyno-

mem tvaru

j=—m

Poznamka 3.2. Fazovy polynom jsme v predchozi kapitole uvazovali ve tvaru

|
—

n

p(z) = Y a;e" = ag + a1 + - - + a,_1" V% kdezto nyni budeme uvazovat

ing

Mz &

J

p(x) = Q€9 = q_peT Mt e f g aget 4+ - o, e™ ) plidemz

J

m

n = 2m + 1. Pro fazové polynomy tedy plati ap = g, a; = «;, an—j = a_;
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pro j =1,2,...,m. Tyto konstanty jsou tedy pouze jinak usporadany v p(z) nez
v pf(\:c/), ale hodnoty funkci €% u téchto konstant se lifi. Nejedn4 se tedy o totozné
polynomy.

Napftiklad pro data

0 0] O
p)

2 %7‘(‘ -1

3 gw 1

4 %7‘(‘ 0

mame n =5, (m = 2) a fazovy polynom p(z) tvaru
0.2 + (0.061803 + 0.044903i)e™ + (—0.1618 — 0.49798¢)e**+

p(x) = 0.
+ (—0.1618 + 0.49798¢)e% + (0.061803 — 0.0449037 )i,

—_—

a potom p(z) je ve tvaru
p(@) = (—0.1618 + 0.497987)e~2% + (0.061803 — 0.044903i)e~" + 0.2+
+ (0.061803 + 0.0449031)e™ + (—0.1618 — 0.497987)e%"

Protoze trigonometricky polynom tvaru (17) je periodickou funkei na intervalu
(0,2m) a ma celkem 2m + 1 koeficientt Ay, A;, Bj, j = 1,...,m, mizeme
predpokladat fesitelnost tlohy uvedené v nasledujici vété.

Véta 3.5. Uloha, kdy k zadanym hodnotim x; € (0,27), f; €R, j=0,1,...,2m,
hleddme T, (x) tak, aby T,,(x;) = f;, j =0,1,...,2m, md jedin€ Tesent, které mai-

zZeme zapsat ve tvary

T,(z) = Zti(x) fi,

kde
2m sin T—T;
t(x) = [] (ﬁ) (19)
. -, \ sin =~
Jj=0, j#i 2
Dukaz: Nejprve ukazeme, Ze pro body 0 < 2y < z1 < -+ < Zg,, < 27 lze

trigonometricky polynom tvaru T,(z) = 42 + > (A; cosjz + B; sinjz) prevést
j=1
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2m
na funkci t(z) = D [] sin “5%, kde D # 0 je konstanta.
k=1

Ze vztahu (18) vime, ze T, (z) = > ape™®, kde ap = %, o = %(Ak —1By),
k=—m

a_p = %(Ak +1iBy), k =1,2,...,n. Tedy zavedeme-li substituci t = ¢, lze T, (z)

psat ve tvaru

To(2) = 350 art = £7(0p + Qpant 4+ + af?™) = £ Py (1)

k=—m

Polynom P, (t) mé za predpokladu, ze o, a,,, # 0 podle disledku 1.1. prave
2m nenulovych kofenti. Oznac¢ime-li tyto kofeny ¢y, k = 1,2,...,2m, mé T, (x)
také 2m kofentl t;, a to takovych, Ze t, = ¢+, k =1,2,...,2m. Potom lze tedy

polynom 7),(z) psat ve tvaru soucinu kofenovych Ciniteli 7),(z) = t7" Py, (t) =

2m
= amt™™ [ (t — t). Pak
k=1
] m 3 ) 2m iz . .
Tn(l‘) = ozme_””” H (ezx o ewk) = oy, H 6—7(6290 _ ezxk) _
k=1 k=1

2m ix . i . k k
=y, H (e‘?"'w — e‘?""wk)e_TeT =
k=1

Ty iz . T

2m iz
=y, H(QT_ 2 — e_?""xk_T)e P—
k=1

. 2m
i

3 Z T 2m i(x—xy) _i(z—ay)
= ame k= e 2 — € 2 =

1
k=

[y

. 2m
3 2 Tk

2m
=D [[sin22% = t(z), kde D = o, (2i)*me” =1
k=1

Trigonometricky polynom mtizeme tedy podle predchoziho prevodu, zvolime-li

2m ( . wi—wj
IT sin ——

J=0, j#i

D = L ‘), prevést na t;(x) tvaru (19), i = 0,1,...,2m. Navic poly-

nomy t;(z), i =0,1,...,2m tvoii lagrangeovskou bazi tlohy, tj. plati t;(z;) = d;,
i,j = 0,1,...,2m, coz lze jednoduse dosazenim do vztahu (19) ovéfit.
T.(z) je tedy trigonometrickym polynomem a spliiuje podminky interpolace

Tn(xj):fj,j:O,l,...,2m. (]
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Priklad 3.8. Pro zadana data

najdéte trigonometricky polynom 77 (z) s uzitim véty 3.4.

Podle véty 3.4. hledame trigonometricky polynom tvaru

2
.-
5 ' (}_[_#'sm 5
J=U, g7
i=0 [[ sin=5™
J=0, j#i
Tedy
" ( ) . sin(%—g)sin(%—%ﬂ) . (sin%cos%—cos%sin%)(sin%cos%ﬂ—cos%sin%ﬂ) .
o\t) = sin(O—%)sin(O—%w) o sin(—%)sin(—%w) -
_ (@sin%—@cos%)(—%sin%—%cos%) _
(=) (%)
_ —%(sin%ﬁ—%sin%cos%j% 5 s%—i—%(cos%)z _
1
_ )2 ih T\2
= (cos §)* — (sin §)* = cos x
" ([L’) _ sm(%—O)sin(E—%w) _ sin%(sin%cos%ﬂ—cos%sin%ﬂ) _
1 Sin(%—O)sin(%—%w) sin  sin (= %)
_ —%(sin%)z—gsin%cos% _
P
(e 22 lap e 11 1
= (sin§)® + gsinz = 5 — 5cosw + 5sinx
" ([L’) _ sin (5 —0)sin (5—7 _ sin § (sin § cos 7 —cos § sin 7) _
2 sin(%ﬂ—O) sin(%w—%) sin%ﬂsin%
. %(sin%)Z—gsingcosg
- V2
= (sin£)? —sin & z _1_ 1 —Llygj
= (sin§)? —singcos§ = 5 — 5cosx — ;sinz.
Vysledny trigonometricky interpolacni polynom tedy je
Ti(z) =0-cosz+1-(3 —fcosz+ 3sinw)+ - (3 —scosz — $sina
—L1_1 L 11 —1lg —3_3 L
=3 QCOS$+2SIHI+4 4COSI 4311'1[13'—4 4COSZE+4

a je vykreslen na obrazku 5.
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-1.5F

Obr.5

Poznamka 3.3. Z dikazu pfedchozi véty jiz vime, ze plati ¢;(x;) = d;;, pro
2m

i,j = 0,1,...,2m. Déle pro polynomy t;(z) plati, ze »_ t;(z) = 1. Zvolime-li
i=0

fi = 1,7 = 0,1,...,2m, dostdvdme pro trigonometricky polynom rovnost

T.(z) = gti(x)f,- = izmoti(37) -1=1.
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4 Rychla Fourierova transformace

Rychlou Fourierovu transformaci pouzijeme k vypoctu koeficienttt fazového
polynomu p(x). Z véty 3.2. vime, Ze polynom p(x) = Z;:& a;e’™ pro dvojice
(k, fr), kde 2y = ZE k = 0,1,...,n — 1, splituje interpola¢ni podminky prévé

tehdy, kdyz

n—1
1 —2mijk .
aj:g;_:ofke—n . j=0,1,...,n—1. (20)

Vypocet téchto vzorch je dilezity zejména ve Fourierové analyze. V Matlabu

muzeme pro jeji vypocet pouzit prikaz fft.

Priklad 4.1. Budeme-li mit déany funkéni hodnoty fo = 0, fi = —1, fo = 1,

fz= %, zadame v prikazovém okné Matlabu vstupy

>> fi=[0,-1,1,0.5];
>> n=length(fi);
>> bi=fft(fi);

>> ai=(1/n)*bi

a po stisknuti Enteru dostaneme hledané koeficienty

0.1250 -0.2500 + 0.37501i  0.3750 -0.2500 - 0.37501

*

Numericky vypocet a; podle vztahu (20) je hodné zdlouhavy, potfebuje n?
nasobeni, obzvlasté pro velka n. Cooley a Tukey objevili metodu pro rychlejsi
vypocet koeficientti a; ve vztahu (20) pro velkd n, ktera je spolu se svymi obmeé-

nami nazyvana Rychlad Fourierova transformace.

Existuji dva hlavni pristupy k Rychlé Fourierové transformaci. Ptivodni Cooley-

Tukeyova metoda a metoda popsana Gentemanem a Sandem, ktera se obvykle
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nazyva Sande-Tukeyova metoda. Oba pristupy zavisi na celociselném n a roze-
biraji problém do podproblémt nizsitho stupné. Tyto rozklady jsou rekurentni

a nejlépe se provadi, kdyz

n=2N N >0je celé dslo.

Cooley-Tukeyova metoda

Piedpokladejme, ze n = 2m (m = %) a budeme se nejprve zabyvat dvéma inter-

pola¢nimi fazovymi polynomy ¢(x) a r(x) stupné m takovymi, ze plati

Q($2h) :f2h7 7’($2h+1) = f2h+17 h=0,1,...,m—1,

kde x95, = @, h=0,1,...,m—1. Polynom ¢(z) tedy interpoluje vSechny body
sudych indext, zatimco polynom 7(z) = r(z— 27”) = r(x— =) interpoluje vSechny

body lichych indexti. Potom
+1 pro k sudé,
—1 pro k liché,

a kompletni interpola¢ni fazovy polynom n-tého stupné p(x) se da nyni vyjadiit

pomoci polynomi ¢(x) a r(x) stupné m tak, ze plati

p(z) = q(z) (H%) + r(:f - %) (#)

Odtud plyne nasledujicich N krokt rekurentniho algoritmu. Pro 1 < M < N
polozme m = 2M-1 a R = 2VN-M_ Potom M-ty krok se sklad4 z vypoctu R
fazovych polynomi

pM = agD Ve 4 all)  eBmvie

r=20,1,...,R — 1, a 2R fazovych polynomu p&M_l)(x), r=20,1,...,2R — 1,
uzitim rekurentniho vztahu
20 (@) = pM V(@) (1 + ) Y (= D) (1 i),
m
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Odtud tedy dale plyne vztah mezi koeficienty uvedenych fazovych polynomt,

ktery lze zformulovat do néasledujiciho algoritmu
pro M =12 ....N

poloz m = 2M-1
R =2N-M

pror=0,....R—1aj=0,....m—1

vypocitej
)y (M-1) (M-1)
2a,; = a,; +ag,,; ey
(M) (M-1) (M-1)
2ar,m+j - Yy — YRiry 6?\/17
kde
—27
ey = e 2M |
Na zacatku rekurentniho vypoctu polozime
al® = fi, k=0,...,n—1

a po ukonceni vypoctu dle vyse uvedeného algoritmu je

(N)

a; = agy,; 7=0,...,n—1.

Tato rekurze se nazyva Cooley-Tukeyova metoda.

Priklad 4.2. Pro zadana data

Li]l @] fi]
0 0 0
1 5| —1
2 T 1
3] 5m] 3

najdéte fazovy polynom p(x) uzitim Cooley-Tukeyovy metody.

o4

(21)

(22)



Tedy n =4 a N = 2. Na zac¢atku podle vztahu (22) polozime

ay) = fo =0

a&%) =fi=-1
ay) = f»=1
a:(ao) =fz=<

V prvnim kroku je M = 1, m = 2M=1 =1, R = 2¥"M — 2 a tedy pro
r=0,1, j =0 podle vztahu (21) je

1
2a(%) = aé%) + a;%)eo =0+1=1 = a&) =3
90V —q©@ L 00 _ 1 oo 1

10 10 30 5 5 10 1
1
Zaéll) = a(()%) — aé%)eo =0—-1=-1 = aéll) =3
1 3 3

1 0 0 1
2a§1) = ago) — aéo)eo =—-1- 3=73 = agl) =7

Déleje M =2, m=2""1=2 R=2N"M =1 atedy pror =0, j =0,1 podle
vztaht (21) je

2a§,%) = a&) + a%)eo = % — % = 1 = aé%) = % = qg

2a(()21) = aéll) + agll)e_%i = —% — 2(—@) = —% + %z = a(()21) = —i + %z =a
20y = afy —alde =5~ (- =" Sa) =3 =0

2 = o) —alle ¥ =2~ (D))= 5 2 >l =7~ Ji=a

a tim vypocet konci. Fazovy polynom ma tedy tvar

() 1+< 1+3-) ix+3i2m+< 1 3-)ei3x
= ——+—ile —e ——— =3
P 1" 8 g 8
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Obr.6

a je vykreslen na obrazku 6. Podivame-li se na vypocet ptrikladu 4.1., kdy jsme
pouzili pfimo piikaz fft z Matlabu pro Fourierovu transformaci, vidime, Zze dosta-

vame stejny vysledek.

Jesté ovéfime, Ze jsou splnény podminky interpolace p(x;) = f; proi =0,1,2, 3.

Tedy dostavame

1 1 3 3 1 3 4 2
I R
p(0) 8+ 4+8ze+ e’ + 1 826 S 1 0
(7r>_1+< 1+3>%i+3m+< 1 3,)@_
P\3) 7% 178" T8¢ 187 T
1 1 3 3 1 3
I G o1 (____>_ _
8+< 4+8Z)Z+8( J+{—17 5"
2 3 3
—_ = ——1’
8 8 8
_1 1 3 T 271 1 3 371
p(ﬂ')—8—|—< 4+81>e —|—8€ —l—( 1 8@)6 =
1 1 3 1 3
— o (=42 + 2 (————') 1) =
8+( 4+82>( J+g {15
4,1 3,13
= — - — =1 — —7 =
81 g TaiTR T

t
D



2 L 1. L 3 L 3 1
=——+4+-i+-—-i+-=—,
8 4 8 8 2
a vidime, ze podminky interpolace jsou splnény. *
Pro vypocet koeficientii a;, j =0,...,n — 1 fazového polynomu p(x) Cooley-

Tukeyho metodou jsem vytvorila m-file v Matlabu s nazvem CooleyTukey, ktery
lze pouzit pro hodnoty n spliiujici rovnost n = 2V. Na vstupu se zadaji pouze
funkéni hodnoty v bodech interpolace, pricemz pocet bodi interpolace je dan

délkou vektoru funkénich hodnot.

Jhvstup: fi...vektor funk&nich hodnot

hvistup: v...vektor koeficientd fazového polynomu

function[v]=CooleyTukey(fi)
n=length(fi);

M=1;

N=log(n)/log(2);

N;

if (N"=round(N))
disp(’n neni mocnina dvou’)
v=[’nelze vypocitat’];
return;

end;

for k=1:n
a(k,1)=£fi(k);
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end

for M=1:N
m=2"(M-1);
R=2"(N-M) ;
for r=1:R
for j=1:m
epsilon=exp ((-2*pixi*(j-1))/2"M);
a(r,m+j)=(a(r,j)-(a(R+r,j)*epsilon))/2;
a(r,j)=(a(r,j)+(a(R+r,j)*epsilon))/2;
end
end
end
for k=1:n
v(k)=a(1l,k);

end

Pomoci tohoto m-filu mtizeme spocitat priklad 4.2., kdyz do ptikazového okna

Matlabu zaddme pozadované vstupy.

>> fi=[0;-1;1;0.5];
>> [v]=CooleyTukey(fi)

Po stisknuti Enteru pak dostaneme

V=

0.1250 -0.2500 + 0.37501i  0.3750 -0.2500 - 0.37501

a opravdu jsme dostali stejny vysledek jako v prikladé 4.2.

Pro vétsi pocet funkénich hodnot by mohl vypocet pomoci predchoziho m-filu

trvat dlouho, protoze algoritmus a tedy i m-file si pamatuje vSechny mezivysledky,
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které spocital, a tedy potfebuje vice paméti. Proto nyni ukdzeme detailnéjsi for-

mulaci algoritmu Cooley-Tukeyovy metody. Celime problému s usporadanim ve-
(M)

li¢in a,; * ve vektoru
Z vhodnych zobrazeni (M, r, j) — (M, r,j) je nejvhodné&jsi
k=2Mr4+45 M=0,...,N,r=0,....2%M_1 j=0,...,2M -1

Vyhodou je, Ze konecné vysledky jsou ve spravném potadi.

Provedeme-li ,vhodné“ permutace, mizeme si vystacit s jednim vektorem al |,
(M) (M)

a to kdyz nechdme kazdou dvojici veli¢in a,; ', a,,,’, ; na stejnych pozicich v a[ |
jako dvojice veli¢in afy_l), aff‘fgj.), ze kterych jsou vypocitany. V tomto pripadé

jsou slozky vektoru a[ | permutovany a zobrazeni (M,r,j) — w(M,r,j), které

urcuji pozice v a| | jako funkci celych éisel M, r, j, jsou komplikovanéjsi. Necht
(

T =7(M,r,j) je zobrazeni s vlastnostmi a [7] = arjjm takové, ze

T(M,r,5)=7(M —1,1,7)

T(M,r,j+ 2" 1) =7(M — 1,7 + 2V M §), (23)

a taky
T(N,O,j):j, j:0>"'7n_1a (24)

pificem?Z posledni podminka znamend, Ze konecny vysledek a; nalezneme ve vek-
toru af | : a; = a[j] na pozici j.

Podminky (23) a (24) definuji zobrazeni 7 rekurzivné. Pro tento ucel je
T=ap+a -2+ --+ay -2 a,€{0,1} prop=0,...,N —1,
binarni reprezentace celého ¢isla ¢, 0 < ¢t < 2V. Rovnost

p(t):OZN_1+OéN_2-2_|_..._|_aO_2N—1 (25)
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urcéuje permutaci celého ¢isla t = 0,...,2Y — 1 (nazyvanou ,bit reversal“ - tro-
chu pfevracenou), ktera je symetricka, tj. p(p(t)) = t. Pomoci této permutace p

muzeme explicitné vyjadiit 7(M,r, j)
T(M,r,j) = p(r) + J,
M=0,...,N, r=0,....28M_1 j—0,. .. 2MM_1.

Platnost téchto vztahti je dokdzana napfiklad v [5] na strané 82.

Pro symetrickou ,,bit reversal“ permutaci
T(M,p(r),j) =7+

je 7 nasobek 2M 0 <7 < 2V a 0 < j < 2™, Jestlize plati 0 < j < 2M~1 potom
t=1(M,p(F),j) =7(M —1,p(F),j) =7+ j,

t=1(M,p(7),j+2" ) =7(M —1,p(7) + 2V M j) =7+ j + 27!

vyznacuje dvojice pozic v al |, které obsahuji veli¢iny souvisejici s Cooley-Tukeyho

rekurzemi (21).

V nésledujici pozménéné formulaci klasické Cooley-Tukeyovy metody pred-

pokladejme, ze vektor a[ | je nastaven na pocatecni hodnotu
alp(k)] = fe, k=0,...,n—1,

kde p je ,bit reversal“ permutace (25). Tuto ,zdménu* pocatecnich hodnot mu-
zeme provést ,vhodné®, protoze ,bit-reversal® permutace je symetricka a sklada
se proto z posloupnosti vzajemnych vymén poradi nebo transpozic ve dvojicich.

Navic vymazeme ¢initel 2, ktery se objevuje ve vzorcich (21), takZze nakonec

Algoritmus méa potom tvar

for M=1:1:N
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forj=0:1:2M"1_1
e=éy;
for7=0:2":2V 1
u=alr+jl; v=ar+j+2M"1 " x¢;
afF + 4l =u+wv; a[f +j+ 27 = u —v;
end
end

end

Pro vypocet koeficientt a;, j =0,...,n — 1 fazového polynomu p(z) pozmé-
nénou Cooley-Tukeyho metodou, ktera v paméti neuchovava nepotiebné mezivy-
pocty, jsem vytvorila m-file v Matlabu s nazvem CooleyTukey2, ktery lze pouzit
pro hodnoty n spliiujici rovnost n = 2. M-file se od piivodni Cooley-Tukeyho

metody lisi az v druhé c¢asti, proto zde zacatek neni znovu uveden.

ay=n;
for M=1:N
m=2"(M-1) ;
R=2"(N-M) ;
for r=1:R
for j=1:m
epsilon=exp ((-2*pixi*(j-1))/2"M);
a(r,m+j)=(alr,j)-(a(R+r,j)*epsilon))/2;
a(r,j)=(a(r,j)+(a(R+r,j)*epsilon))/2;
a(R+r, j)=0;
end
end

Jhvymazdni nepotfebnjch Fadkd matice
if (ay==2)
ax=2;

else
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ax=(1/2*ay)+1;
end

for aa=ay:(-1):ax

a(aa,:)=[1;
end
ay=ay/2;
end
for k=1:n
v(k)=a(l,k);
end

Kdyz tento postup uplatnime v prikladé 4.2., tak vlastné po vypoctu hod-

not a(()lo), a%), a(()ll), aﬁ) v prvnim kroku se nam vynuluji hodnoty aé%), a&%), aé%), aé%).

V druhém kroku se pak po vypoctu aé%), a821), aéé), ag? vynuluji hodnoty a&), a%),

aéi), agll). Na konci nam tedy ztstanou pouze vysledné hodnoty a zadné jiné me-

zivypocty se nezachovaji.

Podivejme se nyni na druhou zminovanou Sande-Tukeyovu metodu pro vypo-

et koeficientd a;, j =0,...,n — 1 fazového polynomu p(z).

Sande-Tukeyova metoda

Tato metoda je zalozena na vypoctu sumy

i
L

fke_jixk. (26)
0

e
Il

Opét je-li m = 2, se¢teme pro k = 0,...,m — 1 ¢len fre 7" a jeho symet-

29

ricky ¢len fi e 7@ +m. Dostaneme m souctil téchto symetrickych ¢lentl. Suma

ve vztahu (26) ma n c¢lentd. Rozdéleni téchto n ¢lent do dvou sum, kde jedna
n—1 )

bude pro sudé indexy, tj. poloZime j = 2h, a tedy > fre 2" a jedna pro li-

k=0
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n—1
ché indexy, tj. j = 2h + 1, a tedy > fre~®h+1  povede ke dvéma problémiim
k=0

z vyjadreni tvaru (20). Kazdy problém je snizen na stupen m = %. S vyuzitim

oznaceni

—2mi

ey =€ 2M

mizeme vztah (20) napsat ve tvaru

n—1
1 . ,
:EE frell j=0,1,...,n—1. (27)
k=0

Zde je N takové, ze n = 2V. Rozlisovani mezi sudymi a lichymi hodnotami j
a kombinovani symetrickych ¢lent ndm z predchoziho rozdéleni do dvou sum

a z rovnosti (27) dava vztahy

Qo = — Zfe”‘k Z(fk+fk+m>eN1— ,;?V%

kO

S

1
2h 1
a2p41 = Zf +) - E (fk - fk+m ENEN 1 — Zf// N

k=0
n ; 9 _ 2mi2 2w
pro h =0,...,m—1am = 3, z kterych plyne ey = e 2V = ¢ 2V T = ey_y,
_ mi2m _ min e .
e =e 2V =e 2N =e ™ =—1.Tedyprok=0,....,m—1je
/
fe = fr + frm

fi = (fi = frem)en-
Abychom mohli odvodit néasledujicich N kroki rekurentniho algoritmu, pro
M = N,N —1,...,1 polozime m = 2M~1 R = 2¥=M 3 zavedeme oznaceni

O =0, R—1,k=0,... 2m—1,

pricemz fo(liV) = fr, k=0,...,n—1. Hodnoty fé,iv_l) a fl(,iv_l) predstavuji veliciny
fi a fl, které jsme jiz zavedli. Obecné pro m = 2M~1 a R = 2N=M dostdvame
pror=0,....,.R—1, 7=0,...,2M — 1,

2m—1

1 Iy
Qe = > e (28)
k=0
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Hodnoty ffﬁ/[) pritom pocitame podle néasledujcicho algoritmu
proM=N,N—-1,...,1

poloz m = 2M-1
R=2N-"M
pror=0,....R—1ah=0,....m—1
vypocitej

M—-1 M M
P = 0 S

M-1 M M
fr(+R,k) = (fr(k )~ fr(,k—im)ellg\4>

Platnost téchto vztahti je dokdzana napiiklad v [5] na strané 80.

Rekurze je zahajena polozenim
N — f k=0,....n—1
a konci pro
1
aT:—ffg), r=0,...,n—1,
n

coZ plyne ze vztahu (28). Tato rekurze se nazyva Sande-Tukeyova metoda.
Nyni zkusime aplikovat Sande-Tukeyovu metodu na stejnd data jako v prikladé

4.2.

Priklad 4.3. Nechf jsou dana stejnd data jako v prikladé 4.2., tedy

Li] @] fi
0 0 0
1 5| -1
2 T 1
3137 ] 3

Najdéte fazovy polynom p(z) uzitim Sande-Tukeyovy metody.

Je ziejmé, ze n = 4 a N = 2. Na zacatku polozime

& =fo=0
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é?):flz—l

2
(gz):f2:1

1
foig = fa= 7.

Nejprve pro M = 2 dostaneme m = 2M-1 = 2 R = 2V-M — 1 Tedy pro
r =0, k=0,1 dostdavame ze vztahu (29)

fo =+ £ =0+1=1

1 2 2 1 1
fél) = él)+f(§3) =—1l+5=-3
2 2

1 2 2
.fl(O) :(fo(o)_ éQ))e(’:O—l:—l

_mi 1 _ 3
fl(i) = (.f()(%) - (g))€ 2 = (—1 — 5)(—@) = 51‘

Déle je pro M =1, R=2, m = 1. Tedy pror = 0,1 a k = 0 dostavame

=19+ 1 =15 = = 1A = 5 =

§ =+ =145 =i
B = - I =1- (=5 = =t=a
7D = () - e = 1= 5 - = Si=a

a tim vypocet konci. Fazovy polynom ma tedy tvar

(z) = 1y (— Ly §z‘)e” 3y (— Lo §z‘)e"3x
PHI=3 18 8 18
a je stejny jako v ptikladé 4.2., viz obr. 6.
Pro vypocet koeficientii a;, j =0,...,n — 1 fazového polynomu p(z) Sande-

Tukeyho metodou jsem vytvofila m-file v Matlabu s nazvem SandeTukey, ktery
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lze pouzit pro hodnoty n spliiujici rovnost n = 2V. Na vstupu se zadaji pouze
funkéni hodnoty v bodech interpolace, pficemz pocet bodu interpolace je dan

délkou vektoru funkénich hodnot.

hvstup: fi...vektor funk&nich hodnot

hvistup: v...vektor koeficientd fazového polynomu

function[v]=SandeTukey (fi)
n=length(fi);
N=log(n)/log(2);

N;

if (N"=round(N))
disp(’n neni mocnina dvou’)
v=[’nelze vypocitat’];
return;

end;

M=N;
m=2"(M-1);
R=2"(N-M) ;

for j=1:n
£(1,3)=£fi(j);

end

for M=N:(-1):1
m=2"(M-1) ;
R=2"(N-M) ;
for r=1:R

for k=1:m
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epsilon=exp ((-2*pixi*(k-1))/2"°M);
f(r+R,k)=(£f(r,k)-f (r,k+m) ) *epsilon;
f(r,k)=f(r,k)+f(r,k+m);
end
end
end
for j=1:n
v(j)=(1/n)*£(j,1);

end

Pomoci tohoto m-filu mtizeme spocitat priklad 4.3., kdyz do ptikazového okna

Matlabu zadame pozadované vstupy.

>> fi=[0;-1;1;0.5];
>> [v]=SandeTukey(fi)

Po stisknuti Enteru pak dostaneme

V=

0.1250 -0.2500 + 0.37501i  0.3750 -0.2500 - 0.37501

a opravdu jsme dostali stejny vysledek jako v prikladé 4.3.

Kdyz Sande-Tukeyova metoda pouziva rekurzi tvaru (29), neni zde jiz pro-
blém s usporadanim. Nicméné, kdyz pouzijeme rekurze ,vhodné“ v jednotlivych
vektorech f [ ], potom musime znovu zobrazeni pfeindexovat tfemi indexy M, r, j

do jednotlivych indexti 7. Toto indexovani zobrazeni musi spliiovat vztahy
T(M - 17 r, k) = T(Ma r, k)a

(M = 1,7+ 2% k) = 7(M,r, k+ 2"

proM =N,N—-1,...,1, r=0,1,...,28M 1 k=0,1,...,21 — 1. Kdyz
predpokladame
7(n,0,k) =k prok=0,1,...,n—1,
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totiz, ze zacneme s prirozenym pofadim, potom tyto podminky jsou presné pod-
minky (23) a (24) napsany obracené. Tudiz 7 = 7(M,r, k) je shodné pro index

zobrazeni T uvazované pro Cooley-Tukeyovu metodu.

V nasledujici pozménéné formulaci Sande-Tukeovy metody predpokladejme,

ze vektor f]] je nastaven pfimo na hodnoty f, tj.

flk] = fu, k=0,1,...,n—1.
Nicméné konecné vysledky musi byt usporadany pouzitim ,bit reversal® permu-

tace

Algoritmus mé potom tvar
for M=N:(-1):1

fork=0:1:2M-1_1

— k.
e = €

for 7 =0:2M:2N 1
u=flF+k]; v=fF+k+2"1;
flr+kl=u+v; fF+k+2Y1 = (u—v)xe;
end
end

end

Pro vypocet koeficientii a;, j =0,...,n — 1 fazového polynomu p(z) Sande-
Tukeyho metodou, kterda nuluje predchozi mezivypocty, jsem vytvorila m-file
v Matlabu s nazvem SandeTukey2, ktery lze pouzit pro hodnoty n spliujici rov-

nost n = 2V. M-file se od ptivodni Sande-Tukeyho metody li§i pouze v této ¢asti

fy=n;
for M=N:(-1):1
m=2"(M-1);
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R=2"(N-M) ;
for r=1:R
for k=1:m
epsilon=exp ((-2*pixi*(k-1))/2"M);
f(r+R,k)=(£f(r,k)-f (r,k+m) ) *epsilon;
f(r,k)=f(r,k)+f(r,k+m);
f(r,k+m)=0;
end
end
Jhvymazdni nepotfebnjch sloupcl matice
if (fy==2)
fx=2;
else
fx=(1/2%fy)+1;
end
for ff=fy:(-1):fx
(L, £8)=[1;
end
fy=£fy/2;
end
for j=1:n
v(j)=(1/n)*£(j,1);

end

Kdyz tento postup uplatnime v prikladé 4.3., tak vlastné po vypoctu hodnot
FO D # O 5 prvnim kroku se ndm vynuluji hodnoty £&), £2 £, @),
V druhém kroku se pak po vipoctu fio, fio'. f, f5 vynuluji hodnoty fiy, 5.
fl(é), 1(? Na konci nam tedy ztstanou pouze vysledné hodnoty a zadné jiné me-

zivypocty se nezachovaji.
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Zavér

V této bakalaiské praci je popsana uloha trigonometrické interpolace a jsou
ukazany vypocty trigonometrického ¢ fazového polynomu riznymi zpisoby. Tyto
polynomy jsou vhodné k aproximaci periodickych funkci.

S tlohou interpolace jsme byli seznameni na prednaskach z Numerickych me-
tod, ale o trigonometrické interpolaci jsme se zminili pouze okrajove. Tato pro-
blematika mé zaujala, a proto jsem si ji vybrala jako téma své bakalarské prace.

V praci bylo také ukazano, ze tiloha nalezeni trigonometrického polynomu je
ekvivalentni tloze nalezeni fazového polynomu. Dale byla popsana Rychla Fou-
rierova transformace, coz je jedna z moznosti, jak nalézt koeficienty fazového
polynomu. Celé teorie je doplnéna priklady s ru¢nimi vypocty a obrazky. K pii-
kladim jsem také vytvorila m-fily v programu Matlab.

Pii psani této bakalaiské prace jsem se dozvédéla mnoho novych informaci
nejen o trigonometrické interpolaci, ale i z oblasti tvofeni m-filti v matematickém
softwaru Matlab. Také jsem si prohloubila znalosti v oblasti prace s typografickym

programem TEX, kterym je tato prace vysazena.
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