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bankovnictv́ı/pojǐst’ovnictv́ı
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Úvod

Se skupinovým rozhodováńım (př́ıpadně s jeho d̊usledky) se setkáváme téměř

denně a to ve všech možných situaćıch. Takové rozhodováńı je spojeno s mnoha

problémy a obt́ıžemi. Zejména je nutno brát v potaz, že jednotliv́ı členové skupiny,

která rozhoduje, maj́ı obecně r̊uzné názory. Je proto nutné zvolit nějaký vhodný

postup (metodu), jak tyto jejich jednotlivé názory sjednotit a určit tak jediné

skupinové rozhodnut́ı.

Stát, kraj či obec, kde žijeme, ř́ıd́ı zástupci, kteř́ı byli vybráni pomoćı

hlasováńı u voleb. Pravidla hlasováńı i samotného vyhodnocováńı odevzdaných

hlas̊u jsou r̊uzná pro r̊uzné typy voleb a nav́ıc se čas od času měńı. Nab́ıźı se tak

otázka, jak moc změny těchto pravidel ovlivńı výsledek hlasováńı, tj. např́ıklad

jak by se změnil počet mandát̊u v parlamentu pro jednotlivé politické strany,

kdybychom pro vyhodnoceńı použili jiná pravidla.

Při hodnoceńı krasobruslař̊u na soutěž́ıch se až donedávna použ́ıval systém

založený na tzv. bodovaćıch funkćıch. Takový systém ale může vykazovat

nežádoućı chováńı, kdy je vzájemné pořad́ı dvou krasobruslař̊u ovlivněno nejen

jejich výkonem, ale i výkonem jiného krasobruslaře. K této situaci došlo např́ıklad

i na Olympijských hrách v roce 2002 při krasobruslařské soutěži žen.

Těmito a daľśımi podobnými situacemi se zabývá teorie společenského výběru.

Tato teorie je velmi rozsáhlá, zabývá se j́ı mnoho odborńık̊u z celého světa. Zlomek

jejich praćı, které byly při zpracováńı této bakalářské práce použity, je uveden na

konci v přehledu zdroj̊u.

Z d̊uvodu omezeného rozsahu této práce představ́ıme pouze základńı pojmy,

s nimiž teorie společenského výběru pracuje, a také jejich nejd̊uležitěǰśı vlastnosti.
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Použité značeńı

A množina alternativ

V množina volič̊u

R relace slabé preference na množině A

P relace ostré preference na množině A

I relace indiference na množině A

R množina všech slabých preferenćı na množině A

Rn množina všech (slabých) profil̊u (pro danou A a V )

F ordinálńı funkce společenského blahobytu

f ordinálńı funkce společenského výběru

FC kardinálńı funkce společenského blahobytu

Wi funkce užitku voliče i

L množina všech ostrých preferenćı na množině A

Ln množina všech (ostrých) profil̊u (pro danou A a V )

cardA počet prvk̊u množiny A
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Kapitola 1

Skupinové rozhodováńı

Skupinové rozhodováńı je staré jako lidstvo samo - nutnost provést společné

rozhodnut́ı se objevila, jakmile se lidé začali sdružovat a ž́ıt ve větš́ıch

společenstvech.

Základńı pojmy týkaj́ıćı se skupinového rozhodováńı si představ́ıme na nej-

jednodušš́ı situaci, kdy má skupina osob za úkol vybrat z dané množiny objekt̊u

ten nejlepš́ı. Pro tuto skupinu osob dle kontextu použ́ıváme r̊uzná označeńı:

rozhodovatelé, voliči, porotci, rozhodč́ı, hráči. Objekty, mezi nimiž tyto osoby

voĺı, jsou označovány nejčastěji jako varianty, alternativy, kandidáti, soutěž́ıćı,

strategie. Každý z volič̊u má na tyto objekty sv̊uj názor, tj. dokáže např́ıklad

vybrat ten nejlepš́ı nebo je seřadit od nejlepš́ıho k nejhorš́ımu, dokáže porovnat

každou jejich dvojici, umı́ určit sv̊uj užitek z každého z nich. T́ımto názorem

tak každý z volič̊u poskytne svou individuálńı preferenci na množině těchto ob-

jekt̊u. Ćılem je nyńı určit tzv. skupinovou preferenci, neboli určit skupinový

názor na jednotlivé alternativy. Skupinové rozhodováńı je tedy nejčastěji chápáno

jako sloučeńı rozd́ılných individuálńıch preferenćı týkaj́ıćıch se objekt̊u z nějaké

množiny do jediné společné skupinové preference. Zp̊usob̊u, jak lze toto sloučeńı

provést, je celá řada a obecně se nazývaj́ı jako agregačńı procedury, agregačńı

metody, agregačńı funkce nebo volebńı metody.

V současné době pod pojem skupinové rozhodováńı zahrnujeme mnoho

r̊uzných discipĺın, mezi nimi zejména teorii společenského výběru, teorii užitku,

teorii her, teorii ekonomické rovnováhy, preferenčńı analýzu, teorii vyjednáváńı
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nebo týmového řešeńı problémů. Podle povahy rozhodovaćıho problému pak

muśıme zvolit ten správný př́ıstup, tj. zvolit a použ́ıt vhodnou teorii. Některé

možné př́ıstupy představ́ıme nyńı podrobněji (viz [12], [7]).

Teorie společenského výběru je v principu teoríı volebńıch systémů, které

se použ́ıvaj́ı pro (demokratické) vyjádřeńı v̊ule většiny. Při tomto zp̊usobu

rozhodováńı nedocháźı k interakci mezi voliči, kteř́ı nav́ıc po vyjádřeńı své pre-

ference již sv̊uj názor nemůžou změnit. Množina objekt̊u (alternativ), z nichž je

vyb́ıráno, je předem známá a zpravidla je považována za konečnou. Př́ıkladem

tohoto typu rozhodováńı jsou volby do parlamentu, hlasováńı parlamentu o

zákonech, hodnoceńı sportovńıch výkon̊u, komisionálńı zkouška z matematiky.

Týmové řešeńı problém̊u se použ́ıvá v situaci, kdy relativně malá skupina

rozhodovatel̊u řeš́ı složitěǰśı a komplexněǰśı problém. Tento problém je zpravidla

interdisciplinárńı, takže jednotliv́ı rozhodovatelé jsou většinou odborńıci z r̊uz-

ných oblast́ı. Vzájemně spolupracuj́ı a své názory na možné varianty řešeńı mo-

hou během procesu rozhodováńı měnit v d̊usledku interakce s ostatńımi. Může tak

docházet k efektu synergie, kdy týmový př́ınos je větš́ı než jen pouhý souhrn indi-

viduálńıch př́ınos̊u. Proces týmového řešeńı je rozdělen do několika etap. Jednou

z těchto etap je i generováńı možných řešeńı. Zde lze v zásadě rozlǐsit situaci, kdy

se řeš́ı naprosto nový problém (např. návrh nového technické řešeńı nebo nového

designu, stanoveńı vize organizace, plán cesty na Mars), a situaci, kdy jsou již

nějaká možná řešeńı k dispozici a je nutné je pouze přizp̊usobit (např. umı́stěńı

obchodńıho centra, plán závod̊u pśıch spřežeńı, zavedeńı nového produktu do

výroby). Ve fázi generováńı možných variant řešeńı lze použ́ıt r̊uzné techniky jako

např́ıklad brainstorming, brainwriting, Gordonovu metodu, techniku nominálńı

skupiny nebo metodu Delphi. Daľśımi fázemi týmového rozhodováńı jsou pak

mj. posouzeńı možných řešeńı, simulace, výběr a implementace zvoleného řešeńı

a zpětná kontrola.

Pro modelováńı, analyzováńı a řešeńı konfliktńıch situaćı je použ́ıvána teorie

her. Použ́ıvá se v ńı názvoslov́ı inspirované společenskými hrami, kdy rozhodova-

telé jsou hráči a alternativami pak jejich možné strategie. Je zřejmé, že zájmy
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jednotlivých hráč̊u (př́ıpadně jejich skupin – koalic) jdou v principu proti sobě.

Rozlǐsujeme r̊uzné typy her a to podle počtu hráč̊u (dva nebo obecně v́ıce než dva),

podle počtu možných strategíı (konečné nebo nekonečné hry) nebo podle toho,

zda mohou hráči uzav́ırat koalice (kooperativńı a nekooperativńı hry). Důležitým

pojmem, který se objevuje při řešeńı konfliktńıch situaćı je také vyjednáváńı a

vyjednávaćı strategie. Samotný proces vyjednáváńı je obecně velmi špatně struk-

turovaný, takže od účastńık̊u vyjednáváńı vyžaduje tvořivost a originalitu. Teorii

her lze využ́ıt i v teorii voleb (tzv. volebńı hry), kdy se při vytvářeńı př́ıpadných

koalic konstruuj́ı tzv. indexy śıly pro zjǐstěńı mı́ry vlivu jednotlivých politických

subjekt̊u.

Jak už plyne z výše uvedeného stručného přehledu, problematika skupinového

rozhodováńı je velmi rozsáhlá a rozmanitá a rozhodně neńı možné ji v této práci

obsáhnout celou. Proto se zaměř́ıme jen na jej́ı část, a to na teorii společenského

výběru.
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Kapitola 2

Teorie společenského výběru

Teorie společenského výběru studuje zp̊usoby agregace individuálńıch prefe-

renćı jednotlivých volič̊u do společné skupinové preference. Tento proces obvykle

prob́ıhá ve dvou kroćıch. V prvńım kroku jednotliv́ı voliči vyjádř́ı své individuálńı

preference a ve druhém kroku pak dojde k samotnému vyhodnoceńı těchto dat a

k určeńı skupinového rozhodnut́ı. Z pohledu voliče, který v prvńım kroku posky-

tuje své preference, je žádoućı, aby byl volebńı proces dostatečně jednoduchý

a srozumitelný. Na druhou stranu požadujeme, aby výsledek volebńıho procesu

co nejpřesněji odrážel názory volič̊u a zároveň aby fáze vyhodnocováńı prob́ıhala

efektivně, dostatečně rychle a dala se popsat přesným algoritmem. Při navrhováńı

agregačńı procedury je tak nutné oba tyto aspekty zohlednit. Ukazuje se, že

výsledek společenské volby je závislý na tom, jakou metodu agregace (tj. vy-

hodnoceńı dat) použijeme – r̊uzné metody mohou dát r̊uzné výsledky (viz např.

[13]). Na agregačńı funkce obecně většinou klademe určité rozumné požadavky,

které bychom od spravedlivých a demokratických voleb očekávali. Jak ukážeme

v daľśım textu, naj́ıt takovouto agregačńı funkci neńı v̊ubec jednoduchý úkol.

Z pohledu výsledku agregace rozlǐsujeme dva základńı př́ıstupy. Pokud

z množiny alternativ potřebujeme vybrat pouze tu nejlepš́ı (v́ıtěze), použijeme

tzv. funkci společenského výběru. V př́ıpadě, že jako výsledek požadujeme

uspořádáńı všech alternativ, použijeme tzv. funkci společenského blahobytu.

V závislosti na typu informace o preferenćıch, které poskytuj́ı jednotliv́ı voliči,

rozlǐsujeme dva typy agregace. Ordinálńı agregačńı funkce použ́ıvaj́ı pro určeńı
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skupinového rozhodnut́ı pouze tzv. ordinálńı preference, kdy každý volič poskytne

pouze pořad́ı alternativ. Druhým typem jsou kardinálńı agregačńı funkce; v tomto

př́ıpadě je třeba od volič̊u źıskat nav́ıc i informace o śıle jejich preferenćı týkaj́ıćıch

se jednotlivých alternativ. V této souvislosti se objevuje pojem užitku voliče

z dané alternativy.

2.1. Historie

Ve své moderńı podobě je teorie společenského výběru poměrně mladou dis-

cipĺınou. Jej́ı kořeny sahaj́ı ke konci prvńı poloviny dvacátého stolet́ı. Jednotlivé

d́ılky této rozsáhlé teorie se však objevovaly již dlouho předt́ım.

Už ve druhém stolet́ı před naš́ım letopočtem navrhl Plinius Mladš́ı, ř́ımský

př́ırodovědec, filosof a vojenský a námořńı velitel, použit́ı pravidla plurality (viz

Kapitola 3.3) při soudńıch rozhodnut́ıch v ř́ımském senátu.

Z 13. stolet́ı pocháźı práce Ramona Lulla, katalánského spisovatele, filozofa,

misionáře a logika. Ve svých textech doporučil pro volby systém založený na

párovém porovnáváńı jednotlivých kandidát̊u. Metoda, kterou popsal, je dnes

známá jako Copelandova metoda (viz Definice 21 na str. 58). Už tehdy si byl

Lull vědom toho, že výsledkem volby může být i remı́za, takže navrhl (i když ne

matematické) pravidlo, jak určit v takové situaci v́ıtěze jediného. Daľśı metoda,

kterou Lull navrhl, byla založena na principu postupné eliminace kandidát̊u (ob-

doba dnešńıch vyřazovaćıch systémů typu play off). V tomto př́ıpadě však autor

pravděpodobně nevěděl, že tento zp̊usob volby je manipulovatelný, tj. že zp̊usob,

jakým takové volby zorganizujeme, silně ovlivńı to, kdo bude v́ıtězem.

Ve stolet́ı patnáctém všestranný německý učenec, filozof a ćırkevńı hod-

nostář Mikuláš Kusánský v jednom ze svých spis̊u popsal zp̊usob volby ćısaře

Svaté ř́ı̌se ř́ımské. Z jeho popisu volby plyne, že se jedná přesně o Bordovu

metodu (viz Definice 14 na str.44). Neńı zde zmı́něna možnost remı́zy, jej́ıž

pravděpodobnost je však pro malé počty volič̊u zanedbatelná. Mikuláš Kusánský

jako předpoklad použit́ı této metody uvažoval podmı́nku (obdobně jako později

samotný J. Borda), že všichni voliči jsou čestńı a hlasuj́ı podle svého skutečného
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přesvědčeńı. T́ımto předpokladem tak
”
eliminoval“ jednu z nežádoućıch vlast-

nost́ı Bordovy metody, kterou je jej́ı manipulovatelnost (viz str.24).

Za skutečné zakladatele teorie společenského výběru v 18. stolet́ı jsou však

považováni dva učenci, Jean Charles de Borda a Jean Antoine Nicolas de Caritat,

markýz de Condorcet.

Jean Charles de Borda byl francouzský matematik, fyzik a astronom. Mnoho

svých objev̊u týkaj́ıćıch se zejména mechaniky tekutin, navigace a geodézie apliko-

val během svého p̊usobeńı ve francouzské armádě. Jeho př́ınos k teorii společenské

volby by se mohl zdát malý, nebot’ sv̊uj volebńı systém popsal na pouhých dev́ıti

stranách v jednom ze svých spis̊u. Nicméně jeho metoda je dnes hojně využ́ıvána

a jedná se o metodu označovanou jako Bordova metoda: každý volič seřad́ı kan-

didáty od nejlepš́ıho k nejhorš́ımu (bez remı́z) a kandidátovi na posledńım mı́stě

přǐrad́ı jeden bod, kandidátovi na předposledńım mı́stě dva body, až kandidátovi

na prvńım mı́stě přǐrad́ı tolik bod̊u, kolik je počet všech kandidát̊u; v́ıtězem je

pak kandidát (př́ıp. v́ıce kandidát̊u), který v součtu bod̊u od jednotlivých volič̊u

dosáhne nejvyšš́ıho počtu bod̊u. Kromě už výše zmı́něných dev́ıti stran v daľśıch

praćıch Borda zkoumal vlastnosti své metody a jej́ı vztah s metodou plurality.

Jean Antoine Nicolas de Caritat, markýz de Condorcet, současńık Bordy, byl

francouzský matematik, filozof a politik. Ve svém rozsáhlém d́ıle se zabýval mnoha

tematy a k teorii společenského výběru přispěl zejména dvěma následuj́ıćımi poz-

natky. Prvńı z nich (tzv. Condorcet’s jury theorem) se týká pravděpodobnosti

správného rozhodnut́ı skupiny volič̊u. Skupinu volič̊u zde představuje soudńı

porota, jej́ımž úkolem je rozhodnout o vině či nevině: pokud je porota složená

z porotc̊u, přičemž každý porotce s pravděpodobnost́ı p > 1
2
rozhodne správně,

pak pravděpodobnost toho, že celá porota rozhodne správně, je větš́ı než p a

nav́ıc tato pravděpodobnost roste se zvyšuj́ıćım se počtem porotc̊u. Condorcet je

ale známěǰśı d́ıky svému př́ıkladu, v němž ukázal, že pravidlo prosté většiny pro

v́ıce než dva kandidáty může generovat tzv. cykly (tj. nemuśı určit v́ıtěze). Jako

v́ıtěze přitom uvažoval kandidáta, který při párovém srovnáváńı s ostatńımi kan-

didáty vždy zv́ıtěźı. Takový kandidát se pak nazývá Condorcet̊uv v́ıtěz (viz také
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Kapitola 3.4). V daľśım př́ıkladu pak ukázal, že Bordova metoda (ačkoli ji takto

nenazval ani Bordu př́ımo nezmı́nil) může jako v́ıtěze vybrat jiného kandidáta než

Condorcetova v́ıtěze. Zároveň také upozornil na to, že Bordova metoda je mani-

pulovatelná. Ve svém daľśım spise pak navrhl volebńı metodu (dnes známá jako

Copelandova metoda), kdy v́ıtězem volby je Condorcet̊uv v́ıtěz, a pokud tento

neexistuje, pak je v́ıtězem kandidát, který poraźı nejv́ıce ostatńıch kandidát̊u při

párovém porovnáváńı.

Rozporem mezi Bordovým a Condorcetovým př́ıstupem k volebńım systémům

se spustila dlouhá debata, která se protáhla až do současnosti. Oba př́ıstupy maj́ı

totiž své výhody i nevýhody a jejich př́ıznivci (resp. odp̊urci) se dodnes neshodli

na tom, který z nich je lepš́ı.

Přestože se během devatenáctého a prvńı poloviny dvacátého stolet́ı teorie

společenského výběru dostala trochu mimo zájem, stoj́ı za zmı́nku dva učenci.

Prvńım z nich je Charles Lutwidge Dodgson, anglický spisovatel a matematik,

známý pod pseudonymem Lewis Carrol. Ačkoli neznal práce Bordy ani Con-

dorceta, navrhl několik r̊uzných volebńıch metod, mezi nimiž byly i Bordova

metoda a koncept Condorcetova v́ıtěze. Druhým je Edward Nanson, anglický

matematik, který ale většinu života strávil v Austrálii a pod́ılel se i na reformě

taměǰśıho volebńıho systému. Navrhl metodu, která urč́ı Condorcetova v́ıtěze

(pokud existuje) pomoćı iteračńı metody založené na Bordově metodě. V každém

kroku jsou vyřazeni kandidáti, kteř́ı nedosáhli aspoň pr̊uměrné Bordovy hodnoty

(viz Definice 13). Eliminace pak pokračuje pouze se zbylými kandidáty až do

okamžiku, kdy z̊ustane jediný v́ıtěz.

Ve 40. letech dvacátého stolet́ı došlo ke znovuobnoveńı zájmu o teorii

společenské volby. Nejvýznamněǰśı postavou té doby byl americký ekonom,

spisovatel a politický teoretik Kenneth Joseph Arrow (nar. 1921). Nezabýval

se konkrétńımi volebńımi metodami, ale zaměřil se na tř́ıdu všech možných

agregačńıch metod, které nazval funkce společenského blahobytu, a zkoumal je-

jich vlastnosti. Nakonec dokázal tvrzeńı (tzv. Arrow’s Impossibility Theorem, viz

Věta 2) o neexistenci takové agregačńı funkce, která by splňovala několik velmi
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rozumných požadavk̊u. Tento výsledek byl nejdř́ıve pokládaný za něco negativ-

ńıho, byl např́ıklad považován za matematický d̊ukaz nemožnosti demokracie.

Jińı, mezi nimi i indický ekonom a filozof Amartya Sen, ho intepretovali tak,

že ordinálńı preference volič̊u jsou nedostatečné k tomu, aby mohla být prove-

dena společensky přijatelná volba. Pokud by voliči byli schopni poskytnout nav́ıc i

porovnatelné kardinálńı informace o jednotlivých kandidátech, pak je již rozumná

volba možná (viz také Kapitola 2.5).

Arrowův výsledek podńıtil daľśı rozsáhlý výzkum a rozpoutal debaty týkaj́ıćı

se rozumných princip̊u společenské volby, ekonomie blahobytu a demokratických

volebńıch systémů. Teorie společenského výběru je velmi rozsáhlá a využitelná v

mnoha oblastech (např. ekonomie, politické vědy, matematika, informatika nebo

biologie) a proto je i v současné době intenzivně studována.

Podrobněǰśı informace týkaj́ıćı se historických souvislost́ı a daľśıch

významných osobnost́ı této teorie lze nalézt např. v [19] nebo [15], které jsme

jako zdroje použili při zpracováńı této kapitoly.

2.2. Základńı pojmy

V této kapitole zavedeme základńı pojmy a označeńı, která budeme dále v

textu použ́ıvat; čerpali jsme zejména z [15], [1] a [4].

V literatuře naneštěst́ı neexistuje jednotné značeńı, jednotliv́ı autoři použ́ıvaj́ı

r̊uzné pojmy a označeńı pro totéž. Z toho d̊uvodu se může stát, že v použitých

zdroj́ıch se označeńı a pojmy mohou lǐsit od těch, které budeme použ́ıvat my.

Obzvláště je nutné poznamenat, že v literatuře neńı ustálené pojmenováńı

agregačńıch operátor̊u, které budou zavedeny v následuj́ıćıch kapitolách.

Uvažujme konečnou množinu n volič̊u (kde n ∈ N), které budeme označovat

přirozenými č́ısly, tj. V = {1, 2, 3, . . . , n}. Symbolem A označme množinu m al-

ternativ (kde m ∈ N). Pro označováńı alternativ budeme použ́ıvat malá ṕısmena

ze začátku abecedy, tj. A = {a, b, c . . .}.

Předpokládejme, že každý volič je schopen seřadit všechny alternativy po-

dle svých preferenćı od nejv́ıce preferované alternativy po nejméně preferovanou
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alternativu. Toto seřazeńı lze pro každého voliče i ∈ V reprezentovat po-

moćı binárńı relace Ri na množině všech alternativ A. Pokud a, b ∈ A jsou

dvě alternativy, pak zápis aRib vyjadřuje skutečnost, že volič i považuje al-

ternativu a za lepš́ı nebo stejně dobrou jako alternativu b, neboli že volič i

slabě preferuje alternativu a před alternativou b. Předpokládáme dále, že pro

všechna i ∈ V jsou relace Ri úplné (∀a, b ∈ A : aRib ∨ bRia) a tranzitivńı

(∀a, b, c ∈ A : aRib ∧ bRic ⇒ aRic). Relace Ri tedy nemuśı být nutně ostré (tj.

obecně jsou to tzv. slabé relace), takže připoušt́ıme, že volič může považovat dvě

nebo v́ıce alternativ za stejně dobré. Proto je vhodné ∀i ∈ V tyto relace slabé

preference Ri rozdělit na dvě části a definovat relace ostré preference Pi a relace

indiference Ii vztahy:

aPib ⇐⇒ aRib ∧ ¬bRia

aIib ⇐⇒ aRib ∧ bRia

Relace Pi a Ii se nazývaj́ı relace indukované relaćı Ri. Zápis aPib tedy vyjadřuje,

že volič i považuje alternativu a za (ostře) lepš́ı než alternativu b, neboli že

ostře preferuje alternativu a před alternativou b. Zápis aIib vyjadřuje, že volič i

považuje alternativu a za stejně dobrou jako alternativu b, neboli že alternativy

a a b považuje za indiferentńı.

Množinu všech slabých preferenćı na množině A označme symbolem R.

Množina R tedy obsahuje všechna možná uspořádáńı alternativ z množiny A,

přičemž v uspořádáńı připoušt́ıme i indiferenci mezi alternativami.

Pokud R ∈ R, pak lze ukázat, že pro indukované relace P a I plat́ı ∀a, b, c ∈ A

následuj́ıćı vztahy (viz např. [1]):

• aPb ⇒ aRb

• aPb ∧ bP c ⇒ aPc (relace P je tranzitivńı)

• aIb ∧ bIc ⇒ aIc (relace I je tranzitivńı)

• aRb ∨ bPa

• aPb ∧ bRc ⇒ aPc
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Pro danou množinu volič̊u V a danou množinu alternativ A budeme pojmem

profil uznačovat uspořádanou n-tici (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn, kde Ri je relace prefe-

rence i-tého voliče (neboli uspořádáńı alternativ voličem i). Pod označeńım profil

si lze představit např́ıklad soubor n odevzdaných volebńıch ĺıstk̊u od jednotlivých

volič̊u s vyznačeným pořad́ım alternativ (kandidát̊u).

Symbolem R (resp. P a I) označ́ıme relaci slabé preference (resp. ostré prefer-

ence a indiference) na množině A, která vyjadřuje skupinové uspořádáńı alterna-

tiv; analogicky jako u preferenćı jednotlivých volič̊u, aRb lze interpretovat tak, že

skupina volič̊u V (slabě) preferuje alternativu a před alternativou b. Obdobnou

interpretaci maj́ı i aPb (skupina ostře preferuje a před b) a aIb (skupina považuje

alternativy a a b za stejně dobré).

2.3. Ordinálńı funkce společenského blahobytu

V této kapitole se budeme zabývat situaćı, kdy každý z volič̊u poskytne

uspořádáńı množiny alternativ (neboli svoji relaci slabé prefrence) a jako výsledek

agregace těchto jednotlivých upořádáńı chceme źıskat skupinové uspořádáńı

množiny alternativ (neboli skupinovou relaci preference). Dále předpokládáme,

že ani jednotliv́ı voliči, ani celá skupina nemaj́ı možnost vyjádřit intenzitu svých

preferenćı mezi jednotlivými alternativami, a že tak pracujeme pouze s ordinálńım

uspořádáńım alternativ. V této situaci je pro agregaci možné použ́ıt tzv. ordinálńı

funkci společenského blahobytu. Terminologie pro tento typ funkce neńı v lite-

ratuře jednotná, nejčastěji se použ́ıvá označeńı social welfare function (např. [1],

[6]), preference aggregation rule ([15]) nebo aggregation function ([4]).

Definice 1 Ordinálńı funkćı společenského blahobytu budeme nazývat agregačńı

funkci F , která profilu (př́ıslušnému množině volič̊u V a množině alternativ A)

přǐrad́ı skupinovou relaci na množině A.

Ordinálńı funkce společenského blahobytu agreguje uspořádáńı alternativ

poskytnutých jednotlivými voliči do jediného (skupinového) uspořádáńı alter-

nativ. Možnost́ı, jak toto výsledné uspořádáńı (relaci) źıskat je značné množstv́ı.
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Skupinové rozhodnut́ı přitom záviśı nejen na vstupńıch uspořádáńıch alternativ

poskytnutých jednotlivými voliči, ale vzhledem k odlǐsným matematickým vlast-

nostem jednotlivých funkćı záviśı také na zvolené metodě agregace. Např́ıklad v

[13] je uvedeno tvrzeńı, které dokonce ř́ıká, že v určité situaci lze vhodnou volbou

agregačńı metody zajistit v́ıtězstv́ı pro konkrétńıho kandidáta.

Věta 1 ([13]) Pokud má množina alternativ alespoň čtyři prvky, pak existuje

profil, kdy vhodnou volbou agregačńı funkce lze dosáhnout toho, že každý kandidát

m̊uže ve skupinovém pořad́ı obsadit libovolnou pozici.

Z tohoto tvrzeńı lze usoudit, že výsledek skupinové volby pak v́ıce než prefe-

rence volič̊u může odrážet zvolenou metodu agregace (neboli jinými slovy zvole-

nou volebńı metodu).

Také z tohoto d̊uvodu požadujeme po agregačńıch funkćıch určité rozumné

požadavky, které očekáváme od metod vhodných pro vyhodnocováńı výsledk̊u

voleb, které maj́ı být jistým zp̊usobem spravedlivé a demokratické. Přitom je

ale otázkou, co považujeme za spravedlivé volby - na toto téma se vede mnoho

diskuźı a to nejen na poli matematiky ale i filosofie (viz např. [6]).

Uvažujme nyńı ordinálńı funkci společenského blahobytu F a necht’ relace

R = F (R1, . . . , Rn) určuje výsledné skupinové uspořádáńı množiny alternativ A

pro vstupńı profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn. Pro tuto funkci dále uvažujme následuj́ıćı

vlastnosti:

(U) Univerzálńı definičńı obor (Universal Domain)

Definičńım oborem funkce F je celá množina Rn.

Touto podmı́nkou požadujeme, aby funkce F dokázala přǐradit výsledek

(skupinovou relaci R) libovolnému profilu z Rn.

(T) Tranzitivita (Transitivity)

Výsledné skupinové uspořádáńı je tranzitivńı, tj. R ∈ R.

Tato podmı́nka znamená, že pokud skupina preferuje alternativu a před

alternativou b a alternativu b před alternativou c, pak nutně muśı preferovat

alternativu a před alternativou c.
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(P) Paretovský princip, Paretovská optimalita (Weak Pareto principle)

Pro všechny dvojice alternativ a, b ∈ A plat́ı implikace:

aPib ∀i ∈ V =⇒ aPb.

Podmı́nka ř́ıká, že pokud všichni voliči ostře preferuj́ı alternativu a před

alternativou b, pak i celá skupina ostře preferuje a před b.

(I) Nezávislost na irelevantńıch alternativách (Independence of irrelevant

alternatives)

Pro všechny dvojice profil̊u (R1, R2, . . . , Rn), (R
′
1, R

′
2, . . . , R

′
n) ∈ Rn a

všechny dvojice alternativ a, b ∈ A plat́ı implikace:

((aRib ⇔ aR′
ib) ∧ (bRia ⇔ bR′

ia))∀i ∈ V =⇒ (aRb ⇔ aR′b),

kde R′ = F (R′
1, R

′
2, . . . , R

′
n).

Podmı́nka ř́ıká, že relativńı pozice každých dvou alternativ a, b ∈ A

ve skupinovém uspořádáńı (tj. která z nich je skupinově preferována

před druhou) záviśı pouze na jejich relativńıch pozićıch v individuálńıch

uspořádáńıch. Pokud máme dva r̊uzné profily takové, že každý z volič̊u

poskytne v obou profilech stejnou preferenci mezi dvěma alternativami a a

b, pak skupinová preference muśı být pro př́ıpad obou profil̊u stejná. Zna-

mená to, že při porovnáváńı alternativ a a b se nesmı́ brát v potaz jejich

umı́stěńı v individuálńıch uspořádáńıch, ale pouze jejich vzájemná relativńı

pozice.

(D) Neexistence diktátora (Non-Dictatorship)

Neexistuje volič i ∈ V takový, že pro všechny profily (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn

a všechny alternativy a, b ∈ A plat́ı aPib ⇔ aPb.

Podmı́nka požaduje, aby mezi voliči neexistoval tzv. diktátor, přičemž

diktátorem nazýváme voliče, který za všech okolnost́ı určuje skupinovou

preferenci a to bez ohledu na preference ostatńıch volič̊u.

Přestože se zdá, že všechny uvedené podmı́nky jsou rozumné, následuj́ıćı

slavná Arrowova věta ([1], viz také [15] nebo [4]) ř́ıká, že žádná z ordinálńıch
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funkćı společenského blahobytu nemůže splňovat všechny tyto podmı́nky

současně.

Věta 2 Arrow’s Impossibility Theorem

Pokud je množina volič̊u V konečná a množina A obsahuje aspoň tři alterna-

tivy, pak neexistuje žádná ordinálńı funkce společenského blahobytu, která splňuje

všechny podmı́nky (U), (T), (P), (I) a (D) současně.

Důkaz̊u Arrowovy věty bylo od doby jej́ıho prvńıho publikováńı v roce 1951

napsáno a publikováno velké množstv́ı. Každý z nich použ́ıvá trochu jiný př́ıstup.

Samotný K. Arrow v [1] použil zp̊usob, kdy předpokládal, že funkce F splňuje

podmı́nky (U), (T), (P), (I) a z jejich platnosti pak odvodil, že v této situaci muśı

mezi voliči existovat diktátor a je tedy porušena podmı́nka (D). Arrowovu větu

lze tak zformulovat v následuj́ıćım ekvivalentńım tvaru:

Důsledek 1 Necht’ je množina volič̊u V konečná, množina A obsahuje aspoň

tři alternativy a necht’ ordinálńı funkce společenského blahobytu splňuje podmı́nky

(U), (T), (P) a (I). Potom se jedná o diktaturu (tj. mezi voliči existuje diktátor).

Daľśı varianty a př́ıstupy k d̊ukazu Věty 2 lze nalézt např́ıklad v [10] a

[5]. Někteř́ı autoři pak d̊ukaz Arrowovy věty spojuj́ı s d̊ukazem tzv. Gibbard-

Satterthwaiteovy věty týkaj́ıćı se existence jisté rozumné funkce společenského

výběru (viz Věta 3 na straně 25). Ukazuj́ı, že d̊ukazy obou těchto vět jsou prin-

cipielně velmi podobné (viz např́ıklad [18] a [25]).

Kenneth Arrow ve své p̊uvodńı formulaci Věty 2 z prvńıho vydáńı knihy [1]

z roku 1951 použ́ıval trochu jiné vlastnosti pro ordinálńı funkce společenského

blahobytu než jsou ty, které jsou uvedeny právě ve Větě 2 výše. Arrow uvažoval

následuj́ıćı vlastnosti, které zde sice nebudeme formulovat zcela přesně matema-

ticky, ale poṕı̌seme je pouze slovně:

(Pod1) Množina alternativ A obsahuje aspoň tři r̊uzné prvky.
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(Pod2) Pozitivńı asociace skupinových a individuálńıch hodnot (positive response,

positive association of social and individual values)

Mějme dán profil (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn a t́ım i individuálńı preference

mezi dvěma alternativami a, b ∈ A. Předpokládejme nyńı, že někteř́ı

(nejméně však aspoň jeden) z volič̊u změńı své preference mezi těmito

dvěma alternativami a a b tak, že alternativu a posune ve svém indi-

viduálńım uspořádáńı výše v̊uči alternativě b; tento nový profil označme

jako (R′
1, R

′
2, . . . , R

′
n) ∈ Rn. Pokud pro p̊uvodńı profil platilo aRb, pak pro

upravený profil muśı nutně platit aR′b. Znamená to, že pozice alternativy a

v̊uči alternativě b se ve výsledném skupinovém uspořádáńı nemůže zhoršit.

(Pod3) Shodná s podmı́nkou (I), tj. nezávislost na irelevantńıch alternativách.

(Pod4) Občanská suverenita

Neexistuje dvojice alternativ, jej́ıž skupinová preference by byla dána pevně

předem, tj. nebylo by možno ji ovlivnit individuálńımi preferencemi volič̊u.

Nemůže tedy existovat dvojice alternativ a, b ∈ A taková, že aRb plat́ı pro

každý profil (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn.

(Pod5) Shodná s podmı́nkou (D), tj. mezi voliči neexistuje diktátor.

Svou větu pak Arrow formuloval ve tvaru: Pokud ordinálńı funkce

společenského výběru splňuje předpoklady (Pod1), (Pod2), (Pod3) a (pro každý

profil) generuje úplné a tranzitivńı skupinové uspořádáńı množiny alternativ, pak

porušuje alespoň jednu z podmı́nek (Pod4) a (Pod5).

V [1] pak v kapitole Notes on the theory of social choice, 1965 již dokázal,

že z podmı́nek (Pod2), (Pod3) a (Pod4) plyne i vlastnost (P) a svou větu pak

přeformuloval i s použit́ım podmı́nek uvedených ve Větě 2. Nav́ıc podmı́nka (P)

(Paretovský princip) byla již tehdy všeobecně přij́ımána jako rozumný předpoklad

pro funkce společenského blahobytu a Arrowův výsledek tak mohl být s t́ımto

upraveným předpokladem snáze porovnáván s jinými výsledky, které použ́ıvaly

odlǐsný př́ıstup k formulaci problému společenské volby.
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Arrowova věta tedy ukázala, že žádná ordinálńı funkce společenského

uspořádáńı nemůže současně splňovat podmı́nky (U), (T), (P), (I) a (D). Tato

věta tak inspirovala vznik mnoha knih i článk̊u, které se snaž́ı nějakým zp̊usobem

tento problém překonat. Jednou z možnost́ı je oslabováńı některých podmı́nek,

kladených na agregačńı proces (viz např. [15], [4], [6], [12]).

2.4. Funkce společenského výběru

V předchoźı kapitole jsme se zabývali ordinálńı funkćı společenského bla-

hobytu, kdy výsledkem agregace preferenćı jednotlivých volič̊u bylo skupinové

uspořádáńı alternativ neboli skupinová preference. V některých př́ıpadech ale

neńı třeba znát úplné pořad́ı všech jednotlivých alternativ, postač́ı určit pouze

v́ıtěze. Proto má smysl uvažovat tzv. funkci společenského výběru, jej́ımž

výstupem je pouze jediná v́ıtězná alternativa (př́ıpadně množina v́ıtězných al-

ternativ). V literatuře nalezneme tento typ funkce pod názvy choice function

([1]), social choice rule ([15]) nebo social choice function ([6]).

Definice 2 Funkćı společenského výběru nazýváme agregačńı funkci f , která pro-

filu (př́ıslušnému množině volič̊u V a množině alternativ A) přǐrad́ı podmnožinu

A∗ množiny A.

Funkci společenského výběru f lze jednoduše odvodit z ordinálńı funkce

společenského blahobytu F . Pro profil (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn definujme

f(R1, R2, . . . , Rn) = {a ∈ A ; aRb ∀b ∈ A} = A∗,

kde R = F (R1, R2, . . . , Rn). Výstupem funkce f je tedy množina alternativ,

které jsou ve skupinovém uspořádáńı R preferovány před všemi ostatńımi alter-

nativami.

Obráceně to však takto jednoduché neńı, protože ne každá funkce

společenského výběru bude schopna generovat pořad́ı alternativ, které posky-

tuje agregace pomoćı ordinálńı funkce společenského blahobytu (viz např́ıklad

[20]).
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Je d̊uležité také zmı́nit, že v Definici 2 neńı přesně specifikována množina A∗,

která je výsledkem agregace pomoćı funkce společenského výběru. Obecně tak

mohou nastat tyto tři př́ıpady:

• Pokud A∗ = ∅, pak funkce nedokázala vybrat v́ıtěze.

• Pokud A∗ 6= ∅ a obsahuje v́ıce než jeden prvek, pak funkce našla v́ıce v́ıtěz̊u,

mezi nimiž již dále neumı́ rozhodnout.

• Pokud A∗ = {a} (tj. množina v́ıtěz̊u obsahuje jedinou alternativu), pak

funkce našla jediného v́ıtěze.

Je zřejmé, že ve většině situaćı je žádoućı př́ıpad, kdy množina v́ıtěz̊u je

jednoprvková.

Jak už bylo výše zmı́něno, funkci společenského výběru lze jistým zp̊usobem

chápat jako speciálńı př́ıpad ordinálńı funkce společenského blahobytu. Proto

má smysl i po těchto funkćıch požadovat jisté rozumné vlastnosti, které budou

jakousi analogíı k podmı́nkám, které jsme po ordinálńıch funkćıch společenského

blahobytu požadovali ve Větě 2 (Arrowova věta). Analogíı k této Větě je pro

funkce společenského výběru Věta 3, kterou uvedeme ńıže po zavedeńı potřebných

pojmů.

Uvažujme nyńı funkci společenského výběru f a necht’ A∗ = f(R1, . . . , Rn) je

množina v́ıtěz̊u odpov́ıdaj́ıćı profilu (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn. Pro tuto funkci dále

uvažujme následuj́ıćı vlastnosti:

(U∗) Univerzálńı definičńı obor (Universal domain)

Definičńım oborem funkce f je celá množina Rn.

Touto podmı́nkou požadujeme, aby funkce f dokázala přǐradit v́ıtěze

(množinu A∗) libovolnému profilu z Rn.

(D∗) Neexistence diktátora (Non-dictatorship)

Mezi voliči neexistuje diktátor. Přitom za diktátora je označován volič i ∈ V

takový, že pro každý profil (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn a všechny alternativy

a ∈ A plat́ı a∗Ria ⇔ a∗ ∈ f(R1, R2, . . . , Rn).
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(RC∗) Omezeńı výběru (Range constraint)

Existuj́ı alespoň tři navzájem r̊uzné alternativy z množiny A, které funkce

f někdy vybere jako v́ıtěze, tj. pro každou z těchto tř́ı alternativ existuje

profil z R, pro nějž tato alternativa patř́ı do množiny v́ıtěz̊u A∗.

(R∗) Rozhodnost (Resoluteness)

Pro každý profil (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn existuje právě jedna alternativa

a∗ ∈ A tak, že f(R1, R2, . . . , Rn) = {a∗} (zkráceně budeme psát pouze

f(R1, R2, . . . , Rn) = a∗).

Tato podmı́nka zajǐst’uje, aby funkce f za jakékoli situace vždy určila v́ıtěze

a nav́ıc aby tento v́ıtěz byl právě jeden.

(M∗) Manipulovatelnost (Manipulability)

Funkce f se nazývá manipulovatená voličem i ∈ V při profilu

(R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn, jestliže plat́ı, že pokud volič i uvede falešnou pre-

ferenci R′
i (kde R′

i 6= Ri), pak f vybere jako v́ıtěze alternativu a′, kterou

volič i ostře preferuje před alternativou a∗, kterou by f vybrala v př́ıpadě,

že by volič i uvedl pravdivou preferenci Ri.

(SP∗) Nemanipulovatelnost, odolnost v̊uči strategíım (Strategy-proofness)

Funkce f je nemanipulovatená (odolná v̊uči strategíım), když neńı manipu-

lovatelná, tj. když neexistuje profil z Rn takový, při němž by funkce f byla

manipulovatelná některým voličem i ∈ V .

Než se dostaneme k samotné Větě 3, uvedeme několik poznámek, které se

týkaj́ı ne/manipulovatelnosti funkce společenského výběru. Zhruba řečeno, funkce

f je nemanipulovatelná, pokud žádný volič nemůže nikdy profitovat z toho, že

by mı́sto své skutečné preference uvedl preferenci falešnou. Následuj́ıćı poznámka

pocháźı od samotného A. Gibbarda : ”... i když je funkce f (volebńı systém)

manipulovatelná, tak to ještě neznamená, že za daných okolnost́ı je některý volič

skutečně schopen výsledky ovlivnit (neboli zmanipulovat). Řı́káme jen, že za

určitých okolnost́ı by někdo byl takové manipulace schopen.”(cit. [11], str. 590).
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Definice manipulovatelnosti předpokládá, že některý z volič̊u může mı́t zisk

(profit) v př́ıpadě, že neuvede své skutečné preference, ale falešné preference

(neboli zvoĺı nějakou volebńı strategii k dosažeńı svých skutečných preferenćı).

To ale předpokládá, že bude znát volebńı mechanismus (funkci společenského

výběru) a že bude vědět, jaké jsou preference ostatńıch volič̊u, a že ostatńı voliči

nezměńı své preference v d̊usledku jeho falešné preference. Nav́ıc se předpokládá,

že tato manipulovatelnost je možná pouze pro určitý profil. Z těchto úvah tak

plyne, že i když je funkce f manipulovatelná, voliči nejsou nijak zvlášt’ motivováni

k uváděńı falešných preferenćı. Je to proto, že ne vždy se jim to vyplat́ı. Infor-

mace o možné manipulovatelnosti se ale do jisté mı́ry využ́ıt dá. Pokud volič v́ı,

že je použ́ıvaný volebńı systém manipulovatelný, má pro něj smysl zkoumat, jestli

může profitovat z použit́ı nějaké volebńı strategie. Naopak pokud v́ı, že funkce

neńı manipulovatelná, použit́ı strategíı pro něj nemá smysl a neńı tak třeba vy-

nakládat prostředky na jej́ı př́ıpadné hledáńı. [3]

Nyńı již vyslov́ıme tvrzeńı, které zhruba ř́ıká, že pokud máme dostatečně

rozumnou funkci společenského výběru, pak je bud’ manipulovatelná, nebo mezi

voliči existuje diktátor. Toto tvrzeńı dokázali nezávisle na sobě A. Gibbard [11]

a M. A. Satterthwaite [20].

Věta 3 Gibbard-Satterthwaite Theorem

Neexistuje funkce společenského výběru, která by současně splňovala všechny

podmı́nky (U∗), (RC∗), (R∗), (D∗) a (SP∗).

Věta ř́ıká, že neexistuje pravidlo (funkce společenského výběru), které by

pro libovolný profil (výsledek hlasováńı) vybralo právě jednoho v́ıtěze (a to z

nejméně tř́ı možných) a přitom nebylo manipulovatelné a mezi voliči neexistoval

diktátor. Jinými slovy, každá funkce společenského výběru f porušuje alespoň

jednu z podmı́nek uvedených v této větě, tzn. že připoušt́ı aspoň jednu možnost

z následuj́ıćıch:

• Pro některý z profil̊u neńı funkce f schopna určit v́ıtěze (porušeńı (U∗)).
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• Mezi voliči existuje diktátor (porušeńı (D∗)). V tomto př́ıpadě vlastně agre-

gace individuálńıch preferenćı v̊ubec nemá smysl, protože v́ıtěze vždy urč́ı

volič, který je diktátorem, a to bez ohledu na preference ostatńıch volič̊u.

• Funkce f nedokáže naj́ıt jediného v́ıtěze (porušeńı (R∗)). Množina v́ıtěz̊u by

v tomto př́ıpadě byla v́ıceprvková a bylo by nutno mezi těmito alternativami

dále rozhodnout o jediném v́ıtězi.

• Počet alternativ, které může funkce f vybrat jako v́ıtěze je menš́ı než tři

(porušeńı (RC∗)). V takovém př́ıpadě se vyb́ırá pouze ze dvou možných al-

ternativ a v této situaci všechny ostatńı podmı́nky z Věty 3 splňuje pravidlo

prosté většiny (viz [16]). Toto pravidlo je podrobněji popsáno v Kapitole 3.1.

• Funkce f je manipulovatelná (porušeńı (SP∗)).

Od doby publikováńı Gibbard-Satterthwaiteovy věty se objevilo mnoho knih

i článk̊u, které ukazuj́ı, že pokud oslab́ıme nebo př́ıpadně úplně vynecháme kte-

roukoli z podmı́nek ve Větě 3, pak existuje funkce společenského výběru, která

splňuje všechny ostatńı podmı́nky a která by byla použitelná pro demokratic-

ké určeńı v́ıtězné alternativy. Jednou z možnost́ı je např́ıklad omezeńı množiny

př́ıpustných profil̊u, kdy uvažujeme pouze tzv. Blackovy jednovrcholové preferen-

ce (bĺıže viz [6] nebo [12]). Je ale otázkou, zda jsme ochotni některou z podmı́nek

oslabit či se j́ı dokonce vzdát, protože všechny jsou dosti zásadńı a jejich vynecháńı

by mohlo mı́t nežádoućı d̊usledky (viz např. [6]).

Postupem času se také ukázalo, že Arrowova věta a Gibbard-Satterthwaiteova

věta maj́ı k sobě velmi bĺızko a že se daj́ı i dokázat použit́ım téměř stejného

postupu, jak již bylo zmı́něno výše (viz [18] a [25]).

2.5. Kardinálńı funkce společenského blahobytu

V předchoźıch kapitolách jsme připouštěli pouze ordinálńı uspořádáńı al-

ternativ a ukázali jsme, že za tohoto předpokladu neexistuje ordinálńı funkce

společenského blahobytu ani funkce společenského výběru, které by splňovaly
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soubor určitých velmi rozumných požadavk̊u (viz Věta 2 a Věta 3). Jedinou

možnost́ı, jak nějakou takovou funkci naj́ıt, byla zat́ım pouze cesta oslabeńı

některého z požadavk̊u, které jsme na tyto funkce kladli. Ukazuje se ale (viz např.

[21]), že nemožnost existence těchto funkćı plyne také z toho, že uvažujeme pouze

ordinálńı uspořádáńı alternativ. V tomto př́ıpadě totiž máme relativně málo infor-

maćı o preferenćıch (śıle a typu) jednotlivých volič̊u a nemůžeme ani porovnávat

intenzity preferenćı mezi voliči navzájem. Pokud však umožńıme volič̊um do-

plnit své ordinálńı preference o kardinálńı informaci (např. kolikrát je pro daného

voliče lepš́ı alternativa a než alternativa b) a umožńıme tyto informace také mezi

sebou porovnávat, existuje agregačńı mechanismus splňuj́ıćı všechny podmı́nky

Arrowovy věty. Takovou funkci pak nazýváme kardinálńı funkćı společenského

blahobytu a v literatuře ji nalezneme většinou pod označeńım cardinal social

welfare function ([12]) nebo social welfare functional ([6], [15]).

Uvažujme tedy opět (konečnou) množinu volič̊u V = {1, 2, . . . , n} a konečnou

množinu alternativ A = {a, b, c, . . .}. Ke každému voliči i ∈ V uvažujme jeho

individuálńı funkci užitku Wi : A → R, která každé alternativě a ∈ A přǐrad́ı

reálné č́ısloWi(a). Č́ısloWi(a) lze interpretovat jako velikost (mı́ru) užitku, kterou

voliči i přináš́ı alternativa a.

Individuálńı funkce užitku Wi generuje relaci (slabého) uspořádáńı Ri ∈ R

množiny alternativ. Pro libovolné alternativy a, b ∈ A stač́ı definovat

aRib ⇔ Wi(a) ≥ Wi(b).

Naopak to však možné neńı. Funkce užitku v sobě obsahuje v́ıce informaćı než

jen pouhé ordinálńı uspořádáńı, takže je zřejmé, že samotné ordinálńı uspořádáńı

alternativ neńı schopné individuálńı funkci užitku generovat.

Uspořádanou n-tici funkćı individuálńıch užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) budeme

nazývat profilem užitk̊u.

Definice 3 Kardinálńı funkćı společenského blahobytu nazýváme agregačńı

funkci FC , která profilu užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) přǐrad́ı relaci R na množině

alternativ A.
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Funkce FC tedy na základě individuálńıch funkćı užitku Wi, i = 1, . . . , n

(tj. na základě profilu užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn)) uspořádá všechny alternativy

z množiny A. Pokud porovnáme funkce F a FC , pak jejich výstup je stejný

(uspořádáńı alternativ), ale funkce FC použ́ıvá jako vstup bohatš́ı informace než

F .

Definice 3 je stejně jako v př́ıpadě ordinálńı funkce společenského blahobytu

vyslovena hodně obecně, tj. zat́ım nepožadujeme, aby funkce FC dokázala pra-

covat s libovolným profilem užitk̊u a ani aby výsledné uspořádáńı R množiny

alternativ bylo úplné a tranzitivńı.

Jak už bylo zmı́něno výše, budeme nyńı při agregaci využ́ıvat nav́ıc i informace

o individuálńım užitku jednotlivých volič̊u pro r̊uzné alternativy. Tyto informace

však s sebou přináš́ı i problémy s jejich interpretaćı i zpracováńım. Lze snadno

ukázat, že pro voliče i ∈ V mohou r̊uzné funkce užitku Wi generovat stejné

uspořádáńı Ri. Uvažujeme–li např́ıklad množinu alternativ A = {a, b, c} a voliče

i ∈ V , pak funkce Wi a W ′
i , kde

Wi(x) =







1 pro x = a
3 pro x = b
2 pro x = c

a W ′
i (x) =







0, 5 pro x = a
10 pro x = b
8 pro x = c,

generuj́ı stejné uspořádáńı Ri alternativ: bRicRia. Z definic funkćı Wi a W ′
i je

ale vidět, že každá nese jinou kardinálńı informaci; při použit́ı funkce Wi volič

považuje alternativu b za třikrát lepš́ı než alternativu a, zat́ımco při použit́ı W ′
i

ji považuje za dvacetkrát lepš́ı.

Dále je také nutno brát v úvahu, že pokud pro každého voliče i ∈ V mı́sto

funkce užitku Wi použijeme funkci užitku k ·Wi, kde k ∈ R
+ je kladná konstanta,

pak zřejmě profily užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a (k · W1, k · W2, . . . , k · Wn) nesou

stejnou informaci a lǐśı se pouze o škálováńı.

Z výše uvedeného je patrné, že je nutné umět rozeznat, které informace

v profilu užitk̊u skutečně vyjadřuj́ı śılu preference a které jsou pouze d̊usledkem

r̊uzné reprezentace těchto preferenćı. K tomuto účelu si nejdř́ıve zavedeme r̊uzné

možnosti porovnáváńı užitk̊u a to pomoćı tzv. smyslupných tvrzeńı o užitćıch.
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Obecně je těchto možnost́ı porovnáváńı mnoho, my použijeme pouze následuj́ıćı

dvě:

• Porovnáváńı úrovně (Level comparison, LC)

Necht’ a, b ∈ A, i, j ∈ V a necht’ Wi(a) ≥ Wj(b). Pak ř́ıkáme, že užitek i-tého

voliče z alternativy a je aspoň tak velký jako užitek j-tého voliče z alterna-

tivy b. Pokud i = j, porovnáváme užitky týkaj́ıćı se jednoho voliče (tzv.

individuálńı porovnáńı), v př́ıpadě i 6= j pak dvou r̊uzných volič̊u (tzv.

interpersonálńı porovnáváńı).

• Porovnáváńı jednotkové (Unit comparison, UC)

Pro a, b, c, d ∈ A a i, j ∈ V uvažujme reálné č́ıslo λ splňuj́ıćı vztah

Wi(a) − Wi(b) = λ (Wj(c)−Wj(d)). Pak č́ıslo λ vyjadřuje poměr mezi

”
ziskem/ztrátou i-tého voliče v př́ıpadě změny z alternativy b na a“ a

”
ziskem/ztrátou j-tého voliče v př́ıpadě změny z alternativy d na c“ neboli

má smysl tyto (jednotkové) změny užitk̊u porovnávat. Pro i = j opět

porovnáváme tyto změny pro jednoho voliče, pro i 6= j pro dva r̊uzné voliče.

Výše uvedené typy možného porovnáváńı užitk̊u použijeme k vytvořeńı klasi-

fikace kardinálńıch funkćı společenského blahobytu. Vytvoř́ıme tak několik tř́ıd

těchto funkćı a to v závislosti na tom, jaký typ měřitelnosti (ordinálńı nebo

kardinálńı) a porovnatelnosti (individuálńı nebo interpersonálńı) užitk̊u budeme

uvažovat (viz podmı́nky ONC, CNC, OLC a CUC ńıže). Tř́ıdy budou speci-

fikovány pomoćı př́ıpustných transformaćı, které nezměńı význam profilu užitk̊u.

Stanov́ıme tedy, v̊uči kterým změnám vstupńıho profilu užitk̊u budou kardinálńı

funkce společenského blahobytu z dané tř́ıdy invariantńı.

Definice 4 Necht’ FC je kardinálńı funkce společenského blahobytu. Řı́káme,

že profily užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a (W ′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n) nesou stejnou informaci,

jestliže FC(W1,W2, . . . ,Wn) = FC(W
′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n). V tomto př́ıpadě se pak

funkce FC nazývá invariantńı v̊uči změně profil̊u užitk̊u z (W1,W2, . . . ,Wn) na

(W ′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n) a naopak.
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V klasickém př́ıstupu Arrowa bylo možné pouze individuálńı ordinálńı

porovnáváńı alternativ, žádné kardinálńı ani interpersonálńı porovnáváńı nebylo

př́ıpustné. Tento předpoklad lze vyjádřit následuj́ıćı podmı́nkou:

Definice 5 (ONC) Individuálńı ordinálńı porovnáváńı bez interper-

sonálńıho porovnáváńı (Ordinal measurability with No interpersonal Com-

parability)

Řı́káme, že profily užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a (W ′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n) nesou stejnou

informaci ve smyslu ONC, jestliže pro každého voliče i ∈ V existuje (pozi-

tivńı) monotonńı transformace ϕi : R → R tak, že pro všechny alternativy

a ∈ A plat́ı W ′
i (a) = ϕi(Wi(a)). Řı́káme, že funkce FC splňuje podmı́nku ONC,

jestliže FC(W1, . . . ,Wn) = FC(W
′
1, . . . ,W

′
n) pro všechny dvojice profil̊u užitk̊u

(W1, . . . ,Wn), (W
′
1, . . . ,W

′
n), které nesou stejnou informaci typu ONC.

Podmı́nka ONC umožňuje individuálńı funkce užitku libovolně monotonně

transformovat (přeškálovat) a to bez ztráty informace. Monotonńı tranformaci lze

reprezentovat libovolnou rostoućı funkćı, tj. funkćı, která zachovává uspořádáńı

vstupńıch hodnot.

Dále uvažujme situaci, kdy je možno porovnávat mı́ru individuálńıho užitku

pro jednotlivé alternativy, nicméně stále ještě nepřipoušt́ıme interpersonálńı

porovnáńı užitk̊u. Tuto situaci vyjádř́ıme podmı́nkou:

Definice 6 (CNC) Individuálńı kardinálńı porovnáváńı bez interper-

sonálńıho porovnáńı (Cardinal measurability with No interpersonal Compara-

bility)

Řı́káme, že profily užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a (W ′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n) nesou stejnou

informaci ve smyslu CNC, jestliže pro každého voliče i ∈ V existuj́ı konstanty

ki ∈ R
+ a qi ∈ R takové, že W ′

i = ki · Wi + qi. Řı́káme, že funkce FC splňuje

podmı́nku CNC, jestliže FC(W1, . . . ,Wn) = FC(W
′
1, . . . ,W

′
n) pro všechny dvojice

profil̊u užitk̊u (W1, . . . ,Wn), (W
′
1, . . . ,W

′
n), které nesou stejnou informaci typu

CNC.
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Individuálńı funkce užitku je za podmı́nky CNC určena jednoznačně až na

(pozitivńı) afinńı transformaci, tj. je možno ji libovolně přeškálovat (kladnou

konstantou) a posunout všechny hodnoty o libovolnou konstantu.

Abychom umožnili i interpersonálńı porovnáváńı užitk̊u, uvažujeme dále

následuj́ıćı podmı́nku:

Definice 7 (OLC) Individuálńı ordinálńı porovnáváńı s interper-

sonálńım porovnáváńım úrovńı (Ordinal measurability with interpersonal

Level Comparability)

Řı́káme, že profily užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a (W ′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n) nesou stejnou in-

formaci ve smyslu OLC, jestliže existuje (pozitivńı) monotonńı transformace ϕ :

R → R taková, že pro všechna i ∈ V a ∀a ∈ A plat́ı W ′
i (a) = ϕ(Wi(a)). Řı́káme,

že funkce FC splňuje podmı́nku OLC, jestliže FC(W1, . . . ,Wn) = FC(W
′
1, . . . ,W

′
n)

pro všechny dvojice profil̊u užitk̊u (W1, . . . ,Wn), (W
′
1, . . . ,W

′
n), které nesou stej-

nou informaci typu OLC.

V př́ıpadě podmı́nky OLC lze bez ztráty informace obsažené v profilu užitk̊u

jednotlivé individuálńı funkce užitk̊u monotonně transformovat, ale pouze v

př́ıpadě, že pro všechny individuálńı funkce užitk̊u je tato transformace stejná.

V př́ıpadě podmı́nky ONC se tyto transfomace mohly pro jednotlivé voliče lǐsit,

takže proto nebylo umožněno interpersonálńı porovnáváńı.

Posledńı situaćı, kterou zde budeme uvažovat, je situace, kdy můžeme

porovnávat také interpersonálńı jednotkový užitek ze změny varianty (tj.

umožńıme interpersonálńı jednotkové porovnáváńı).

Definice 8 (CUC) Individuálńı kardinálńı porovnáváńı s interper-

sonálńım jednotkovým porovnáváńım (Cardinal measurability with inter-

personal Unit Comparability)

Řı́káme, že profily užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a (W ′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n) nesou stejnou

informaci ve smyslu CUC, jestliže existuj́ı konstanty k ∈ R
+ a qi ∈ R, i ∈ V ,

takové, že pro všechna i ∈ V plat́ı W ′
i = k · Wi + qi. Řı́káme, že funkce FC

splňuje podmı́nku CUC, jestliže FC(W1, . . . ,Wn) = FC(W
′
1, . . . ,W

′
n) pro všechny
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dvojice profil̊u užitk̊u (W1, . . . ,Wn), (W
′
1, . . . ,W

′
n), které nesou stejnou informaci

typu CUC.

V př́ıpadě podmı́nky CUC je tedy možno bez ztráty informace individuálńı

funkce užitku přeškálovat (všechny ale se stejnou kladnou konstantou) a posunout

(pro každé i ∈ V lze přitom použ́ıt jinou reálnou konstantu).

Výše jsme uvedli několik situaćı, v nichž můžeme prohlásit, že dva r̊uzné pro-

fily užitk̊u nesou stejnou informaci, tj. jejich agregaćı dostneme stejné skupinové

uspořádáńı množiny alternativ. Tento výčet však rozhodně neńı úplný, daľśı typy

podmı́nek lze nalézt např́ıklad v [15].

Po zavedeńı r̊uzných možnost́ı, jak srovnávat užitky, nás bude zaj́ımat, jakým

zp̊usobem je možno tyto individuálńı funkce užitku Wi (resp. celý profil užitk̊u

(W1,W2, . . . ,Wn)) agregovat do výsledného skupinového uspořádáńı množiny al-

ternativ. S použit́ım dodatečných podmı́nek (ONC, CNC, OLC nebo CUC),

týkaj́ıćıch se právě této měřitelnosti a porovnatelnosti užitk̊u, lze vyslovit analogii

Arrowovy věty (Věta 2). Předt́ım je ale nutno přeformulovat podmı́nky, které

jsou v ńı použity, do jazyka funkćı užitku, protože nyńı mı́sto individuálńıch

uspořádáńı Ri, i ∈ V , jsou vstupem do agregace právě individuálńı funkce užitk̊u

Wi, i ∈ V .

Uvažujme nyńı kardinálńı funkci společenského blahobytu FC a necht’ relace

R = FC(W1,W2, . . . ,Wn) poskytuje výsledné skupinové uspořádáńı množiny al-

ternativ pro vstupńı profil užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn). Pro tuto funkci pak uvažujme

následuj́ıćı vlastnosti:

(UC) Univerzálńı definičńı obor (Universal domain)

Definičńım oborem funkce FC je množina všech profil̊u užitk̊u

(W1,W2, . . . ,Wn).

(TC) Tranzitivita

Výsledné skupinové uspořádáńı je tranzitivńı, tj. R ∈ R.

(PC) Paretovský princip (Weak Pareto Principle)

Pro libovolný profil užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a každé dvě alternativy plat́ı
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implikace:

Wi(a) > Wi(b) ∀i ∈ V =⇒ aPb.

(IC) Nezávislost na irelevantńıch alternativách (Independence of irrelevant

alternatives)

Pro všechny dvojice profil̊u užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a (W ′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n) a

všechny dvojice alternativ a, b ∈ A plat́ı implikace

(Wi(a) = W ′
i (a) ∧Wi(b) = W ′

i (b)) ∀i ∈ V =⇒ (aRb ⇔ aR′b),

kde R′ = FC(W
′
1,W

′
2, . . . ,W

′
n).

(DC) Neexistence diktátora (Non-dictatorship)

Mezi voliči neexistuje diktátor ; diktátorem je volič i ∈ V takový, že pro

libovolný profil užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a všechny alternativy a, b ∈ A

plat́ı Wi(a) > Wi(b) ⇔ aPb.

Nyńı lze již vyslovit následuj́ıćı věta (viz [15]):

Věta 4 Necht’ má množina alternativ alespoň tři navzájem r̊uzné prvky. Po-

tom neexistuje kardinálńı funkce společenského blahobytu, která splňuje podmı́nku

ONC nebo CNC a také současně všechny podmı́nky (UC), (TC), (PC), (IC) a (DC).

Tato věta je př́ımou analogíı Arrowovy věty, protože ani jedna z podmı́nek

ONC a CNC nepřipoušt́ı porovnáváńı užitku mezi jednotlivými voliči navzájem.

Pokud interpersonálńı porovnáváńı umožńıme, pak se situace radikálně změńı. V

tomto př́ıpadě totiž již funkce FC splňuj́ıćı výše uvedených pět podmı́nek existuje

(viz např. [15] nebo [6]):

Věta 5 Necht’ má množina alternativ alespoň tři navzájem r̊uzné prvky. Potom

existuje kardinálńı funkce společenského blahobytu, která splňuje podmı́nku OLC

nebo CUC a zároveň všechny podmı́nky (UC), (TC), (PC), (IC) a (DC).
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Př́ıkladem funkce FC splňuj́ıćı podmı́nky Věty 5 s variantou podmı́nky OLC,

je tzv. maximin, která výslednou relaci R určuje následuj́ıćıcm zp̊usobem: pro

libovolný profil užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a každé dvě alternativy a, b ∈ A definu-

jme

aRb ⇐⇒ min
i∈V

Wi(a) ≥ min
i∈V

Wi(b).

Pro určeńı skupinové preference mezi alternativami a a b jsou tedy použity nej-

horš́ı hodnoty užitk̊u těchto alternativ daných individuálńımi funkcemi užitku

jednotlivých volič̊u. Tato funkce lze rozš́ı̌rit na tzv. leximin, kdy v př́ıpadě rovnosti

nejhorš́ıch hodnoceńı (užitk̊u) je pro porovnáńı alternativ a a b použito jejich

druhé nejhorš́ı hodnoceńı. To znamená, že pokud

Wia(a) := min
i∈V

Wi(a) = Wib(b) := min
i∈V

Wi(b),

pak rozhodnut́ı o skupinové preferenci mezi a a b provedeme na základě hodnot

min
i∈V \{ia}

Wi(a) a min
i∈V \{ib}

Wi(b).

Pokud je hodnota odpov́ıdaj́ıćı alternativě a větš́ı (resp. menš́ı) než hodnota

odpov́ıdaj́ıćı alternativě b, pak aPb (resp. bPa). Pokud jsou obě hodnoty stejné,

použijeme pro porovnáńı jejich třet́ı nejhorš́ı hodnoceńı. Tak pokračujeme až

do doby, kdy se nám podař́ı preference mezi a a b stanovit. Pokud se nepodař́ı

rozhodnout ani při porovnáńı jejich nejlepš́ıch hodnoceńı (tj. posledńıch, co zby-

dou k porovnáńı), pak aIb.

Nyńı na př́ıkladu ukážeme, jak lze funkce maximin a leximin použ́ıt k agre-

gováńı individuálńıch funkćı užitku a vytvořit tak výsledné skupinové uspořádáńı

množiny alternativ.

Př́ıklad 1 Uvažujme čtyři voliče, tj. V = {1, 2, 3, 4}, a množinu čtyř alternativ

A = {a, b, c, d}. Funkce užitku pro jednotlivé voliče jsou dány v Tabulce 2.1 vlevo.

Pro lepš́ı práci s hodnotami individuálńıch funkćı užitku pro jednotlivé alternativy

je vhodné si tyto hodnoty pro každou z alternativ seřadit podle velikosti - viz

jednotlivé řádky v Tabulce 2.1 vpravo.
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a b c d
W1 1 10 5 2
W2 3 2 4 7
W3 5 1 2 5
W4 7 4 3 3

Wi(a) 1 3 5 7
Wi(b) 1 2 4 10
Wi(c) 2 3 4 5
Wi(d) 2 3 5 7

Tabulka 2.1: Funkce užitku k Př́ıkladu 1.

Při použit́ı funkce maximin porovnáváme alternativy pouze podle jejich

nejhorš́ıho hodnoceńı od jednotlivých volič̊u. Je tedy zřejmé, že dostáváme

následuj́ıćı vztahy: aIb, cId, cPa, cP b, dPa a dPb. Výsledné skupinové

uspořádáńı pak dostáváme ve tvaru: cIdPaIb. Vid́ıme tedy, že jsme zat́ım ne-

dokázali rozlǐsit mezi alternativami a a b a také mezi c a d. V této situaci můžeme

použ́ıt funkci leximin. V př́ıpadě indiferentńıch alternativ použijeme k porovnáńı

i jejich daľśı hodnoceńı. Pro alternativy a a b stač́ı porovnat jejich druhé nejhorš́ı

hodnoceńı a dostaneme jejich skupinovou preferenci aPb. Pro rozhodnut́ı o al-

ternativách c a d muśıme využ́ıt až jejich třet́ı nejhorš́ı hodnoceńı a dostáváme

výslednou preferenci dPc. Pomoćı funkce leximin je tedy skupinové uspořádáńı

alternativ ve tvaru dPcPaPb.

Funkce maximin a leximin splňuj́ı podmı́nku OLC, tud́ıž výsledek agregace

bude stejný, pokud mı́sto p̊uvodńıch funkćı užitku Wi(x), i = 1, 2, 3, 4 použijeme

jejich libovolnou monotonńı pozitivńı transformaci. Uvažujme např́ıklad transfor-

maci ve tvaruW ′
i (x) = 2Wi(x)+3, i = 1, 2, 3, 4. Hodnoty těchto transformovaných

funkćı užitku a také seřazené hodnoty pro jednotlivé alternativy (v řádćıch) jsou

uvedeny v Tabulce 2.2.

a b c d
W ′

1 5 23 13 7
W ′

2 9 7 11 17
W ′

3 13 5 7 13
W ′

4 17 11 9 9

W ′
i (a) 5 9 13 17

W ′
i (b) 5 7 11 23

W ′
i (c) 7 9 11 13

W ′
i (d) 7 9 13 17

Tabulka 2.2: Transformované funkce užitku k Př́ıkladu 1.

Pro agregaci pomoćı funkce leximin použijeme analogické postupy jako
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v př́ıpadě agregace výchoźıch funkćı užitku a dojdeme ke stejnému výslednému

uspořádáńı alternativ, tj. dostaneme preference dPcPaPb. ◦

Funkćı FC splňuj́ıćı Větu 5 s variantou podmı́nky CUC je např́ıklad tzv.

pravidlo utilitarismu. V tomto př́ıpadě je skupinové uspořádáńı pro každý profil

užitk̊u (W1,W2, . . . ,Wn) a každé dvě alternativy a, b ∈ A definováno vztahem

aRb ⇐⇒
∑

i∈V

Wi(a) ≥
∑

i∈V

Wi(b).

Zde tedy porovnáváme celkový součet užitk̊u, který daná alternativa přináš́ı všem

volič̊um dohromady - nejlepš́ı alternativou je ta, pro niž je tento celkový součet

největš́ı.

Př́ıklad 2 Uvažujme opět čtyři voliče, tj. V = {1, 2, 3, 4}, a množinu čtyř al-

ternativ A = {a, b, c, d}. Navážeme na Př́ıklad 1, tj. funkce užitku jsou dány

v Tabulce 2.1 vlevo. Skupinovou relaci preference nyńı źıskáme pomoćı pravidla

utilitarismu. V tomto př́ıpadě potřebujeme pro každou z alternativ celkový užitek,

tj. dopočteme

∑

i∈V

Wi(a) = 16,
∑

i∈V

Wi(b) = 17,
∑

i∈V

Wi(c) = 14,
∑

i∈V

Wi(d) = 17.

Porovnáńım výše uvedených hodnot (tj. použit́ım pravidla utilitarismu) źıskáme

výslednou skupinovou preferenci ve tvaru bIdPaPc.

Jak už bylo výše zmı́něno, pravidlo utilitarismu je funkce splňuj́ıćı podmı́nku

CUC, tj. skupinová preference bude zachována i v př́ıpadě, že každou z in-

dividuálńıch funkćı užitku afinně transformujeme; přitom muśıme použ́ıt pro

všechna i ∈ V stejnou škálovaćı konstantu, konstanty pro posunut́ı se obecně

mohou lǐsit. Uvažujme tedy následuj́ıćı transformované funkce užitku W ′′
i , i ∈ V :

W ′′
1 (x) = 2W1(x)− 2,

W ′′
2 (x) = 2W2(x) + 3,

W ′′
3 (x) = 2W3(x)) + 7,

W ′′
4 (x) = 2W4(x)).
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Funkčńı hodnoty těchto upravených funkćı je opět vhodné shrnout do tabulky (viz

Tabulka 2.3). V posledńım řádku této tabulky je nav́ıc pro každou z alternativ

spoč́ıtán součet hodnot př́ıslušných užitk̊u od všech volič̊u.

a b c d
W ′′

1 0 18 8 2
W ′′

2 9 7 11 17
W ′′

3 17 9 11 17
W ′′

4 14 8 6 6
∑

40 42 36 42

Tabulka 2.3: Transformované funkce užitku k Př́ıkladu 2.

Použit́ım pravidla utilitarismu pak dostaneme výslednou skupinovou prefe-

renci bIdPaPc, tj. stejnou jako v př́ıpadě použit́ı p̊uvodńıch funkćı užitku. ◦

Z Př́ıklad̊u 1 a 2 je patrné, že výsledné skupinové uspořádáńı alternativ je

ovlivněno metodou agregace individuálńıch funkćı užitku.

Z výše uvedených úvah a zejména pak z Vět 4 a 5 je tedy zřejmé, že pokud

budeme po volič́ıch požadovat bohatš́ı informace než jen ordinálńı uspořádáńı al-

ternativ, pak lze nalézt takovou agregačńı proceduru, která rozumným zp̊usobem

z individuálńıch preferenćı vytvoř́ı i preferenci skupinovou. Je ale otázkou, zda

jsou voliči vždy schopni tyto dodatečné informace věrohodně poskytnout.

37



Kapitola 3

Př́ıklady agregačńıch funkćı

V předchoźıch částech byly obecně představeny agregačńı funkce, pomoćı

nichž lze agregovat individuálńı preference a źıskat bud’ výslednou skupinovou

preferenci nebo množinu v́ıtězných alternativ. Jak ale plyne z Věty 2 (Arro-

wova věta), resp. z Věty 3 (Gibbard-Satterthwaiteova věta), neexistuje žádná

taková funkce, která by splňovala soubor určitých rozumných vlastnost́ı. Oba tyto

výsledky tak ve své podstatě objasňuj́ı, proč je obt́ıžné naj́ıt nějakou
”
dostatečně

dobrou“ agregačńı metodu.

V této kapitole se proto zaměř́ıme na některé použ́ıvané agregačńı metody a

představ́ıme jejich vlastnosti. U vybraných také poskytneme př́ımo jejich charak-

terizaci, tj. soubor nutných a postačuj́ıćıch podmı́nek, které splňuj́ı. Budeme

se zabývat pouze ordinálńımi funkcemi společenského blahobytu a funkcemi

společenského výběru, př́ıklady kardinálńıch funkćı společenského blahobytu byly

uvedeny na konci předchoźı kapitoly.

3.1. Pravidlo prosté většiny

Jedńım z předpoklad̊u, které jsme až dosud uvažovali, byl požadavek na

minimálńı počet tř́ı alternativ. Nyńı však tento předpoklad opust́ıme a budeme

předpokládat, že množina A je pouze dvouprvková1. Je zřejmé, že v této situaci

nemá př́ılǐs smysl striktně rozlǐsovat mezi ordinálńı funkćı společenského bla-

1Situace, kdy A = {a} je nezaj́ımavá, protože neńı z čeho vyb́ırat, alternativa a je vždy
nejlepš́ı.
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hobytu a ordinálńı funkćı společenského výběru, protože v principu dávaj́ı stejnou

informaci.

Uvažujme nyńı dvouprvkovou množinu alternativ A = {a, b} a opět konečnou

množinu volič̊u V = {1, 2, . . . , n}. V této situaci lze o v́ıtězi rozhodnout podle

tzv. pravidla prosté věťsiny.

Definice 9 Ordinálńı funkce společenského výběru f se nazývá pravidlo prosté

věťsiny, jestliže

a ∈ f(R1, . . . , Rn) ⇐⇒ card {i ∈ V ; aRib} ≥ card {i ∈ V ; bRia}

pro každý profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn.

Prakticky to znamená, že pro určeńı v́ıtěze stač́ı porovnat počet volič̊u, kteř́ı

preferuj́ı alternativu a před alternativou b, s počtem volič̊u, kteř́ı preferuj́ı b před

a. Z definice je též patrné, že voliči, pro něž jsou obě alternativy stejně dobré, jsou

zastoupeni v obou množinách a tedy nemaj́ı žádný vliv na výsledek volby. Na

následuj́ıćım jednoduchém př́ıkladu ilustrujeme, jak lze pomoćı pravidla prosté

většiny rozhodnout o v́ıtězi v př́ıpadě výběru ze dvou alternativ.

Př́ıklad 3 Uvažujme množinu 35 volič̊u, jejichž preference mezi alternativami a

a b jsou dány v Tabulce 3.1 vlevo.

počet volič̊u preference
14 aPb
13 bPa
8 aIb

počet volič̊u preference
22 aRb
21 bRa

Tabulka 3.1: Preference volič̊u v Př́ıkladu 3.

K určeńı skupinového v́ıtěze pomoćı pravidla prosté většiny (dle Definice 9

stač́ı porovnat počet volič̊u, kteř́ı (slabě) preferuj́ı a před b, resp. b před a. Tyto

údaje jsou uvedeny v Tabulce 3 vpravo. Protože počet volič̊u, kteř́ı preferuj́ı a

před b je vyšš́ı, v́ıtězem je alternativa a. Zároveň je zřejmé, že pokud bychom

neuvažovali nerozhodné voliče, výsledek volby by byl stejný. ◦
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Pravidlo prosté většiny lze charakterizovat pomoćı tř́ı ńıže uvedených vlast-

nost́ı.

Definice 10 (Anonymita, symetrie v argumentech) Necht’ Π je množina

všech permutaćı množiny V = {1, 2, . . . , n}. Ordinálńı funkce společenského

výběru f se nazývá anonymńı, jestliže pro všechny profily (R1, . . . , Rn) ∈ Rn

a všechny permutace π ∈ Π plat́ı

f(R1, . . . , Rn) = f(Rπ(1), . . . , Rπ(n)).

Vlastnost anonymity vyjadřuje, že všichni voliči jsou si rovni. To znamená,

že při agregaci zálež́ı pouze na jejich preferenćıch a nikoli např́ıklad na jejich

označeńı (indexu, jménu) nebo na pořad́ı, v němž svou preferenci poskytnou.

Než uvedeme daľśı vlastnost, zavedeme si následuj́ıćı označeńı. Uvažujme

množinu všech permutaćı množiny alternativ A a označme ji symbolem Φ. Necht’

φ ∈ Φ a necht’ R ∈ R je relace na A. Symbolem φ(R) označme relaci na množině

A takovou, že

φ(a)φ(R)φ(b) ⇐⇒ aRb.

Definice 11 (Neutralita) Ordinálńı funkce společenského výběru f se nazývá

neutrálńı, jestliže pro všechny profily (R1, . . . , Rn) ∈ Rn a všechny permutace

φ ∈ Φ plat́ı

f(R1, . . . , Rn) = φ−1 (f(φ(R1), . . . , φ(Rn)) ,

kde φ−1 je inverzńı permutace k permutaci φ.

Podmı́nka neutrality zaručuje, že žádná z alternativ neńı zvýhodněna v̊uči

ostatńım. Rovnost v definici ř́ıká, že pokud alternativy přejmenujeme, poté vy-

bereme v́ıtěze a pak alternativám přǐrad́ıme jejich p̊uvodńı jména, dostaneme

stejný výsledek, jako kdybychom pracovali s p̊uvodńım označeńım alternativ.

Znamená to tedy, že pokud pouze zaměńıme označeńı jednotlivých alternativ,

z̊ustane výsledek volby stejný.
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Definice 12 (Striktńı monotonie) Necht’ i ∈ V a necht’ Ri, R
′
i ∈ R jsou dvě

stejné relace s výjimkou vztahu mezi jedinou dvojićı alternativ a a b, pro které

plat́ı

¬(aRib) ∧ aR′
ib nebo bRia ∧ ¬(bR′

ia).

Ordinálńı funkce společenského výběru f se nazývá striktně monotonńı, jestliže

pro všechny profily (R1, . . . , Rn) ∈ Rn a všechny voliče i ∈ V plat́ı implikace

f(R1, . . . , Ri, . . . , Rn) = {a} =⇒ f(R1, . . . , R
′
i, . . . , Rn) = {a},

f(R1, . . . , Ri, . . . , Rn) = {a, b} =⇒ f(R1, . . . , R
′
i, . . . , Rn) = {a}.

Podmı́nka se týká situace, kdy se jeden z volič̊u rozhodne změnit své preferen-

ce týkaj́ıćı se alternativ a a b a to tak, že
”
vylepš́ı“ pozici alternativy a vzhledem k

alternativě b. Pokud byla alternativa a jediným v́ıtězem pro p̊uvodńı preference,

z̊ustane jediným v́ıtězem i po této změně. Nav́ıc, pokud byly p̊uvodně v́ıtězné

obě alternativy a a b, tak po změně preference je jediným v́ıtězem alternativa a.

Znamená to, že v př́ıpadě remı́zy (tj. v́ıceprvkové množiny v́ıtěz̊u) by k rozhodnut́ı

o jediném v́ıtězi stačila změna preferenćı jediného z volič̊u.

Lze ukázat, že pravidlo prosté většiny splňuje všechny tři výše uvedené vlast-

nosti, a také že právě tyto vlastnosti jsou zároveň i charakterizaćı této agregačńı

funkce.

Věta 6 [16] V př́ıpadě dvouprvkové množiny alternativ je pravidlo prosté věťsiny

jedinou ordinálńı funkćı společenského výběru, které má vlastnosti anonymity,

neutrality a striktńı monotonie.

Význam této charakterizace spoč́ıvá v tom, že v situaci pouze se dvěma alter-

nativami mnoho r̊uzných ordinálńıch funkćı společenského výběru splývá právě

s metodou prosté většiny. Jednou z těchto funkćı je i Bordova metoda nebo

některé z tzv. bodovaćıch funkćı (viz následuj́ıćı kapitoly), které pro dvě alterna-

tivy dávaj́ı stejný výsledek jako pravidlo prosté většiny. Protože pravidlo prosté

většiny pro dvě alternativy splňuje všechny ostatńı podmı́nky z Arrowovy věty,

je zřejmé, že (bez zásadńı modifikace) nelze rozš́ı̌rit na situaci s v́ıce než dvěma

alternativami. [4]

41



3.2. Bordovy metody

Uvažujme nyńı opět situaci, kdy množina M obsahuje v́ıce než dvě alterna-

tivy. Daľśı možnost́ı, jak źıskat použitelnou agregačńı funkci, je opustit požadavek

na nezávislost funkce na irelevantńıch alternativách. V tomto př́ıpadě je k agre-

gaci možné použ́ıt např́ıklad tzv. bodovaćı funkce (scoring functions). Jsou to

funkce, které k agregaci využ́ıvaj́ı č́ıselné hodnoty, které jsou přǐrazeny alter-

nativám podle jejich pořad́ı v individuálńıch uspořádáńıch poskytnutých jed-

notlivými voliči. Speciálńım př́ıpadem bodovaćıch funkćı jsou funkce založené na

použit́ı tzv. Bordovy hodnoty. Tato hodnota, kterou je nutno určit pro každou al-

ternativu, lze pak použ́ıt bud’ pro určeńı v́ıtězné alternativy (viz Bordova metoda

z Definice 14) nebo pro konstrukci skupinového uspořádáńı všech alternativ (viz

Bordova pořadová metoda z Definice 18).

3.2.1. Bordova metoda

Obě Bordovy metody jsou založeny na tzv. Bordově hodnotě, která

je v závislosti na poskytnutých preferenćıch přǐrazena každé z alternativ.

Předpokládejme, že každý volič uspořádá všechny alternativy od nejv́ıce pre-

ferované k nejméně preferované. Poté jsou jednotlivým alternativám přǐrazeny

č́ıselné hodnoty odpov́ıdaj́ıćı jejich pořad́ı, tj. nejlepš́ı alternativa obdrž́ı jeden

bod, druhá v pořad́ı dva body atd., nejhorš́ı alternativa obdrž́ı m bod̊u. Pokud

se volič nemůže mezi některými z alternativ rozhodnout (tj. umı́st́ı je na stejné

mı́sto), je těmto alternativám přǐrazeno jejich pr̊uměrné pořad́ı. Pro každou z al-

ternativ a ∈ A pak sečteme jej́ı body od všech volič̊u a źıskáme jej́ı celkové skóre,

Bordovu hodnotu B(a).

Toto zavedeńı Bordovy hodnoty se ale ukazuje jako nepř́ılǐs vhodné pro

teoretické zkoumáńı vlastnost́ı agregačńıch metod, které ji použ́ıvaj́ı. Z tohoto

d̊uvodu se pro teoretické úvahy alternativně Bordova hodnota zavád́ı následuj́ıćım

zp̊usobem.

Definice 13 Uvažujme profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn. Pro každou alternativu a ∈ A
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definujeme Bordovu hodnotu B∗(a) alternativy a vztahem

B∗(a) =

n
∑

i=1

(

card {b ∈ A; bRia} − card {b ∈ A; aRib}
)

.

Z výše uvedeného je zřejmé, že Bordovu hodnotu lze poč́ıtat v́ıce zp̊usoby, viz

Př́ıklad 4.

Př́ıklad 4 Uvažujme dva voliče a množinu čtyř alternativ A = {a, b, c, d}. Každý

z volič̊u seřadil tyto alternativy od nejlepš́ı po nejhorš́ı a k dispozici máme tak

dvě pořad́ı:
a b c d a b c a d.

Nejdř́ıve pro všechny alternativy urč́ıme jejich Bordovu hodnotu B podle

pořad́ı. Pro alternativu a dostáváme B(a) = 1 + 3 = 4, nebot’ tato alternativa

se u jednoho voliče umı́stila na prvńım mı́stě a u druhého na třet́ım mı́stě. Dále,

B(b) = 2 + 1 = 3, protože alternativa b obsadila druhé a prvńı mı́sto. Obdobně

dopočteme také B(c) = 3 + 2 = 5 a B(d) = 4 + 4 = 8.

Nyńı použijeme k výpočtu Bordovy hodnoty vztah z Definice 13. Pro alter-

nativu a dostáváme B∗(a) = (1− 4) + (3− 2) = −2, nebot’ prvńı volič považoval

jedinou alternativu za lepš́ı nebo stejně dobrou jako a a čtyři alternativy za horš́ı

nebo stejně dobré jako a, zat́ımco druhý volič považoval tři alternativy za lepš́ı

nebo stejně dobré jako a a dvě alternativy za horš́ı nebo stejně dobré jako a. Ob-

dobně vypočteme hodnoty pro zbylé alternativy: B∗(b) = (2− 3)+ (1− 4) = −4,

B∗(c) = (3− 2) + (2− 3) = 0 a B∗(d) = (4− 1) + (4− 1) = 6. ◦

Z předchoźıho Př́ıkladu vyplývá, že oba zp̊usoby výpočtu dávaj́ı na prvńı

pohled odlǐsné výsledky. Všimněme si ale, že pro vypočtené Bordovy hodnoty

jsme dostali B(b) < B(a) < B(c) < B(d) a B∗(b) < B∗(a) < B∗(c) < B∗(d).

Bordovu hodnotu použijeme ale jen pro výběr nejlepš́ı alternativy (resp. později

i k určeńı pořad́ı všech alternativ), takže je podstatné pouze to, která z alterna-

tiv dosáhla v porovnáńı s ostatńımi alternativami nižš́ı (př́ıpadně vyšš́ı) celkové

hodnoty. Samotná Bordova hodnota pro danou alternativu bez porovnáńı s hod-

notami ostatńıch alternativ nemá žádnou vypov́ıdaćı schopnost. Pro daľśı použit́ı
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tak nezálež́ı na tom, zda použijeme Bordovy hodnoty B nebo B∗. Nav́ıc lze snadno

ukázat, že pro libovolnou alternativu a ∈ A mezi hodnotami B(a) a B∗(a) plat́ı

vztah

B∗(a) = 2 · B(a)− (m+ 1),

kde m je počet alternativ (viz také str. 50). Dále v textu budeme pro výpočet

Bordovy hodnoty použ́ıvat výpočet založený na pořad́ıch, tj. hodnotu B, která

se vypoč́ıtá jednodušeji než B∗.

Bordovu hodnotu lze použ́ıt k výběru nejlepš́ı alternativy, neboli k definici

ordinálńı funkce společenského výběru.

Definice 14 Ordinálńı funkce společenského výběru f se nazývá Bordova

metoda, jestliže pro každý profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn plat́ı

f(R1, . . . , Rn) = {a ∈ A; B(a) ≤ B(b) ∀b ∈ A}.

Jak rozhodnout o v́ıtězi pomoćı Bordovy metody ukážeme v Př́ıkladu 5.

Př́ıklad 5 Uvažujme čyři voliče, jejichž preference na množině pěti alternativ

A = {a, b, c, d, e} jsou dány následuj́ıćımi vztahy:

volič 1 aP1 b P1 c P1 d P1 e
volič 2 c P2 d I2 aP2 b P2 e
volič 3 a I3 e I3 d P3 b P3 c
volič 4 b P4 c P4 d P4 aP4 e.

Vzhledem k těmto preferenćım je jednotlivým alternativám od volič̊u

přǐrazeno bodové ohodnoceńı, viz Tabulka 3.2.

volič a b c d e
1 1 2 3 4 5
2 2,5 4 1 2,5 5
3 2 4 5 2 2
4 4 1 2 3 5

celkem 9,5 11 11 13,5 17

Tabulka 3.2: Bodové ohodnoceńı jednotlivých alternativ v Př́ıkladu 5.
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U volič̊u 1 a 4 je stanoveńı bod̊u zřejmé, jednotlivé alternativy obdržely tolik

bod̊u, jaké bylo jejich pořad́ı v uspořádáńı od nejlepš́ı k nejhorš́ı. U voliče 2 obě

alternativy a a d obdržely 2+3
2

= 2, 5 bod̊u, protože se tyto dvě alternativy dělily

o druhé až třet́ı mı́sto. Volič 3 považoval celkem tři alternativy a, e a d za nejlepš́ı,

takže každá z těchto alternativ obdržela pr̊uměrných 1+2+3
3

= 2 bod̊u. V posledńı

řádku tabulky je vypočtena pro každou z alternativ jej́ı Bordova hodnota. Nejnižš́ı

hodnoty dosáhla alternativa a, která je tak v́ıtěznou alternativou při skupinové

volbě pomoćı Bordovy metody. ◦

Obdobně jako pravidlo prosté většiny, i Bordova metoda lze charakterizovat

pomoćı několika vlastnost́ı. Jednou z těchto vlastnost́ı je již výše zavedená neu-

tralita (Definice 11). Daľśı vlastnost́ı je tzv. konzistence (viz Definice 15 ńıže),

která se týká situace, kdy jsou voliči rozděleni do dvou skupin a stejnou agregačńı

metodou je v obou skupinách určena v́ıtězná alternativa (př́ıpadně množina

v́ıtězných alternativ). Pokud patř́ı alternativa a mezi v́ıtězné alternativy v obou

skupinách volič̊u, pak je přirozené požadovat, aby při použit́ı stejné agregačńı

metody použité pro agregováńı nezměněných názor̊u všech volič̊u najednou byla

opět mezi v́ıtězi. Dále nav́ıc alternativu, která byla mezi v́ıtězi pouze v jedné

skupině volič̊u, považujeme za horš́ı než je alternativa, která patřila mezi v́ıtěze

v obou skupinách volič̊u. Pro vysloveńı definice konzistence lze bez újmy na obec-

nosti rozděleńı volič̊u z množiny V = {1, 2, . . . , n} uvažovat ve tvaru V = V1∪V2,

kde V1 = {1, 2, . . . , p}, V2 = {p + 1, p + 2, . . . , n} a 1 ≤ p < n je přirozené č́ıslo.

Takto definované množiny V1 a V2 jsou neprázdné a disjunktńı. V závislosti na

tomto členěńı volič̊u rozděĺıme i profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn na dva d́ılč́ı profily

(R1, . . . , Rp) ∈ Rp a (Rp+1, . . . , Rn) ∈ Rn−p.

Definice 15 (Konzistence) Uvažujme množinu volič̊u V = {1, 2, . . . , n}. Or-

dinálńı funkce společenského výběru f se nazývá konzistentńı, jestliže pro každé

přirozené č́ıslo p splňuj́ıćı 1 ≤ p < n a každý profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn plat́ı

f(R1, . . . , Rp) ∩ f(Rp+1, . . . , Rn) 6= ∅ =⇒

=⇒ f(R1, . . . , Rn) = f(R1, . . . , Rp) ∩ f(Rp+1, . . . , Rn).
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Definice 16 (Věrohodnost, Faithfulness) Ordinálńı funkce společenského

výběru f se nazývá věrohodná, jestliže pro V = {1} a libovolný profil (R1) ∈ R

plat́ı

f(R1) = {a ∈ A; aR1b, b ∈ A}.

Vlastnost věrohodnosti lze vyjádřit tak, že v př́ıpadě pouze jednoho voliče

je individuálńı preference zároveň i preferenćı skupinovou, tj. alternativa, která

je voličem preferována před všemi ostatńımi alternativami, je v́ıtězem skupinové

volby.

Definice 17 (Zrušeńı, Cancellation) Ordinálńı funkce společenského výběru

f má vlastnost zrušeńı, jestliže pro každý vyvážený profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn plat́ı

f(R1, . . . , Rn) = A.

Vyváženým profilem přitom rozumı́me profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn takový, že pro

všechny dvojice navzájem r̊uzných alternativ a, b ∈ A plat́ı, že

card {i ∈ V ; aRi b} = card {i ∈ V ; bRi a}.

Vlastnost zrušeńı ř́ıká, že pokud pro všechny navzájem r̊uzné dvojice alterna-

tiv a a b je počet volič̊u preferuj́ıćıch a před b stejný jako počet volič̊u preferuj́ıćıch

b před a, pak agregačńı funkce neumı́ nalézt v́ıtěze – v tomto př́ıpadě jsou v́ıtězi

všechny alternativy.

Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že Bordova medoda splňuje všechny výše uvedené

vlastnosti, a také že tyto vlastnosti jsou zároveň i charakterizaćı této agregačńı

metody.

Věta 7 [22] Jedinou ordinálńı funkćı společenského výběru, která má vlastnosti

neutrality, konzistence, věrohodnosti a zrušeńı, je Bordova metoda.

3.2.2. Bordova pořadová metoda

Bordovu hodnotu jsme dosud využili jen k určeńı v́ıtězné alternativy, ale tato

hodnota lze využ́ıt také pro konstrukci skupinového uspořádáńı alternativ, tj. pro

definováńı ordinálńı funkce společenského blahobytu.
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Definice 18 Ordinálńı funkce společenského blahobytu F se nazývá Bordova

pořadová metoda, jestliže pro každý profil (R1, . . . , Rn) ∈ Rn a každé alternativy

a, b ∈ A plat́ı

aR b ⇐⇒ B(a) ≤ B(b),

kde R = F (R1, . . . , Rn).

Př́ıklad 6 V tomto př́ıkladu navážeme na Př́ıklad 5, kde jsme vypočetli

následuj́ıćı Bordovy hodnoty pro všech pět uvažovaných alternativ:

B(a) = 9, 5 B(b) = 11 B(c) = 11 B(d) = 13, 5 B(e) = 17.

Z těchto hodnot je zřejmé, že výsledné skupinové uspořádáńı alternativ

dostáváme ve tvaru aR b I cR dR e, resp. aP b I c P d P e pokud použijeme ostré

preference. ◦

Bordova pořadová metoda splňuje všechny vlastnosti Arrowovy věty (viz

např. [4]), s výjimkou vlastnosti (I), tj. nezávislosti na irelevantńıch alternativách.

Porušeńı této vlastnosti ilustrujeme na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 7 Uvažujme pět volič̊u a jejich preference na množině čtyř alternativ

A = {a, b, c, d}. Tři voliči se shodli na pořad́ı alternativ a b c d (uspořádáno od

nejlepš́ı k nejhorš́ı) a zbyĺı dva voliči stanovili své pořad́ı jako b c d a. Pro každou

z alternativ nyńı vypočteme jej́ı Bordovu hodnotu:

B(a) = 3 · 1 + 2 · 4 = 11,
B(b) = 3 · 2 + 2 · 1 = 8,
B(c) = 3 · 3 + 2 · 2 = 13,
B(d) = 3 · 4 + 2 · 3 = 18.

V tomto př́ıpadě je tedy skupinové pořad́ı alternativ b a c d.

Uvažujme nyńı druhou situaci, kdy prvńı tři voliči ponechaj́ı uspořádáńı alter-

nativ stejné (tj. a b c d), ale zbyĺı dva voliči své pořad́ı uprav́ı na b a c d. Bordovy

hodnoty pro jednotlivé alternativy se změńı a dostáváme B(a) = 7, B(b) = 8,

B(c) = 15 a B(d) = 20. Celkové pořad́ı alternativ je nyńı tedy a b c d.

Když se zaměř́ıme na vztah alternativ a a b, můžeme si všimnout, že

v celkovém skupinovém pořad́ı si alternativy a a b vyměnily mı́sto; zat́ımco
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v prvńı situaci byla alternativa b lepš́ı než a, v druhé byla naopak horš́ı. K této

změně došlo i přesto, že jednotliv́ı voliči nezměnili své preference týkaj́ıćı se těchto

dvou alternativ; v obou situaćıch prvńı tři voliči preferovali a před b a zbyĺı dva

pak b před a. Znamená to, že skupinová preference mezi a a b závisela nejen

na relativńı pozici těchto dvou alternativ v̊uči sobě, ale také na jejich pozici

v̊uči ostatńım alternativám. T́ım je zřejmě porušena podmı́nka (I) nezávislosti

na irelevantńıch alternativách. ◦

Ve Větě 7 jsme představili charakterizaci Bordovy metody jako funkce

společenského výběru. Obdobná charakterizace lze provést i pro Bordovu

pořadovou metodu, viz [17]. Pro charakterizaci jsou použity čtyři vlastnosti:

neutralita, konzistence, zrušeńı a monotonie. Prvńı tři podmı́nky jsou analogíı

k podmı́nkám z Definic 11, 15 a 17. Přitom tato analogie je v principu stejná

jako např́ıklad v př́ıpadě dvojic podmı́nek (U) a (U∗) nebo (D) a (D∗) použitých

v Arrowově, resp. Gibbard-Satterwaitheově větě.

Podmı́nka monotonie lze pro ordinálńı funkce společenského blahobytu

vyslovit v následuj́ıćıcm tvaru: Necht’ a, b ∈ A jsou navzájem r̊uzné alternativy

a necht’ (R1, . . . , Rn), (R
′
1, . . . , R

′
n) ∈ Rn. Tyto dva profily necht’ jsou shodné

s výjimkou existence jednoho voliče i ∈ V a alternativy c ∈ A \ {a, b} takových,

že cRia a aR′
ic. Potom plat́ı implikace aRb ⇒ aP ′b, kde P ′ je ostrá relace

preference indukovaná relaćı R′ = F (R′
1, . . . , R

′
n).

Podmı́nka ř́ıká, že pokud p̊uvodně platilo aRb a jeden z volič̊u následně změnil

svou preferenci týkaj́ıćı se alternativ a a c z p̊uvodńıch cRia na aR′
ic, pak v novém

skupinovém uspořádáńı je alternativa a striktně preferována před alternativou b

(tj. aP ′b). Monotonie tedy zaručuje pośıleńı skupinové preference mezi dvěma

alternativami a to pomoćı vylepšeńı pozice lepš́ı z alternativ vzhledem k jiné

z alternativ.

Věta 8 [17] Jedinou ordinálńı funkćı společenského blahobytu, která má vlast-

nosti neutrality, konzistence, zrušeńı a monotonie, je Bordova pořadová metoda.
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Přesnou formulaci všech podmı́nek a také d̊ukaz tvrzeńı o charakterizaci Bor-

dovy pořadové metody lze nalézt v [17].

3.3. Bodovaćı funkce

Jak už bylo zmı́něno v předchoźı části, Bordova metoda patř́ı mezi tzv.

bodovaćı funkce. Opět uvažujme množinu m alternativ A a množinu volič̊u

V = {1, 2, . . . , n}. Bodovaćı funkce se většinou použ́ıvaj́ı v př́ıpadě agregace

ostrých preferenćı, tj. dále budeme předpokládat, že každý volič poskytne ostrou

preferenci Pi na množině alternativ (tj. nepřipoušt́ıme nyńı indiferenci mezi al-

ternativami). T́ım je pro každého voliče jednoznačně dáno ostré uspořádáńı všech

alternativ od nejlepš́ı k nejhorš́ı. Množinu všech ostrých uspořádáńı na množině A

označme symbolem L. Dále uvažujme tzv. bodovaćı vektor s = (s1, s2, . . . , sm) ∈

R
m. Hodnota sj , j ∈ {1, 2, . . . , m}, je přitom bodová hodnota, která je přǐrazena

voličem alternativě, která je na j-tém mı́stě v jeho individuálńım uspořádáńı al-

ternativ. Celkové skóre S(a) pro alternativu a ∈ A je určeno jako součet bodových

hodnot źıskaných touto alternativou od všech volič̊u, tj. je dáno vztahem

S(a) =
∑

i∈V

sq(i),

kde q(i) = card {b ∈ A; bPia} + 1, ∀i ∈ V . Podle toho, jakým zp̊usobem je

stanovem bodovaćı vektor, bude v́ıtězem bud’ alternativa s nejvyšš́ım nebo nej-

nižš́ım celkovým skóre. V následuj́ıćı definici převzaté z [23] je uvažována v́ıtězná

alternativa s nejvyšš́ım skóre.

Definice 19 Necht’ je dán vektor s = (s1, s2, . . . , sm) ∈ R
m a profil

(P1, . . . , Pn) ∈ Ln. Ordinálńı funkce společenského výběru f s se nazývá

jednoduchá bodovaćı funkce, jestliže plat́ı

a ∈ f s(P1, . . . , Pn) ⇐⇒ S(a) ≥ S(b) ∀b ∈ A.

Přitom S(a) =
∑

i∈V sq(i), kde q(i) = card {b ∈ A; bPia}+ 1, ∀i ∈ V .
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Bordova metoda je speciálńım př́ıpadem jednoduché bodovaćı funkce s vek-

torem s = (m,m − 1, . . . , 2, 1). S ohledem na výše uvedenou definici je však

v́ıtězem alternativa s nejvyšš́ım celkovým skóre. Stejný výsledek jako Bordova

metoda by dala i každá bodovaćı funkce s bodovaćım vektorem s = (s1, s2, . . . , sm)

splňuj́ıćım podmı́nky s1 > sm a sj−sj−1 = sj+1−sj , ∀j = 2, . . . , m−1 (viz [23]).

Pokud bychom uvažovali bodovaćı vektor tvaru s = (1, 2, . . . , m− 1, m), pak

by pro libovolnou alternativu a ∈ A bylo celkové skóre S(a) rovno př́ımo Bordově

hodnotě B(a). V této situaci by ale v́ıtězem byla alternativa s nejnižš́ım skóre.

Daľśım př́ıkladem jednoduché bodovaćı funkce je pravidlo plurality, které

źıskáme při použit́ı bodovaćıho vektoru s = (1, 0, 0, . . . , 0). V tomto př́ıpadě

tak volič dává vždy právě jeden hlas (bod) své nejv́ıce preferované alterna-

tivě a všechny ostatńı alternativy jsou ohodnoceny nulou. V́ıtěznou alternativou

(př́ıpadně alternativami) je pak ta, která źıskala nejv́ıce hlas̊u (bod̊u).

V definici bodovaćı funkce neńı žádný požadavek na složky bodovaćıho

vektoru s, obecně tak připoušt́ıme kladné, nulové i záporné hodnoty
”
bod̊u“

přidělovaných alternativám podle jejich pořad́ı. Vzhledem ke zp̊usobu výběru

v́ıtězné alternativy (s maximálńım celkovým skóre) je vhodné uvažovat vektor s

splňuj́ıćı podmı́nky s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sm a př́ıpadně i s1 > sm. Znamená to, že

č́ım je alternativa výše v uspořádáńı poskytnutým voličem, t́ım v́ıce bod̊u obdrž́ı.

Různou volbou bodovaćıho vektoru lze pak modelovat r̊uzné situace při výběru

jedné nebo i v́ıce alternativ.

Pokud bychom potřebovali z množiny alternativ vybrat dvě nejlepš́ı, můžeme

použ́ıt např́ıklad pravidlo plurality a pak vybrat dvě alternativy s nejvyšš́ım

skóre. Volič ale v tomto př́ıpadě dává hlas pouze jedné alternativě a výběr

druhé už nemůže ovlivnit. Toto se dá vyřešit použit́ım bodovaćıho vektoru

s = (1, 1, 0, 0, . . . , 0), kdy každému voliči umožńıme zvolit právě dvě alterna-

tivy – budou to ty, které umı́st́ı ve svém pořad́ı na prvńı a druhé mı́sto. Pokud

známe počet volič̊u, kteř́ı se zúčastńı hlasováńı, pomoćı bodovaćıho vektoru

s = (1, 0, 0 . . . , 0, 1− n), kde n je počet volič̊u, dáváme každému voliči automat-

icky právo veta. Alternativa, která se umı́st́ı u některého z volič̊u na posledńım
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mı́stě, obdrž́ı 1 − n bod̊u a jej́ı celkové skóre je už nutně nekladné. Kladného

celkového skóre tak může alternativa dosáhnout pouze v př́ıpadě, že ji žádný

volič neumı́stil na posledńı mı́sto.

Př́ıklad 8 Stejně jako v Př́ıkladu 7 uvažujme pět volič̊u a jejich preference na

množině čtyř alternativ A = {a, b, c, d}. Tři voliči se shodli na pořad́ı alterna-

tiv a b c d (uspořádáno od nejlepš́ı k nejhorš́ı) a zbyĺı dva voliči stanovili své

pořad́ı jako b c d a. Budeme uvažovat pět r̊uzných situaćı, v nichž rozhodneme o

v́ıtězi postupně pomoćı pěti jednoduchých bodovaćıch funkćı s bodovaćımi vek-

tory s

1, s2, s3, s4 a s

5, kde

s

1 = (4, 3, 2, 1),
s

2 = (2, 0,−2,−4),
s

3 = (1, 0, 0, 0),
s

4 = (1, 0, 0,−5),
s

5 = (4, 1, 1, 0).

Pro každou z alternativ a každý z bodovaćıch vektor̊u (tj. každou bodovaćı

funkci f s

j

, j = 1, . . . , 5) vypočteme jej́ı celkové skóre a urč́ıme v́ıtěze – viz jed-

notlivé řádky v Tabulce 3.3.

Funkce f s

1

a f s

2

odpov́ıdaj́ı Bordově metodě a v́ıtěznou alternativou je b.

Funkce f s

3

je pravidlo plurality a tomto př́ıpadě je v́ıtězem alternativa a,

protože
”
nasb́ırala“ nejv́ıce prvńıch mı́st.

Funkce f s

4

je modifikované pravidlo plurality kombinované s právem veta,

protože alternativa na posledńım mı́stě obdrž́ı -5 bod̊u. V́ıtězem je nyńı alterna-

tiva b. Alternativa a se sice v́ıcekrát umı́stila na prvńım mı́stě, ale je penalizována

za to, že dva voliči ji umı́stili až na mı́sto posledńı.

a b c d v́ıtěz
s

1 14 17 12 7 b
s

2 -2 4 -6 -16 b
s

3 3 2 0 0 a
s

4 -7 2 0 -15 b
s

5 12 11 5 2 a

Tabulka 3.3: Celkové skóre alternativ z Př́ıkladu 8 pro jednotlivé bodovaćı vek-
tory.
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Pomoćı funkce f s

5

můžeme rozhodovat v situaci, kdy je velká váha (počet

bod̊u) kladena tomu, když je alternativa považována za nejlepš́ı a mezi daľśımi

pořad́ımi již neńı moc významný rozd́ıl. Volbou hodnoty s1 (body pro nejlepš́ı

alternativu) lze tuto významnost prvńıho a daľśıch mı́st ovlivnit – ześılit nebo

zmı́rnit. Jak je vidět z Tabulky 3.3, v př́ıpadě použit́ı bodovaćıho vektoru s

5 je

v́ıtězem alternativa a. ◦

Z výše uvedeného je patrné, že volba bodovaćıho vektoru obecně ovlivńı

výsledek agregace pomoćı použité jednoduché bodovaćı funkce. Nav́ıc plat́ı (viz

např. [2]), že pro pevně zvolený profil lze vhodnou volbou bodovaćı funkce za-

jistit v́ıtězstv́ı pro libovolnou alternativu. V [2] je pak také stanovena podmı́nka

(týkaj́ıćı se vlastnost́ı profilu preferenćı), která zaruč́ı, že všechny bodovaćı funkce

vyberou stejného v́ıtěze.

V [23] lze nalézt daľśı typy bodovaćıch funkćı, jejich vlastnosti a také charak-

terizace. Mimo jiné je zde také dokázáno tvrzeńı o charakterizaci Bordovy metody

(Věta 7), přičemž v d̊ukaze je použito právě faktu, že se jedná o speciálńı př́ıpad

jednoduché bodovaćı funkce.

3.4. Condorcetovy funkce

Pod označeńım Condorcetovy funkce se skrývá skupina agregačńıch funkćı,

které splňuj́ı jistou podmı́nku, někdy nazývanou jako Condorcetovo kritérium.

Předpokládejme, že voliči poskytli své preference na množině alternativ A,

tj. že máme k dispozici profil. Alternativa z množiny A se nazývá Condorcetova

alternativa nebo také Condorcet̊uv v́ıtěz, jestliže při párovém srovnáváńı poraźı

všechny ostatńı alternativy z množiny A. Alternativa a ∈ A je tedy Condorce-

tovým v́ıtězem, jestliže pro každou alternativu b ∈ A \ {a} plat́ı, že

card {i ∈ V ; aPi b} > card {i ∈ V ; b Pi a}.

Alternativa se nazývá Condorcet̊uv poražený, jestliže je při párovém srovnáváńı

se všemi ostatńımi alternativami poražena.
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Agregačńı funkce se nazývá Condorcetova funkce nebo také Condorcetova

metoda, jestliže jako v́ıtěze vybere Condorcetovu alternativu, kdykoli tato al-

ternativa existuje.

Condorcetova funkce nemuśı vždy nalézt v́ıtěze, protože pro danou A a daný

profil obecně nemuśı existovat Condorcet̊uv v́ıtěz (a ani Condorcet̊uv poražený).

Situace, kdy neexistuje Condorcet̊uv v́ıtěz a dojde k tzv. cykl̊um, se nazývá Con-

dorcet̊uv paradox (viz Př́ıklad 10).

Samotné nalezeńı Condorcetova v́ıtěze je celkem jednoduché, stač́ı porovnat

všechny dvojice alternativ. Nav́ıc princip, na jehož základě je v́ıtězná alternativa

vybrána, je velmi bĺızký tomu, co považujeme za demokratickou volebńı metodu.

Naneštěst́ı lze ukázat (viz např. [24]), že žádna z bodovaćıch funkćı neńı Con-

dorcetovou funkćı, tj. ani často použ́ıvaná Bordova metoda nemuśı jako v́ıtěze

vybrat Condorcetovu alternativu. Nicméně nikdy jako v́ıtěze nevybere Condorce-

tova poraženého (viz např. [4]).

Jak už bylo zmı́něno (a jak také uvid́ıme z Př́ıklad̊u ńıže), Condorcetova alter-

nativa neexistuje vždy. Někdy se proto uvažuje tzv. slabá Concorcetova alterna-

tiva. Pro takovou alternativu požadujeme, aby neprohrála při žádném z párových

srovnáváńı s ostatńımi alternativami, tj. aby nad všemi ostatńımi bud’ zv́ıtězila

nebo aspoň remizovala. Zat́ımco Condorcetova alternativa (pokud existuje) je

jediná, slabých Condorcetových alternativ může být v́ıce. Př́ıkladem slabé Con-

dorcetovy alternativy je alternativa a z Př́ıkladu 13 ńıže.

Př́ıklad 9 Uvažujme pět volič̊u a jejich preference na množině čtyř alternativ

A = {a, b, c, d}. Tři voliči se shodli na pořad́ı alternativ a b c d (uspořádáno od

nejlepš́ı k nejhorš́ı) a zbyĺı dva voliči stanovili své pořad́ı jako b c d a. V Př́ıkladu 7

jsme pomoćı Bordovy metody jako v́ıtěze určili alternativu b.

Nyńı zjist́ıme, zda v tomto př́ıpadě existuje Condorcet̊uv v́ıtěz, př́ıpadně Con-

dorcet̊uv poražený. Při párovém srovnáváńı dostáváme následuj́ıćı výsledky:

v́ıtěz
a : b = 3 : 2 a
a : c = 3 : 2 a
a : d = 3 : 2 a

v́ıtěz
b : c = 5 : 0 b
b : d = 5 : 0 b
c : d = 5 : 0 c
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Vid́ıme, že alternativa a zv́ıtězila ve všech párových porovnáváńıch s ostatńımi

alternativami a je tedy Condorcetovým v́ıtězem. Alternativa d je poražena při

všech párových srovnáváńıch a je tedy Condorcetovým poraženým. ◦

Př́ıklad 10 Uvažujme množinu čtyř alternativ A = {a, b, c, d} a tři voliče s pref-

erencemi a b c d, b d c a a c a b d (uspořádáno od nejlepš́ı k nejhorš́ı). Párovým

srovnáváńım dostáváme následuj́ıćı výsledky:

v́ıtěz
a : b = 2 : 1 a
a : c = 1 : 2 c
a : d = 2 : 1 a

v́ıtěz
b : c = 2 : 1 b
b : d = 3 : 0 b
c : d = 2 : 1 c

Alternativa d je poražena při všech párových srovnáváńıch a je tedy Con-

dorcetovým poraženým. Dále vid́ıme, že při párových porovnáváńıch a porazila

b, alternativa b porazila c a c porazila a. Žádná z alternativ tedy nezv́ıtězila

ve všech párových porovnáváńıch s ostatńımi alternativami a Condorcet̊uv v́ıtěz

neexistuje. ◦

Z předchoźıho př́ıkladu je tedy vidět, že zp̊usob volby použ́ıvaj́ıćı párové

porovnáváńı alternativ nemuśı generovat v́ıtěze ani tranzitivńı skupinové

uspořádáńı alternativ (viz také podmı́nky Arrowovy věty).

Dále se ukazuje (viz např. [9], [14]), že pravděpodobnost, že Condorcet̊uv v́ıtěz

existuje, se snižuje s nar̊ustaj́ıćım počtem alternativ a/nebo volič̊u. Pro tuto

pravděpodobnost byly odvozeny i explicitńı formule (např. v [14] i pro př́ıpad

slabých preferenćı). Jen pro zaj́ımavost (viz [4]), pro 25 volič̊u a 11 alternativ je

pravděpodobnost existence Condorcetova v́ıtěze menš́ı než 1
2
.

V [8] je uveden přehled dev́ıti základńıch Condorcetových funkćı včetně jejich

vlastnost́ı. Některé z nich nyńı představ́ıme bĺıže.

3.4.1. Kemenyho pravidlo

Mezi Condorcetovy funkce se řad́ı tzv. Kemenyho pravidlo, které posky-

tuje kromě v́ıtěze i celkové tranzitivńı uspořádáńı množiny alternativ. Nav́ıc se

ukazuje, že toto pravidlo má mezi Condorcetovými funkcemi vyj́ımečné postaveńı.
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Z d̊uvodu snadněǰśıho formálńıho zavedeńı Kemenyho pravidla (viz [24], [8],

[12]) označme nyńı alternativy A = {a1, a2, . . . , am}. Dále předpokládejme, že

všechna uspořádáńı alternativ (neboli všechny použ́ıvané relace) jsou ostré. Pro-

fily nyńı uvažujeme ve tvaru P = (P1, . . . , Pn) ∈ Ln. Pro libovolné uspořádáńı

P ∈ L zaved’me tzv. volebńı matici XP = (xjk)
m
j,k=1, kde

xjk =







1 pokud aj P ak,
−1 pokud ak P aj ,
0 pokud j = k.

Obdobně definujeme i pro celý profil P = (P1, . . . , Pn) ∈ Ln volebńı matici

X
P = (njk)

m
j,k=1, kde njk je rozd́ıl počtu volič̊u, kteř́ı preferuj́ı aj před ak a počtu

volič̊u, kteř́ı preferuj́ı ak před aj, tj.

njk = card {i ∈ V ; aj Pi ak} − card {i ∈ V ; ak Pi aj}.

Definice 20 Ordinálńı funkce společenského blahobytu K se nazývá Kemenyho

pravidlo (Kemenyho metoda), jestliže ∀P ∈ Ln plat́ı

P ∈ K(P) ⇐⇒ X
P ·XP ≥ X

P · XP ′

∀P ′ ∈ L,

kde P ∈ L a

X
P · XP =

m
∑

j,k=1

njk · xjk.

Kemenyho pravidlo je zde sice zavedeno jako ordinálńı funkce společenského

blahobytu, ale obecně se může stát, že toto pravidlo nebude jednoznačné (viz

Př́ıklad 12). Jako výsledek při agregaci tak nemuśıme dostat jedinou skupinovou

preferenci na množině A, ale v́ıce preferenćı splňuj́ıćı maximalizačńı podmı́nku

z Definice 20. Symbol K(P) tak označuje obecně množinu všech těchto vhodných

preferenćı. Tato situace plyne také z toho (odvozeńı a bližš́ı vysvětleńı viz např.

[24]), že maximalizace výrazu X
P · XP přes všechna možná ostrá uspořádáńı

množiny A jistým zp̊usobem zaručuje minimalizaci (ve smyslu minimálńıho

mediánu) součtu
”
vzdálenost́ı“ jednotlivých individuálńıch preferenćı z profilu

P a hledané skupinové preference P ∈ L.
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Velkou nevýhodou Kemenyho pravidla je jeho vyšš́ı výpočetńı náročnost. Ta

roste s počtem alternativ, protože jejich počet určuje rozměry volebńıch matic

použ́ıvaných při výpočtu. Výhodou je naopak to, že v sobě spojuje výhody

bodovaćıch funkćı (zejm. vlastnost konzistence – viz Definice 15) a Condorce-

tových funkćı (najde Condorcetova v́ıtěze, pokud existuje).

Věta 9 [8] Kemenyho pravidlo je jedinou funkćı společenského blahobytu, která

je neutrálńı, konzistentńı a Condorcetova.

Př́ıklad 11 Uvažujme množinu tř́ı alternativ A = {a, b, c} a devět volič̊u. Na

množině A je možných právě 3! = 6 r̊uzných ostrých uspořádáńı, z nichž mohou

voliči vyb́ırat:

P1 a b c
P2 a c b
P3 b a c

P4 b c a
P5 c a b
P6 c b a

Každému z těchto uspořádáńı odpov́ıdá volebńı matice X
Pi, i = 1, 2 . . . , 6. Pro

ilustraci uvedeme alespoň dvě z nich:

X
P1 =





0 1 1
−1 0 1
−1 −1 0



 a X
P5 =





0 1 −1
−1 0 −1
1 1 0



 .

Nejdř́ıve uvažujme př́ıpad, že tři voliči stanovili svou preferenci jako P1, dva

voliči jako P3 a zbyĺı čtyři chtěj́ı uspořádáńı P5. Označme tento profil jako P.

Naš́ım úkolem je naj́ıt výsledné skupinové uspořádáńı alternativ pomoćı Ke-

menyho pravidla.

Pro profil P urč́ıme volebńı matici XP pomoćı

X
P = 3 · XP1 + 2 · XP3 + 4 · XP5 =





0 5 1
−5 0 1
−1 −1 0



 .

Pro jednotlivá uspořádáńı P1, . . . , P6 nyńı urč́ıme tzv. Kemenyho skóre

K(Pi) = X
P · XPi , i = 1, . . . , 6. Zvoleným skupinovým uspořádáńım je pak to,

které dosáhne nejvyšš́ıho skóre. Postupně tedy vypoč́ıtáme

K(P1) = 14, K(P2) = 10, K(P3) = −6, K(P4) = −10, K(P5) = 6, K(P6) = −14.
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Z výsledk̊u vid́ıme, že výsledné uspořádáńı je P1 (tj. a b c), resp. v́ıtěznou al-

ternativou je alternativa a. Snadno lze také ověřit, že alternativa a je zároveň i

Condorcetovým v́ıtězem.

Necht’ nyńı voliči změnili sv̊uj názor a čtyři z nich stanovili svou preferenci

jako P1, daľśı tři jako P4 a zbyĺı dva jako P5. Tomuto profilu P
′ odpov́ıdá volebńı

matice X
P′

ve tvaru

X
P
′

= 4 · XP1 + 3 ·XP4 + 2 · XP5 =





0 3 −1
3 0 5
1 −5 0



 .

Kemenyho skóre pro jednotlivá uspořádáńı jsou nyńı

K(P1) = 14, K(P2) = −6, K(P3) = 2, K(P4) = 6, K(P5) = −2, K(P6) = −14.

Z výsledk̊u vid́ıme, že skupinové uspořádáńı je opět P1 s v́ıtěznou alternativou

a. V tomto př́ıpadě však Condorcet̊uv v́ıtěz neexistuje, protože při párovém

srovnáváńı a poraźı b, b poraźı c a nakonec c poráž́ı a. ◦

Př́ıklad 12 Uvažujme opět množinu tř́ı alternativ A = {a, b, c} a 18 volič̊u.

Stejně jako v Př́ıkladu 11 je na množině A možných šest r̊uzných ostrých

uspořádáńı P1, . . . , P6 a k nim př́ıslušné volebńı matice X
Pi , i = 1, 2 . . . , 6.

Uvažujme situaci, kdy pět volič̊u stanovilo svou preferenci jako P1, tři voliči

jako P3, pět volič̊u jako P4 a zbylých pět upřednostňuje uspořádáńı P5. Označme

tento profil jako P. Výsledné skupinové uspořádáńı alternativ urč́ıme opět pomoćı

Kemenyho pravidla.

Pro profil P urč́ıme volebńı matici XP pomoćı

X
P = 5 · XP1 + 3 ·XP3 + 5 · XP4 + 5 · XP5 =





0 2 −2
−2 0 8
2 −8 0



 .

Pro jednotlivá uspořádáńı P1, . . . , P6 nyńı vypočteme Kemenyho skóre

K(Pi) = X
P · XPi, i = 1, . . . , 6 a dostáváme

K(P1) = 16, K(P2) = −16, K(P3) = 8, K(P4) = 16, K(P5) = −8, K(P6) = −16.
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Z výsledk̊u vid́ıme, že uspořádáńı P1 (tj. a b c) a P4 (tj. b c a) dosáhla nejvyšš́ıho

skóre, tj. Kemenyho pravidlo poskytlo dvě možná skupinová uspořádáńı, mezi

nimiž už neumı́ rozlǐsit.

Snadno lze také ověřit, že pro uvažovaný profil P neexistuje Condorcet̊uv v́ıtěz.

Je to také zřejmé z toho, že ve dvou skupinových uspořádáńıch navrhovaných

Kemenyho pravidlem jsou na prvńım mı́stě dvě r̊uzné alternativy. ◦

3.4.2. Copelandova funkce

Druhou z Condorcetových funkćı, kterou si představ́ıme bĺıže, je Copelandova

funkce. Na rozd́ıl od Kemenyho pravidla se ale jedná o funkci společenského

výběru, tj. pomoćı této funkce je možno vybrat pouze v́ıtěznou alternativu

(množinu v́ıtězných alternativ) a nikoli źıskat celkové skupinové uspořádáńı al-

ternativ.

Definice 21 Ordinálńı funkce společenského výběru C se nazývá Copelandova

funkce, jestliže pro každý profil P ∈ Ln plat́ı

aj ∈ C(P) ⇐⇒ c(aj) ≥ c(ak) ∀ak ∈ A,

kde ∀aj ∈ A je c(aj) Copelandovo skóre alternativy aj dané vztahem

c(aj) = card {ak ∈ A; njk > 0} − card {ak ∈ A; nkj > 0}.

Copelandovo skóre pro alternativu aj je tedy rovno rozd́ılu počtu alternativ,

které alternativa aj poraźı při párovém porovnáváńı, a počtu alternativ, které

naopak poraźı alternativu aj . Jednoduše řečeno, je to počet v́ıtězstv́ı minus počet

proher alternativy aj při párových porovnáváńıch se všemi ostatńımi alternati-

vami.

Vzhledem k Větě 9 nemá Copelandova funkce tak hezké vlastnosti jako Ke-

menyho pravidlo. Např́ıklad obecně negeneruje tranzitivńı skupinové uspořádáńı,

takže je vhodná jen k výběru nejlepš́ı alternativy. Daľśı nevýhodou je, že v situaci,

kdy neexistuje Condorcet̊uv v́ıtěz, je relativně velká pravděpodobnost, že množina
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v́ıtěz̊u bude v́ıceprvková. Tato pravděpodobnost je větš́ı než při použit́ı Ke-

menyho funkce a zvyšuje se se snižuj́ıćım se počtem alternativ [8]. Velkou výhodou

Copelandovy funkce je ovšem jej́ı snadné použit́ı.

Př́ıklad 13 Uvažujme množinu pěti alternativ A = {a, b, c, d, e} a čtyři voliče,

kteř́ı vyjádřili sv̊uj názor na uspořádáńı alternativ (od nejlepš́ı k nejhorš́ı) takto:

a b c d e, c d a b e, a e d b c a b c d a e. Pomoćı Copelandovy funkce urč́ıme v́ıtěznou

alternativu. Nejdř́ıve provedeme párové srovnávańı pro všechny dvojice alternativ

a urč́ıme jednotlivé d́ılč́ı v́ıtěze:

v́ıtěz
a : b = 3 : 1 a
a : c = 2 : 2 /
a : d = 2 : 2 /
a : e = 4 : 0 a
b : c = 3 : 1 b

v́ıtěz
b : d = 2 : 2 /
b : e = 3 : 1 b
c : d = 3 : 1 c
c : e = 3 : 1 c
d : e = 3 : 1 d

Vid́ıme, že v př́ıpadě tř́ı dvojic ((a, c), (a, d) a (b, d)) nelze rozhodnout, která z

alternativ je lepš́ı. Z párových porovnáváńı také vid́ıme, že neexistuje Condorce-

tova alternativa, tj. alternativa, která při párových porovnáváńıch poraźı všechny

ostatńı alternativy.

Pro určeńı v́ıtěze tedy pro každou z alternativ urč́ıme Copelandovo skóre:

alternativa počet výher počet proher Copel. skóre
a 2 0 2
b 2 1 1
c 2 1 1
d 1 1 0
e 0 3 -3

Nejvyšš́ıho skóre dosáhla alternativa a, která je t́ım pádem v́ıtěznou alternativou

dle Copelandovy funkce. ◦

3.4.3. Blackova funkce

Na závěr uvedeme ještě jednu Condorcetovu funkci, tzv. Blackovu funkci.

Alternativa je v́ıtěznou alternativou dle Blackovy funkce v př́ıpadě, že je
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bud’ Condorcetovou alternativou nebo (pokud Condorcetova alternativa neexis-

tuje) v́ıtěznou alternativou určenou pomoćı Bordovy metody. Použijeme-li profil

z Př́ıkladu 13, pro nějž neexistovala Condorcetova alternativa, pak je v́ıtěznou

alternativou dle Blackovy funkce alternativa a, která dosáhla nejnižš́ı Bordovy

hodnoty (B(a) = 9, B(b) = 11, B(c) = 11, B(d) = 12, B(e) = 17).

Daľśı Condorcetovy funkce včetně jejich vlastnost́ı jsou popsány např. v [8]

nebo [12].
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Závěr

Ćılem práce bylo přehledně popsat základy teorie společenského výběru a

tento ćıl byl dle mého názoru splněn. Jsem si však vědoma toho, že jde skutečně

jen o pohled na povrch této teorie. Hlouběji jsem se bohužel nemohla ponořit

z d̊uvodu omezeného rozsahu této práce.

Na začátku práce jsem čtenáře uvedla do rozsáhlé problematiky skupinového

rozhodováńı a zmı́nila několik r̊uzných př́ıstup̊u a pohled̊u na skupinové

rozhodováńı. Poté jsem se již zaměřila na samotnou teorii společenského výběru,

stručně popsala jej́ı historii a také uvedla potřebné základńı pojmy a označeńı.

Daľśı část práce jsem pak věnovala představeńı tř́ı základńıch typ̊u agregačńıch

funkćı a popisu jejich vlastnost́ı. Nejdř́ıve jsem představila ordinálńı funkce

společenského blahobytu, což jsou funkce, které profilu individuálńıch preferenćı

přǐrad́ı jedinou preferenci skupinovou. Z Arrowovy věty (Věta 2) ale bohužel

plyne, že naj́ıt takovou funkci, která by splňovala několik rozumných požadavk̊u,

je nemožné. Pokud nepotřebujeme znát uspořádáńı všech alternativ, ale postač́ı

nám určit pouze v́ıtěze, lze použ́ıt k agregaci některou z funkćı společenského

výběru, které jsem obecně popsala v Kapitole 2.4. Ani v tomto př́ıpadě však

nelze naj́ıt dostatečně rozumnou funkci, jak plyne z Gibbard-Satterthwaiteovy

věty (Věta 3). Proto má smysl uvažovat i kardinálńı agregačńı funkce (Kapi-

tola 2.5). Od volič̊u je ale v tomto př́ıpadě požadována bohatš́ı (kardinálńı) in-

formace o jejich preferenćıch na množině alternativ. Tato bohatš́ı informace však

už umožňuje konstruovat rozumné agregačńı funkce, z nichž některé jsem v práci

př́ımo zmı́nila.

Závěrečnou kapitolu jsem věnovala některým konkrétńım agregačńım funkćım
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(pravidlo prosté většiny, Bordovy metody, bodovaćı funkce a Condorcetovy

funkce). Uvedla jsem jejich charakterizace (nebo alespoň jejich nejd̊uležitěǰśı

vlastnosti), popsala vztahy mezi některými z nich a ilustrovala jejich použit́ı na

konkrétńıch př́ıkladech.

Téma společenského výběru je i v současné době stále aktuálńı a nav́ıc i velice

zaj́ımavé, takže jsem při studiu literatury narazila na spoustu daľśıch námět̊u,

které by stály za samostatné zpracováńı. Za zmı́nku stoj́ı např́ıklad tato temata:

• bodovaćı funkce a jejich vlastnosti,

• Condorcetovy funkce a jejich vlastnosti

• Nakamurovo č́ıslo, které indikuje pravděpodobnost cykl̊u při agregaci indi-

viduálńıch preferenćı do skupinové preference,

• Arrowova věta a možnosti oslabováńı jej́ıch některých předpoklad̊u,

• hodnoceńı soutěž́ı (sportovńıch, pěveckých, chovatelských apod.), kdy jsou

soutěž́ıćı hodnoceni skupinou porotc̊u a př́ıpadně i podle v́ıce kritéríı (dis-

cipĺın),

• vztah skupinového a v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı,

• agregace rozhodnut́ı porotc̊u v soudńı porotě.

Doufám, že budu mı́t v budoucnu př́ıležitost se k některým z nich vrátit.
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