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Uvod

Se skupinovym rozhodovénim (piipadné s jeho dusledky) se setkdvame témeér
denné a to ve vSech moznych situacich. Takové rozhodovani je spojeno s mnoha
problémy a obtizemi. Zejména je nutno brat v potaz, ze jednotlivi ¢lenové skupiny;,
ktera rozhoduje, maji obecné ruzné nazory. Je proto nutné zvolit néjaky vhodny
postup (metodu), jak tyto jejich jednotlivé néazory sjednotit a urcit tak jediné
skupinové rozhodnuti.

Stat, kraj ¢i obec, kde zijeme, Tidi zastupci, kteti byli vybrani pomoci
hlasovani u voleb. Pravidla hlasovani i samotného vyhodnocovani odevzdanych
hlast jsou ruznda pro ruzné typy voleb a navic se cas od ¢asu méni. Nabizi se tak
otazka, jak moc zmény téchto pravidel ovlivni vysledek hlasovani, tj. naptiklad
jak by se zménil pocet mandatu v parlamentu pro jednotlivé politické strany,
kdybychom pro vyhodnoceni pouzili jina pravidla.

Pti hodnoceni krasobruslait na soutézich se az donedavna pouzival systém
zalozeny na tzv. bodovacich funkcich. Takovy systém ale muze vykazovat
nezadouci chovani, kdy je vzajemné potadi dvou krasobruslaiu ovlivnéno nejen
jejich vykonem, ale i vykonem jiného krasobruslate. K této situaci doslo napiiklad
i na Olympijskych hrach v roce 2002 pti krasobruslaiské soutézi zen.

Témito a dalsimi podobnymi situacemi se zabyva teorie spolecenského vybéru.
Tato teorie je velmi rozsahla, zabyva se ji mnoho odborniki z celého svéta. Zlomek
jejich praci, které byly pii zpracovani této bakalarské préace pouzity, je uveden na
konci v prehledu zdroju.

Z duvodu omezeného rozsahu této prace predstavime pouze zakladni pojmy,
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Pouzité znaceni
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card A

mnozina alternativ

mnozina volicu

relace slabé preference na mnoziné A

relace ostré preference na mnoziné A

relace indiference na mnoziné A

mnozina vSech slabych preferenci na mnoziné A
mnozina vsech (slabych) profila (pro danou A a V')
ordindlni funkce spole¢enského blahobytu
ordinalni funkce spolecenského vybéru

kardinalni funkce spolec¢enského blahobytu

funkce uzitku volice 4

mnozina vSech ostrych preferenci na mnoziné A
mnozina vsech (ostrych) profili (pro danou A a V)

pocet prvku mnoziny A



Kapitola 1

Skupinové rozhodovani

Skupinové rozhodovani je staré jako lidstvo samo - nutnost provést spolecné
rozhodnuti se objevila, jakmile se lidé zacali sdruzovat a zit ve wvétsich
spolecenstvech.

Zékladni pojmy tykajici se skupinového rozhodovani si predstavime na nej-
jednodussi situaci, kdy mé skupina osob za tikol vybrat z dané mnoziny objektu
ten nejlepsi. Pro tuto skupinu osob dle kontextu pouzivame ruzna oznaceni:
rozhodovatelé, volici, porotci, rozhodci, hrdci. Objekty, mezi nimiz tyto osoby
voli, jsou oznacovany nejcastéji jako varianty, alternativy, kandiddti, soutéZici,
strategie. Kazdy z volici méa na tyto objekty svuj nézor, tj. dokaze napriklad
vybrat ten nejlepsi nebo je setadit od nejlepsiho k nejhorsimu, dokaze porovnat
kazdou jejich dvojici, umi urcit svuj uzitek z kazdého z nich. Timto nézorem
tak kazdy z volicu poskytne svou individudlni preferenci na mnoziné téchto ob-
jektu. Cilem je nyni urcit tzv. skupinovou preferenci, neboli ur¢it skupinovy
nazor na jednotlivé alternativy. Skupinové rozhodovani je tedy nejcastéji chapano
jako slouceni rozdilnych individuédlnich preferenci tykajicich se objektu z néjaké
mnoziny do jediné spoleéné skupinové preference. Zpusobi, jak lze toto slouceni
provést, je celd fada a obecné se nazyvaji jako agregacni procedury, agregacni
metody, agregacni funkce nebo volebni metody.

V soucasné dobé pod pojem skupinové rozhodovani zahrnujeme mmnoho
ruznych disciplin, mezi nimi zejména teorii spolecenského vybéru, teorii uzitku,

teorii her, teorii ekonomické rovnovahy, preferencni analyzu, teorii vyjednavani



nebo tymového feseni problému. Podle povahy rozhodovaciho problému pak
musime zvolit ten spravny ptistup, tj. zvolit a pouzit vhodnou teorii. Nékteré
mozné piistupy predstavime nyni podrobnéji (viz [12], [7]).

Teorie spolecenského vybéru je v principu teorii volebnich systému, které
se pouzivaji pro (demokratické) vyjadieni vule vétsiny. Pii tomto zpusobu
rozhodovani nedochézi k interakci mezi volici, ktefi navic po vyjadfieni své pre-
ference jiz svuj ndzor nemuzou zménit. Mnozina objektu (alternativ), z nichz je
vybirdno, je predem znama a zpravidla je povazovana za konecnou. Piikladem
tohoto typu rozhodovani jsou volby do parlamentu, hlasovani parlamentu o
zakonech, hodnoceni sportovnich vykonu, komisionalni zkouska z matematiky:.

Tymové Teseni problémiu se pouziva v situaci, kdy relativné mala skupina
rozhodovatelu Tesi slozitéjsi a komplexnéjsi problém. Tento problém je zpravidla
interdisciplinarni, takze jednotlivi rozhodovatelé jsou vétsinou odbornici z riz-
nych oblasti. Vzajemné spolupracuji a své nazory na mozné varianty reSeni mo-
hou béhem procesu rozhodovani ménit v dusledku interakce s ostatnimi. Muze tak
dochézet k efektu synergie, kdy tymovy ptinos je vétsi nez jen pouhy souhrn indi-
vidudlnich ptinosu. Proces tymového teseni je rozdélen do nékolika etap. Jednou
z téchto etap je i generovani moznych teseni. Zde lze v zasadé rozlisit situaci, kdy
se TeSi naprosto novy problém (napf. navrh nového technické reseni nebo nového
designu, stanoveni vize organizace, plan cesty na Mars), a situaci, kdy jsou jiz
néjakd moznd teseni k dispozici a je nutné je pouze prizpusobit (napf. umisténi
obchodniho centra, plan zavodu psich sprezeni, zavedeni nového produktu do
vyroby). Ve fazi generovani moznych variant feseni lze pouzit ruzné techniky jako
napiiklad brainstorming, brainwriting, Gordonovu metodu, techniku nomindlni
skupiny nebo metodu Delphi. Dalsimi fazemi tymového rozhodovani jsou pak
mj. posouzeni moznych feSeni, simulace, vybér a implementace zvolené¢ho feseni
a zpétna kontrola.

Pro modelovani, analyzovani a feseni konfliktnich situaci je pouzivana teorie
her. Pouziva se v ni nazvoslovi inspirované spole¢enskymi hrami, kdy rozhodova-

telé jsou hraci a alternativami pak jejich mozné strategie. Je ziejmé, ze zadjmy



jednotlivych hracu (piipadné jejich skupin — koalic) jdou v principu proti sobeé.
Rozlisujeme rizné typy her a to podle poc¢tu hracu (dva nebo obecné vice nez dva),
podle poc¢tu moznych strategii (konetné nebo nekoneéné hry) nebo podle toho,
zda mohou hraci uzavirat koalice (kooperativni a nekooperativni hry). Dulezitym
pojmem, ktery se objevuje pfi feseni konfliktnich situaci je také vyjedndvdni a
vyjednavaci strategie. Samotny proces vyjednavani je obecné velmi Spatné struk-
turovany, takze od ucastniku vyjednavani vyzaduje tvotivost a originalitu. Teorii
her lze vyuzit i v teorii voleb (tzv. volebni hry), kdy se pti vytvareni ptipadnych
koalic konstruuji tzv. indexy sily pro zjisténi miry vlivu jednotlivych politickych

subjektu.

Jak uz plyne z vyse uvedeného struéného prehledu, problematika skupinového
rozhodovani je velmi rozsahla a rozmanita a rozhodné neni mozné ji v této praci
obsdhnout celou. Proto se zamétrime jen na jeji ¢ast, a to na teorii spolecenského

vybéru.
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Kapitola 2

Teorie spolecenského vybéru

Teorie spolecenského vybéru studuje zpusoby agregace individudlnich prefe-
renci jednotlivych volicu do spoleéné skupinové preference. Tento proces obvykle
probihd ve dvou krocich. V prvnim kroku jednotlivi volici vyjadii své individudlni
preference a ve druhém kroku pak dojde k samotnému vyhodnoceni téchto dat a
k urceni skupinového rozhodnuti. Z pohledu volice, ktery v prvnim kroku posky-
tuje své preference, je zadouci, aby byl volebni proces dostatecné jednoduchy
a srozumitelny. Na druhou stranu pozadujeme, aby vysledek volebniho procesu
co nejpresnéji odrazel nazory volicu a zaroven aby faze vyhodnocovani probihala
efektivné, dostatecné rychle a dala se popsat ptesnym algoritmem. Pii navrhovani
agregacni procedury je tak nutné oba tyto aspekty zohlednit. Ukazuje se, ze
vysledek spolecenské volby je zavisly na tom, jakou metodu agregace (tj. vy-
hodnoceni dat) pouzijeme — ruzné metody mohou dat ruzné vysledky (viz napf.
[13]). Na agregacni funkce obecné vétsinou klademe urcité rozumné pozadavky,
které bychom od spravedlivych a demokratickych voleb ocekavali. Jak ukazeme
v dalsim textu, najit takovouto agrega¢ni funkci neni viibec jednoduchy tkol.

Z pohledu vysledku agregace rozlisujeme dva zakladni pristupy. Pokud
z mnoziny alternativ potfebujeme vybrat pouze tu nejlepsi (vitéze), pouzijeme
tzv. funkci spolecenského wvybéru. V pripadé, ze jako vysledek pozadujeme
uspotradani vSech alternativ, pouzijeme tzv. funkci spolecenského blahobytu.

V zavislosti na typu informace o preferencich, které poskytuji jednotlivi voliéi,

rozliSujeme dva typy agregace. Ordindlni agregacni funkce pouzivaji pro urceni
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skupinového rozhodnuti pouze tzv. ordinalni preference, kdy kazdy voli¢ poskytne
pouze poradi alternativ. Druhym typem jsou kardindlni agregacni funkce; v tomto
piipadeé je tteba od volicu ziskat navic i informace o sile jejich preferenci tykajicich
se jednotlivych alternativ. V této souvislosti se objevuje pojem wuzitku volice

z dané alternativy.

2.1. Historie

Ve své moderni podobé je teorie spolecenského vybéru pomérné mladou dis-
ciplinou. Jeji koreny sahaji ke konci prvni poloviny dvacatého stoleti. Jednotlivé
dilky této rozsdhlé teorie se vSak objevovaly jiz dlouho predtim.

Uz ve druhém stoleti pred nasim letopoctem navrhl Plinius Mladsi, tTimsky
prirodovédec, filosof a vojensky a ndmotni velitel, pouziti pravidla plurality (viz
Kapitola 3.3) pfi soudnich rozhodnutich v fimském sendtu.

Z 13. stoleti pochazi prace Ramona Lulla, katalanského spisovatele, filozofa,
misionafe a logika. Ve svych textech doporucil pro volby systém zalozeny na
parovém porovnavani jednotlivych kandidatu. Metoda, kterou popsal, je dnes
znamé jako Copelandova metoda (viz Definice 21 na str. 58). Uz tehdy si byl
Lull védom toho, ze vysledkem volby muze byt i remiza, takze navrhl (i kdyz ne
matematické) pravidlo, jak urcit v takové situaci vitéze jediného. Dalsi metoda,
kterou Lull navrhl, byla zalozena na principu postupné eliminace kandidatu (ob-
doba dnesnich vytazovacich systému typu play off). V tomto piipadé vsak autor
pravdépodobné neveédél, ze tento zpusob volby je manipulovatelny, tj. ze zpusob,
jakym takové volby zorganizujeme, silné ovlivni to, kdo bude vitézem.

Ve stoleti patnactém vsSestranny némecky ucenec, filozof a cirkevni hod-
nostar Mikulds Kusdnsky v jednom ze svych spisu popsal zpusob volby cisare
Svaté tiSe Timské. Z jeho popisu volby plyne, Ze se jedna piesné o Bordovu
metodu (viz Definice 14 na str.44). Neni zde zminéna moznost remizy, jejiz
pravdépodobnost je vsak pro malé pocty volicu zanedbatelna. Mikulas Kusansky
jako predpoklad pouziti této metody uvazoval podminku (obdobné jako pozdéji

samotny J. Borda), ze vichni volici jsou ¢estni a hlasuji podle svého skuteéného
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presvédcéeni. Timto predpokladem tak ,eliminoval® jednu z nezadoucich vlast-
nosti Bordovy metody, kterou je jeji manipulovatelnost (viz str.24).

Za skutecné zakladatele teorie spolecenského vybéru v 18. stoleti jsou vsak
povazovani dva ucenci, Jean Charles de Borda a Jean Antoine Nicolas de Caritat,
markyz de Condorcet.

Jean Charles de Borda byl francouzsky matematik, fyzik a astronom. Mnoho
svych objevu tykajicich se zejména mechaniky tekutin, navigace a geodézie apliko-
val béhem svého pusobeni ve francouzské armédé. Jeho prinos k teorii spolecenské
volby by se mohl zdat maly, nebot sviij volebni systém popsal na pouhych deviti
stranach v jednom ze svych spistu. Nicméné jeho metoda je dnes hojné vyuzivana
a jedna se o metodu oznacovanou jako Bordova metoda: kazdy voli¢ setadi kan-
didaty od nejlepsiho k nejhorsimu (bez remiz) a kandiddtovi na poslednim misté
pritadi jeden bod, kandidatovi na predposlednim misté dva body, az kandidatovi
na prvinim misté prifadi tolik bodu, kolik je pocet vSech kandidatu; vitézem je
pak kandidat (piip. vice kandidatu), ktery v souctu bodu od jednotlivych volicu
dosahne nejvyssiho po¢tu bodu. Kromé uz vyse zminénych deviti stran v dalsich
pracich Borda zkoumal vlastnosti své metody a jeji vztah s metodou plurality.

Jean Antoine Nicolas de Caritat, markyz de Condorcet, soucasnik Bordy, byl
francouzsky matematik, filozof a politik. Ve svém rozsdhlém dile se zabyval mnoha
tematy a k teorii spolecenského vybéru prispél zejména dvéma nasledujicimi poz-
natky. Prvni z nich (tzv. Condorcet’s jury theorem) se tyka pravdépodobnosti
spravného rozhodnuti skupiny volict. Skupinu volict zde predstavuje soudni
porota, jejimz tkolem je rozhodnout o viné ¢i neviné: pokud je porota slozena
z poroteu, pricemz kazdy porotce s pravdépodobnosti p > % rozhodne spravne,
pak pravdépodobnost toho, ze celd porota rozhodne spravné, je vétsi nez p a
navic tato pravdépodobnost roste se zvysujicim se poc¢tem porotcu. Condorcet je
ale znameéjsi diky svému prikladu, v némz ukazal, ze pravidlo prosté vétsiny pro
vice nez dva kandidaty muze generovat tzv. cykly (tj. nemusi urcit vitéze). Jako
vitéze ptritom uvazoval kandidata, ktery pii parovém srovnavani s ostatnimi kan-

didaty vzdy zvitézi. Takovy kandidat se pak nazyva Condorcetuv vitéz (viz také
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Kapitola 3.4). V dalsim piikladu pak ukézal, ze Bordova metoda (ackoli ji takto
nenazval ani Bordu ptimo nezminil) muze jako vitéze vybrat jiného kandidédta nez
Condorcetova vitéze. Zaroven také upozornil na to, ze Bordova metoda je mani-
pulovatelna. Ve svém dalsim spise pak navrhl volebni metodu (dnes zndma jako
Copelandova metoda), kdy vitézem volby je Condorcetuv vitéz, a pokud tento
neexistuje, pak je vitézem kandidat, ktery porazi nejvice ostatnich kandidatu pti
parovém porovnavani.

Rozporem mezi Bordovym a Condorcetovym pristupem k volebnim systémum
se spustila dlouha debata, ktera se protahla az do soucasnosti. Oba piistupy maji
totiz své vyhody i nevyhody a jejich piiznivci (resp. odpurci) se dodnes neshodli
na tom, ktery z nich je lepsi.

Ptestoze se béhem devatenactého a prvni poloviny dvacatého stoleti teorie
spolecenského vybéru dostala trochu mimo zajem, stoji za zminku dva ucenci.
Prvnim z nich je Charles Lutwidge Dodgson, anglicky spisovatel a matematik,
znamy pod pseudonymem Lewis Carrol. Ackoli neznal prace Bordy ani Con-
dorceta, navrhl nékolik ruznych volebnich metod, mezi nimiz byly i Bordova
metoda a koncept Condorcetova vitéze. Druhym je Edward Nanson, anglicky
matematik, ktery ale vétsinu zivota stravil v Australii a podilel se i na reformé
taméjstho volebniho systému. Navrhl metodu, kterd uréi Condorcetova vitéze
(pokud existuje) pomoci iteraéni metody zalozené na Bordové metodé. V kazdém
kroku jsou vyrazeni kandidati, ktefi nedosahli aspon prumérné Bordovy hodnoty
(viz Definice 13). Eliminace pak pokracuje pouze se zbylymi kandiddty az do
okamziku, kdy zustane jediny vitéz.

Ve 40. letech dvacdtého stoleti doslo ke znovuobnoveni zdjmu o teorii
spolecenské volby. Nejvyznamnéjsi postavou té doby byl americky ekonom,
spisovatel a politicky teoretik Kenneth Joseph Arrow (nar. 1921). Nezabyval
se konkrétnimi volebnimi metodami, ale zaméril se na tiidu vSech moznych
agregacnich metod, které nazval funkce spolecenského blahobytu, a zkoumal je-
jich vlastnosti. Nakonec dokazal tvrzeni (tzv. Arrow’s Impossibility Theorem, viz

Véta 2) o neexistenci takové agregacni funkce, ktera by splnovala nékolik velmi
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rozumnych pozadavku. Tento vysledek byl nejdiive pokladany za néco negativ-
niho, byl naptiklad povazovan za matematicky dukaz nemoznosti demokracie.
Jini, mezi nimi i indicky ekonom a filozof Amartya Sen, ho intepretovali tak,
ze ordinalni preference volicu jsou nedostatecné k tomu, aby mohla byt prove-
dena spolecensky prijatelna volba. Pokud by voli¢i byli schopni poskytnout navic i
porovnatelné kardinalni informace o jednotlivych kandidatech, pak je jiz rozumna
volba moznd (viz také Kapitola 2.5).

Arrowuv vysledek podnitil dalsi rozsahly vyzkum a rozpoutal debaty tykajici
se rozumnych principu spolec¢enské volby, ekonomie blahobytu a demokratickych
volebnich systému. Teorie spolecenského vybéru je velmi rozsahld a vyuzitelnd v
mnoha oblastech (napf. ekonomie, politické védy, matematika, informatika nebo
biologie) a proto je i v soucasné dobé intenzivné studovana.

Podrobnéjsi informace tykajici se historickych souvislosti a dalsich
vyznamnych osobnosti této teorie lze nalézt napt. v [19] nebo [15], které jsme

jako zdroje pouzili pii zpracovani této kapitoly.

2.2. Zakladni pojmy

V této kapitole zavedeme zakladni pojmy a oznaceni, kterd budeme dale v
textu pouzivat; cerpali jsme zejména z [15], [1] a [4].

V literatuie nanestésti neexistuje jednotné znaceni, jednotlivi autofi pouzivaji
ruzné pojmy a oznacCeni pro totéz. Z toho duvodu se muze stat, ze v pouzitych
zdrojich se oznaceni a pojmy mohou lisit od téch, které budeme pouzivat my.
Obzvlasté je nutné poznamenat, ze v literatufe neni ustdlené pojmenovani
agregacnich operatoru, které budou zavedeny v nésledujicich kapitolach.

Uvazujme kone¢nou mnozinu n volicu (kde n € N), které budeme oznacovat
prirozenymi ¢isly, tj. V = {1,2,3,...,n}. Symbolem A ozna¢me mnozinu m al-
ternativ (kde m € N). Pro oznacovani alternativ budeme pouzivat mald pismena
ze zacatku abecedy, tj. A ={a,b,c...}.

Ptredpokladejme, ze kazdy voli¢ je schopen seradit vSechny alternativy po-

dle svych preferenci od nejvice preferované alternativy po nejméné preferovanou
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alternativu. Toto sefazeni lze pro kazdého volice ¢ € V reprezentovat po-
moci binarni relace R; na mnoziné vsSech alternativ A. Pokud a,b € A jsou
dveé alternativy, pak zapis aR;b vyjadiuje skutecnost, ze voli¢ ¢ povazuje al-
ternativu a za lepsi nebo stejné dobrou jako alternativu b, neboli ze voli¢ i
slabé preferuje alternativu a pred alternativou b. Predpokladame déle, ze pro
vSechna i € V jsou relace R; uplné (Va,b € A : aR;b V bR;a) a tranzitivni
(Va,b,c € A : aR;b N bR;c = aR;c). Relace R; tedy nemusi byt nutné ostré (tj.
obecné jsou to tzv. slabé relace), takze pripoustime, ze voli¢ muze povazovat dvé
nebo vice alternativ za stejné dobré. Proto je vhodné Vi € V tyto relace slabé
preference R; rozdélit na dvé ¢asti a definovat relace ostré preference P; a relace
indiference I; vztahy:

aPb < aR;b N -bR;a
al,b < aR;b NbR;a

Relace P; a I; se nazyvaji relace indukované relaci R;. Zapis aP;b tedy vyjadiuje,
ze voli¢ i povazuje alternativu a za (ostie) lepsi nez alternativu b, neboli ze
ostte preferuje alternativu a ptred alternativou b. Zapis al;b vyjadiuje, ze voli¢ i
povazuje alternativu a za stejné dobrou jako alternativu b, neboli ze alternativy
a a b povazuje za indiferentni.

Mnozinu vsech slabych preferenci na mnoziné A oznacme symbolem R.
Mnozina R tedy obsahuje vSechna mozna usporadani alternativ z mnoziny A,
pricemz v usporadani pripoustime i indiferenci mezi alternativami.

Pokud R € R, pak lze ukazat, ze pro indukované relace P a I platiVa,b,c € A

nésledujici vztahy (viz napt. [1]):
e aPb = aRb
e aPb N bPc = aPc (relace P je tranzitivni)
e alb A blc = alc (relace I je tranzitivni)
e aRb V bPa

e aPb N bRc = aPc
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Pro danou mnozinu volicu V' a danou mnozinu alternativ A budeme pojmem
profil uznacovat usporadanou n-tici (R, Ry, ..., R,) € R", kde R; je relace prefe-
rence i-tého volice (neboli usporadani alternativ volicem 7). Pod oznac¢enim profil
si lze predstavit naptiklad soubor n odevzdanych volebnich listk od jednotlivych
volicu s vyznacenym pofadim alternativ (kandidatu).

Symbolem R (resp. P a I) oznaéime relaci slabé preference (resp. ostré prefer-
ence a indiference) na mnoziné A, ktera vyjadiuje skupinové usporadani alterna-
tiv; analogicky jako u preferenci jednotlivych volicu, aRb lze interpretovat tak, ze
skupina volicu V' (slabé) preferuje alternativu a ptred alternativou b. Obdobnou
interpretaci maji i aPb (skupina ostie preferuje a pred b) a alb (skupina povazuje

alternativy a a b za stejné dobré).

2.3. Ordinalni funkce spolecenského blahobytu

V této kapitole se budeme zabyvat situaci, kdy kazdy z volici poskytne
usporadani mnoziny alternativ (neboli svoji relaci slabé prefrence) a jako vysledek
agregace téchto jednotlivych upotfadani chceme ziskat skupinové uspotradani
mnoziny alternativ (neboli skupinovou relaci preference). Déle predpokladame,
ze ani jednotlivi voli¢i, ani celd skupina nemaji moznost vyjadrit intenzitu svych
preferenci mezi jednotlivymi alternativami, a ze tak pracujeme pouze s ordinalnim
usporadanim alternativ. V této situaci je pro agregaci mozné pouzit tzv. ordindlni
funkci spolec¢enského blahobytu. Terminologie pro tento typ funkce neni v lite-
ratute jednotnd, nejéastéji se pouziva oznaceni social welfare function (napt. [1],

6]), preference aggregation rule ([15]) nebo aggregation function ([4]).

Definice 1 Ordindlni funkci spolecenského blahobytu budeme nazyvat agregacni
funkei F, kterd profilu (pfislusnému mnoziné volici V' a mnoziné alternativ A)

pritadi skupinovou relaci na mnoziné A.

Ordindlni funkce spolecenského blahobytu agreguje usporddani alternativ
poskytnutych jednotlivymi voli¢i do jediného (skupinového) usporadani alter-
nativ. Moznosti, jak toto vysledné usporadéani (relaci) ziskat je znatné mnozstvi.
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Skupinové rozhodnuti pritom zavisi nejen na vstupnich usporadanich alternativ
poskytnutych jednotlivymi voli¢i, ale vzhledem k odliSnym matematickym vlast-
nostem jednotlivych funkei zavisi také na zvolené metodé agregace. Napiiklad v
[13] je uvedeno tvrzeni, které dokonce fikd, ze v urcité situaci lze vhodnou volbou

agregacni metody zajistit vitézstvi pro konkrétniho kandidata.

Véta 1 ([13]) Pokud md mnoZina alternativ alespori étyri proky, pak existuje
profil, kdy vhodnou volbou agregacni funkce lze dosahnout toho, Ze kaZdy kandidadt

muze ve skupinovém potadi obsadit libovolnou pozici.

Z tohoto tvrzeni lze usoudit, ze vysledek skupinové volby pak vice nez prefe-
rence volicu muze odrazet zvolenou metodu agregace (neboli jinymi slovy zvole-
nou volebni metodu).

Také z tohoto duvodu pozadujeme po agregacnich funkcich uréité rozumné
pozadavky, které ocekdavame od metod vhodnych pro vyhodnocovani vysledku
voleb, které maji byt jistym zpusobem spravedlivé a demokratické. Pritom je
ale otazkou, co povazujeme za spravedlivé volby - na toto téma se vede mnoho
diskuzi a to nejen na poli matematiky ale i filosofie (viz napf. [6]).

Uvazujme nyni ordinalni funkci spolecenského blahobytu F a necht relace

R = F(Ry,...,R,) urcuje vysledné skupinové usporadani mnoziny alternativ A
pro vstupni profil (Ry,..., R,) € R". Pro tuto funkeci dale uvazujme nasledujici
vlastnosti:

(U) Univerzalni definiéni obor (Universal Domain)
Definicnim oborem funkce F' je celd mnoZina R™.
Touto podminkou pozadujeme, aby funkce F' dokéazala ptitadit vysledek

(skupinovou relaci R) libovolnému profilu z R™.

(T) Tranzitivita (Transitivity)
Vysledné skupinové usporddant je tranzitioni, tj. R € R.
Tato podminka znamend, ze pokud skupina preferuje alternativu a pred
alternativou b a alternativu b pred alternativou ¢, pak nutné musi preferovat

alternativu a pred alternativou c.

18



(P) Paretovsky princip, Paretovska optimalita (Weak Pareto principle)

Pro vsechny dvojice alternativ a,b € A plati implikace:
aPbVi eV = aPhb.

Podminka tika, ze pokud vsichni voli¢i ostie preferuji alternativu a pred

alternativou b, pak i cela skupina ostte preferuje a pired b.

(I) Nezavislost na irelevantnich alternativach (Independence of irrelevant
alternatives)
Pro wsechny dvojice profili (Ry, Ry, ..., R,),(R|,R,,...,R)) € R" a

véechny dvojice alternativ a,b € A plati implikace:
((aRib < aRb) A (bDR;a < bR.a))Vi eV = (aRb < aR'D),

kde R = F(R}, R}, ..., R).

Podminka tika, ze relativni pozice kazdych dvou alternativ a,b € A
ve skupinovém uspordadéani (tj. kterd z nich je skupinové preferovéana
pred druhou) zavisi pouze na jejich relativnich pozicich v individudlnich
usporadanich. Pokud méame dva ruzné profily takové, ze kazdy z volicu
poskytne v obou profilech stejnou preferenci mezi dvéma alternativami a a
b, pak skupinova preference musi byt pro pripad obou profilu stejna. Zna-
mena to, ze pti porovnavani alternativ a a b se nesmi brat v potaz jejich
umisténi v individualnich usporddanich, ale pouze jejich vzdjemna relativni

pozice.

(D) Neexistence diktatora (Non-Dictatorship)
Neezxistuje volic i € V' takovy, Ze pro vSechny profily (Ry, Ry, ..., R,) € R"
a véechny alternativy a,b € A plati aP;b < aPb.
Podminka pozaduje, aby mezi voli¢i neexistoval tzv. diktdtor, pricemz
diktatorem nazyvame volice, ktery za vSech okolnosti urcuje skupinovou

preferenci a to bez ohledu na preference ostatnich volic.

Ptestoze se zdda, ze vSechny uvedené podminky jsou rozumné, nasledujici
slavnd Arrowova véta ([1], viz také [15] nebo [4]) Tk, ze zaddnd z ordinélnich
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funkci spolecenského blahobytu nemtze splnovat vSechny tyto podminky

soucasne.

Véta 2 Arrow’s Impossibility Theorem
Pokud je mnoZina volicu V' konecénd a mnozZina A obsahuje aspon tri alterna-
tivy, pak neexistuje Zddnd ordindlni funkce spolecenského blahobytu, kterd splnuje

vSechny podminky (U), (T), (P), (I) a (D) soucasné.

Dukazu Arrowovy véty bylo od doby jejiho prvniho publikovani v roce 1951
napsano a publikovano velké mnozstvi. Kazdy z nich pouziva trochu jiny piistup.
Samotny K. Arrow v [1] pouzil zpusob, kdy predpoklddal, ze funkce F' spliuje
podminky (U), (T), (P), (I) a z jejich platnosti pak odvodil, ze v této situaci musi
mezi voli¢i existovat diktator a je tedy porusena podminka (D). Arrowovu vétu

Ize tak zformulovat v nasledujicim ekvivalentnim tvaru:

Dusledek 1 Necht je mnozina volici V' koneénd, mnoZina A obsahuje aspori
tri alternativy a necht ordindlnd funkce spolecenského blahobytu splriuje podminky

(U), (T), (P) a (I). Potom se jednd o diktaturu (tj. mezi volici existuje diktdtor).

Dalsi varianty a piistupy k dukazu Véty 2 lze nalézt napiiklad v [10] a
[5]. Nekteri autori pak dukaz Arrowovy véty spojuji s dikazem tzv. Gibbard-
Satterthwaiteovy veéty tykajici se existence jisté rozumné funkce spolecenského
vybéru (viz Véta 3 na strané 25). Ukazuji, ze diukazy obou téchto vét jsou prin-
cipielné velmi podobné (viz napiiklad [18] a [25]).

Kenneth Arrow ve své puvodni formulaci Véty 2 z prvniho vydéni knihy [1]
z roku 1951 pouzival trochu jiné vlastnosti pro ordindlni funkce spolecenského
blahobytu nez jsou ty, které jsou uvedeny pravé ve Vété 2 vyse. Arrow uvazoval
nasledujici vlastnosti, které zde sice nebudeme formulovat zcela presné matema-

ticky, ale popiseme je pouze slovné:

(Podl) Mnozina alternativ A obsahuje aspon tii ruzné prvky.
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(Pod2)

(Pod3)

(Pod4)

(Podb)

Pozitivni asociace skupinovych a individudlnich hodnot (positive response,
positive association of social and individual values)

Meéjme dan profil (Ry, Rs,...,R,) € R™ a tim i individualni preference
mezi dvéma alternativami a,b € A. Pfedpokladejme nyni, ze néktefi
(nejméné vsak aspon jeden) z volicu zmeéni své preference mezi témito
dvéma alternativami a a b tak, ze alternativu a posune ve svém indi-
vidualnim usporadani vyse vuci alternativé b; tento novy profil oznacme
jako (R}, Ry, ..., R]) € R™. Pokud pro puvodni profil platilo aRb, pak pro
upraveny profil musi nutné platit a R'b. Znamena to, Ze pozice alternativy a

vuéi alternative b se ve vysledném skupinovém uspotraddani nemuze zhorsit.
Shodné s podminkou (I), tj. nezavislost na irelevantnich alternativéch.

Obcanské suverenita

Neexistuje dvojice alternativ, jejiz skupinova preference by byla dana pevneé
predem, tj. nebylo by mozno ji ovlivnit individualnimi preferencemi volicu.
Nemuze tedy existovat dvojice alternativ a,b € A takova, ze aRb plati pro

kazdy profil (R, Ry, ..., R,) € R™.

Shodné s podminkou (D), tj. mezi voli¢i neexistuje diktétor.

Svou vétu pak Arrow formuloval ve tvaru: Pokud ordindlni funkce

spolecenského vybéru spliuje predpoklady (Podl), (Pod2), (Pod3) a (pro kazdy

profil) generuje uplné a tranzitivni skupinové uspordddani mnozZiny alternativ, pak

porusuje alespon jednu z podminek (Pod4) a (Pod5).
V [1] pak v kapitole Notes on the theory of social choice, 1965 jiz dokézal,
ze z podminek (Pod2), (Pod3) a (Pod4) plyne i vlastnost (P) a svou vétu pak

preformuloval i s pouzitim podminek uvedenych ve Vété 2. Navic podminka (P)

(Paretovsky princip) byla jiz tehdy vseobecné pfijiména jako rozumny predpoklad

pro funkce spole¢enského blahobytu a Arrowuv vysledek tak mohl byt s timto

upravenym piredpokladem snaze porovnavan s jinymi vysledky, které pouzivaly

odlisny ptistup k formulaci problému spolecenské volby.
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Arrowova véta tedy ukazala, ze zadnd ordinalni funkce spolecenského
uspofaddni nemuze soucasné spliovat podminky (U), (T), (P), (I) a (D). Tato
véta tak inspirovala vznik mnoha knih i ¢lanku, které se snazi néjakym zpusobem
tento problém piekonat. Jednou z moznosti je oslabovani nékterych podminek,

kladenych na agregacni proces (viz napt. [15], [4], [6], [12]).

2.4. Funkce spolecenského vybéru

V predchozi kapitole jsme se zabyvali ordindlni funkei spolecenského bla-
hobytu, kdy vysledkem agregace preferenci jednotlivych volicu bylo skupinové
usporadani alternativ neboli skupinova preference. V nékterych piipadech ale
neni tfeba znat uplné poradi vsech jednotlivych alternativ, postaci urcit pouze
vitéze. Proto m&a smysl uvazovat tzv. funkci spolecenského vybéru, jejimz
vystupem je pouze jedind vitéznd alternativa (pfipadné mnozina vitéznych al-
ternativ). V literatufe nalezneme tento typ funkce pod nézvy choice function

([1]), social choice rule ([15]) nebo social choice function ([6]).

Definice 2 Funkci spolecenského vijbérunazyvame agregacni funkci f, ktera pro-
filu (prislusnému mnoziné volicu V' a mnoziné alternativ A) prifadi podmnozinu

A* mnoziny A.

Funkci spolecenského vybéru f lze jednoduse odvodit z ordinalni funkce

spolecenského blahobytu F. Pro profil (R, Rs, ..., R,) € R"™ definujme
f(Ri,Rs,...,R,)={a€ A;aRbVbe A} = A",

kde R = F(Ry,Ry,...,R,). Vystupem funkce f je tedy mnozina alternativ,
které jsou ve skupinovém usporadani R preferovany pred vSemi ostatnimi alter-
nativami.

Obréacené to vsak takto jednoduché neni, protoze ne kazda funkce
spolecenského vybéru bude schopna generovat potradi alternativ, které posky-
tuje agregace pomoci ordinédlni funkce spolecenského blahobytu (viz naptiklad
20)).
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Je dulezité také zminit, ze v Definici 2 neni presné specifikovana mnozina A*,
ktera je vysledkem agregace pomoci funkce spolecenského vybéru. Obecné tak

mohou nastat tyto tfi piipady:
e Pokud A* = (), pak funkce nedokdzala vybrat vitéze.

e Pokud A* # () a obsahuje vice nez jeden prvek, pak funkce nasla vice vitézu,

e Pokud A* = {a} (tj. mnozina vitézu obsahuje jedinou alternativu), pak

funkce nasla jediného vitéze.

Je ztejmé, ze ve vétsiné situaci je zadouci piipad, kdy mnozina vitézu je
jednoprvkova.

Jak uz bylo vyse zminéno, funkci spolecenského vybéru lze jistym zpusobem
chapat jako specidlni ptipad ordindlni funkce spolecenského blahobytu. Proto
ma smysl i po téchto funkcich pozadovat jisté rozumné vlastnosti, které budou
jakousi analogii k podminkam, které jsme po ordinalnich funkcich spolecenského
blahobytu pozadovali ve Vété 2 (Arrowova véta). Analogii k této Vété je pro
funkce spolec¢enského vybéru Véta 3, kterou uvedeme nize po zavedeni potiebnych
pojmii.

Uvazujme nyni funkei spolecenského vybéru f a necht A* = f(Ry,..., R,) je
mnozina vitézu odpovidajici profilu (Ry, Ra, ..., R,) € R"™. Pro tuto funkci déle

uvazujme nasledujici vlastnosti:

(U*) Univerzalni defini¢ni obor (Universal domain)
Definicnim oborem funkce [ je celd mnozina R™.
Touto podminkou pozadujeme, aby funkce f dokéazala pritadit vitéze

(mnozinu A*) libovolnému profilu z R™.

(D*) Neexistence diktatora (Non-dictatorship)
Mezi volici neexistuje diktdtor. Ptitom za diktatora je oznacovan volic i € V/
takovy, ze pro kazdy profil (Ry, Ra,...,R,) € R™ a vSechny alternativy
a € Aplati a*R;a < a* € f(Ry, Rs,..., Ry,).
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(RC)

(SP*)

Omezeni vybéru (Range constraint)
Existugi alespon tri navzajem ruzné alternativy z mnoZiny A, které funkce
f nékdy vybere jako vitéze, tj. pro kazdou z téchto tii alternativ existuje

profil z R, pro néjz tato alternativa patii do mnoziny vitézu A*.

Rozhodnost (Resoluteness)

Pro kazdy profil (R, Ra,...,R,) € R" existuje prdvé jedna alternativa
a* € A tak, ze f(Ry, Rs,...,R,) = {a*} (zkrdcené budeme psit pouze
f(Ry, Ry, ..., Ry) =a").

Tato podminka zajistuje, aby funkce f za jakékoli situace vzdy urcila vitéze

a navic aby tento vitéz byl pravé jeden.

Manipulovatelnost (Manipulability)

Funkce f se nazyva manipulovatend wvolicem i € 'V pri profilu
(R1, Ra, ..., R,) € R", jestlize plati, ze pokud voli¢ ¢ uvede falesnou pre-
ferenci R, (kde R, # R;), pak f vybere jako vitéze alternativu o', kterou
voli¢ ¢ ostte preferuje ptred alternativou a*, kterou by f vybrala v ptipade,

ze by voli¢ ¢ uvedl pravdivou preferenci R;.

Nemanipulovatelnost, odolnost vuéi strategiim (Strategy-proofness)
Funkce f je nemanipulovatend (odolnd vici strategiim), kdyz neni manipu-
lovatelnd, tj. kdyz neexistuje profil z R" takovy, pii némz by funkce f byla

manipulovatelna nékterym volicem 7 € V.

Nez se dostaneme k samotné Vété 3, uvedeme nékolik poznamek, které se

tykaji ne/manipulovatelnosti funkce spolecenského vybéru. Zhruba re¢eno, funkce

f je nemanipulovatelna, pokud zadny voli¢ nemuze nikdy profitovat z toho, ze

by misto své skutecné preference uvedl preferenci falesnou. Nasledujici poznamka

pochézi od samotného A. Gibbarda :

7

.1 kdyz je funkce f (volebni systém)

manipulovatelnd, tak to jesté neznamena, ze za danych okolnosti je néktery voli¢

skutecné schopen vysledky ovlivnit (neboli zmanipulovat). Rikdme jen, ze za

urcitych okolnosti by nékdo byl takové manipulace schopen.” (cit. [11], str. 590).
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Definice manipulovatelnosti predpoklada, ze néktery z volici muze mit zisk
(profit) v piipadé, ze neuvede své skutecné preference, ale falesné preference
(neboli zvoli néjakou volebni strategii k dosazeni svych skuteénych preferenci).
To ale predpokladd, ze bude znat volebni mechanismus (funkei spolecenského
vybéru) a ze bude veédeét, jaké jsou preference ostatnich volicu, a ze ostatni volici
nezmeéni své preference v dusledku jeho falesné preference. Navic se predpoklada,
ze tato manipulovatelnost je mozna pouze pro urcity profil. Z téchto tvah tak
plyne, Ze i kdy7 je funkce f manipulovatelnd, voli¢i nejsou nijak zvlast motivovani
k uvadeéni falesnych preferenci. Je to proto, ze ne vzdy se jim to vyplati. Infor-
mace o mozné manipulovatelnosti se ale do jisté miry vyuzit da. Pokud voli¢ vi,
Ze je pouzivany volebni systém manipulovatelny, mé pro néj smysl zkoumat, jestli
muze profitovat z pouziti néjaké volebni strategie. Naopak pokud vi, ze funkce
neni manipulovatelna, pouziti strategii pro né¢j nema smysl a neni tak tieba vy-
naklddat prostiedky na jeji piipadné hledédni. [3]

Nyni jiz vyslovime tvrzeni, které zhruba tika, ze pokud mame dostatecné
rozumnou funkei spolecenského vybéru, pak je bud manipulovatelnd, nebo mezi
voliéi existuje diktator. Toto tvrzeni dokézali nezavisle na sobé A. Gibbard [11]

a M. A. Satterthwaite [20].

Véta 3 Gibbard-Satterthwaite Theorem
Neexistuje funkce spolecenského vybéru, ktera by soucasné splnovala vsechny

podminky (U*), (RC*), (R*), (D*) a (SP*).

Véta fikd, ze neexistuje pravidlo (funkce spolecenského vybéru), které by
pro libovolny profil (vysledek hlasovéni) vybralo pravé jednoho vitéze (a to z
nejméné tif moznych) a pritom nebylo manipulovatelné a mezi voli¢i neexistoval
diktator. Jinymi slovy, kazda funkce spolecenského vybéru f porusuje alespon
jednu z podminek uvedenych v této véte, tzn. ze pripousti aspon jednu moznost

z nasledujicich:

e Pro néktery z profilu neni funkce f schopna uréit vitéze (poruseni (U*)).
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e Mezi volici existuje diktator (poruseni (D*)). V tomto piipadé vlastné agre-
gace individualnich preferenci vibec nema smysl, protoze vitéze vzdy urci

voli¢, ktery je diktatorem, a to bez ohledu na preference ostatnich volicu.

e Funkce f nedokdze najit jediného vitéze (poruseni (R*)). Mnozina vitézu by
v tomto pripadé byla viceprvkova a bylo by nutno mezi témito alternativami

dale rozhodnout o jediném vitézi.

e Pocet alternativ, které muze funkce f vybrat jako vitéze je mensi nez tii
(poruseni (RC*)). V takovém piipadé se vybird pouze ze dvou moznych al-
ternativ a v této situaci vsechny ostatni podminky z Véty 3 spliiuje pravidlo

prosté vétsiny (viz [16]). Toto pravidlo je podrobnéji popséno v Kapitole 3.1.
e Funkce f je manipulovatelnd (poruseni (SP*)).

Od doby publikovani Gibbard-Satterthwaiteovy véty se objevilo mnoho knih
i ¢clanku, které ukazuji, ze pokud oslabime nebo ptipadné tplné vynechame kte-
roukoli z podminek ve Vété 3, pak existuje funkce spolecenského vybéru, ktera
splnuje vSechny ostatni podminky a kterd by byla pouzitelna pro demokratic-
ké urceni vitézné alternativy. Jednou z moznosti je naptiklad omezeni mnoziny
pripustnych profilu, kdy uvazujeme pouze tzv. Blackovy jednovrcholové preferen-
ce (blize viz [6] nebo [12]). Je ale otdzkou, zda jsme ochotni nékterou z podminek
oslabit ¢i se ji dokonce vzdat, protoze vSechny jsou dosti zasadni a jejich vynechani
by mohlo mit nezadouci dusledky (viz napt. [6]).

Postupem ¢asu se také ukdzalo, ze Arrowova véta a Gibbard-Satterthwaiteova
véta maji k sobé velmi blizko a ze se daji i dokézat pouzitim témér stejného

postupu, jak jiz bylo zminéno vyse (viz [18] a [25]).

2.5. Kardinalni funkce spolec¢enského blahobytu

V' predchozich kapitolach jsme pfipoustéli pouze ordindlni uspoiddani al-
ternativ a ukazali jsme, ze za tohoto predpokladu neexistuje ordinalni funkce

spolecenského blahobytu ani funkce spolecenského vybéru, které by spliovaly
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soubor uré¢itych velmi rozumnych pozadavku (viz Véta 2 a Véta 3). Jedinou
moznosti, jak néjakou takovou funkci najit, byla zatim pouze cesta oslabeni
néekterého z pozadavku, které jsme na tyto funkce kladli. Ukazuje se ale (viz napf-.
[21]), ze nemoznost existence téchto funkei plyne také z toho, ze uvazujeme pouze
ordinalni usporadani alternativ. V tomto ptipadé totiz mame relativné mélo infor-
maci o preferencich (sile a typu) jednotlivych voli¢u a nemuzeme ani porovnavat
intenzity preferenci mezi voli¢i navzdajem. Pokud vSak umoznime volicum do-
plnit své ordinélni preference o kardinalni informaci (napft. kolikrat je pro daného
volice lepsi alternativa a nez alternativa b) a umoznime tyto informace také mezi
sebou porovnavat, existuje agregaéni mechanismus splnujici vSechny podminky
Arrowovy véty. Takovou funkci pak nazyvame kardinalni funkci spolecenského
blahobytu a v literatufe ji nalezneme vétSinou pod oznacenim cardinal social
welfare function ([12]) nebo social welfare functional ([6], [15]).

Uvazujme tedy opét (kone¢nou) mnozinu volicu V' = {1,2,...,n} a kone¢nou
mnozinu alternativ A = {a,b,¢,...}. Ke kazdému volici ¢ € V uvazujme jeho
individualni funkci uwzitku W; : A — R, ktera kazdé alternativé a € A pritadi
realné cislo Wi(a). Cislo W;(a) lze interpretovat jako velikost (miru) uzitku, kterou
volici ¢ pTinasi alternativa a.

Individuélni funkce uzitku W; generuje relaci (slabého) usporaddni R; € R

mnoziny alternativ. Pro libovolné alternativy a,b € A staci definovat

Naopak to vsak mozné neni. Funkce uzitku v sobé obsahuje vice informaci nez
jen pouhé ordinalni usporadani, takze je ztejmé, ze samotné ordinalni usporadani
alternativ neni schopné individualni funkci uzitku generovat.

Uspotradanou n-tici funkei individudlnich uzitka (Wi, Ws, ..., W,) budeme

nazyvat profilem uzitku.

Definice 3 Kardindlni funkci spolecenského blahobytu nazyvame agregacni
funkci Fg, kterd profilu uzitka (Wi, Ws, ..., W,,) prifadi relaci R na mnoziné

alternativ A.
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Funkce Fgo tedy na zakladé individualnich funkci uzitku Wi, i« = 1,....n
(tj. na zéklade profilu uzitka (Wy, Wa, ..., W,,)) usporadd vsechny alternativy
z mnoziny A. Pokud porovname funkce F' a F¢, pak jejich vystup je stejny
(usporadéni alternativ), ale funkce Fio pouzivé jako vstup bohatsi informace nez
F.

Definice 3 je stejné jako v piipadé ordinalni funkce spolecenského blahobytu
vyslovena hodné obecné, tj. zatim nepozadujeme, aby funkce F dokazala pra-
covat s libovolnym profilem uzitku a ani aby vysledné usporadani R mnoziny
alternativ bylo uplné a tranzitivni.

Jak uz bylo zminéno vyse, budeme nyni pii agregaci vyuzivat navic i informace
o individualnim uzitku jednotlivych volicu pro ruzné alternativy. Tyto informace
vSak s sebou prinasi i problémy s jejich interpretaci i zpracovanim. Lze snadno
ukazat, ze pro volice ¢ € V mohou ruzné funkce uzitku W, generovat stejné
usporadani R;. Uvazujeme-li napiiklad mnozinu alternativ A = {a, b, ¢} a volice

i €V, pak funkce W; a W/, kde

1 prox=a 0,5 prox =a
Wi(z) =< 3 prox=5b a W/ (x)=4¢10 prox=5>
2 prox=c 8 prox=c,

generuji stejné usporadani R; alternativ: bR;cR;a. Z definic funkei W; a W/ je
ale vidét, ze kazda nese jinou kardinalni informaci; pti pouziti funkce W; volic¢
povazuje alternativu b za tiikrat lepsi nez alternativu a, zatimco pii pouziti W/
ji povazuje za dvacetkrat lepsi.

Déle je také nutno brat v tvahu, ze pokud pro kazdého volice ¢+ € V misto
funkce uzitku W; pouzijeme funkci uzitku k-W;, kde k € R™ je kladnd konstanta,
pak ziejmé profily uzitka (Wy, W, ..., W,,) a (k- Wi, k- Wy, ... k- W,) nesou
stejnou informaci a lis{ se pouze o skalovani.

Z vyse uvedeného je patrné, ze je nutné umeét rozeznat, které informace
v profilu uzitku skutecné vyjadiuji silu preference a které jsou pouze dusledkem
ruzné reprezentace téchto preferenci. K tomuto ucelu si nejdrive zavedeme ruzné

moznosti porovnavani uzitku a to pomoci tzv. smyslupnych tvrzeni o uzitcich.
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Obecné je téchto moznosti porovnavani mnoho, my pouzijeme pouze nasledujici

dvé:

e Porovnavani drovné (Level comparison, LC)
Necht a,b € A, 4,7 € V anecht W;(a) > W;(b). Pak fikdme, ze uZitek i-tého
volice z alternativy a je aspon tak velky jako uzitek j-tého volice z alterna-
tivy b. Pokud ¢ = j, porovnavame uzitky tykajici se jednoho volice (tzv.
individudlni porovnani), v piipadé ¢ # j pak dvou ruznych volicu (tzv.

interpersonalni porovnavani).

e Porovnavani jednotkové (Unit comparison, UC)
Pro a,b,c,d € A a 1,7 € V uvazujme redlné ¢islo A spliujici vztah
Wi(a) — Wi(b) = A(W;(c) — W;(d)). Pak cislo A vyjadiuje pomér mezi
wziskem/ztrdtou i-tého wolice v pripadé zmény z alternativy b na a“ a
wziskem/ztratou j-tého volice v pripadé zmény z alternativy d na ¢ neboli
mé smysl tyto (jednotkové) zmény uzitku porovnavat. Pro i = j opét

porovnavame tyto zmény pro jednoho voli¢e, pro i # j pro dva ruzné volice.

Vyse uvedené typy mozného porovnavani uzitku pouzijeme k vytvoteni klasi-
fikace kardindlnich funkci spole¢enského blahobytu. Vytvoiime tak nékolik tiid
téchto funkei a to v zdvislosti na tom, jaky typ méfitelnosti (ordindlni nebo
kardindlni) a porovnatelnosti (individudlni nebo interpersonalni) uzitku budeme
uvazovat (viz podminky ONC, CNC, OLC a CUC nize). Tiidy budou speci-
fikovany pomoci piipustnych transformaci, které nezméni vyznam profilu uzitku.
Stanovime tedy, vuci kterym zménam vstupniho profilu uzitki budou kardinalni

funkce spole¢enského blahobytu z dané tiidy invariantni.

Definice 4 Nechf F je kardindlni funkce spolecenského blahobytu. Rikéme,
ze profily uzitka (W, Wa, ..., W,,) a (W], W3, ..., W) nesou stejnou informaci,
jestlize Fe(Wy,Wa, ..., W,,) = Fc(W{,W3,...,W/}). V tomto piipadé se pak
funkce Fo nazyva invariantni vuci zmeéné profila uzitka z (Wy, Wa, ..., W,) na

(Wi, W3, ..., W) a naopak.
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V klasickém pristupu Arrowa bylo mozné pouze individudlni ordinalni
porovnavani alternativ, zadné kardinalni ani interpersonalni porovnavani nebylo

pripustné. Tento predpoklad lze vyjadrit nasledujici podminkou:

Definice 5 (ONC) Individudlni ordindlni porovnavani bez interper-
sonalniho porovnavani (Ordinal measurability with No interpersonal Com-
parability)

Rikame, ze profily uzitka (Wi, Wa,...,W,) a (W/, W4, ..., W) nesou stejnou
informaci ve smyslu ONC, jestlize pro kazdého volice ¢ € V existuje (pozi-
tivni) monotonni transformace ¢; : R — R tak, Ze pro vsechny alternativy
a € A plati W/(a) = ¢i(Wi(a)). Rikdme, ze funkce o sphiuje podminku ONC,
jestlize Fe(Wh,...,W,) = Fc(W{,...,W]) pro vSechny dvojice profilu uzitku
(Wh, ..., W), (W], ..., W), které nesou stejnou informaci typu ONC.

Podminka ONC umoznuje individualni funkce uzitku libovolné monotonné
transformovat (ptreskalovat) a to bez ztraty informace. Monotonni tranformaci lze
reprezentovat libovolnou rostouci funkei, tj. funkei, ktera zachovava usporadani
vstupnich hodnot.

Daéle uvazujme situaci, kdy je mozno porovnavat miru individualniho uzitku
pro jednotlivé alternativy, nicméné stdle jesté neptipoustime interpersondlni

porovnani uzitku. Tuto situaci vyjadiime podminkou:

Definice 6 (CNC) Individudlni kardindlni porovnavani bez interper-
sonalniho porovnéani (Cardinal measurability with No interpersonal Compara-
bility)

Rikédme, ze profily uzitka (Wi, Wa,...,W,) a (W/, W, ..., W) nesou stejnou
informaci ve smyslu CNC, jestlize pro kazdého volice ¢ € V existuji konstanty
ki € Rt a ¢; € R takové, ze W = k; - W, + g;. Rikdme, ze funkce Fg spliuje
podminku CNC, jestlize Fo(Wy,...,W,) = Fc(W],...,W/) pro vSechny dvojice
profili uzitka (Wh,...,W,), (W{,...,W/), které nesou stejnou informaci typu

CNC.
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Individualni funkce uzitku je za podminky CNC urcena jednozna¢né az na
(pozitivni) afinni transformaci, tj. je mozno ji libovolné preskalovat (kladnou
konstantou) a posunout vsechny hodnoty o libovolnou konstantu.

Abychom umoznili i interpersonalni porovnavani uzitku, uvazujeme dale

nasledujici podminku:

Definice 7 (OLC) Individudlni ordindlni porovnavani s interper-
sondlnim porovnavanim drovni (Ordinal measurability with interpersonal
Level Comparability)

Rikéme, ze profily uzitka (Wi, Wy, ..., W,) a (W], Wi, ..., W") nesou stejnou in-
formaci ve smyslu OLC, jestlize existuje (pozitivni) monotonni transformace ¢ :
R — R takovd, ze pro viechna i € V a Va € A plati W/(a) = ¢(Wi(a)). Rikdme,
ze funkce Fo spliuje podminku OLC, jestlize Fo(Wh, ..., W,,) = Fe(W{,...,W})
pro viechny dvojice profila uzitka (Wy,..., W), (W{,...,W}), které nesou stej-

nou informaci typu OLC.

V pripadé podminky OLC lze bez ztraty informace obsazené v profilu uzitku
jednotlivé individualni funkce uzitki monotonné transformovat, ale pouze v
piipadé, ze pro vSechny individualni funkce uzitku je tato transformace stejna.
V piipadé podminky ONC se tyto transfomace mohly pro jednotlivé volice lisit,
takze proto nebylo umoznéno interpersonalni porovnavani.

Posledni situaci, kterou zde budeme uvazovat, je situace, kdy muzeme
porovnavat také interpersondlni jednotkovy uzitek ze zmény varianty (tj.

umoznime interpersonalni jednotkové porovnavéni).

Definice 8 (CUC) Individudlni kardindlni porovnavani s interper-
sonalnim jednotkovym porovnavanim (Cardinal measurability with inter-
personal Unit Comparability)

Rikédme, ze profily uzitka (Wi, Wa,...,W,) a (W/, W, ..., W!) nesou stejnou
informaci ve smyslu CUC, jestlize existuji konstanty ¥ € R a ¢; € R, 1 € V,
takové, ze pro vSechna i € V plati W/ = k- W, + ¢,. Rikdme, 7ze funkce Fg
splniuje podminku CUC, jestlize Fo(Wy,...,W,) = Fo(W{,...,W!) pro viechny
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dvojice profilu uzitku (Wh,...,W,), (W7,..., W/), které nesou stejnou informaci

typu CUC.

V ptipadé podminky CUC je tedy mozno bez ztraty informace individudlni
funkce uzitku preskalovat (vSechny ale se stejnou kladnou konstantou) a posunout
(pro kazdé i € V' lze pFitom pouzit jinou redlnou konstantu).

Vyse jsme uvedli nékolik situaci, v nichz muzeme prohlasit, ze dva ruzné pro-
fily uzitkt nesou stejnou informaci, tj. jejich agregaci dostneme stejné skupinové
uspotradani mnoziny alternativ. Tento vycet vSak rozhodné neni uplny, dalsi typy

podminek lze nalézt napiiklad v [15].

Po zavedeni ruznych moznosti, jak srovnavat uzitky, nas bude zajimat, jakym
zpusobem je mozno tyto individudlni funkce uzitku W; (resp. cely profil uzitka
(W1, Wy, ..., W,)) agregovat do vysledného skupinového usporddani mnoziny al-
ternativ. S pouzitim dodatecnych podminek (ONC, CNC, OLC nebo CUC),
tykajicich se prave této méritelnosti a porovnatelnosti uzitku, Ize vyslovit analogii
Arrowovy véty (Véta 2). Predtim je ale nutno preformulovat podminky, které
jsou v ni pouzity, do jazyka funkci uzitku, protoze nyni misto individualnich
usporadani R;, ¢ € V', jsou vstupem do agregace prave individualni funkce uzitku
Wi, ieV.

Uvazujme nyni kardindlni funkci spolecenského blahobytu Fi a necht relace
R = Fc(Wy, Wy, ..., W,) poskytuje vysledné skupinové usporadani mnoziny al-
ternativ pro vstupni profil uzitkua (Wy, Wy, ..., W,,). Pro tuto funkei pak uvazujme

nasledujici vlastnosti:

(Uc) Univerzalni definiéni obor (Universal domain)
Definicnim  oborem  funkce Fo je mmnoZina vSech profilu uZitku

(Wi, Wo, ..., W,).
(T¢) Tranzitivita

Vysledné skupinové usporddant je tranzitioni, tj. R € R.

(P¢) Paretovsky princip (Weak Pareto Principle)
Pro libovolny profil uzitka (Wi, Wa, ..., W,) a kazdé dvé alternativy plati
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implikace:

Wi(a) > Wi(b) Vi € V = aPb.

(Ic¢) Nezavislost na irelevantnich alternativach (Independence of irrelevant
alternatives)

Pro vsechny dvojice profili. uzitki (Wi, Wo, ..., Wy) a (W, W3, ..., W) a

n

vsechny dvojice alternativ a,b € A plati implikace
(Wi(a) = W/(a) N\W;(b) = W/(b))Vi € V = (aRb < aR'D),

kde R = Fo(W!,W3,... . W?).

n

(D¢) Neexistence diktatora (Non-dictatorship)
Mezi volici neexistuje diktdator; diktatorem je volic ¢+ € V takovy, ze pro
libovolny profil uzitka (Wi, Ws, ..., W,) a vSechny alternativy a,b € A
plati W;(a) > W;(b) < aPb.

Nyni Ize jiz vyslovit nésledujici véta (viz [15]):

Véta 4 Necht md mnoZina alternativ alespori tvi navzdjem rizné prvky. Po-
tom neexistuje kardinalni funkce spolecenského blahobytu, kterd splnuje podminku

ONC nebo CNC a také soucasné vsechny podminky (Uc), (T¢), (Pc), (Ic) a (Dc).

Tato véta je pfimou analogii Arrowovy veéty, protoze ani jedna z podminek
ONC a CNC neptipousti porovnavani uzitku mezi jednotlivymi voli¢i navzajem.

Pokud interpersonalni porovnavani umoznime, pak se situace radikdlné zmeéni. V

(viz napft. [15] nebo [6]):

Véta 5 Necht md mnoZina alternativ alespori i navzdjem rizné prvky. Potom
existuje kardindlni funkce spolecenského blahobytu, kterd splnuje podminku OLC
nebo CUC a zdroven vsechny podminky (Uc), (Te), (Pc), (I¢) a (Dg).
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Piikladem funkce F splnujici podminky Véty 5 s variantou podminky OLC,
je tzv. mazimin, kterd vyslednou relaci R urcuje nésledujicicm zpusobem: pro
libovolny profil uzitka (Wy, W, ..., W,) a kazdé dvé alternativy a,b € A definu-
jme

aRb <= rlrél‘;l Wi(a) > IZIél‘;l W;(b).
Pro urceni skupinové preference mezi alternativami a a b jsou tedy pouzity nej-
horsi hodnoty uzitku téchto alternativ danych individudlnimi funkcemi uzitku
jednotlivych voli¢tu. Tato funkce lze rozsitit na tzv. leximin, kdy v pripadé rovnosti
nejhorsich hodnoceni (uzitku) je pro porovnani alternativ a a b pouzito jejich

druhé nejhorsi hodnoceni. To znamena, ze pokud

W

la

(@) := min Wi(a) = Wi, (b) := min W;(b),
pak rozhodnuti o skupinové preferenci mezi a a b provedeme na zakladé hodnot

Ay T, O

Pokud je hodnota odpovidajici alternativé a vétsi (resp. mensi) nez hodnota
odpovidajici alternativé b, pak aPb (resp. bPa). Pokud jsou obé hodnoty stejné,
pouzijeme pro porovnani jejich tieti nejhorsi hodnoceni. Tak pokracujeme az
do doby, kdy se nam podaii preference mezi a a b stanovit. Pokud se nepodaii
rozhodnout ani pii porovnéni jejich nejlepsich hodnoceni (tj. poslednich, co zby-
dou k porovnani), pak alb.

Nyni na ptikladu ukazeme, jak lze funkce mazimin a leximin pouzit k agre-
govani individualnich funkei uzitku a vytvorit tak vysledné skupinové uspotradani

mnoziny alternativ.

Piiklad 1 Uvazujme ¢tyii volice, tj. V = {1,2,3,4}, a mnozinu ¢tyf alternativ
A = {a,b, ¢, d}. Funkce uzitku pro jednotlivé volice jsou dény v Tabulce 2.1 vlevo.
Pro lepsi préaci s hodnotami individualnich funkei uzitku pro jednotlivé alternativy
je vhodné si tyto hodnoty pro kazdou z alternativ seradit podle velikosti - viz

jednotlivé tadky v Tabulce 2.1 vpravo.
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a b ¢ d Wia) |1 3 5 7
Wy |1 10 5 2

Wib) |1 2 4 10
Wo |3 2 4 7

Wile) |2 3 4 5
Wyl5 1 2 5 w2 3 5 7
Wil7 4 3 3

Tabulka 2.1: Funkce uzitku k Prikladu 1.

Pti pouziti funkce maximin porovnavame alternativy pouze podle jejich
nejhorstho hodnoceni od jednotlivych volict. Je tedy zfejmé, ze dostavame
nasledujici vztahy: alb, cld, cPa, cPb, dPa a dPb. Vysledné skupinové
usporadani pak dostavame ve tvaru: c/dPalb. Vidime tedy, ze jsme zatim ne-
dokazali rozlisit mezi alternativami a a b a také mezi c a d. V této situaci muzeme
pouzit funkci leximin. V piipadé indiferentnich alternativ pouzijeme k porovnani
i jejich dalsi hodnoceni. Pro alternativy a a b staci porovnat jejich druhé nejhorsi
hodnoceni a dostaneme jejich skupinovou preferenci aPb. Pro rozhodnuti o al-
ternativach ¢ a d musime vyuzit az jejich tfeti nejhorsi hodnoceni a dostavame
vyslednou preferenci dPc. Pomoci funkce leximin je tedy skupinové uspotradani
alternativ ve tvaru dPcPaPb.

Funkce mazimin a leximin splnuji podminku OLC, tudiz vysledek agregace
bude stejny, pokud misto puvodnich funkei uzitku Wj(x),i = 1,2, 3,4 pouzijeme
jejich libovolnou monotonni pozitivni transformaci. Uvazujme napiiklad transfor-
maci ve tvaru W/ (z) = 2W;(x)+3,i = 1,2, 3, 4. Hodnoty téchto transformovanych
funkef uzitku a také sefazené hodnoty pro jednotlivé alternativy (v fadcich) jsou

uvedeny v Tabulce 2.2.

a b ¢ d
e T W'a) |5 9 13 17
! W) |5 7 11 23
Wil9 7 11 17 :(0)
2 Wie) |7 9 11 1
Wil13 5 7 13 () ) s
3 W/d) |7 9 13 17
W/l17 11 9 9 /(d)

Tabulka 2.2: Transformované funkce uzitku k Prikladu 1.

Pro agregaci pomoci funkce leximin pouzijeme analogické postupy jako
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v piipadé agregace vychozich funkci uzitku a dojdeme ke stejnému vyslednému

usporadani alternativ, tj. dostaneme preference dPcPaPb. o

Funkci Fe spliujici Vétu 5 s variantou podminky CUC je napiiklad tzv.
pravidlo utilitarismu. V tomto ptipadé je skupinové usporadani pro kazdy profil

wzitka (Wh, Wa, ..., W,,) a kazdé dvé alternativy a,b € A definovéno vztahem

aRb < > Wi(a) > Y W;(b).
i€V i€V
Zde tedy porovnavame celkovy soucet uzitku, ktery dand alternativa prinasi véem
volicim dohromady - nejlepsi alternativou je ta, pro niz je tento celkovy soucet

nejvetsi.

Piiklad 2 Uvazujme opét ¢tyti volice, tj. V' = {1,2,3,4}, a mnozinu ¢tyf al-
ternativ A = {a,b,c¢,d}. Navdzeme na Piiklad 1, tj. funkce uzitku jsou dany
v Tabulce 2.1 vlevo. Skupinovou relaci preference nyni ziskdme pomoci pravidla
utilitarismu. V tomto pripadé potiebujeme pro kazdou z alternativ celkovy uzitek,

tj. dopocteme

> Wila) =16, > Wi(b) =17, > Wi(c) =14, > Wi(d) =17.

=% =% =% =%
Porovnanim vyse uvedenych hodnot (tj. pouzitim pravidla utilitarismu) ziskdme
vyslednou skupinovou preferenci ve tvaru bldPaPc.

Jak uz bylo vyse zminéno, pravidlo utilitarismu je funkce splinujici podminku
CUC, tj. skupinova preference bude zachovéna i v piipadé, ze kazdou z in-
dividudlnich funkeci uzitku afinné transformujeme; pfitom musime pouzit pro
vsechna i € V stejnou skdlovaci konstantu, konstanty pro posunuti se obecné

mohou lisit. Uvazujme tedy néasledujici transformované funkce uzitku W/ i € V:

Wo(z) = 2Wi(z) — 2,

W (z) = 2Wa(z) + 3,
/(x) = 2Wy(x) + 7,

Wi(z) = 2Wy(z)).



Funkéni hodnoty téchto upravenych funkef je opét vhodné shrnout do tabulky (viz

Tabulka 2.3). V poslednim tadku této tabulky je navic pro kazdou z alternativ

spocitan soucet hodnot prislusnych uzitkia od vsech volicu.

a b ¢ d
w0 18 8 2
wylr9 7 11 17
wy 1 1m 9 11 17
Wyl 14 8 6 6

2.

40 42 36 42

Tabulka 2.3: Transformované funkce uzitku k Prikladu 2.

Pouzitim pravidla utilitarismu pak dostaneme vyslednou skupinovou prefe-

renci bldPaPc, tj. stejnou jako v pripadé pouziti puvodnich funkei uzitku. o

Z Prikladu 1 a 2 je patrné, ze vysledné skupinové usporadani alternativ je

ovlivnéno metodou agregace individualnich funkei uzitku.

Z vyse uvedenych uvah a zejména pak z Vét 4 a 5 je tedy ziejmé, ze pokud

budeme po volicich pozadovat bohatsi informace nez jen ordinalni usporadani al-

ternativ, pak lze nalézt takovou agregacéni proceduru, kterd rozumnym zpusobem

z individualnich preferenci vytvoii i preferenci skupinovou. Je ale otédzkou, zda

jsou volici vzdy schopni tyto dodateéné informace vérohodné poskytnout.
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Kapitola 3

Priklady agregacnich funkci

V' predchozich ¢astech byly obecné predstaveny agregacni funkce, pomoci
nichz lze agregovat individudlni preference a ziskat bud vyslednou skupinovou
preferenci nebo mnozinu vitéznych alternativ. Jak ale plyne z Véty 2 (Arro-
wova véta), resp. z Véty 3 (Gibbard-Satterthwaiteova véta), neexistuje zadna
takova funkce, ktera by spliovala soubor ur¢itych rozumnych vlastnosti. Oba tyto
vysledky tak ve své podstaté objasnuji, proc¢ je obtizné najit néjakou ,dostatecné
dobrou* agregacni metodu.

V této kapitole se proto zamérime na nékteré pouzivané agregacni metody a
predstavime jejich vlastnosti. U vybranych také poskytneme ptimo jejich charak-
terizaci, tj. soubor nutnych a postacujicich podminek, které splnuji. Budeme
se zabyvat pouze ordinalnimi funkcemi spolecenského blahobytu a funkcemi
spolecenského vybéru, piiklady kardinalnich funkei spole¢enského blahobytu byly

uvedeny na konci predchozi kapitoly.

3.1. Pravidlo prosté vétsiny

Jednim z predpokladu, které jsme az dosud uvazovali, byl pozadavek na
minimalni pocet tii alternativ. Nyni vSak tento predpoklad opustime a budeme
predpokladat, Ze mnoZina A je pouze dvouprvkovdl. Je ziejmé, Ze v této situaci

nema prilis smysl striktné rozliSovat mezi ordinalni funkci spolecenského bla-

ISituace, kdy A = {a} je nezajimavé, protoze neni z ¢eho vybirat, alternativa a je vidy
nejlepsi.
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hobytu a ordinalni funkci spolecenského vybéru, protoze v principu davaji stejnou
informaci.

Uvazujme nyni dvouprvkovou mnozinu alternativ A = {a, b} a opét kone¢nou
mnozinu volicu V' = {1,2,...,n}. V této situaci lze o vitézi rozhodnout podle

tzv. pravidla prosté vétsiny.

Definice 9 Ordinalni funkce spolecenského vybéru f se nazyva pravidlo prosté

véetsiny, jestlize
ac f(Ry,...,R,) <= card{ieV;aR;b} > card{i € V; bR,a}
pro kazdy profil (Ry,..., R,) € R"™.

Prakticky to znamenad, ze pro urceni vitéze stac¢i porovnat pocet volicu, ktefi
preferuji alternativu a ptred alternativou b, s poc¢tem volicu, ktefi preferuji b pred
a. Z definice je téz patrné, ze volici, pro néz jsou obé alternativy stejné dobré, jsou
zastoupeni v obou mnozinach a tedy nemaji zadny vliv na vysledek volby. Na
nasledujicim jednoduchém prikladu ilustrujeme, jak lze pomoci pravidla prosté

vétsiny rozhodnout o vitézi v pripadé vybéru ze dvou alternativ.

Priklad 3 Uvazujme mnozinu 35 volicu, jejichz preference mezi alternativami a

a b jsou dany v Tabulce 3.1 vlevo.

pocet volicu ‘ preference

pocet volicu ‘ preference

14 aPb % LD
13 bPa 91 bR
8 alb ¢

Tabulka 3.1: Preference volicu v Prikladu 3.

K uréeni skupinového vitéze pomoci pravidla prosté vétsiny (dle Definice 9
staci porovnat pocet volicu, ktefi (slabé) preferuji a pred b, resp. b pred a. Tyto
udaje jsou uvedeny v Tabulce 3 vpravo. Protoze pocet volicu, kteri preferuji a
pred b je vyssi, vitézem je alternativa a. Zaroven je zrejmé, ze pokud bychom
neuvazovali nerozhodné volice, vysledek volby by byl stejny. o
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Pravidlo prosté vétsiny lze charakterizovat pomoci tif nize uvedenych vlast-

nosti.

Definice 10 (Anonymita, symetrie v argumentech) Necht II je mnozina
v8ech permutaci mnoziny V' = {1,2,...,n}. Ordindlni funkce spolec¢enského
vybéru f se nazyva anonymni, jestlize pro vsechny profily (Ry,...,R,) € R"

a vSechny permutace 7 € II plati

f(Rla .. 7Rn) = f(RT((l)7 SR Rﬂ(n))

Vlastnost anonymity vyjadiuje, ze vSichni voli¢i jsou si rovni. To znamen4,
ze pii agregaci zalezi pouze na jejich preferencich a nikoli naptiklad na jejich
oznaceni (indexu, jménu) nebo na poradi, v némz svou preferenci poskytnou.

Nez uvedeme dalsi vlastnost, zavedeme si nasledujici oznaceni. Uvazujme
mnozinu vsech permutaci mnoziny alternativ A a oznacme ji symbolem ®. Necht
¢ € ® anecht R € R je relace na A. Symbolem ¢(R) ozna¢me relaci na mnoziné

A takovou, ze

Definice 11 (Neutralita) Ordindlni funkce spolecenského vybéru f se nazyva
neutrdln, jestlize pro vsechny profily (Ry,..., R,) € R"™ a vSechny permutace
¢ € ® plati

F(Buy Ra) = 67 (FO(RY). ..., 6(Rn))

kde ¢~ je inverzni permutace k permutaci ¢.

Podminka neutrality zarucuje, ze zadnd z alternativ neni zvyhodnéna vuéi
ostatnim. Rovnost v definici fika, ze pokud alternativy pfejmenujeme, poté vy-
bereme vitéze a pak alternativam prifadime jejich puvodni jména, dostaneme
stejny vysledek, jako kdybychom pracovali s puvodnim oznac¢enim alternativ.
Znamend to tedy, ze pokud pouze zaménime oznaceni jednotlivych alternativ,

zustane vysledek volby stejny.
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Definice 12 (Striktni monotonie) Necht i € V' a necht R;, R, € R jsou dve
stejné relace s vyjimkou vztahu mezi jedinou dvojici alternativ a a b, pro které
plati

—(aR;b) NaRb  mnebo  bR;a A—(bR.a).
Ordinélni funkce spole¢enského vybéru f se nazyva striktné monotonni, jestlize

pro vsechny profily (Ry,...,R,) € R" a vSechny volice ¢ € V plati implikace
f(R1,...,RZ‘,...,Rn) :{a} = f(Rh’R;’an) = {a}’

f(Rl,...,RZ-,...,Rn):{a,b}:f(Rl,...,Rg,...,Rn):{a}.

Podminka se tyka situace, kdy se jeden z volicu rozhodne zménit své preferen-
ce tykajici se alternativ a a b a to tak, ze ,vylepsi“ pozici alternativy a vzhledem k
alternativé b. Pokud byla alternativa a jedinym vitézem pro puvodni preference,
zustane jedinym vitézem i po této zméné. Navic, pokud byly puvodné vitézné
obé alternativy a a b, tak po zméné preference je jedinym vitézem alternativa a.
Znamena to, ze v ptipadé remizy (tj. viceprvkové mnoziny vitézu) by k rozhodnuti
o jediném vitézi stacila zména preferenci jediného z volici.

Lze ukazat, ze pravidlo prosté vétsiny spliuje vSechny tii vyse uvedené vlast-
nosti, a také ze prave tyto vlastnosti jsou zaroven i charakterizaci této agregacni

funkece.

Véta 6 [16] V pripadé dvouprvkové mnoziny alternativ je pravidlo prosté vétsiny
jedinou ordindlni funkci spolecenského vybéru, které md vlastnosti anonymity,

neutrality a strikini monotonie.

Vyznam této charakterizace spociva v tom, ze v situaci pouze se dvéma alter-
nativami mnoho ruznych ordinalnich funkci spolecenského vybéru splyva prave
s metodou prosté vétsiny. Jednou z téchto funkei je i Bordova metoda nebo
nékteré z tzv. bodovacich funkei (viz nasledujici kapitoly), které pro dvé alterna-
tivy davaji stejny vysledek jako pravidlo prosté vétsiny. Protoze pravidlo prosté
veétsiny pro dvé alternativy spliuje vSechny ostatni podminky z Arrowovy véty,
je ziejmé, ze (bez zasadni modifikace) nelze rozsitit na situaci s vice nez dvéma

alternativami. [4]
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3.2. Bordovy metody

Uvazujme nyni opét situaci, kdy mnozina M obsahuje vice nez dvé alterna-
tivy. Dalsi moznosti, jak ziskat pouzitelnou agregacni funkci, je opustit pozadavek
na nezavislost funkce na irelevantnich alternativach. V tomto ptipadé je k agre-
gaci mozné pouzit napiiklad tzv. bodovaci funkce (scoring functions). Jsou to
funkce, které k agregaci vyuzivaji c¢iselné hodnoty, které jsou pftitazeny alter-
nativam podle jejich poradi v individualnich uspotadanich poskytnutych jed-
notlivymi voli¢i. Specidlnim piipadem bodovacich funkei jsou funkce zalozené na
pouziti tzv. Bordovy hodnoty. Tato hodnota, kterou je nutno urcit pro kazdou al-
ternativu, l1ze pak pouzit bud pro urcenf vitézné alternativy (viz Bordova metoda
z Definice 14) nebo pro konstrukei skupinového uspotradédni vsech alternativ (viz

Bordova potadova metoda z Definice 18).

3.2.1. Bordova metoda

Obé Bordovy metody jsou =zalozeny na tzv. Bordoveé hodnoté, ktera
je v zavislosti na poskytnutych preferencich pritazena kazdé z alternativ.
Predpokladejme, ze kazdy voli¢c uspotrada vSechny alternativy od nejvice pre-
ferované k nejméné preferované. Poté jsou jednotlivym alternativam pfritazeny
¢iselné hodnoty odpovidajici jejich potadi, tj. nejlepsi alternativa obdrzi jeden
bod, druhda v potradi dva body atd., nejhorsi alternativa obdrzi m bodu. Pokud
se voli¢ nemuze mezi nékterymi z alternativ rozhodnout (tj. umisti je na stejné
misto), je témto alternativam pfifazeno jejich prumeérné poradi. Pro kazdou z al-
ternativ a € A pak secteme jeji body od vSech volict a ziskame jeji celkové skore,
Bordovu hodnotu B(a).

Toto zavedeni Bordovy hodnoty se ale ukazuje jako neptiliS vhodné pro
teoretické zkoumani vlastnosti agregac¢nich metod, které ji pouzivaji. Z tohoto
duvodu se pro teoretické ivahy alternativné Bordova hodnota zavadi nasledujicim

zpusobem.

Definice 13 Uvazujme profil (Ry,...,R,) € R". Pro kazdou alternativu a € A
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definujeme Bordovu hodnotu B*(a) alternativy a vztahem

B*(a) = Z (card {b € A; bR;a} — card {b € A; aR;b}).

i=1

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze Bordovu hodnotu lze pocitat vice zpusoby, viz

Priklad 4.

Piiklad 4 Uvazujme dva volice a mnozinu ¢tyt alternativ A = {a, b, ¢, d}. Kazdy
z volicu seradil tyto alternativy od nejlepsi po nejhorsi a k dispozici méame tak

dvé poradi:
Ve poradt abecd a becad.

Nejdiive pro vsechny alternativy urc¢ime jejich Bordovu hodnotu B podle
poradi. Pro alternativu a dostdvdme B(a) = 1 + 3 = 4, nebot tato alternativa
se u jednoho volice umistila na prvnim misté a u druhého na tretim misté. Dale,
B(b) = 2+ 1 = 3, protoze alternativa b obsadila druhé a prvni misto. Obdobné
dopocteme také B(c) =3+2=5a B(d)=4+4=38.

Nyni pouzijeme k vypoctu Bordovy hodnoty vztah z Definice 13. Pro alter-
nativu a dostavame B*(a) = (1 —4) + (3 —2) = —2, nebot prvni voli¢ povazoval
jedinou alternativu za lepsi nebo stejné dobrou jako a a ¢tyfi alternativy za horsi
nebo stejné dobré jako a, zatimco druhy voli¢ povazoval tii alternativy za lepsi
nebo stejné dobré jako a a dvé alternativy za horsi nebo stejné dobré jako a. Ob-
dobné vypoéteme hodnoty pro zbylé alternativy: B*(b) = (2 —3) + (1 —4) = —4,
B (¢)=3-2)+(2—-3)=0aB*(d)=(4—-1)+(4—-1)=6. o

Z ptedchoziho Priikladu vyplyva, ze oba zpusoby vypoctu davaji na prvni
pohled odlisné vysledky. Vsimnéme si ale, ze pro vypoctené Bordovy hodnoty
jsme dostali B(b) < B(a) < B(c) < B(d) a B*(b) < B*(a) < B*(c) < B*(d).
Bordovu hodnotu pouzijeme ale jen pro vybér nejlepsi alternativy (resp. pozdéji
i k urceni poradi vsech alternativ), takze je podstatné pouze to, kterd z alterna-
tiv dosdhla v porovnani s ostatnimi alternativami nizsi (ptipadné vyssi) celkové
hodnoty. Samotnd Bordova hodnota pro danou alternativu bez porovnani s hod-

notami ostatnich alternativ nema zadnou vypovidaci schopnost. Pro dalsi pouziti
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tak nezalezi na tom, zda pouzijeme Bordovy hodnoty B nebo B*. Navic lze snadno
ukdzat, ze pro libovolnou alternativu a € A mezi hodnotami B(a) a B*(a) plati

vztah

B*(a) =2 B(a) — (m + 1),

kde m je pocet alternativ (viz také str. 50). Déle v textu budeme pro vypocet
Bordovy hodnoty pouzivat vypocet zalozeny na poradich, tj. hodnotu B, ktera
se vypocita jednoduseji nez B*.

Bordovu hodnotu lze pouzit k vybéru nejlepsi alternativy, neboli k definici

ordindalni funkce spole¢enského vybéru.

Definice 14 Ordindlni funkce spolecenského vybéru f se nazyva Bordova

metoda, jestlize pro kazdy profil (Ry,..., R,) € R" plati
f(Ry,...,R,) ={a € A; B(a) < B(b)Vb e A}.
Jak rozhodnout o vitézi pomoci Bordovy metody ukazeme v Piikladu 5.

Priklad 5 Uvazujme c¢yfti volice, jejichz preference na mnoziné péti alternativ
A ={a,b,c,d, e} jsou dany nasledujicimi vztahy:

voli¢ 1 aPbPicPidPe

voli¢ 2 cPhdlhaP,bPye

voli¢ 3 algelgdpgbpgc

voli¢ 4 bP4CP4dP4G,P4€.

Vzhledem k témto preferencim je jednotlivym alternativam od volicu

pritazeno bodové ohodnoceni, viz Tabulka 3.2.

voli¢ a b ¢ d e
1 1 2 3 4 5
2 25 4 1 25 5
3 2 4 5 2 2
4 4 1 2 3 5
celkem | 9,5 11 11 13,5 17

Tabulka 3.2: Bodové ohodnoceni jednotlivych alternativ v Ptikladu 5.
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U volicu 1 a 4 je stanoveni bodu zfejmé, jednotlivé alternativy obdrzely tolik
bodu, jaké bylo jejich poradi v uspotadani od nejlepsi k nejhorsi. U volice 2 obé

alternativy a a d obdrzely 2i23 = 2,5 bodu, protoze se tyto dvé alternativy délily
o druhé az tieti misto. Voli¢ 3 povazoval celkem tfi alternativy a, e a d za nejlepsi,
takze kazda z téchto alternativ obdrzela prumérnych Hgﬂ = 2 bodu. V posledni
radku tabulky je vypoctena pro kazdou z alternativ jeji Bordova hodnota. Nejnizsi
hodnoty dosahla alternativa a, ktera je tak vitéznou alternativou pii skupinové

volbé pomoci Bordovy metody. o

Obdobné jako pravidlo prosté vétsiny, i Bordova metoda lze charakterizovat
pomoci nékolika vlastnosti. Jednou z téchto vlastnosti je jiz vyse zavedena neu-
tralita (Definice 11). Dalsi vlastnosti je tzv. konzistence (viz Definice 15 nize),
ktera se tyka situace, kdy jsou voli¢i rozdéleni do dvou skupin a stejnou agregacni
metodou je v obou skupindch uréena vitézna alternativa (pfipadné mnozina
vitéznych alternativ). Pokud patii alternativa a mezi vitézné alternativy v obou
skupinach volicu, pak je pfrirozené pozadovat, aby pfi pouziti stejné agregacni
metody pouzité pro agregovani nezménénych nazoru vsech volicu najednou byla
opét mezi vitézi. Dale navic alternativu, ktera byla mezi vitézi pouze v jedné
skupiné volic¢u, povazujeme za horsi nez je alternativa, kterd pattila mezi vitéze
v obou skupinach voli¢ti. Pro vysloveni definice konzistence 1ze bez ijmy na obec-
nosti rozdéleni volicu z mnoziny V = {1,2,...,n} uvazovat ve tvaru V.= V; U V5,
kde Vi ={1,2,....p}, Vo ={p+1,p+2,....,n} a1l < p < n je prirozené ¢islo.
Takto definované mnoziny V; a V5 jsou neprazdné a disjunktni. V zavislosti na
tomto ¢lenéni volicu rozdeélime i profil (Ry,..., R,) € R" na dva diléi profily

(Ri,....,R)) €ERP a (Ry1,...,Ry) € R"P.

Definice 15 (Konzistence) Uvazujme mnozinu volicu V' = {1,2,...,n}. Or-
dindlni funkce spolecenského vybéru f se nazyva konzistentni, jestlize pro kazdé

prirozené ¢islo p splaujici 1 < p < n a kazdy profil (Ry,..., R,) € R" plati
J(Ri,...,R) N f(Rpi1,...,Ry) #0 =
- f(Rl,...,Rn):f(Rl,...,Rp)ﬂf(Rerl,...,Rn).
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Definice 16 (Vérohodnost, Faithfulness) Ordindlni funkce spole¢enského
vybéru f se nazyva vérohodnd, jestlize pro V = {1} a libovolny profil (R;) € R
plati

f(Ry) ={a € A; aRb, b€ A}.

Vlastnost vérohodnosti lze vyjadrit tak, ze v ptipadé pouze jednoho volice
je individualni preference zaroven i preferenci skupinovou, tj. alternativa, ktera
je volicem preferovana pred vSemi ostatnimi alternativami, je vitézem skupinové

volby.

Definice 17 (Zruseni, Cancellation) Ordindlni funkce spolecenského vybéru

f mé vlastnost zrusent, jestlize pro kazdy vyvéazeny profil (Ry, ..., R,) € R" plati
f(Ry,...,R,) = A.

Vyvdzengm profilem pritom rozumime profil (Ry,..., R,) € R" takovy, ze pro

vsechny dvojice navzajem ruznych alternativ a,b € A plati, ze
card{i € V; a R; b} = card{i € V; bR; a}.

Vlastnost zruseni tika, ze pokud pro vSechny navzajem ruzné dvojice alterna-
tiv a a b je pocet volicu preferujicich a pred b stejny jako pocet volicu preferujicich
b pted a, pak agregacni funkce neumi nalézt vitéze — v tomto ptipadé jsou vitézi
vSechny alternativy.

Nésledujici tvrzeni iikd, ze Bordova medoda spliuje vSechny vyse uvedené
vlastnosti, a také ze tyto vlastnosti jsou zaroven i charakterizaci této agregacni

metody.

Véta 7 [22] Jedinou ordindlni funkci spolecenského vybéru, kterd md vlastnosti

neutrality, konzistence, vérohodnosti a zruseni, je Bordova metoda.

3.2.2. Bordova poradova metoda

Bordovu hodnotu jsme dosud vyuzili jen k urceni vitézné alternativy, ale tato
hodnota lze vyuzit také pro konstrukei skupinového usporadani alternativ, tj. pro

definovani ordindlni funkce spolecenského blahobytu.
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Definice 18 Ordindlni funkce spolecenského blahobytu F' se nazyva Bordova
poradovd metoda, jestlize pro kazdy profil (Ry,..., R,) € R™ a kazdé alternativy
a,b € A plati

aRb — B(a) < B(b),

kde R = F(Ry,...,Ry).

Piiklad 6 V tomto piikladu navazeme na Piiklad 5, kde jsme vypocetli

nasledujici Bordovy hodnoty pro vsech pét uvazovanych alternativ:
B(a) =9,5 B(b) =11 B(c) =11 B(d) = 13,5 B(e) = 17.

Z téchto hodnot je zfejmé, ze vysledné skupinové usporddani alternativ
dostavame ve tvaru a RbIcRd Re, resp. a PbI ¢ Pd P e pokud pouzijeme ostré

preference. o

Bordova potradova metoda spliuje vSechny vlastnosti Arrowovy véty (viz
napf. [4]), s vyjimkou vlastnosti (I), tj. nezévislosti na irelevantnich alternativach.

Poruseni této vlastnosti ilustrujeme na nasledujicim ptikladu.

Piiklad 7 Uvazujme pét volicu a jejich preference na mnoziné ¢tyt alternativ
A = {a,b,c,d}. TTi volici se shodli na poradi alternativ abcd (usporddano od
nejlepsi k nejhorsi) a zbyli dva voli¢i stanovili své potradi jako bcda. Pro kazdou

z alternativ nyni vypocteme jeji Bordovu hodnotu:
B(a)=3-1+2-4=11,

B(bh)=3-2+2-1=38,
B(e)=3-34+2-2=13,
B(d)=3-4+2-3=18.

V tomto ptipadé je tedy skupinové poradi alternativ bacd.

Uvazujme nyni druhou situaci, kdy prvni tti voli¢i ponechaji usporadani alter-
nativ stejné (tj. abcd), ale zbyli dva voli¢i své potadi upravi na ba cd. Bordovy
hodnoty pro jednotlivé alternativy se zmeéni a dostavame B(a) = 7, B(b) = 8,
B(c) = 15 a B(d) = 20. Celkové poradi alternativ je nyni tedy abcd.

Kdyz se zamérime na vztah alternativ a a b, muzeme si v8imnout, Zze

v celkovém skupinovém poradi si alternativy a a b vyménily misto; zatimco
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v prvni situaci byla alternativa b lepsi nez a, v druhé byla naopak horsi. K této
zméneé doslo i presto, ze jednotlivi voli¢i nezménili své preference tykajici se téchto
dvou alternativ; v obou situacich prvni tii voli¢i preferovali a pred b a zbyli dva
pak b pred a. Znamena to, ze skupinova preference mezi a a b zavisela nejen
na relativni pozici téchto dvou alternativ vuci sobé, ale také na jejich pozici
vudi ostatnim alternativam. Tim je zfejmé porusena podminka (I) nezavislosti

na irelevantnich alternativach. o

Ve Vété 7 jsme predstavili charakterizaci Bordovy metody jako funkce
spolecenského vybéru. Obdobna charakterizace lze provést i pro Bordovu
pofadovou metodu, viz [17]. Pro charakterizaci jsou pouzity ¢tyfi vlastnosti:
neutralita, konzistence, zruseni a monotonie. Prvni tii podminky jsou analogii
k podminkam z Definic 11, 15 a 17. Ptfitom tato analogie je v principu stejna
jako napiiklad v pfipadé dvojic podminek (U) a (U*) nebo (D) a (D*) pouzitych
v Arrowové, resp. Gibbard-Satterwaitheove véte.

Podminka monotonie lze pro ordinalni funkce spolecenského blahobytu
vyslovit v nasledujicicm tvaru: Necht a,b € A jsou navzdjem rizné alternativy
a necht (Ry,...,R,),(R},...,R)) € R". Tyto dva profily necht jsou shodné
s vyjimkou existence jednoho volice i € V' a alternativy ¢ € A\ {a, b} takovych,
ze cR;a a aR)c. Potom plati implikace aRb = aP’b, kde P’ je ostra relace
preference indukovana relaci R = F(R,..., R)).

Podminka 71k, ze pokud ptuvodneé platilo aRb a jeden z voli¢u nésledné zménil
svou preferenci tykajici se alternativ a a ¢ z puvodnich ¢R;a na aR}c, pak v novém
skupinovém usporadani je alternativa a striktné preferovana pted alternativou b
(tj. aP’b). Monotonie tedy zarucuje posileni skupinové preference mezi dvéma
alternativami a to pomoci vylepSeni pozice lepsi z alternativ vzhledem k jiné

7 alternativ.

Véta 8 [17] Jedinou ordindlni funkci spolecenského blahobytu, kterd md vlast-

nosti neutrality, konzistence, zruSeni a monotonie, je Bordova potadovd metoda.
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Ptesnou formulaci vSech podminek a také diukaz tvrzeni o charakterizaci Bor-

dovy poradové metody lze nalézt v [17].

3.3. Bodovaci funkce

Jak uz bylo zminéno v predchozi c¢éasti, Bordova metoda patii mezi tzv.
bodovaci funkce. Opét uvazujme mnozinu m alternativ. A a mnozinu volicu
V = {1,2,...,n}. Bodovaci funkce se vétsinou pouzivaji v piipadé agregace
ostrych preferenci, tj. ddle budeme predpokladat, ze kazdy voli¢ poskytne ostrou
preferenci P; na mnoziné alternativ (tj. nepfipoustime nyni indiferenci mezi al-
ternativami). Tim je pro kazdého volice jednoznaéné déno ostré uspoiradani viech
alternativ od nejlepsi k nejhorsi. Mnozinu vsech ostrych usporadani na mnoziné A
oznac¢me symbolem L. Déle uvazujme tzv. bodovaci vektor s = (s1, S2, ..., Sm) €
R™. Hodnota s;, j € {1,2,...,m}, je pfitom bodovéa hodnota, ktera je pritazena
volicem alternative, ktera je na j-tém misté v jeho individudlnim uspotradani al-
ternativ. Celkové skére S(a) pro alternativu a € A je urceno jako soucet bodovych

hodnot ziskanych touto alternativou od vsech volicu, tj. je dano vztahem

S(a) = Z Sq(i),

eV

kde g(i) = card{b € A;bP,a} + 1, Vi € V. Podle toho, jakym zpusobem je
stanovem bodovaci vektor, bude vitézem bud alternativa s nejvyssim nebo nej-
nizsim celkovym skére. V néasledujici definici prevzaté z [23] je uvazovana vitézna

alternativa s nejvyssim skore.

Definice 19 Necht je ddn vektor s = (s1,82,...,8,) € R™ a profil
(P1,...,P,) € L" Ordindlni funkce spolecenského vybéru f® se nazyva

jednoduchd bodovaci funkce, jestlize plati
ac f*(P,...,P) = S(a) > S(b) Vb € A.

Pritom S(a) = >,y Sq0), kde q(i) = card {b € A;bPa} +1,Vi e V.
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Bordova metoda je specialnim piipadem jednoduché bodovaci funkce s vek-
torem $ = (m,m — 1,...,2,1). S ohledem na vyse uvedenou definici je vsak

vitézem alternativa s nejvyssim celkovym skére. Stejny vysledek jako Bordova

metoda by dala i kazdd bodovaci funkce s bodovacim vektorem s = (1, Sa, .. ., Sn)
spliujicim podminky s1 > s, a s;—5;_1 = 541 —5;, Vj = 2,...,m—1 (viz [23]).
Pokud bychom uvazovali bodovaci vektor tvaru s = (1,2,...,m — 1,m), pak

by pro libovolnou alternativu a € A bylo celkové skére S(a) rovno piimo Bordové
hodnoté B(a). V této situaci by ale vitézem byla alternativa s nejnizsim skore.

Dalsim prikladem jednoduché bodovaci funkce je pravidlo plurality, které
ziskdme pfi pouziti bodovactho vektoru s = (1,0,0,...,0). V tomto pripadé
tak volic dava vzdy préavé jeden hlas (bod) své nejvice preferované alterna-
tivé a vSechny ostatni alternativy jsou ohodnoceny nulou. Vitéznou alternativou
(pripadné alternativami) je pak ta, ktera ziskala nejvice hlasu (bodu).

V' definici bodovaci funkce neni zadny pozadavek na slozky bodovaciho
vektoru s, obecné tak pripoustime kladné, nulové i zaporné hodnoty ,bodu“
pridélovanych alternativam podle jejich potradi. Vzhledem ke zptusobu vybéru
vitézné alternativy (s maximélnim celkovym skoére) je vhodné uvazovat vektor s
spliujici podminky s; > so > ... > s, a pripadné i s; > s,,. Znamena to, ze
¢im je alternativa vyse v usporadani poskytnutym volicem, tim vice bodu obdrzi.
Ruznou volbou bodovaciho vektoru lze pak modelovat ruzné situace pii vybeéru
jedné nebo i vice alternativ.

Pokud bychom potiebovali z mnoziny alternativ vybrat dvé nejlepsi, muzeme
pouzit naptiklad pravidlo plurality a pak vybrat dvé alternativy s nejvysSim
skore. Voli¢ ale v tomto ptipadé dava hlas pouze jedné alternativée a vybér
druhé uz nemuze ovlivnit. Toto se da vyfesit pouzitim bodovactho vektoru
s = (1,1,0,0,...,0), kdy kazdému voli¢i umoznime zvolit pravé dvé alterna-
tivy — budou to ty, které umisti ve svém potradi na prvni a druhé misto. Pokud
zname pocet volicu, ktefi se zucastni hlasovani, pomoci bodovaciho vektoru
$=(1,0,0...,0,1 —n), kde n je pocet volicu, ddvame kazdému voli¢i automat-

icky pravo veta. Alternativa, ktera se umisti u nékterého z voli¢u na poslednim
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misté, obdrzi 1 — n bodu a jeji celkové skére je uz nutné nekladné. Kladného
celkového skére tak muze alternativa dosahnout pouze v pripadé, ze ji zadny

voli¢ neumistil na posledni misto.

Priiklad 8 Stejné jako v Piikladu 7 uvazujme pét volicu a jejich preference na
mnoziné ctyt alternativ A = {a,b, ¢, d}. TTi voliéi se shodli na poradi alterna-
tiv abed (uspordddno od nejlepsi k nejhorsi) a zbyli dva voli¢i stanovili své
poradi jako bcda. Budeme uvazovat pét ruznych situaci, v nichz rozhodneme o
vitézi postupné pomoci péti jednoduchych bodovacich funkci s bodovacimi vek-
tory s', 82, 8% 5% a 8, kde

(4,3,2,1),
(2,0, -2, —4),
(1,0,0,0),
(

170707 _5)7
(4,1,1,0).

Pro kazdou z alternativ a kazdy z bodovacich vektoru (tj. kazdou bodovaci

$1
$2
$3
$4
$5

funkei f¥,j=1,..., 5) vypocteme jeji celkové skére a urcéime vitéze — viz jed-
notlivé radky v Tabulce 3.3.

Funkce fSl a f$2 odpovidaji Bordové metodé a vitéznou alternativou je b.

Funkce f° je pravidlo plurality a tomto ptipadé je vitézem alternativa a,
protoze ,nasbirala“ nejvice prvnich mist.

Funkce fﬁ""4 je modifikované pravidlo plurality kombinované s pravem veta,
protoze alternativa na poslednim misté obdrzi -5 bodu. Vitézem je nyni alterna-

tiva b. Alternativa a se sice vicekrat umistila na prvnl'm miste, ale je penalizovana

a b ¢ d | vitéz
14 17 12 7 b

-2 4 -6 -16
2 0 0
-T2 0 -15
12 11 5 2

B A A @A
(S U
w

SIS SIS

Tabulka 3.3: Celkové skore alternativ z Piikladu 8 pro jednotlivé bodovaci vek-
tory.
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Pomoci funkce f¥ mizeme rozhodovat v situaci, kdy je velkd véha (pocet
bodu) kladena tomu, kdyz je alternativa povazovéna za nejlepsi a mezi dalsimi
pofadimi jiz neni moc vyznamny rozdil. Volbou hodnoty s; (body pro nejlepsi
alternativu) lze tuto vyznamnost prvniho a dalsich mist ovlivnit — zesilit nebo
zmirnit. Jak je vidét z Tabulky 3.3, v piipadé pouziti bodovaciho vektoru s° je

vitézem alternativa a. o

7 vySe uvedeného je patrné, ze volba bodovactho vektoru obecné ovlivni
vysledek agregace pomoci pouzité jednoduché bodovaci funkce. Navic plati (viz
napi. [2]), Zze pro pevné zvoleny profil 1ze vhodnou volbou bodovaci funkce za-
jistit vitézstvi pro libovolnou alternativu. V [2] je pak také stanovena podminka
(tykajici se vlastnosti profilu preferenci), ktera zaruci, ze vsechny bodovaci funkce
vyberou stejného vitéze.

V [23] 1ze nalézt dalsi typy bodovacich funkei, jejich vlastnosti a také charak-
terizace. Mimo jiné je zde také dokazano tvrzeni o charakterizaci Bordovy metody
(Véta 7), pricemz v dukaze je pouzito pravé faktu, ze se jedna o specidlni piipad

jednoduché bodovaci funkce.

3.4. Condorcetovy funkce

Pod oznacenim Condorcetovy funkce se skryva skupina agregacnich funkci,
které splnuji jistou podminku, nékdy nazyvanou jako Condorcetovo kritérium.

Predpokladejme, ze volici poskytli své preference na mnoziné alternativ A,
tj. ze mame k dispozici profil. Alternativa z mnoziny A se nazyva Condorcetova
alternativa nebo také Condorcetuv vitéz, jestlize pii parovém srovnavani porazi
vsechny ostatni alternativy z mnoziny A. Alternativa a € A je tedy Condorce-

tovym vitézem, jestlize pro kazdou alternativu b € A\ {a} plati, ze
card{i € V; a P;b} > card{i € V; b P, a}.

Alternativa se nazyva Condorcetuv poraZeny, jestlize je pti parovém srovnavani

se vSemi ostatnimi alternativami porazena.
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Agregacni funkce se nazyva Condorcetova funkce nebo také Condorcetova
metoda, jestlize jako vitéze vybere Condorcetovu alternativu, kdykoli tato al-
ternativa existuje.

Condorcetova funkce nemusi vzdy nalézt vitéze, protoze pro danou A a dany
profil obecné nemusi existovat Condorcetuv vitéz (a ani Condorcetuv porazeny).
Situace, kdy neexistuje Condorcetuv vitéz a dojde k tzv. cyklim, se nazyva Con-
dorcetuv paradox (viz Piiklad 10).

Samotné nalezeni Condorcetova vitéze je celkem jednoduché, staci porovnat
vSechny dvojice alternativ. Navic princip, na jehoz zakladé je vitézné alternativa
vybréana, je velmi blizky tomu, co povazujeme za demokratickou volebni metodu.

Nanestesti 1ze ukédzat (viz napt. [24]), ze zadna z bodovacich funkei neni Con-
dorcetovou funkci, tj. ani ¢asto pouzivand Bordova metoda nemusi jako vitéze
vybrat Condorcetovu alternativu. Nicméneé nikdy jako vitéze nevybere Condorce-
tova porazeného (viz napf. [4]).

Jak uz bylo zminéno (a jak také uvidime z Piikladu nize), Condorcetova alter-
nativa neexistuje vzdy. Nékdy se proto uvazuje tzv. slabd Concorcetova alterna-
tiva. Pro takovou alternativu pozadujeme, aby neprohréla pti zadném z parovych
srovnavani s ostatnimi alternativami, tj. aby nad vSemi ostatnimi bud zvitézila
nebo aspon remizovala. Zatimco Condorcetova alternativa (pokud existuje) je
jedind, slabych Condorcetovych alternativ muze byt vice. Piikladem slabé Con-

dorcetovy alternativy je alternativa a z Prikladu 13 nize.

Priklad 9 Uvazujme pét volictu a jejich preference na mnoziné ¢tyi alternativ
A = {a,b,c,d}. Tti volicéi se shodli na poradi alternativ abcd (usporadano od
nejlepsi k nejhorsi) a zbyli dva voliéi stanovili své poradi jako bcda. V Prikladu 7
jsme pomoci Bordovy metody jako vitéze urcili alternativu b.

Nyni zjistime, zda v tomto pripadé existuje Condorcetuv vitéz, pripadné Con-

dorcetuv porazeny. Pti parovém srovnavani dostavame nasledujici vysledky:

‘Vitéz ‘Vitéz
a:b=3:2 a b:c=5:0 b
a:c=3:2 a b:d=5:0 b
a:d=3:2 a c:d=5:0 c
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Vidime, ze alternativa a zvitézila ve vSech parovych porovnavanich s ostatnimi
alternativami a je tedy Condorcetovym vitézem. Alternativa d je porazena pfti

vsech parovych srovnavanich a je tedy Condorcetovym porazenym. o

Piiklad 10 Uvazujme mnozinu ¢tyt alternativ A = {a, b, ¢, d} a tfi volice s pref-
erencemi abced, bdca a cabd (uspordaddno od nejlepsi k nejhorsi). Parovym

srovnavanim dostavame nasledujici vysledky:

‘Vl'téz ‘Vl'téz
a:b=2:1 a b:c=2:1 b
a:c=1:2 c b:d=3:0 b
a:d=2:1 a c:d=2:1 c

Alternativa d je porazena pfi vSech parovych srovnavanich a je tedy Con-
dorcetovym porazenym. Dale vidime, Ze pti parovych porovnavanich a porazila
b, alternativa b porazila ¢ a ¢ porazila a. Zadna z alternativ tedy nezvitézila
ve vSech parovych porovnavanich s ostatnimi alternativami a Condorcetuv vitéz

neexistuje. o

Z predchoziho prikladu je tedy vidét, ze zpusob volby pouzivajici parové
porovnavani alternativ nemusi generovat vitéze ani tranzitivni skupinové
usporadani alternativ (viz také podminky Arrowovy véty).

Déle se ukazuje (viz napt. [9], [14]), ze pravdépodobnost, ze Condorcetuv vitéz
existuje, se snizuje s narustajicim poctem alternativ a/nebo volicu. Pro tuto
pravdépodobnost byly odvozeny i explicitni formule (napf. v [14] i pro piipad
slabych preferenci). Jen pro zajimavost (viz [4]), pro 25 voli¢u a 11 alternativ je
pravdépodobnost existence Condorcetova vitéze mensi nez %

V [8] je uveden piehled deviti zakladnich Condorcetovych funkei véetné jejich

vlastnosti. Nékteré z nich nyni predstavime blize.

3.4.1. Kemenyho pravidlo

Mezi Condorcetovy funkce se tadi tzv. Kemenyho pravidlo, které posky-
tuje kromeé vitéze i celkové tranzitivni usporadani mnoziny alternativ. Navic se

ukazuje, ze toto pravidlo mé mezi Condorcetovymi funkcemi vyjimecéné postaveni.
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Z duvodu snadnéjsiho formalniho zavedeni Kemenyho pravidla (viz [24], [8],
[12]) oznac¢me nyni alternativy A = {ay,as,...,a,}. Dale predpoklddejme, ze
vSechna uspofadani alternativ (neboli vSechny pouzivané relace) jsou ostré. Pro-
fily nyni uvazujeme ve tvaru P = (Py,...,P,) € L". Pro libovolné usporadédni

P € L zavedme tzv. volebni matici X¥ = (;3,)7}_,, kde

1 pokud  a; P ay,
xjp, =4 —1 pokud a;Paj,
0 pokud 5 =k.
Obdobné definujeme i pro cely profil P = (Py,..., P,) € L™ volebni matici
XP = (njk)Tk=1a kde nj je rozdil poctu volicu, ktefi preferuji a; pred a; a poctu

volicu, kteti preferuji a; pred aj, tj.
njr = card{i € V; a; Pya;} — card{i € V; a, P, a;}.

Definice 20 Ordinélni funkce spolecenského blahobytu K se nazyva Kemenyho
pravidlo (Kemenyho metoda), jestlize VP € L™ plati

PeKP) +— X .X'>xF.X" VvPec,
kde P € L a

m
xP.xr = Z Nk * Tjk-
k=1

Kemenyho pravidlo je zde sice zavedeno jako ordinalni funkce spole¢enského
blahobytu, ale obecné se muze stat, ze toto pravidlo nebude jednoznaéné (viz
Priklad 12). Jako vysledek pii agregaci tak nemusime dostat jedinou skupinovou
preferenci na mnoziné A, ale vice preferenci splnujici maximalizaéni podminku
z Definice 20. Symbol K (P) tak oznacuje obecné mnozinu vsech téchto vhodnych
preferenci. Tato situace plyne také z toho (odvozeni a blizsi vysvétleni viz napf.
[24]), Ze maximalizace vyrazu X' . X pies vSechna moznd ostra usporadéni
mnoziny A jistym zpusobem zarucuje minimalizaci (ve smyslu minimdlniho
medidnu) souctu ,vzdalenosti“ jednotlivych individualnich preferenci z profilu

P a hledané skupinové preference P € L.
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Velkou nevyhodou Kemenyho pravidla je jeho vyssi vypocetni narocnost. Ta
roste s poctem alternativ, protoze jejich pocet urcuje rozmeéry volebnich matic
pouzivanych pti vypoctu. Vyhodou je naopak to, ze v sobé spojuje vyhody
bodovacich funkei (zejm. vlastnost konzistence — viz Definice 15) a Condorce-

tovych funkei (najde Condorcetova vitéze, pokud existuje).

Véta 9 [8] Kemenyho pravidlo je jedinou funkci spolecenského blahobytu, kterd

je neutrdlni, konzistentni a Condorcetova.

Piiklad 11 Uvazujme mnozinu tif alternativ A = {a, b, c} a devét volici. Na
mnoziné A je moznych pravé 3! = 6 ruznych ostrych uspotadani, z nichz mohou

volici vybirat:
P abce P, beca
P, ach P cab
P; bac Ps cba

Kazdému z téchto uspoiadani odpovidd volebni matice X%, i = 1,2...,6. Pro

ilustraci uvedeme alespon dvé z nich:

0 11 01 —1
X = -1 01 a X5 =1 -10-1
—1-10 11 0

Nejdiive uvazujme piipad, ze tii voli¢i stanovili svou preferenci jako Py, dva
voliéi jako P3 a zbyli ¢tyti chtéji usporadani Ps. Oznacme tento profil jako P.
Nasim tkolem je najit vysledné skupinové usporadani alternativ pomoci Ke-
menyho pravidla.

Pro profil P uréime volebni matici X¥ pomoci

0 51
XF=3.X"+2.X"4+4.X%=(-5 01
—-1-10
Pro jednotliva usporddani Pi,...,Fs nyni urcime tzv. Kemenyho skoére

K(P) = XF.XF% i =1,...,6. Zvolenym skupinovym uspofdddnim je pak to,
které dosahne nejvyssiho skére. Postupné tedy vypocitame
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Z vysledku vidime, ze vysledné uspoiadani je P; (tj. abc), resp. vitéznou al-
ternativou je alternativa a. Snadno lze také ovérit, ze alternativa a je zaroven i
Condorcetovym vitézem.

Necht nyni voli¢i zménili svij ndzor a Ctyti z nich stanovili svou preferenci
jako P, dalsi tii jako Py a zbyli dva jako Ps. Tomuto profilu P’ odpovida volebni

. /
matice X' ve tvaru

0
XF—g.xPryr3.xPrpo.xB=1[3
1_

o O W
S Ot =

Kemenyho skére pro jednotliva usporadani jsou nyni
K(P) =14, K(Py) = -6, K(P;) =2, K(Py) =6, K(P5) = =2, K(F) = —14.

Z vysledku vidime, ze skupinové usporadani je opét P; s vitéznou alternativou
a. V tomto piipadé vsak Condorcetuv vitéz neexistuje, protoze pti parovém

srovnavani a porazi b, b porazi ¢ a nakonec ¢ porazi a. o

Piiklad 12 Uvazujme opét mnozinu tii alternativ A = {a,b,c} a 18 volicu.
Stejné jako v Ptikladu 11 je na mnoziné A moznych Sest ruznych ostrych
uspoiddani P, ..., Ps a k nim piislusné volebni matice X%, i =1,2...,6.

Uvazujme situaci, kdy pét voli¢t stanovilo svou preferenci jako Py, tii volici
jako Pj, pét volicu jako Py a zbylych pét uptrednostiuje usporadani Ps. Oznac¢me
tento profil jako IP. Vysledné skupinové uspotradéani alternativ ur¢ime opét pomoci
Kemenyho pravidla.

Pro profil P uréime volebni matici X* pomoci

XF=5.X43.XP45.X45.X5 = | —

o N O
co DN
S 00 N

Pro jednotliva uspotadani Pi,...,FPs; nyni vypocteme Kemenyho skoére

K(P)=XF.X" i=1,...,6 a dostdvdme

K(P) =16, K(P,) = —16, K(P;) = 8, K(Py) = 16, K (P5) = —8, K(Ps) = —16.
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Z vysledku vidime, ze usporadani Py (tj. abc) a Py (tj. bea) doséhla nejvyssiho
skore, tj. Kemenyho pravidlo poskytlo dvé mozna skupinova uspotradani, mezi
nimiz uz neumi rozlisit.

Snadno lze také ovérit, ze pro uvazovany profil P neexistuje Condorcetuv vitéz.
Je to také zrejmé z toho, ze ve dvou skupinovych uspotradanich navrhovanych

Kemenyho pravidlem jsou na prvnim misté dvé ruzné alternativy. o

3.4.2. Copelandova funkce

Druhou z Condorcetovych funkei, kterou si predstavime blize, je Copelandova
funkce. Na rozdil od Kemenyho pravidla se ale jedna o funkci spolecenského
vybéru, tj. pomoci této funkce je mozno vybrat pouze vitéznou alternativu
(mnozinu vitéznych alternativ) a nikoli ziskat celkové skupinové uspotadani al-

ternativ.

Definice 21 Ordindlni funkce spolecenského vybéru C se nazyva Copelandova

funkce, jestlize pro kazdy profil P € L™ plati
aj € O(P) <= c(aj) > clar)Va, € A,
kde Va; € A je c(aj) Copelandovo skdre alternativy a; dané vztahem
c(aj) = card{a, € A; n;, > 0} — card {a; € A; ny; > 0}.

Copelandovo skére pro alternativu a; je tedy rovno rozdilu poctu alternativ,
které alternativa a; porazi pii parovém porovnavani, a poctu alternativ, které
naopak porazi alternativu a;. Jednoduse feceno, je to pocet vitézstvi minus pocet
proher alternativy a; pfi parovych porovnavanich se vsemi ostatnimi alternati-
vami.

Vzhledem k Vété 9 nema Copelandova funkce tak hezké vlastnosti jako Ke-
menyho pravidlo. Naptiklad obecné negeneruje tranzitivni skupinové usporadant,
takze je vhodna jen k vybéru nejlepsi alternativy. Dalsi nevyhodou je, ze v situaci,

kdy neexistuje Condorcetuv vitéz, je relativné velka pravdépodobnost, ze mnozina

o8



vitézi bude viceprvkova. Tato pravdépodobnost je vétsi nez pii pouziti Ke-
menyho funkce a zvysuje se se snizujicim se poc¢tem alternativ [8]. Velkou vyhodou

Copelandovy funkce je ovsem jeji snadné pouziti.

Piiklad 13 Uvazujme mnozinu péti alternativ A = {a, b, ¢, d, e} a ¢tyfi volice,
kter{ vyjadrili svuj ndzor na usporadani alternativ (od nejlepsi k nejhorsi) takto:
abcde, cdabe, aedbc a bedae. Pomoci Copelandovy funkce urcéime vitéznou
alternativu. Nejdtive provedeme parové srovnavani pro vsechny dvojice alternativ

a urcime jednotlivé dilci vitéze:

vitéz vitéz
a:b=3:1 a b:d=2:2 /
a:c=2:2| / b:e=3:1 b
a:d=2:2| / c:d=3:1| ¢
a:e=4:0 a c:e=3:1 c
b:c=3:1 b d 3:1 d

Vidime, ze v piipadeé ti1 dvojic ((a, ¢), (a,d) a (b, d)) nelze rozhodnout, kterd z
alternativ je lepsi. Z parovych porovnavani také vidime, ze neexistuje Condorce-
tova alternativa, tj. alternativa, ktera pii parovych porovnavanich porazi vsechny
ostatni alternativy.

Pro urceni vitéze tedy pro kazdou z alternativ urcime Copelandovo skoére:

alternativa | pocet vyher pocet proher | Copel. skére
a 2 0 2
b 2 1 1
c 2 1 1
d 1 1 0
e 0 3 -3

Nejvyssiho skére dosahla alternativa a, kterd je tim padem vitéznou alternativou

dle Copelandovy funkce. o

3.4.3. Blackova funkce

Na zavér uvedeme jesté jednu Condorcetovu funkei, tzv. Blackovu funkca.

Alternativa je vitéznou alternativou dle Blackovy funkce v ptipadé, ze je

29



bud Condorcetovou alternativou nebo (pokud Condorcetova alternativa neexis-
tuje) vitéznou alternativou uréenou pomoci Bordovy metody. Pouzijeme-li profil

z Prikladu 13, pro néjz neexistovala Condorcetova alternativa, pak je vitéznou
hodnoty (B(a) =9, B(b) = 11, B(c) = 11, B(d) = 12, B(e) = 17).

Dalsi Condorcetovy funkce véetné jejich vlastnosti jsou popsany napt. v [§]

nebo [12].
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Zaver

Cilem prace bylo prehledné popsat zaklady teorie spolecenského vybéru a
tento cil byl dle mého nazoru splnén. Jsem si vSak védoma toho, ze jde skutecné
jen o pohled na povrch této teorie. Hloubéji jsem se bohuzel nemohla ponotit
z duvodu omezeného rozsahu této prace.

Na zacatku prace jsem ¢tenare uvedla do rozsahlé problematiky skupinového
rozhodovani a zminila nékolik ruznych pristupu a pohledu na skupinové
rozhodovani. Poté jsem se jiz zamérila na samotnou teorii spolecenského vybéru,
strucné popsala jeji historii a také uvedla potfebné zakladni pojmy a oznaceni.

Dalsi ¢ast prace jsem pak vénovala predstaveni ti{ zakladnich typu agregacnich
funkci a popisu jejich vlastnosti. Nejdiive jsem predstavila ordinalni funkce
spolecenského blahobytu, coz jsou funkce, které profilu individualnich preferenci
pritadi jedinou preferenci skupinovou. Z Arrowovy véty (Véta 2) ale bohuzel
plyne, ze najit takovou funkci, ktera by spliovala nékolik rozumnych pozadavk,
je nemozné. Pokud nepotfebujeme znat usporadani vsech alternativ, ale postaci
nam urcit pouze vitéze, lze pouzit k agregaci nékterou z funkci spolecenského
vybéru, které jsem obecné popsala v Kapitole 2.4. Ani v tomto ptipadé vsak
nelze najit dostatecné rozumnou funkci, jak plyne z Gibbard-Satterthwaiteovy
véty (Véta 3). Proto ma smysl uvazovat i kardindlni agregacni funkce (Kapi-
tola 2.5). Od voli¢u je ale v tomto piipadé pozadovana bohatsi (kardinalni) in-
formace o jejich preferencich na mnoziné alternativ. Tato bohatsi informace vsak
uz umoznuje konstruovat rozumné agregacni funkce, z nichz nékteré jsem v praci
primo zminila.

Zéaverecnou kapitolu jsem vénovala nékterym konkrétnim agregacnim funkeim
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(pravidlo prosté veétsiny, Bordovy metody, bodovaci funkce a Condorcetovy

VVVVVV

vlastnosti), popsala vztahy mezi nékterymi z nich a ilustrovala jejich pouziti na

konkrétnich prikladech.

Téma spolecenského vybéru je i v soucasné dobé stale aktualni a navic i velice
zajimavé, takze jsem pri studiu literatury narazila na spoustu dalsich nameétu,

které by staly za samostatné zpracovani. Za zminku stoji napriklad tato temata:
e bodovaci funkce a jejich vlastnosti,
e Condorcetovy funkce a jejich vlastnosti

e Nakamurovo cislo, které indikuje pravdépodobnost cyklu pii agregaci indi-

vidudlnich preferenci do skupinové preference,
e Arrowova véta a moznosti oslabovani jejich nékterych predpokladu,

e hodnoceni soutézi (sportovnich, péveckych, chovatelskych apod.), kdy jsou
soutézici hodnoceni skupinou porotcu a piipadné i podle vice kritérii (dis-

ciplin),
e vztah skupinového a vicekriterialniho rozhodovani,
e agregace rozhodnuti porotcu v soudni poroté.

Doufam, ze budu mit v budoucnu piilezitost se k nékterym z nich vratit.
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