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Uvod

Bakalatska prace se zaméfuje na pracovni listy konstrukénich uloh, protoze jako
budouci ucitelka matematiky jsem si védoma, ze planimetrie tvoii velkou ¢ast vyuky nejen na

zakladni Skole, ale i na stfedni Skole.

Z diivodu cCasové narocnosti rysovani v hodiné se casto nestihne probrat idedlni
mnozstvi latky a student tudiz nemusi pochopit vSechny dilezité souvislosti. Planimetrie je
zaklad geometrie, tudiz je pro studenta dulezité mit planimetrii skvéle prostudovanou. Student
by mél byt schopen rozboru, kde se vysvétluji dané kroky, samotné konstrukce, kde prokaze

schopnost pouzivani pomticek na rysovani, az po podminky fesitelnosti.

V Casovém rozmezi hodiny je témé&f nemozné se studenty procvicit vSechny typy
ptikladd, proto je mym cilem vytvofit pracovni listy, které mizou slouzit nejen ucitelim jako
podklady ve vyuce, ale i jako piiklady pro studenty k samostudiu. Protoze je kazdy piiklad
zaméfen na jinou problematiku v planimetrii, mohou pracovni listy v mé bakalaiské praci

zefektivnit vyuku zakladl pro geometrii a jejich vypocty.

K ptipravé pracovnich listll jsem vyuzila program GeoGebra, ktery je volné dostupny
software. Tento program lze vSeobecné vyuZzivat k nazornosti problematiky v matematice a je
jednoduse ovladatelny. Z tohoto diivodu je idealnim vyuzitim novych technologii a velice jasné
dokdze studentovi danou problematiku vysvétlit. Veskeré obrazky, které jsou pouZity

Vv bakalafské praci, jsou také vypracovany pravé v programu GeoGebra.

Bakalaiska prace se sklada ze dvou kapitol. V prvni kapitole se zamétuji na teorii
potiebnou k vypracovani pracovnich listi. Zaméfeni se tyka piedev§im zakladnich tvaru,
trojuhelnikti a ¢tyfuhelnikt. Zahrnuty jsou zde zakladni definice, dulezité véty a nazorné
ukazky formou obrazkii. Ve druhé kapitole je vysvétlen obsah feSeni, jeho dané soucasti,
vypracované zadani, véetné& jejich feSeni. Soucasti je také ptiloha, kterd je na konci bakalaiské
prace. V pfiloze najde ¢tenar zadani danych tloh, vEetné parametrti vybranych tak, aby ptiklady

mély minimalné jedno feSeni a dobfe se daly pouzit i pomticky k rysovani.

Jelikoz podporuji vyvoj novych technologii, které mliZzou studentim rozvijet jejich
piehled o ucivu a zaroven logiku pii jeho pouzivani, jsem velice rada, ze jsem mohla v mé

bakalafské praci vyuzit pravé program GeoGebra.



1 Planimetrie

Planimetrie je cast geometrie, kterd se zabyva geometrickymi Utvary v roving.
V néasledujicim textu se pocita s faktem, Ze Ctenar je jiz seznamen se zakladnimi polohovymi
vlastnostmi v planimetrii, jako je napfiklad definice pfimky nebo polohy piimek. V této
bakalarské praci se budeme zaméfovat piedev§im na trojuhelniky a Ctyiahelniky a jejich

vlastnosti. Text v naslednych podkapitolach je ptevzaty ze zdroju [1], [2] a [4].

1.1 Zakladni mnoziny bodt

Na tivod bychom si méli pfipomenout zakladni pojmy a jejich vlastnosti, se kterymi je
Ctenaf urcité jiz plné seznamen. Mezi zakladni Utvary planimetrie fadime naptiklad bod,

ptimku, polorovinu, uhel, dvojici thld, dvojici piimek.

Definice 1 Bod uré¢ujeme jako prusecik dvou ¢ar a ozna¢ujeme pismeny velké abecedy.
Poznamka. Body nazveme totozné v momenté¢, kdy spolu splyvaji, piSeme A = B.
Definice 2 Ptimka je ¢ara, ktera prochazi dvéma body.

Poznamka. Dvéma body prochazi jediné piimka. Pokud existuje dalsi pfimka, kterd obsahuje
tyto body, pak se jedna o pfimky totozné a vSeChny body piimky jsou taktéz totozné. Body,

které lezi na stejné ptfimce, nazyvame incidentni.

Definice 3 Bod rozdéluje pfimku na dvé navzajem opacné polopiimky a je jejich spolecnych

pocatkem.

Poznamka. Kazdy jiny bod, ktery neni poc¢atkem, je vnitinim bodem dané polopiimky. Pomoci

vnitiniho bodu (napt. X) a pocatku (napt. P) pak mizeme oznacit polopiimku PX.

Definice 4 Usecka AB je prinik dvou polopiimek: poloptimky AB a poloptimky BA, kdy body
A, B nejsou totozné, tj. A # B.

Definice 5 Pfimka déli rovinu na dvé navzajem opa¢né poloroviny a je jejich spole¢nou hranici

(hrani¢ni ptimkou).
Poznamka. Hrani¢ni ptimka nalezi obéma polorovinam.

Definice 6 Dvé ruzné polopiimky VA, VB se spole¢nym pocatkem V déli rovinu na dva uhly
AVB.



Definici thlu mizeme popsat i jinymi slovy, a to tak, Zze se jednd o oblast roviny, ktera je

ohrani¢ena poloptimkami se spole¢nym bodem (pocatkem).
Poloptimky VA, VB se nazyvaji ramena thlu a V se nazyva vrchol uhlu.
Definice 7 Konvexni uhel nazyvame takovy thel, kdy ¢ je 0 < ¢ < 180°.

Poznamka. Pokud je tthel 180° < ¢ < 360°, pak nazyvame tento tthel nekonvexni. Uhel

@ = 180° nazyvame uhel piimy a uhel ¢ = 360° se nazyva uhel plny.

Definice 8 Geometricky utvar se nazyva konvexni, je-li jakakoliv ise¢ka s krajnimi body

V libovolnych dvou bodech ttvaru soucasti tohoto utvaru.

Poznamka. Pokud geometricky utvar ma dva krajni body spojené useckou, kterd neni soucasti

utvaru, pak se dany utvar nazyva nekonvexni.

E D
F C
A B
Obrazek 1: Konvexni Sestivhelnik Obrazek 2: Nekonvexni ctyruhelnik

Definice 9 Osa uhlu je poloptimka s po¢atkem ve vrcholu thlu, ktera puli dany thel na dva

shodné thly.

Obrdazek 3: Osa ithlu < OPQ
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1.2 Trojuhelnik

Trojuhelnik je uren tfemi nekolinearnimi body (tj. body nelezici na jedné piimce), které

nazyvame vrcholy a tsecky urcené témito body se nazyvaji strany daného trojuhelniku.
Definice 10 Trojuhelnik ABC je prunik polorovin ABC, BCA, CAB. Piitom body A, B, C jsou
rizné a nelezi na jedné ptimce.

Poznamka. Trojuhelniky mtizeme dale ttidit.

Trojuhelnik ABC nazveme:

e pravouhly, jestlize je jeden z vnitinich uhlt roven 90°

e rovnostranny, jSOu-li v§echny jeho strany sob¢& rovny (vSechny vnitini tthly jsou
shodné)

e rovnoramenny, jsou-li jeho dv¢ strany rovny a sviraji stejny thel se stranou tieti

e ruznostranny (obecny), ma-li kazda strana jinou velikost (jeho thly se od sebe

1i&7)
( +
C C
)
A B A ]
Obrazek 4: Trojuhelnik rovnostranny Obrazek 5: Trojuhelnik rovnoramenny Obrazek 6: Trojuhelnik pravouhly

Poznamka. V pravothlém trojuhelniku plati tzv. Pythagorova véta.
Véta 1 Pythagorova véta

Jestlize a, b, ¢ jsou délky stran (a, b jsou odvésny a c je prepona) pravouhlého trojuhelniku,

pak plati vztah ¢ = a® + b?.
Véta obracena k Pythagorové vété

Jestlize plati vztah ¢ = a? + b2, potom jsou a, b, ¢, délky stran pravouhlého trojuhelniku.

10



Véta 2 Soucet velikosti vnitinich thla v trojuhelniku je 180°.
Véta 3 Soucet velikosti jakykoliv dvou stran trojuhelniku musi byt vétsi nez velikost strany
treti.

Poznamka. Tuto nerovnost nazyvame tzv. trojuhelnikovou nerovnosti. Pokud nastane situace,
ze soucet velikosti dvou stran je roven velikosti strany tieti, pak tieti bod lezi na Gsecce, ktera
je spojnici dvou prvnich bodl, tzn., nejednd se o trojuhelnik. Proto musi platit

|AB| < |AC| + |BC]|, (resp. |AC| < |AB| + |BC|,resp. |[BC| < |AC| + |AB|).

Véta 4 Proti shodnym strandm trojuhelniku lezi shodné wnitini uhly. Proti vétsi strané

trojihelniku lezi 1 vétsi thel a naopak.
Definice 11 Stfedni pficka trojuhelniku je usecka, spojujici stiedy dvou stran trojihelniku.
Véta 5 Kazda stredni pricka trojuhelniku je rovnobézna s tou stranou trojuhelniku, jejiz stied

nespojuje. Jeji délka je rovna poloving délky této strany.

C

Obrazek T: Stiedni pricky v trojuhelniku

Definice 12 Kolmice spusténd z vrcholu na proté&j§i stranu se nazyva vyska trojihelniku.
Prisecik kolmice s protéjsi stranou se nazyva pata vysky. Vysky se protnou v jediném bodé¢,

které nazyvame ortocentrum. Zna¢ime ho O.

Definice 13 T¢Znice trojuhelniku je tisecka, ktera spojuje vrchol a stied protéjsi strany. TéZnice

Vv
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Vv

2%

C C

(&

Obrdzek 8: Téznice a vyska na stranu ¢ Obrazek 10: Vysky a ortocentrum

Definice 14 Kruznice opsana trojuhelniku je kruznice, které nalezi vSechny vrcholy daného

trojuhelniku. Stfed kruznice opsané trojuhelniku je prusecik os stran trojuhelniku.

Definice 15 Kruznice vepsana trojuhelniku je kruznice, ktera se dotykd vSech stran

trojuhelniku. Stied kruznice vepsané trojuhelniku je prusecik v§ech vnitinich thli trojahelniku.

C 7

Obrazek 11: Kruznice opsana trojuhelniku ABC Obrazek 12: Kruznice vepsana trojuhelniku ABC

Definice 16 Trojuhelnik ABC je podobny trojuhelniku A'B’C’, pravé kdyz existuje kladné ¢islo
k tak, ze pro jejich strany plati |A'B'| = k- |AB|, |B'C'| = k- |BC|, |C'A’'| = k - |CA|, neboli
c'=k-c, aa=k-a b =k-b.
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Poznamka. Cislo k se nazyva koeficient podobnosti trojuhelnikit ABC, A'B'C’. Je-lik < 1,
pak se jedna o zmenSeni trojuhelniku A'B'C’, pokud k > 1, pak ses jednd o zvétSeni

trojthelniku A’'B’C’. Pokud k = 1, trojuhelniky jsou shodné.
Véta 6 Dva trojuhelniky, které se shoduji ve dvou thlech, jsou podobné.

Véta 7 Dva trojuhelniky, které maji stejny pomér velikosti délek dvou stran a ahlu jimi

sevieného, jsou podobné.

Véta 8 (Véta Ssu) Kazdé dva trojuhelniky jsou shodné pravé tehdy, kdyz se shoduji ve dvou

stranach a uhlu proti vétsi z nich.

Véta 9 (Véta sus) Kazdé dva trojuhelniky jsou shodné pravé tehdy, kdyZ se shoduji ve dvou

strandch a thlu jimi sevieném.

Véta 10 (Véta sss) Kazdé dva trojahelniky jsou shodné pravé tehdy, kdyz se shoduji ve ttech

stranach.

Véta 11 (Véta usu) Kazdé dva trojuhelniky jsou shodné prave tehdy, kdyz se shoduji v jedné

stran¢ a ve dvou uhlech k ni ptilehlych.

1. 3 Mnohouhelniky

Lomena ¢ara Ay, A4, ..., A, (n = 2) se skladd zusecek, z nichz kazdé dvé sousedni maji
spolecny praveé jeden krajni bod a nelezi na téze ptimce, tudiz |AgA4], |A143], .., |An_14nl.
Tyto usecky se nazyvaji strany lomené ¢ary a body - Agy, A4, ..., A, se nazyvaji vrcholy lomené

cary. Lomena Cara se nazyva uzaviena, jestlize - A = A,,.

Definice 17 Uzaviena lomena Cara spolu s ¢asti roviny ohrani¢enou touto lomenou ¢arou se

nazyva mnohothelnik.

Poznamka. Nejmensi moZzny mnohouhelnik je trojahelnik.
Véta 12 Pocet thlopficek v n-thelniku je % n(n—3).
Véta 13 Soucet velikosti vSech vnitinich uhli konvexniho n-uhelniku se rovna (n — 2) - 180°.

Poznémka. Pravidelny n-uhelnik ma shodné vSechny své strany i v§echny vnitini thly.

13



1. 3. 1. Ctyiuhelniky

Definice 18 n — thelnik, kde n = 4, se nazyva Ctyithelnik.
Definice 19 Ctytuhelnik, kterému Ize opsat kruznici, nazyvame tétivovy.

Priklad. Mezi tétivové cCtyfuhelniky patii naptiklad ctverec, obdélnik, rovnoramenny

lichobéznik atp.

Véta 14 Soucet protéjsich vnitinich thla tétivového ctyfuhelniku je roven 180°.
Definice 20 Ctytuhelnik, kterému lze vepsat kruznici, nazyvame te¢novy.

Ptiklad. Mezi te¢nové ¢tyiuhelniky patii naptiklad ¢tverec, kosoctverec, deltoid, atp.
Véta 15 Soucty délek dvojic protéjSich stran teCnového Ctyithelniku jsou si rovny.
Definice 21 Ctyfuhelnik, kterému lze vepsat i opsat kruznici, nazyvame dvojsttedovy.
Ptiklad. Mezi dvojstfedové ¢tyithelniky patii naptiklad ¢tverec.

Ctyfuhelniky délime na:

e Riznobézniky — takovy Ctyfuhelnik, kde ani jedna dvojice stran neni se
sebou rovnobézna
e Lichobézniky — takovy ctyithelnik, kde dvé jeho strany jsou rovnobézné
(tzv. zékladny) a zbylé dvé€ strany rovnobézné nejsou (tzv. ramena).
- Lichobézniky miiZzeme déle délit: obecny, rovnoramenny a pravouthly
lichobéznik
e RovnobéZniky — takovy ctyfuhelnik, kde ob& dvojice stran jsou se sebou
rovnobézné
- Rovnobézniky dale délime
= podle velikosti thla (kosouhlé — kosoctverec, kosodélnik;
pravouhlé — ¢tverec, obdélnik)
= podle velikosti stran (rovnostranné — kosoctverec, Ctverec;

ruznostranné — obdélnik, kosodélnik)

14



Obrazek 13: Rovnoramenny lichobéznik Obrazek 14: Pravouhly lichobéznik

Véta 16 Uhlopricky ve &tverci puli Gthly u odpovidajicich vrchol.
Véta 17 Strany ¢tverce jsou na sebe navzajem kolmé a velikost vSech stran je stejna.

Véta 18 Strany obdélnikll jsou na sebe navzajem kolmé a dvojice rovnob&znych maji stejnou

velikost.
Véta 19 Uhlopiicky ve &tverci se piili a jsou na sebe navzajem kolmé.

Véta 20 Obdélnik i ¢tverec je stfedové soumérny se stfedem soumérnosti v praseciku

uhlopricek.

Véta 21 Uhel, ktery sviraji ahlopiicky obdélniku nad stranou BC, resp. BA, je dvojnasobek
uhlu, jenZ svira thlopficka se stranou AB, resp. CB. Ozna¢me S prisecik thlopticek AC, BD

obdélniku ABCD. Plati: |« BSC| = 2 - |« CAB|a |« ASB| = 2 - |«CBD|.
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2 Konstruk¢ni ulohy

Vsechny rozbory a feSeni jsou zpracovany stejnym zpusobem, jako v [3].

Kazda konstruk¢ni lloha ma feseni, které se sklada z rozboru ulohy, popisu konstrukce
(konstrukce samotna je soucasti popisu konstrukce u neparametrickych uloh), dikazu
spravnosti konstrukce, podminky feSitelnosti a diskuse. Dukazy v pracovnich listech
V nasledujici podkapitole nebudeme uvadeét, jelikoz budeme pouzivat pii konstrukci pouze

shodna a podobna zobrazeni, ¢i mnoziny bodu dané vlastnosti.

Rozbor tulohy je zasadni ¢asti feSeni konstrukéni ulohy. V ramci rozboru je provedena
analyza celé situace, kterd obsahuje nalezeni v§ech nutnych podminek, které vedou ke stanoveni
postupu pfi feSeni ulohy. Zde také zjistime, zda jsou potieba pouze ekvivalentni kroky, ¢i je
potieba dolozit i ditkaz urcitého kroku. Soucasti rozboru je i obrazek, ve kterém jsou idealné

zietelné vyznaceny vSechny zadané informace a metrické udaje.

Popis konstrukce obsahuje jednotlivé kroky, které nam stru¢né popisuji postup
konstrukce hledaného planimetrického utvaru. Je zalozen na analyze rozboru konstrukéni
ulohy. Pokud se jednd o neparametrickou ulohu, pak bezprostiedn¢ po popisu konstrukce

nasleduje i samotnd konstrukce hledaného utvaru s danymi metrickymi tidaji.

Podminky FeSitelnosti uvadime v kazdém fesSeni parametrické konstruk¢ni tilohy. Na
zakladé provedeného rozboru a nasledného popisu konstrukce v nich sumarizujeme vSechny

nutné a postacujici podminky potfebné ke konstrukci daného utvaru.

Diskuse o poctu feseni je nedilnou soucasti feSeni konstrukéni tlohy. Uvadime ji jak u

parametrickych uloh, tak i u neparametrickych uloh.
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2.1 Pracovni listy

Dan¢ pracovni listy jsou vypracovany s minimalnim pouzivanim matematickych znaka

a zkratek, jelikoz jsou urCeny predevsim k samostudiu ¢i procvicovani pro stiedoskolské

studenty. Timto se potencialn¢ zamezi Spatnému vylozeni a prisp&je k spravnému pochopeni

problematiky ptikladu.

Pracovni listy ¢tenaf najde na odkazu nize:

https://www.geogebra.org/u/tamara fry%C4%8Dkov%C3%A1l

Seznam pouzitych symbola

A B, A .. body 4, B, A, ...

P q primka p, q

strana AB usecka s krajnimi body (vrcholy) Aa B

polopiimka AX polopiimka s poCatkem A a vnitinim bodem X

X 0PQ uhel s vrcholem P a rameny OP a PQ

k(A1) kruznice k se stfedem A a polomérem r

|AB]| velikost usecky AB

p polomér kruZnice trojihelniku vepsané

r polomér kruZnice trojihelniku opsané

v kolmice z vrcholu C /B /A na protgjsi stranu

t usecka z vrcholu C /B /A na stied protéjsi strany

P prasecik kolmice z vrcholu C /B /A na protéjsi stranu a protéjsi strany

T Thaletova kruZnice

a, B,y vnitini thly trojahelniku u vrcholu 4, B, C

T prusecik usecky z vrcholu C/B/A na stied prot&jsi strany a protéjsi
strany

e f uhlopticky ve ¢tyttihelniku

0 osa pasu rovnobezek
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https://www.geogebra.org/u/tamara_fry%C4%8Dkov%C3%A1

1. Sestrojte trojihelnik ABC, znate-li a, v,, v},.
Rozbor

Vrchol A je vzdalen v, od strany BC, tj leZi na pfimce p, ktera je rovnob&Zzna s useckou
BC ave vzdalenosti v, od piimky BC. Pata vysky P, lezi na Thaletov¢ kruznici . nad iseCkou

BC a soucasné je ve vzdalenosti v, 0od bodu B, tj. nalezi kruznici l(B, vy).

\ 4 ,
B
AN
\\\
AN
\\\ilb B8O
\\ |
N
N
1 N
AN
™~
B . \i o
Obrdzek 15

Popis konstrukce

1. Umistime stranu BC, |BC| = a.
2. Narysujeme Thaletovu kruZznici 7.
3. Sestrojime kruznici (B, vy).
4. Sestrojime prusecik P, Thaletovy kruZnice 7. a kruZnice . P, je pata vySky na
stranu AC.
. Narysujeme poloptimku z bodu C s vnitinim bodem V.

5
6. Sestrojime rovnobézku p se stranou BC, ktera bude ve vzdalenosti v, od strany BC.
7. Sestrojime vrchol A jako prusecik poloptimky CV,, a rovnobézky p.

8

Sestrojime trojuhelnik ABC.

Podminky FesSitelnosti a diskuse Konstrukéni tlloha ma pravée jedno feSeni v poloroving, pro
v, < a.Prov, = a (kruznice se sttedem B a polomérem v, neprotne Thaletovu kruznici) dana
uloha nema zadné teSeni.
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2. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li c,v., a
Rozbor

Uvazujme rovnobézky p, q, jenz jsou od sebe vzdaleny v,. Vrcholy trojuhelniku A, B
leZi na pfimce p a vrchol C leZi na piimce q. Zaroven vime, Ze strany AB a AC sviraji thel a,
tudiz poloptimka AX bude svirat se stranou AB uhel a. Z toho vyplyva, ze vrchol C bude nalezet

pfimce g a zaroven polopiimce AX.

C

q

Obrazek 16

Popis konstrukce

1. Umistime stranu AB, |AB| = c.

2. Narysujeme pifimku q, jenz je ve vzdalenosti v, od piimky p = < AB a je Sni
rovnobézna.

3. Narysujeme poloptimku AX, ktera svira uhel velikosti a se stranou AB.

4. Sestrojime vrchol C jako prisecik polopfimky AX a ptimky q.

5. Sestrojime trojuhelnik ABC.

Podminky feSitelnosti a diskuse Konstrukéni tloha ma jedno feSeni v poloroviné pro a <
180°. Uloha nema 74dné feSeni pro a = 180° (jinak spor svétou o souctu uhld

Vv trojuhelniku).
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3. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, t., t,.

Rozbor

Vime, ze t¢zisté¢ je vzdy vzdaleno % délky téznice od odpovidajiciho vrcholu
trojuhelniku a é délky téznice od stfedu protejsi strany. Tudiz tézisté T trojtihelniku ABC nalezi
kruznici k(B; gtb) a kruznici I(C; gtc). Stied T, strany AB je vzdalen o t,. od bodu C, proto

leZi na poloptimce CT a kruznici m(C; t.). Stied T}, strany AC je vzdalen o t;, od bodu B, proto

leZi na polopiimce BT a kruznici n(B; t,). Bod A leZi na polopfimkach BT.a CT,,.

Obrazek 17

Popis konstrukce

1. Umistime stranu BC, |BC| = a.

Sestrojime kruznici k(B; =ty).

Sestrojime kruznici I(C; %tc).

Sestrojime prisecik T kruznice k a kruZnice [.
Narysujeme polopiimku CT.

Sestrojime kruznici m(C; t.).

Sestrojime prusecik T, kruZznice m a poloptimky CT.

Narysujeme polopiimku BT.

© oo N o a k~ W

Sestrojime kruznici n(B; t,).
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10. Sestrojime prisecik T, kruznice n a polopiimky BT.

11. Narysujeme poloptimku BT.,.

12. Narysujeme poloptimku CT,.

13. Sestrojime vrchol A jako prusecik poloptimek BT, a CT,,.
14. Sestrojime trojuhelnik ABC.

Podminky feSitelnost a diskuse Konstrukéni uloha ma pravé jedno feseni v poloroviné pro

a < gtb + gtc. Pokud by prisecik kruznice k a kruznice [ byl pouze jeden (tj. a = 2 t, +

A%

v - sy vra s o wr . 2 2 , ry oy
kruznice [ nemaji zadny prusecik (tj. a > st 3 t.), pak tloha nema feseni.
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4. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li b, t., v,
Rozbor

Uvazujme rovnobé&zky p, q, jenz jsou od sebe vzdaleny v,. Vrcholy A, C trojuhelniku
ABC lezi na rovnobézce p a vrchol B lezi na rovnobézce q. Jelikoz T, je stied strany AB, lezi
T, na ose pasu rovnobézek p, q a zaroven na kruznici k(C; t.). Bod B lezi na polopiimce AT,

a soucasn¢ na rovnobeézce q.

Obrazek 18

Popis konstrukce

Umistime stranu AC, |AC| = b.

Sestrojime rovnobézku q se stranou AC, ktera bude ve vzdalenosti v;, od strany AC,
Narysujeme osu pasu o.

Sestrojime kruznici k(C, t.).

Sestrojime prusecik T, kruznice k a osy pasu o.

Narysujeme polopiimku AT,.

Sestrojime vrchol B jako prisecik ptimky q a poloptimky AT,.

© N o a k~ w NP

Sestrojime trojuhelnik ABC.
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, v v < “ i o~ v . 1
Podminky FeSitelnosti a diskuse Konstrukéni tiloha ma 2 feseni v poloroviné pro SV <t
, . T I | , , .
Pokud osa pasu o a kruznice k ma pravé jeden prusecik (tj. S Vb= t.), uloha mé pouze jedno

v . . v 1 , Mt 4w
feSeni. Neprotne-li se osa pasu o s kruznici k (tj. S Up > t.), pak uloha nema zadné feseni.
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5. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, vy, r
Rozbor

Necht’ Py, je pata vysky z vrcholu B, ktera je vzdalena v, od vrcholu B. Bod Py, tedy lezi
na kruznici k(B; v,) a jelikoz jde o patu kolmice, leZi také na Thaletové kruznici t5.. Bod A
nalezi kruznici trojihelniku opsané, jako 1 body B, C. Stied kruznice trojuhelniku opsané lezi

na kruznicich [(B,r) am(C,r). Bod A lezi na kruznici n(S, r) a na polopiimce CPy,.

Obrazek 19

Popis konstrukce

Umistime stranu BC, |BC| = a.

Sestrojime kruznici k(B, vy,).

Narysujeme Thaletovu kruznici tp.

Sestrojime prusecik P, Thaletovy kruznice Tz, a kruznice k.
Narysujeme polopiimku CP,,.

Sestrojime kruznici (B, r).

Sestrojime kruznici m(C,r)

Sestrojime prusecik S kruznice [ a kruznice m.

© 0 N o g b~ w NP

Sestrojime kruznici n(S,r).
10. Sestrojime vrchol A jako prasecik kruznice n a polopiimky CP,,.

11. Sestrojime trojthelnik ABC.
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Podminky feSitelnosti a diskuse Konstrukéni tloha ma 2 feSeni v poloroviné pro
v, < a < 2r. Pokud prisecik kruznic [, m je pouze jeden (1j. v, < a = 2 r) pak prasecik lezi
na strané BC ma dana tuloha 1 feSeni v poloroviné. Pokud se kruznice [,m neprotnou

(tj. @ > 2 r) nebo pokud v, > a, potom tloha nema feseni.
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6. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li ¢, a, p
Rozbor

Uvazujme dvé rovnobézky, p, g, jenz jsou od sebe vzdaleny p. Strana AB trojuhelniku
ABC lezi na pfimce p, stied S kruznice vepsané nalezi ptimce q. Jelikoz stfed kruznice vepsané
je prusecik os uhla trojahelniku, stied S nalezi ose uhlu a. Strany trojuhelniku a, b, ¢ jsou teCny
ke kruznici vepsané. Bod C tedy bude nélezet te¢né ke kruznici, které nalezi i bod B a soucasné

bod C bude lezet na poloptimce AX, ktera svira se stranou AB thel a.

»

Obrazek 20

Popis konstrukce

Umistime stranu AB, |AB| = c.

Sestrojime polopfimku AX, |« BAX| = «.

Narysujeme piimku q vzdalenou p od ptimky p, ktera s ni bude rovnobézna.
Narysujeme osu uhlu a.

Sestrojime prusecik S osy uhlu a pfimky q.

Sestrojime kruznici o(S; p) (kruznice se dotyka poloptimky AX i pfimky AB).
Narysujeme te¢nu t ke kruznici o, ktera prochazi bodem B a je rtizna od piimky AB.

Sestrojime vrchol C jako prisecik polopfimky AX a te¢ny t.

© 0 N o a b~ w D PE

Sestrojime trojuhelnik ABC.
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Podminky FeSitelnosti a diskuse Konstruk¢éni tiloha ma pravé jedno feSeni v poloroviné pro

Cc

Ap <

p < z. Prop =

C I v v 7 e .
" Ap 2 —= uloha nema feSeni. Podminky jsou
2

a a
COtE'l' tanE >

a a
COtE-I— tanE

odvozeny z obrazku 21 a obrazku 22. Po tpravé ziskdme dané podminky.

A Z B

Obrazek 21

Obrazek 22
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7. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li t,, t;, t..
Rozbor

Uvazujme rovnobéznik ABCD. Necht |AD| = 2t, je uhlopficka v rovnobézniku.

. Vo wvevay . , v 2 . - vy v, v v
Jelikoz t€Zisté je vzdaleno vzdy velikosti téznice od ptislusného vrcholu, bude bod T lezet na

kruznici k(A,g t,) a soucasné na AD. Bod T, je stied Gse¢ky AD a je také stied soumérnosti
rovnobézniku ABCD. Dale obraz T* bodu T ve stfedové soumérnosti se stiedem T, lezi na
dseéce AD. Plati: |CT| = =t a |CT'| = = t,, proto bod C lezi na kruznici [(T,=t,) a

soucasné lezi na kruznici m(T", § ty). Bod B je krajni bod strany BC, kterou puli bod T,,.

Ci

Obrdzek 23

Popis konstrukce

Umistime stranu AT, |AT,| = t,.
. Narysujeme bod D, ktery lezi na poloptimce AT,, |AD| = 2t,.

Sestrojime kruznici k (4, % ta)-

1

2

3

4. Sestrojime prusecik T usecky AD a kruznice k.

5. Sestrojime obraz T* bodu T ve stiedové soumérnosti se stiedem T,.
6

Sestrojime kruznici I(T, = tc).

7. Sestrojime kruznici m(T‘,% th).
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8. Sestrojime vrchol C jako prusecik kruznice [ a kruznice m.

9. Narysujeme polopiimku CT,.

10. Sestrojime kruznici n(Ty, |T,C|).

11. Sestrojime vrchol B jako prusecik kruznice n a poloptimky CT,. B # C.

12. Sestrojime trojuhelnik ABC.

Podminky FeSitelnosti a diskuse Konstrukéni tloha ma dveé feSeni v poloroving, pokud délky
téznic splnuji trojuhelnikovou nerovnost. Pokud se délky téznice na stranu AC a té€znice na
stranu AB rovnaji (tj t, = t.), pak ma dana loha jedno feseni. Pokud maji kruznice [ a kruznice
m pouze jeden prusecik (tj t, = t, + t., resp. t, = t, + t., resp. t, = t, + tp), pak dana uloha
nema feSeni. Pokud kruznice [ a kruZznice m nemaji zadny prasecik (. t, > t, + t., resp. t, >

tq + to, resp. t. > t, + tp), pak dana tloha nema zadné feseni.
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8. Sestrojte rovnobéZinik ABCD, znate-li e, f, &, kde & je uhel, ktery sviraji ahlopiicky

nad stranou AB
Rozbor

Uvazujme piimku p, na které leZi body A4, C. Usedka |AC| = e, kde e je thlopiicka
V hledaném rovnobézniku. Z vlastnosti uhli a vlastnosti rovnobé&zniki vime, ze uhel nad
stranou AB je shodny s uhlem nad stranou CD. Také vime, Ze Ghlopii¢ky se navzajem puli,
proto |[«CSX| = ¢, kde bod S je stfed uhlopticky AC. Bod D lezi na kruznici k(S; 5 f) a

zaroven lezi na polopiimce SX. Bod C lezi na kruznici k a pifimce SD, zaroven C # D.

e

D. /

Obrazek 24

Popis konstrukce

Umistime AC, |[AC| = e.

Najdeme stfed S Usecky AC.

Sestrojime thel CSX, |« CSX| = ¢.

Sestrojime kruznici k(S; 3 f).

Sestrojime vrchol D jako prisecik kruznice k a polopiimky SX.
Narysujeme ptimku DS.

Sestrojime vrchol B jako prasecik kruznice k a poloptimky DS.

L N o a b~ w R

Sestrojime rovnobéznik ABCD.

Podminky FeSitelnosti a diskuse Konstruk¢ni tloha ma pravé jedno feSeni v poloroviné pro

¢ < 180°. Pokud je tthel ¢ > 180°, potom dana tloha nema fesSeni.
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9. Sestrojte konvexni ¢tyfuhelnik ABCD, znate-li a, b, f = |BD|, a, 8
Rozbor

Uvazujme pfimku p, na které lezi body A, B. Zname velikosti uhli |<BAX| = «
a |XABY| = [.Bod D lezi na kruznici k(B; f) a soucasné na polopiimce AX. Bod C lezi na

kruznici [(B; b) a zaroven lezi na polopfimce BY .

Obrazek 25

Popis konstrukce

Umistime stranu AB, |AB| = a.

Narysujeme poloptimku BY, |XABY| = p.

Sestrojime kruznici [(B; b).

Sestrojime vrchol C jako prisecik kruznice [ a polopfimky BY.
Narysujeme poloptimku AX, |« BAX| = «a.

Sestrojime kruznici k(B, f).

Sestrojime vrchol D jako prusecik kruznice k a poloptimky AX.

O N o a b w NP

Sestrojime obecny ¢tyithelnik ABCD.

Podminky feSitelnosti a diskuse Trojihelnik ABD je dan podle véty Ssu, tedy ma dvé feseni
V poloroving pro a > f > a - cosa. Jedno fedeni ma pro f = a-cosa A f >. Uloha nema
feSeni pro f < a-cosa V f = a. Analogicky diskuse a podminky fesitelnosti pro trojihelnik
BDC podle véty sus, pficemz |4DBC| = |8 — |«ABD||. Ctyithelnik ma feseni, pokud maji

feSeni oba trojuhelniky a je jejich sjednocenim.
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10. Sestrojte lichobéznik ABCD, znate-li a, b, f = |BD|,v
Rozbor

Uvazujme rovnobézky p,q, jenz jsou od sebe vzdaleny v. Vime, ze se jednd o
rovnob¢zky, jelikoz zname vlastnosti lichobézniku (zakladna je rovnobézna s protilehlou
stranou). Body A4, B lezZi na piimce p. Bod D lezi na kruznici k(B, f) a souCasné lezi na ptimce

q. Bod C lezZi na kruznici [(B, b) a soucasné lezi na ptimce q.

[

D, C.‘l. .
A *5
Obrazek 26
Popis konstrukce
Umistime stranu 4B, |AB| = a.

Narysujeme rovnobézku g, ktera je rovnob&zna se stranou AB ve vzdélenosti v.
Sestrojime kruznici k(B; f).

Sestrojime vrchol D jako prusecik kruznice k a ptimky q.

Sestrojime kruznici [(B; b).

Sestrojime vrchol C jako prasecik kruznice [ a ptimky q.

Sestrojime lichobéznik ABCD.

N o ok~ w0 DdoE

Podminky Fesitelnosti a diskuse Uloha ma dvé feseni v poloroviné pro b > v. Pokud kruZnice
[ a pfimka g budou mit jeden spole¢ny bod (tj. b = v), nebo pokud bude strana BC delsi nez
uhlopticka f (tfj. b > f), nebo pokud k = v A b > v, potom ma dana tloha jedno feSeni
Vv poloroving. Pokud kruznice [ a pfimka g nebude mit praseéik (tj. pro b < v), nebo pokud
kruznice k a pfimka q nebudou mit prusecik (tj. k < v), nebo pokud k = v = b (. pak

C = D) dana uloha nema feSeni.
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11. Sestrojte koso¢tverec ABCD, znate-li a, v.

Rozbor

Uvazujme rovnob&Zzky p, g, které jsou od sebe vzdaleny v. Body A, B nalezi piimce p.
Z vlastnosti kosoctverce vime, Ze vSechny jeho strany maji stejnou délku. Bod C lezi na kruznici

k(B, a) a zaroven lezi na pfimce q. Bod D lezi na kruznici [(C, a) a soucasné lezi na piimce q.

(.-rj jr_)-)

q

L

B

Obrazek 27

Popis konstrukce

Umistime stranu AB. |AB| = a.

Narysujeme piimku g, kterd je rovnob&zna se stranou AB a jsou vzdaleny o v.
Sestrojime kruznici k(B, a).

Sestrojime vrchol C jako prusecik kruznice k a ptimky q.

Sestrojime kruZnici [(C, a).

Sestrojime vrchol C jako prisecik kruznice [ a piimky q.

N o gk~ D oE

Sestrojime kosoctverec ABCD.

Podminky FeSitelnosti a diskuse Konstrukéni uloha ma dvé feseni v poloroviné pro v < a.
Maji-li kruznice k, [ pouze jeden prusecik s piimkou p (tj. pro v = a), potom ma dana uloha
jedno feSeni (a tim je Ctverec, coZ je specidlni piipad kosoctverce). Pokud kruZnice s pfimkou

p nemaji ani jeden prusecik (tj. pro v > a), pak dana iloha nema zadné feseni.
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12. Sestrojte obdélnik ABCD, znate-li a, u = |<BSC]|
Rozbor

Uvazujme piimku p, na které lezi body A, B. Z vlastnosti thlti a obdélniku vime, Ze
uhel, ktery sviraji thlopticky stranou BC je dvakrat vétsi nez tihel, ktery svira taz uhlopficka se
stranou AB. Bod C lezi na polopiimce AY, kdy |[«BAY| = 2 u a soucasné na kolmici g, které

nalezi bod B. Bod D lezi na kolmici w, které nalezi bod A, a zaroven leZi na kruznici (4, |BC]).

Obrazek 28

Popis konstrukce

Umistime stranu 4B, |AB| = a.

Narysujeme polopiimku AY, [¥BAY| = > p.

Sestrojime kolmici q, Be q.

Sestrojime vrchol C jako prisecik polopfimky AY a kolmice q.
Sestrojime kolmici w, A € w.

Sestrojime kruznici L(4, |BC|).

Sestrojime vrchol D jako prisecik kolmice w a kruznice (.

Sestrojime obdélnik ABCD.

O N o a bk~ w NP

Podminky Fesitelnosti a diskuse Konstruk¢ni tloha ma praveé jedno feseni v poloroviné pro

1 < 180°. Pro u = 180°, pak dand tiloha nema feSeni.
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13. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-lia + b,c,y
Rozbor

Uvazujme trojuhelnik ABD, v némz plati |AD| = a + b a bod D leZi na polopiimce
AC. Trojthelnik BCD je rovnoramenny |XBCD| = 180° — y, zbylé dva uhly jsou shodné,
proto thly CBD a BDC maji velikost g . Bod C lezi na kruznicovém oblouku [, coZ je mnozina
bodi, ze které vidime stranu AB pod uhlem velikosti y. Jelikoz u vrcholu D je uhel poloviéni

(tj. velikosti (%)), lezi bod D na kruznicovém oblouku k, ze kterého je vidét strana AB pod

uhlem velikosti )2—/ . Bod D tedy lezi na k a soucasné na kruznici m(4,a + b).Bod C lezina I,

a zaroven lezi na AD.

Obrazek 29

Popis konstrukce

Umistime stranu AB, |AB| = c.
Sestrojime kruznicovy oblouk k, k = {X,<AXB = g}.

Sestrojime kruznici m, m(4,a + b).

el

Sestrojime vrchol D jako prusecik kruznice m a kruznicového oblouku k. Bod D je
vrchol trojahelniku ABD.

5. Sestrojime kruznicovy oblouk [,l = {X,%AXB = y}.

6. Sestrojime vrchol C jako prusecik kruznicového oblouku [ a strany AD.

7. Sestrojime trojuhelnik ABC.
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Podminky FeSitelnosti a diskuse Konstrukéni tloha ma 2 feSeni, pokud maji k a m dva
pruseciky. Pokud maji jeden spole¢ny bod (bod dotyku), pak ma tloha prave jedno feSeni, a to
je O stied useCky AD, trojuhelnik je rovnoramenny se zakladnou AB a B je vrchol pravého

uhlu nad primérem AD kruznice n. Odtud 1 feSeni proc = (a + b) cosy a2 teSeni pro ¢ >

(a + b)cosy.
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14. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, b, @, kde ¢ je odchylka téZnice z vrcholu € od
strany AB.

Rozbor

Stied S, strany AB patii mnozin¢ k bodu, z nichz jde stranu BC vidét bud’ pod uhlem
velikosti ¢ (pro 0 < ¢ < 90°), nebo pod tthlem velikosti 180° — ¢ (pro 90° < ¢ < 180°).
Nemiizeme fict pfesné, zda zname odchylku ¢ jako velikosti hlu BS,5C nebo AS,zC.
Uvazujme B‘ jako obraz bodu B ve stiedové soumérnosti se stfedem C. Pak tsecka S,5C je
stfedni pfickou trojihelniku ABB’, a tedy thel BAB‘ ma stejnou velikost jako thel BS,zC.
Bod A patii mnozin¢ [ bodu, z nichz je usecku BB* vidét pod thlem velikosti ¢ (pro 0 < ¢ <
90°), nebo pod uhlem 180° — ¢ (pro 90° < ¢ < 180°). Soucasné bod A lezi na kruznici
m(C,b).

Poznamka ke konstrukei stfedu 0 kruznicového oblouku I: Uhel BOC je sttedovy uhel

pro obvodovy thel BS,5C a thel BO’B* je stiedovy tihel pro obvodovy BAB’, tedy |« BOC| =

| BO’B‘|. Protoze C je stiedem useCky BB‘, je OC || O’B‘. Protoze plati |X BO‘C| =

|« BSAB| a O‘ € k, plati také |% BO’B| = 2 |« BO'C| = 2|x BAB'|, takze tihel BO’B’ je
sttedovy thel pro obvodovy uhel BA’B*.

Plati tedy O° € k n+— BO.

A

.
s
s
—~
Y

C

¥ 5]

- _,.'_'._'_'_'_'_'_
L

Obrazek 30
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Popis konstrukce

Umistime stranu BC, |BC| = a.

Sestrojime kruznicovy oblouk k, k = {X,|< CXB| = ¢}.
Narysujeme poloptimku BO, kde O je stied k.

Sestrojime priisecik O‘ poloptimky BO a k.

Sestrojime obraz B‘ bodu B ve stifedové soumérnosti se stiedem C.
Sestrojime kruznicovy oblouk [, = {Y, |« BYB‘| = ¢}.
Sestrojime kruznici m, m(C, b).

Sestrojime vrchol A jako prisecik kruznice m a kruznicového oblouku [.

© 0o N o g bk w D PE

Sestrojime trojuhelnik ABC.

Podminky reSitelnosti a diskuse Konstruk¢ni tiloha ma 2 feSeni v ptipad¢, ze [ a m maji 2
pruseciky (tj. a > b cos g). V ptipadé, Ze maji jeden prisecik, lloha ma pravé jedno feseni
(tj.a = b cos %). V piipadé€, Ze nemaji ani jeden prusecik (tfj. a < b cos %), pak dana uloha

nema zadné feSeni.
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15. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, 3, t,.
Rozbor

Bod A leZi na kruznicovém oblouku k, ktery je mnozinou bodu, ze které jde vidét tiseCka
S,5C pod uhlem velikosti . Bod B leZi na kruznicovém oblouku [, ktery je mnozinou bodu, ze
které jde vidét tiseCka S,5C pod thlem velikosti 8. Protoze S,p je stied strany, je bod A
soumérny s bodem B ve stifedové soumérnosti se stiedem S,5. Bod B tedy lezi na kruZznicovém
oblouku [ a sou¢asné lezi na kruznicovém oblouku m, ktera je obrazem kruznicového oblouku

k ve stiedové soumérnosti se stfedem Sp.

Obrazek 31

Popis konstrukce

Umistime stranu CSyg, |[CSag| = t..

Narysujeme osu Usecky CSyp.

Sestrojime thel Sy5CX, |XS45CX| = a.

Sestrojime kruznicovy oblouk k, k = {X, | CXS,5| = «a}.
Sestrojime kruznicovy oblouk [, = {Y, |« S,zYC| = B}.

© g &~ w0 N

Sestrojime kruZznicovy oblouk m, ktery je obrazem kruznicového oblouku k ve
sttedové soumérnosti se sttedem Sy5.

7. Sestrojime vrchol B jako prusecik [ a m.
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8. Narysujeme polopiimku BS,p.
9. Sestrojime vrchol A jako prusecik poloptimky BS,5 a k.
10. Sestrojime trojuhelnik ABC.

Podminky FeSitelnosti a diskuse Konstruk¢éni uloha ma jedno feSeni v poloroviné pro

a+ [ < 180°. Pokud nastane, Ze « + f = 180°, potom dand tloha nema zadné feSeni.
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/Zaver

Cilem bakalatské prace bylo zpracovani stfedoSkolskych ptikladli z planimetrie, které
budou zaroven vytvofeny jako pracovni listy v programu GeoGebra, ¢ehoz bylo dosazeno.
Priklady byly vybrany podle naroCnosti a problematiky, tudiz zde student miize nalézt
ucivu na sttedni Skole, aby dané pracovni listy byly vhodné k pouziti pti vyuce. Ke zpracovani
jsem zvolila konstrukéni ulohy z planimetrie, jednalo se predev§im 0 trojuhelniky a

Ctyfuhelniky.

Pracovni listy byly vytvofeny jak pro ucitele k jejich ptipravé do hodin, tak i pro
studenty k samostudiu. Jedna se o materialy, které mohou byt také vyuzity jako ptijemné
zpestieni hodiny ¢i zajimavym srovndnim, kdy se v hodinach matematiky vyuzije novéjsi
technologie. Program GeoGebra a jeho ovladani je jednoduché, tudiZ miiZze byt vyuZito i jako

napli hodin, rozvijet obzory studentiim jak v planimetrii, tak i v jinych tématech matematiky.

Jsem rada, Ze jsem mohla pracovat v tomto programu a zjistit, jak pfinosné to pro

studenta i ucitele miize byt.
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1. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li stranu a,v, v,. Konstrukci proved’te pro
a =4cm,v, =3cm,v, =3cm.



2. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li stranu c, v, a. Konstrukci proved’te pro
c =5cm,v.=4cm,a = 60°.



3. Sestrojte trojihelnik ABC, znate-li a, t., t,. Konstrukci proved’te pro a =5cm,
t,=3cm,t, =5cm.



4. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li b, t., v},. Konstrukci proved’te pro b = 6 cm,
t.=3cm, v, =4cm.



5. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, vy, r. Konstrukci proved’te pro a = 6 cm,
vp=3cm,r =4cm.



6. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li ¢, a, p. Konstrukci proved’te proc =7cm, a =
50°%p =3cm.



7. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li t,, t;, t.. Konstrukci proved’te pro t, =7 cm,
t,=6cm,t.=5cm.



8. Sestrojte rovnobéznik ABCD, znate-li e, f, &, kde § je uhel, ktery sviraji uhlopricky
nad stranou AB. Konstrukci proved’te pro e =5 cm, f =8 cm, & = 120°.



9. Sestrojte konvexni ¢tyitihelnik ABCD, znate-li a, b, f, a, . Konstrukci proved’te pro
a==6cm,b=4cm, f=5cm, a=50° g =90°.



10. Sestrojte lichobéznik ABCD, znate-li a, b, f, v. Konstrukci proved’te pro a = 7 cm,
b=6cm,v=5cm, f=8cm.



11. Sestrojte kosoctverec ABCD, znate-li a, v. Konstrukcei proved’te pro a = 6 cm,
v=5cm.



12. Sestrojte obdélnik ABCD, znate-li a, u, kde u je uhel, ktery sviraji ahlopricky nad
stranou BC. Konstrukci proved’te pro a =6 cm, u = 110°.



13. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a + b, ¢, y. Konstrukci proved’te pro
a+ b=9cm,c=6cm,y=60°.



14. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, b, ¢, kde ¢ je odchylka téznice z vrcholu € od
strany AB. Konstrukci proved’te proa =5cm, b =7 cm, ¢ =50°.



15. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, 8, t.. Konstrukci proved’te pro a = 60°, 8 = 40°,

t.=6cm.



