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ABSTRAKT 
Tato práce se věnuje m e t o d á m pro plánování cesty, konkré tně subop t imá ln ím me­

t o d á m . T y nemusí nalézt op t imáln í trasu, což je vyváženo nižšími ná roky na paměť 

a čas. V teoretické části se práce zabývá problematikou hledání cesty a popisem 

vlas tnos t í jednot l ivých metod. P rak t i cká část implementuje sadu subopt imáln ích 

metod v s imulačním pros t řed í vy tvořeném v jazyce Python. Tyto metody následně 

srovnává a vyhodnocuje jejich efektivitu. 

ABSTRACT 
This thesis focuses on methods for path planning, specifically suboptimal methods. 

These may not find the optimal route, which is balanced by lower memory and time 

requirements. The theoretical part of the thesis deals with the problem of path 

finding and describes the properties of each method. The practical part implements 

a set of suboptimal methods in a simulation environment developed in Python. 

It then compares these methods and evaluates their effectiveness. 

KLICOVA SLOVA 
Plánování cesty, subop t imá ln í metody, algoritmus A * , algoritmus w A * . 
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Path planning, suboptimal methods, A * algorithm, w A * algorithm. 
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Ústav automatizace a informatiky, FSI V U T v Brně, 2023 EQ 

1 ÚVOD 

Metody plánování cest zasahují do celé ř ady odvětví . V průmys lu se využívá těchto 

metod pro plánování cest r obo tů či automaticky řízených vozidel. Velké up la tněn í 

nacházejí ve videohrách, ať už se j e d n á o plánování cest jednotek ve strategiích nebo 

jedince při navigaci na herní m a p ě . Obecně lze říct, že videohry mají na algoritmy 

plánující cestu objektu stále vyšší paměťové i výkonnos tn í nároky. V kontextu strojní 

výroby se plánování cesty, respektive dráhy, používá u robot ických man ipu lá to rů . 

Čas to se j e d n á o j ednoduchý pohyb z bodu A do bodu B , avšak do úvahy se musí 

b r á t okolní p řekážky a vlivy. 

Pro plánování cesty jsou využívány algoritmy umělé inteligence, k teré lze dále 

dělit na několik podkategor i í . Jednou z nich jsou tzv. subop t imáln í metody, k teré 

nezaručují optimali tu nalezené cesty, tedy nalezení nejkratš í cesty ze startu do cíle, 

ale díky tomu dokáží prostor prohledávat mnohem efektivněji s mnohem nižšími 

časovými i paměťovými nároky. 

Cílem t é t o diplomové práce je popis problematiky plánování cest v kontextu 

subopt imáln ích metod. Nejprve budou uvedeny klasické prohledávací metody, na 

které navážou metody subopt imáln í . Dále by měla práce vybrané subop t imáln í me­

tody implementovat a provést ověřovací a srovnávací experimenty. 
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2 PLÁNOVÁNÍ CESTY 

EQ 

Plánování cesty spočívá ve vyhledávání co nej kvalitnější trasy v prostoru. Hledání 

v prostoru je důleži tou součást í a lgor i tmů od jejich počá tku , kdy se staly nás t ro jem 

pro řešení mnoha problémů. O d té doby se objevilo mnoho vyhledávacích algori tmů, 

včetně těch nejnovějších v oblasti akčního plánování , robotiky i výpoče tn í biolo-

gie [9]. 

Mezi ketegorie plánování cesty lze zařadi t tzv. sub t rak t ivn í p lánování cesty 

(plánování cesty nás t ro jů ve 3D prostoru v p r ů b ě h u opracovávání výrobku - odebí­

rání mater iá lu) a adi t ivní p lánování cesty (výpočet d ráhy nás t ro je , jež lze zredukovat 

z 3D na 2D prostor). Tato práce se však zabývá výh radně t ř e t í m druhem plánování 

cesty, k teré může být označeno jako plánování cesty robotu, konkrétněj i plánování 

cesty v mřížce. Robot ické plánování d ráhy namís to odebí rán í nebo př idávání ma­

ter iá lu při výrobě objektu vypočí tává , jak se může objekt pohybovat v prostoru 

se známými nebo neznámými překážkami a zároveň minimalizovat kolize [1]. Tento 

problém lze definovat jako hledání nejkratš í cesty. 

2.1 Popis p r o b l é m u p roh ledáván í 

Jak již bylo zmíněno, p lánování trasy, často s podmínkou nalezení nejkratš í cesty 

mezi dvěma body, je důleži tou apl ikační oblas t í vyhledávacích algori tmů. Jako zá­

kladní reprezentaci prostoru, ve k t e r ém dochází k prohledávání , si lze předs tav i t 

graf G = (V, E), v němž uzly V předs tavuj í kř ižovatky a hrany E spojení mezi uzly 

(viz obr. 1). Více o reprezentaci pros t ředí v následující části . Úloha spočívá v nale­

zení cesty mezi výchozím a cílovým mís tem, jež jsou vs tupn ími parametry daného 

problému. Algoritmus po t é minimalizuje vzdálenost takové cesty, její očekávaný čas 

či další související míry. Tento prob lém může být v praxi náročný vzhledem k vel­

kému množs tv í uzlů a cest, k te ré je t ř e b a uložit do pamět i , a k časovým omezením, 

např . navigačního sys tému [9]. 

Výsledkem hledání je po t é posloupnost pozic či akcí agenta, k te ré musí pod­

niknout či projí t , aby se ze s ta r tovn í pozice dostal do cíle. P ř i t o m se musí vyhnout 

všem p řekážkám daného pros t ředí . Ve složitějším př ípadě lze pros t řed í považovat 

za dynamické, což znamená , že se překážky mohou pohybovat a nebo se mění po­

zice os ta tn ích agentů , k te ré se tak pro os t a tn í agenty stávají nedos tupnými . Tato 

práce se zaobírá algoritmy, k teré předpokláda j í znalost celého prostředí . P ros t řed í 

je uvažováno jako stat ické a velikost procházejícího agenta je ideální, tedy nulová. 

Do prvo tn í úvahy spadá k romě vstupu a v ý s t u p u i funkce následnovníka, 

tedy funkce, k t e r á umožňuje rozhodovat o směru prohledávání daného prostoru. 
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Obr. 1: Př ík lad problému plánování trasy, p řevza to z [9] 

V neposlední ř adě je důležité vzít do úvahy všechna opt imal izační kri téria , jako 

nalezení nejkratš í cesty či minimalizace časové nebo cenové náročnos t i [5]. 

2.2 Reprezentace p r o s t ř e d í 

Metody plánování cesty jsou založeny na předzpracování geometr ických informací, 

k teré se následně promí ta j í do datové struktury, se kterou algoritmus může pracovat. 

Grafovou strukturu popisující pros t ředí p rob lému lze vyobrazit několika způsoby. 

Zobrazení grafu, tedy mapa, může mí t velký vl iv na výkon a kvali tu cesty. 

Složitost a lgor i tmů pro hledání cesty bývá horší než lineární. To znamená , 

že pokud se zdvojnásobí vzdálenost p o t ř e b n á k ujetí, t rvá nalezení cesty více než 

dvakrá t déle. Hledání cesty si lze předs tav i t jako prohledávání oblasti, např ík lad 

kruhu. Když se p růměr kruhu zdvojnásobí , m á č tyř ikrá t větší plochu. Obecně plat í , 

že čím méně uzlů v zobrazení mapy je, t í m rychlejší bude nalezení cesty [18]. 

A b y došlo k minimalizaci p o č t u uzlů, ukládaj í se mapy jako diskrétní aproxi­

mace reálného prostoru (mřížka nebo síť). Lze uložit i spoji té aproximace map a to 

definováním vni t řn ích a vnějších hranic ve formě mnohoúhe ln íků a cest kolem hra­

nic jako posloupnosti b o d ů s reálnou hodnotou. Přes tože spoji té mapy maj í zjevné 

paměťové výhody, diskrétní mapy jsou v plánování cest nejčastější, pro tože se dobře 

graficky i výpoče tně zpracovávají. 

Samotnou diskretizaci je však vhodné také minimalizovat, jelikož plat í , že 

čím více se uzly shodují s reá lnými pozicemi, na k terých se agent pohybuje, t ím 

kvalitnější výs ledná cesta je [10]. 
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Obr. 2: Spoji tý vyhledávací prostor, p řevza to z [16] 

Obr. 3: Diskretizovaný vyhledávací prostor, p řevza to z [16] 

Mřížky diskretizují prostor na čtverce s l ibovolným rozlišením a každému 

čtverci přiřazují bud binární , nebo p ravděpodobnos tn í hodnotu, zdaje pozice obsa­

zená, nebo prázdná . Tyto mapy lze dobře optimalizovat z hlediska p a m ě t i [1]. 

2.3 M e t o d y pro p lánování cesty 

Po úvodn ím procesu vytvoření datové struktury (grafu, mapy, mřížky) následuje 

aplikace vyhledávacího algoritmu. Tyto algoritmy pracují systematicky tak, že po­

s tupně prozkoumávaj í graf nebo síť a hledají cestu spojující výchozí bod s cílovým. 

Základní vyhledávací algoritmy se potýkaj í s několika problémy, v čele s velikostí 

vyhledávacího prostoru. Proto je nasnadě vyhnout se opakujícímu se, respektive 

opě tovnému procházení již p rozkoumaných uzlů grafu. Nebo se vyhnout neperspek­

t ivn ím směrům vyhledávání . 

Pro řešení těch to problémů lze vyhledávací algoritmy rozdělit do dvou kate­

gorií: metody neinformovaného vyhledávání a metody informovaného vyhledávání . 
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Zat ímco prvn í zmíněné metody nevyužívají k řízení svého vyhledávání žádné infor­

mace o problémové doméně nebo stavu cíle, d r u h á kategorie tyto znalosti využívá, 

což může výrazně snížit nák lady na provádění cesty jako takové a tedy zvýšit jejich 

efektivitu. 

Rozdělení a lgor i tmů hledajících cestu lze také uchopit z hlediska prostoru, ze 

k terého sys tém čerpá své informace. Pokud z nejbližšího okolí, j e d n á se o algoritmy 

lokální. V opáčeném př ípadě jde o globální algoritmy. Dalš ím odlišujícím atributem 

může být i mí ra jejich sys temat ičnost i . Pokud je a lespoň část prohledávacího procesu 

založena na náhodě , lze algoritmus označit jako stochastický. V opačném př ípadě 

jde pak o algortimus systematický, k t e r ý m se tato práce zaobírá. 

Pochopení silných s t ránek a omezení těch to základních vyhledávacích algo­

r i tmů je klíčové pro náv rh efektivních řešení pro hledání cesty v nejrůznějších ob­

lastech [25, 14, 12]. 

2.3.1 N e i n f o r m o v a n é metody 

Neinformované metody jsou skupinou algori tmů, k teré provádějí své operace hru­

bou silou a k romě znalosti bezpros t ředn ího okolí daného uzlu nemaj í žádné další 

informace o vyhledávání . J inými slovy se dají tyto algoritmy nazvat jako slepé nebo 

naivní vyhledávací algoritmy. Tyto algoritmy lze použí t na různé vyhledávací pro­

blémy, ale pro tože neberou v úvahu cílový problém, jsou neefektivní. Pro jednodu­

chost jsou následující metody vysvět leny na s t romové s t ruk tu ře . Dají se však přenés t 

i do jakékoliv další reprezentace pomocí j iných grafů či mřížky [14, 21]. 

Breadth-first search 

Breadth-first search (BFS) neboli vyhledávaní do šířky je j ednoduchý algoritmus, při 

k t e rém se nejprve rozšiřuje hlavní uzel a až po té se rozšiřují všichni jeho nás tupc i , 

následně nás tupc i n á s t u p c ů a tak dále (viz obr. 4). Obecně se všechny uzly rozšiřují 

do urči té stejné hloubky v rámci vyhledávacího stromu, než se rozšíří uzel na další 

úrovni . Implementace algoritmu B F S používá frontu F I F O (first in, first out) neboli 

první dovnitř , p rvn í ven. Jakmile jsou nalezeny nové uzly, k teré je t ř e b a prohledat, 

jsou tyto uzly porovnány s cílem, a pokud cíl není nalezen, jsou nové uzly p ř idány 

do fronty. Pro pokračování v h ledání je nejstarší uzel vyřazen z fronty. 

Depth-first search 

Algoritmus Depth-first Search (DFS) neboli vyhledávání do hloubky je technika 

prohledávání grafu, k t e rá začíná v kořenovém uzlu a vyčerpávajícím způsobem pro­

hledává každou větev do největší hloubky, než se v rá t í k dříve nep rozkoumaným 

větv ím (viz obr. 5). Nalezené, ale dosud neprohledané uzly jsou uloženy ve frontě 

L I F O (last in, first out) známé také jako zásobník. 
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Obr. 5: Pořad í vyhledávání algoritmu B F S , p řevza to z [14] 

Depth-limited search 

Depth-limited search (DLS) neboli algoritmus hledání s omezením hloubky je mo­

difikací prohledávání do hloubky, k t e rá omezuje hloubku, do k teré může algoritmus 

vstoupit. Kromě toho, že se začíná s kořenovým a cílovým uzlem, je jako vs tupn í 

parametr stanovena i hloubka, pod kterou algoritmus nesestoupí . Všechny uzly pod 

touto hloubkou jsou z vyhledávání vynechány. Hledání se zas taví při dosažení t é to 

hloubky. 

Obr. 6: Pořad í vyhledávání algoritmu D L S (hloubka = 2), p řevza to z [14] 

Iterative deepening search 

Iterative deepening search (IDS) neboli i te ra t ivní prohlubující vyhledávání kombi­

nuje vlastnosti prohledávání do hloubky s prohledáváním do šířky. Funguje tak, že 
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provádí prohledávání D L S s rostoucí hloubkou, dokud není nalezen cíl nebo dokud 

nelze vypsat další uzly. Minimalizací hloubky prohledávání je algoritmus nucen pro­

hledávat t aké šířku grafu. Pokud není cíl nalezen, hloubka, kterou smí algoritmus 

prohledávat , se zvýší a algoritmus se spus t í znovu. 

O 0 X 

D 0 © X 
© © ©( 0 

© x © 
Obr. 7: I te rační prohledávání pomocí IDS, p řevza to z [14] 

2.3.2 D ů l e ž i t é pojmy 

P ř e d p ředs taven ím druhé kategorie základních metod vyhledávání budou uvedeny 

vlastnosti a lgori tmů, k te ré jsou důleži té pro další popis a implementaci j ich samot­

ných i nás ledně předs tavených algor t imů. 

V ý p o č e t n í s l o ž i t o s t 

Základn ím měř í tkem efektivity algoritmu je výpoče tn í složitost. T u můžeme rozdělit 

na časovou, pokud zjišťujeme čas, za k te rý algoritmus dojde k řešení, a prostoro­

vou. Prostorovou změř íme na základě paměťové náročnos t i , k t e rá roste s velikostí 

p rohledaného prostoru. Celkově pak mluvíme o množs tv í p ros t ředků , k teré jsou po­

t ř e b a k jeho provozu. Pro popis složitosti a lgor i tmů se používá tzv. B i g - 0 notace 

(viz tab. 1), jež definuje asymptotickou horn í hranici algoritmu jako horn í hranici 

odhadu složitosti. Zápis B i g - 0 poskytuje mí ru složitosti vyhledávacího algoritmu 

v nejhorším př ípadě [6]. 

Tab. 1: B i g - 0 notace vzhledem k výpoče tn í složitosti , p řevza to z [14] 

Big-O notation S l o ž i t o s t 

0(1) Kons t a tn í 

0(n) Lineární 

0{log{n)) Logar i tmická 

0(n2) Kvadrat ická 

0(cn) Geometr ická 

0(n\) Kombina tor ická 
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Ú p l n o s t 

Vedle složitosti se u algoritmu řeší, zda je úplný. Algoritmus je úplný právě tehdy, 

když najde řešení (v tomto p ř ípadě cestu mezi dvěma body), pokud nějaké existuje. 

Neúplný algoritmus toto řešení naj í t nemusí , a to ani ve chvíli, kdy existuje. Úplnost 

je důleži tá vlastnost, kterou je t ř eba zvážit při výbě ru algoritmu pro daný problém. 

Pokud je známo, že problém m á řešení, a je důležité toto řešení nají t , musí bý t 

zvolen úplný algoritmus. Úplnost však často přichází za cenu zvýšené výpoče tn í 

složitosti , takže neúplné algoritmy mohou být upřednos tňovány v situacích, kdy je 

rychlost nebo efektivita důležitější než úplnos t . Zat ímco pro algoritmus B F S lze 

úplnost garantovat v jakémkoliv př ípadě , pro D F S úplnos t není obecně zaručena. 

Lze říci, že algoritmus hledání do hloubky je úplný, pokud je prohledávaný prostor 

konečný [12]. 

Schopnost u k o n č e n í 

Ukončení algoritmu je proces, kdy algoritmus zas taví a v rá t í uživateli výsledek. Když 

je spuš těn s urč i tými vs tupn ími požadavky, nakonec se zas taví a vytvoř í výs tup , a to 

bud úspěšně nebo s chybou. Lze říci, že ukončení je i důleži tou v las tnos t í a lgori tmů, 

protože zajišťuje, že je lze spolehlivě použí t k řešení problémů. Proces, k te rý se 

neukončí nebo dává nesprávný výs tup , není v praxi použi te lný a nelze ho pojmenovat 

jako algoritmus. Proto je zajištění správného ukončení klíčovým aspektem při náv rhu 

a tes tování a lgor i tmů [12]. 

2.3.3 I n f o r m o v a n é metody 

Zat ímco neinformované metody prohledávají prostor sice systematicky, ale hrubou 

silou, dále předs tavené informované metody jsou t ř ídou agor i tmů, k teré k řízení pro­

cesu používají informace o svém lokálním i globálním okolí. Někdy se tyto metody 

nazývají heurist ické (více o heur is t ikách v další část i ) . Zjednodušeně řečeno, infor­

mované algoritmy se rozhodují v každém kroku o dalš ím pokračování nebo směřování 

dle kvality svého okolí. Ať už jde o již prozkoumanou oblast, tak i o odhad za t ím 

neexpandované oblasti [14]. 

Best-first search 

Informované algoritmy jsou čas to efektivnější než neinformované algoritmy, protože 

upřednos tňuj í p r ů z k u m nej slibnějších cest. Základní algoritmus informovaných me­

tod se nazývá Best-first search (BestFS), při k t e r ém je nás ledný uzel pro rozšíření 

v grafu v y b r á n na základě evaluační funkce f(n), respektive je formou t é to funkce 

vyhodnocen nej lepší adept ze všech ak tuá ln ích adep tů . 

Modifikací tohoto algoritmu je Greedy best-first search ( G B F S ) , k t e rý po­

užívá heuristickou funkci k odhadu vzdálenost i nebo nák ladů na cestu do cílového 

stavu, ale nebere v úvahu nák lady na dosud prošlou cestu: 
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f (n) = h(n) (1) 

Greedy best-ŕirst search zkoumá cestu, k t e rá se na základě heuristickeho od­

hadu jeví jako nejslibnější, aniž by bral v úvahu skutečné nák lady na cestu. To může 

vést k neop t imá ln ím výsledkům, ale algoritmus je v mnoha př ípadech velmi rychlý, 

protože prochází méně uzlů [25]. 

Informované algoritmy jsou kval i tn ím nás t ro jem pro problémy hledání cest 

a při sp rávném použi t í zvyšují efektivitu procesu hledání . Velký faktor v t é t o věci 

hraje kvali ta heurist ické funkce, kterou algoritmus používá. S p a t n á nebo nesprávně 

použ i tá heuristika může vést k neop t imá ln ím výs ledkům nebo dokonce k nenalezení 

řešení. 

Termín Best-first search používají různí au toř i trochu j iným způsobem. Rus-

sellova a Norvigova učebnice [25] nazývá Best-first search jakýkoli algoritmus, k terý 

seřadí uzly podle nějaké funkce a pokaždé vybere ten nej lepší. Judea Pearl m á po­

někud odlišnou definici Best-first [19]. Hlavní rozdíl je ve specifikaci, jak zacházet 

s již expandovanými uzly (Russell a Norvig nespecifikují, co dě la t ) , a v tom, kdy se 

provádí test cíle (Russell a Norvig v Graph-Search kontrolují cíl pouze na p rvn ím 

prvku O P E N , Pearl kontroluje, jakmile jsou generováni následníci uzlu) [12]. 

Pro lepší p ředs t avu je t ř eba doplnit slovník o více pojmů. Nejprve pr ior i tní 

fronta O P E N . Tato fronta schraňuje již nalezené uzly v grafu, ale za t ím neexpando-

vané, též nerozšířené. Oproti tomu fronta C L O S E D obsahuje všechny stavy, k teré již 

byly rozšířeny a dále se s n imi neplánuje pracovat. Pokud se řekne, že se expanduje 

následující uzel, z n a m e n á to, že se vezme nejlepší uzel (s nejnižším ohodnocením) 

z O P E N a přesune se do C L O S E D , př ičemž se všichni jeho př ípus tn í sousedé (není 

to p řekážka či nedovolený stav) přesouvají automaticky do O P E N . P r ů b ě h BestFS 

v y p a d á následovně: 
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Algoritmus 1 Best-first search algorithm 

1: function BESTFS(s ta r t , goal) 

2: Put start on O P E N 

3: while O P E N not empty do 

4: Take best n from O P E N 

5: if n = = goal then 

6: return path(start,goal) 

7: end if 

8: for each s in succesors(n) do 

9: if s on C L O S E D then 

10: return 

11: end if 

12: if s on O P E N then 

13: if cost(s) < cost in O P E N then 

14: update cost 

15: end if 

16: else 

17: add s to O P E N 

18: end if 

19: end for 

20: end while 

21: return no path 

22: end function 
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Heuristiky 

Heuristika je kr i té r ium, metoda nebo princip pro rozhodování , k te rý p o m á h á nalézt 

z několika a l te rna t ivních způsobů nej efekt i vnější směr pro dosažení urč i tého cíle. 

Předs tavuje kompromis mezi dvěma požadavky: po t řebou , aby toto k r i t é r ium bylo 

j ednoduché , a zároveň p řán ím, aby správně rozlišovalo mezi dobrými a špa tnými 

možnos tmi . 

Z hlediska metod pro plánování cesty je heuristika u rčená k rychlejšímu řešení 

problému, pokud jsou neinformované metody příliš pomalé pro nalezení řešení nebo 

když nenajdou řešení žádné. V př ípadě ma tema t i ckého popisu jde o heuristickou 

funkci, k t e rá v prohledávacích algoritmech v každém kroku rozhodování o směru 

dalšího postupu řad í alternativy na základě dos tupných informací a rozhoduje, k terý 

směr následovat . Může např ík lad aproximovat přesné řešení (vzdálenost k němu) 

a díky tomu zvýšit rychlost nalezení cíle. Toho dosahuje výměnou za optimali tu 

(probráno v další část i) , úplnost či přesnost . 

V problematice h ledání cesty je heuris t ická funkce odhadem minimálních ná­

kladů pro cestu z l ibovolného mís t a v prostoru do cíle. Jinak řečeno, j e d n á se nikoliv 

o reálnou vzdálenost , ale o odhad vzdálenost i z ak tuá ln í pozice vzhledem k cíli. Pro 

hledání cesty v prostoru reprezentovaným mřížkou jsou nejčastěji používané Manhat-

t a n s k á metrika, Eukl idovská metrika, diagonální a Cebyševova metrika [19, 17]. 

M a n h a t t a n s k á metrika udává vzdálenost mezi dvěma body a je měřena podél 

os svírajících p ravý úhel . Vychází z pravoúhlého rozložení ulic inspirovaného jednou 

z část í měs t a New York v U S A . Tato metrika je v h o d n á pouze pro pohyb ve 4 

směrech, tedy rovnoběžně s osou x a, y v kar tézských souřadnicích. Podoba t é to 

metriky může vypadat následovně: 

Algoritmus 2 Manhattanska metrika 

l : function M A N H A T T A N (node, goal): 

2: dx = absinode.x — goal.x) 

3: dy = absinode.y — goal.y) 

4: return dx + dy 

5: end function 

> ak tuá ln í pozice, cílová pozice 

> M a n h a t t a n s k á vzdálenost 

V grafickém zobrazení pak lze vidět , že tato metrika poč í t á pouze s kolmými 

směry pohybu (viz obr. 8). 

Eukl idovská metrika oproti M a n h a t t a n s k é pracuje se všemi směry (viz obr. 8). 
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Algoritmus 3 Eukl idovská metrika 

i : function E U C L I D (node, goal): 

2: dx = abs(node.x — goal.x) 

3: dy = abs{node.y — goal.y) 

4: return sqrt(dx • dx + dy • dy) 

5: end function 

> ak tuá ln í pozice, cílová pozice 

> Eukl idovská vzdálenost 

Tzv. diagonální metrika, v angličt ině t ak t éž označovaná jako Octile p ředpo­

kládá pohyb v 8 směrech, tedy ve 4 kolmých a k tomu 4 diagonálních. 

Algoritmus 4 Diagonální metrika 

1: function O C T l L E ( n o c ř e , goal): > ak tuá ln í pozice, cílová pozice 

2: dx = abs(node.x — goal.x) 

3: dy = abs{node.y — goal.y) 

4: D = sqrt{2) 

5: return dx + dy + (D — 2) • min(dx, dy) > Diagonální vzdálenost 

6: end function 

Je poznat, že grafická forma (viz obr. 8) se v m n o h é m od Euklidovské metriky 

neliší, ovšem z hlediska prohledávání je právě diagonální způsob o dost efektivnější. 

Cebyševova metrika je implemetačně velmi p o d o b n á diagonální , ovšem před­

stavuje pouze vzdálenost mezi dvěma body jako největší z absolutních hodnot dvou 

vzdálenost í podél os (viz algoritmus 5). 

Algoritmus 5 Cebyševova metrika 

1: function C H E B Y S H E V ( n o d e , g o a l ) : > ak tuá ln í pozice, cílová pozice 

2: dx = abs{node.x — goal.x) 

3: dy = abs{node.y — goal.y) 

4: D = 1 

5: return dx + dy + (D — 2) • min(dx, dy) > Cebyševova vzdálenost 

6: end function 
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P ř í p u s t n o s t 

Př ípus tnos t je jednou z důleži tých v las tnos t í heuristiky. P ř í p u s t n á heuristika je ta­

ková, k t e r á nikdy nepřeceňuje nák lady na dosažení cíle. Používá se k odhadu nák ladů 

na dosažení cílového stavu v informovaném vyhledávacím algoritmu. P ř ípus tné heu­

ristiky jsou ze své podstaty opt imist ické, pro tože se domnívají , že nák lady na ře­

šení p rob lému jsou menší , než ve skutečnost i jsou. P ř ík l adem př ípus tné heuristiky 

je p ř ímá vzdálenost . P ř í m á vzdálenost je p ř ípus tná , protože nejkratš í cesta mezi 

dvěma body je úsečka, k t e rá ze své podstaty nemůže být nadhodnocena [25]. 

Lépe řečeno, heuris t ická funkce h(n) je p ř ípus tná , pokud splňuje následující 

p o d m í n k u pro libovolný uzel n ve vyhledávacím stromu či mřížce, ve k t e r ém jsou 

hrany, respektive cesty mezi uzly, ohodnoceny nezápornou hodnotou. 

kde h*(n) jsou skutečné nák lady na dosažení cílového stavu z uzlu n. To znamená , 

že heuris t ická hodnota je vždy menší nebo rovna sku tečným n á k l a d ů m na dosažení 

cílového stavu. 

Použi t í p ř ípus tné heuristiky v algoritmu pro hledání cesty je první podmín ­

kou, aby algoritmus nalezl op t imáln í řešení, tj. cestu s nejnižšími nák lady z výchozího 

do cílového stavu. Je tomu tak proto, že p ř í p u s t n á heuristika nikdy nepřeceňuje ná­

klady na dosažení cílového stavu, takže algoritmus vždy nejprve p rozkoumá cestu 

s nejnižšími odhadovanými náklady. 

Mezi př ík lady př ípus tných heuristik pa t ř í M a n h a t t a n s k á (v p ř ípadě 4 mož­

ných směrů pohybu), Eukl idovská i diagonální heuristika. Tyto heuristiky se běžně 

používají v algoritmech pro h ledání cesty, aby efektivně vedly h ledání k cílovému 

stavu a zároveň zaručily op t imáln í řešení (více o opt imal i tě v části Optimalita 

a suboptimalita). Je důležité poznamenat, že ne všechny heuristiky jsou p ř ípus tné [9]. 

Konzistence 

D r u h á p o d m í n k a se nazývá konzistence (též mono tónnos t ) . Heuris t ická funkce h(n) 

je konzis tentní , jestl iže splňuje následující p o d m í n k u pro libovolný uzel n ve vyhle­

dávacím prostoru: 

kde c(n, n') jsou nák lady na přesun z uzlu n do jeho sousedního uzlu n' a h(n') je 

heuris t ická hodnota uzlu n'. J inými slovy, odhadované nák lady na dosažení cílového 

stavu z uzlu n jsou vždy menší nebo rovny součtu odhadovaného nák l adu na dosažení 

cílového stavu z jeho sousedního uzlu a skutečného nák l adu na přesun z uzlu n do 

uzlu n'. 

P o d m í n k a konzistence zaručuje, že heuris t ická funkce nikdy nepřeceňuje sku­

tečné nák lady na dosažení cílového stavu z žádného uzlu ve vyhledávacím stromu. 

(2) 

(3) 
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Tato vlastnost je důleži tá , protože zajišťuje, že algoritmus dokáže efektivně nají t 

op t imáln í řešení, i když nákladová funkce není rovnoměrná nebo je prohledávací 

prostor velký. 

Všechny z již zmíněných heuristik jsou stejně jako p ř ípus tné i konzis tentní . Je 

však p o d s t a t n é poznamenat, že za t ímco všechny konzis tentní heuristiky jsou zároveň 

p ř ípus tnými heuristikami, ne všechny p ř ípus tné heuristiky jsou konzis tentní [9, 25]. 

Optimalita 

Optimal i ta v algoritmech pro h ledání cesty je schopnost algoritmu nají t nejlepší 

nebo opt imáln í cestu z daného výchozího bodu do požadovaného cíle. Nejlepší nebo 

opt imáln í cesta je obvykle definována jako cesta s nejnižšími možnými nák lady nebo 

vzdálenost í mezi dvěma body. A b y mohl být algoritmus pro h ledání cesty považován 

za opt imální , musí zaruči t , že vždy najde cestu s nejnižšími možnými nák lady [9, 25]. 

Celkově je op t imálnos t důleži tým hlediskem při návrhu a implementaci algo­

r i tmů pro hledání cesty, ze jména v aplikacích, kde je nalezení nejlepší nebo opt imáln í 

cesty zásadní pro úspěch. 

2.3.4 Algoritmus A * 

Bezkonkurenčně nejznámějš ím algoritmem informovaných metod je algoritmus A * 

(čteno A-star) . Vyhodnocuje uzly kombinací g(n), nák ladů na dosažení uzlu, a h{n). 

odhadu nák ladů na dosažení cíle. Evaluační funkce f(n) m á tvar, k te rý udává od­

hadované nák lady na nej levnější řešení přes uzel n: 

Tato evaluační funkce je chápána jako součet odhadu nák ladů z akutá ln ího 

stavu do cíle h(n) a nák ladů již použi tých v dosavadní část i cesty g(n). Následně se 

uzel s nejnižším ohodnocen ím rozšiřuje jako první . Pokud se tedy snažíme nají t nej-

levnější řešení, je rozumné se nejprve pokusit o uzel s nejnižší hodnotou g{n) + h(n). 

Ukazuje se, že tato strategie je velmi vhodná . Za p ředpok ladu , že heuris t ická funkce 

h(n) splňuje p o d m í n k y př ípus tnos t i a konzistence, je h ledání A * (za p ředpok ladu 

existence řešení) úplné i op t imáln í [30, 25]. 

A * algortimus je speciálním p ř í p a d e m hledání BestFS algoritmu, kde se do­

savadní nák lady g{n) uzlu n vypočí ta j í rekurzivně př ič ten ím nák l adů g(m) jeho 

nadřazeného uzlu m k n á k l a d ů m cesty mezi t ěmi to uzly: 

P ř edpok l ádáme , že nák lady na cestu c jsou kladné . Počá tečn í uzel m á nák lady 

g(s) = 0. Dalš ím p ředpok ladem je i to, že heuris t ická funkce h(n) je p o d h o d n o c e n á 

(4) 

(5) 
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cena op t imáln í cesty z uzlu n do cíle [12]. Nazveme-li h*(n) cenu op t imáln í cesty, 

tak pla t í , že: 

h(n) < h*(n) (6) 

Princip algoritmu 

Stejně jako u BestFS algoritmu A * používá dva typy front. Nejprve se inicializuje 

pr ior i tn í fronta O P E N (množina uzlů, k teré maj í být vyhodnoceny) počá tečn ím 

uzlem. Dále se vytvoř í t aké seznam C L O S E D pro sledování již vyhodnocených uzlů. 

Pomocí heurist ické funkce se k uz lům v O P E N odhaduj í nák lady na nej lev­

nější cestu z ak tuá ln ího uzlu do cílového uzlu. Tato hodnota se nazývá heuris t ická 

hodnota h(n). Zároveň jsou vypoč teny i celkové nák lady na cestu z výchozího uzlu do 

ak tuá ln ího uzlu tedy hodnota f(n) dle rovnice evaluační funkce. V každém cyklu al­

goritmu se dále sleduje, zda je ak tuá ln í uzel cílovým. Pokud ano, našel A * opt imáln í 

cestu a může j i vyhodnotit. Pro každého souseda ak tuá ln ího uzlu jsou vypoč teny 

celkové nák lady na cestu k tomuto sousedovi a pokud do nich nebyla dříve nale­

zena kra tš í cesta, jsou př idáni do seznamu O P E N . Pro každého souseda se opakuje 

výpočet hodnot / a h. 

Pokud u ak tuá ln ího stavu byly expandovány všechny směry, ods t raňuje se 

ak tuá ln í uzel z O P E N a přiřazuje se do seznamu C L O S E D . V tuto chvíli se vybere 

uzel z O P E N s nejnižší hodnotou / a nas tav í se jako ak tuá ln í uzel. Další kroky už se 

opakují , dokud není množ ina O P E N p r á z d n á nebo dokud ak tuá ln í uzel není uzlem 

cílovým. 

Tab. 2: Srovnání dosavadních a lgor i tmů , p řevza to z [25] 

Algoritmus Č a s o v á P r o s t o r o v á Ú p l n é ? O p t i m á l n í ? 

s l o ž i t o s t s l o ž i t o s t 

B F S 0(bd) 0(bd) Ano Ano 

D F S 0(bm) 0(bm) Ne Ne 

D L S 0{bl) 0{bl) Ne Ne 

IDS 0(bd) 0{bd) Ano Ano 

G B F S 0(bd) 0(bd) Ano Ne 

A * 0(bd) 0(bd) Ano Ano 

b - faktor větvení, d - hloubka řešení, m - max imá ln í hloubka grafu, 1 - l imit 

prohledávané hloubky; vše za p ředpok ladu existujícího konečného řešení 

a nezáporných vah cest mezi uzly 
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Algoritmus 6 A * 

1: function A*(start, goal) 

2: OPEN <- start 

3: CLOSED <- empty 

4: cameFrom <— empty 

5: gn[start] <— 0 

6: fn[start] <— h(start,goal) 

7: while OPEN is not empty do 

8: current <— n from OPEN wi th lowest fn 

9: if current == goal then 

10: return reconstructPath(cameFrom, current) 

11: end if 

12: remove n from OPEN 

13: for all neighbor of n do 

14: tentativeGn gn[currenť\ + dist ance( ctí r r e n í , neighbor) 

15: if tentativeGn < gn[neighbor] then 

16: cameFrom[neighbor] <— current 

17: gn[neighbor] <— tentativeGn 

18: fn[neighbor] <— gn[neighbor] + h(neighbor,goal) 

19: if neighbor is not in OPEN then 

20: add neighbor to OPEN 

21: end if 

22: end if 

23: end for 

24: CLOSED <- n 

25: end while 

26: return failure 

27: end function 
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3 SUBOPTIMÁLNÍ METODY 

EQ 

Hledání op t imáln í cesty může být mnohdy časově i prostorově ná ročná operace. 

I proto na ř a d u přicházejí algoritmy či jejich alternativy, k teré nemusí splňovat 

p o d m í n k u nalezení op t imáln í cesty, ale mohou se j í velmi přiblížit a p ř i t om proces 

hledání výrazně zrychlit. V takovém př ípadě přichází v úvahu subop t imáln í algo­

ritmy, k teré nezaručují nalezení op t imáln í cesty, nýbrž cesty takové, k t e rá může mí t 

vyšší náklady. S tupeň suboptimality se obvykle měř í jako poměr nák ladů na cestu 

nalezenou algoritmem a nák ladů na op t imáln í cestu. 

Pokud v řešení situace nejde čistě pouze o nalezení op t imáln í cesty, přichází 

vhod výhody subopt imáln ích metod. T y to t iž mohou být rychlejší nebo vyžadovat 

méně p a m ě t i než algoritmy zaručující optimalitu. 

V některých aplikacích, jako je plánování a řízení v reá lném čase, může být 

rychlost a efektivita algoritmu důležitější než nalezení op t imáln í cesty. Subopt imáln í 

algoritmy mohou být uži tečné t aké tehdy, když je evaluační funkce neurč i tá nebo 

když je prohledávací prostor velmi rozsáhlý a nalezení op t imáln í cesty je výpoče tně 

neproveditelné. 

Jak již bylo zmíněno, nevýhodou použi t í subopt imáln ích a lgor i tmů je, že 

nezaručují nalezení op t imáln í cesty. Navíc může být v urči tých př ípadech rozdíl 

mezi subop t imáln í a op t imáln í cestou tak markan tn í , že vede k neefekt ivnímu nebo 

nebezpečnému provozu. 

Volba mezi použ i t ím opt imáln ích a subopt imáln ích a lgor i tmů tak závisí na 

konkrétních aspektech daného problému. Jestl iže je kvalita nalezené cesty j ed iným či 

h lavním cílem, je dobré se zaměř i t na algoritmy zaručující op t imáln í řešení. Pokud 

je důležitější rychlost a efektivita, může být vhodnější subop t imáln í algoritmus. 

3.1 N e o m e z e n é s u b o p t i m á l n í algoritmy 

Do kategorie subopt imáln ích a lgor i tmů lze zařadi t již některé z a lgor i tmů, k te ré byly 

zběžně představeny. Lze je nazvat neomezené subop t imá ln í algoritmy. Neomezené 

jsou zejména proto, že neposkytuj í žádnou zá ruku kvality řešení, k teré vytvoří . M o ­

hou nalézt řešení velmi vzdálená od opt imáln ích a to v závislosti na d a n é m prost ředí . 

Použi t í najdou obvykle v si tuacích, kdy není n u t n é nalézt exak tn í řešení, ale 

pos tač í rychle nalezené přibl ižné, tedy subopt imáln í . Z hlediska prakt ického využit í 

lze takové chování využí t např ík lad ve videohrách, kde je rychlost nalezení řešení 

mnohdy o dost důležitější než jeho kvalita. 

Jeden z př ík ladů neomezeného subop t imáln ího algoritmu je Depth-first search. 

Tento algoritmus neposkytuje žádné zá ruky kvality řešení, k teré vytvoří , pro tože jed­

noduše zkoumá cesty, dokud nedosáhne cílového stavu, aniž by bral v úvahu nák lady 
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na cestu. Dalš ím př ík ladem je algoritmus G B F S (Greedy best-fisrt search), k terý 

zkoumá své okolí na základě heurist ické funkce, ale opět neposkytuje žádné záruky 

kvality řešení. N a následujícím obrázku lze vidět , že i když G B F S značně předčí 

A * z hlediska rychlosti (množství proj i tých s tavů) , jako oběť dochází k r ap idn ímu 

poklesu kvality řešení. 

Obr. 9: Srovnání a lgor i tmů A * a G B F S , p řevza to z [31] 

Je t aké vhodné si uvědomit , že prak t ičnos t a lgor i tmů jako je G B F S je závislá 

na d a n é m prost ředí . U velkých či značně komplexních map jsou výsledky G B F S 

oproti klasickému A * nejenom méně kvali tní , nýbrž i značně pomaleji získané (o 

mnoho více proj i tých s tavů) . 

Obr. 10: Komplexní mapa - G B F S (vlevo), A * (vpravo), p řevza to z [31] 

Neomezené subop t ímáln í algoritmy mohou být v ř adě p ř ípadů uži tečné, ale 

obecně se j i m nevěnuje mnoho pozornosti, jelikož jsou v nejhorších př ípadech nale­

zeny opravdu nekvali tní cesty, což j e v praxi nežádoucí . Pokud tedy p r i m á r n í m cílem 

není co největší minimalizace časových nároků , je dobré použí t omezené subopt í ­

máln í algoritmy, k te ré poskytuj í zá ruku kvality řešení (viz sekce Omezené subopt í ­

máln í algoritmy) [31]. 
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3.2 A n y t i m e algoritmy 

Další možnou kategori í sub opt imálních a lgor i tmů jsou Anyt ime algoritmy, k teré jsou 

navrženy p o d o b n ě jako neomezené subop t imá ln í algoritmy, a to tak, aby rychle na­

cházely řešení problémů, ale oproti předchozí kategorii t aké tak, aby dosavadní řešení 

ješ tě vylepšovaly a to v př ípadě , že je pro algoritmus k dispozici více času. Název 

těch to a lgor i tmů koresponduje s t ím, že algoritmus lze kdykoli zastavit a výsledky, 

k teré byly do té doby vytvořeny, mohou být použi te lné. 

Algori tmy Anyt ime jsou tak typem subop t imáln ího vyhledávacího algoritmu, 

k te rý lze kdykoli přeruši t a k te rý stále vrací řešení, jež se v čase zlepšuje. Řešení 

není nikdy garan továno jako opt imální , ale samozřejmě se k němu časem může velmi 

přiblížit . To záleží i na tom, v j akém momentu je algoritmus ukončen. 

Tyto algoritmy najdou up la tněn í v ř adě oblast í , ale jejich použi t í je vhodné 

pouze tehdy, když jsou výpoče tn í zdroje omezené v čase na základě reálných pod­

nětů . I proto se jejich výkon či kvalita špa tně srovnává s dalšími algoritmy, k te ré se 

zastavují automaticky při nalezení p rvn ího řešení. Vzhledem k tomu, že algoritmy 

Anyt ime mohou být kdykoli přerušeny, může být obt ížné interpretovat srovnávací 

experimenty a jejich výsledky. 

Navíc algoritmy Anyt ime často vyžaduj í více výpoče tn ích zdrojů než další 

klasické algoritmy, protože musí svá řešení v čase kont inuálně zlepšovat, což může 

být značný prob lém v pros t ředí s omezenými zdroji. Taktéž vyžadují pečlivé nastavo­

vání p a r a m e t r ů , aby dosáhly kvali tních výsledků, k te ré jsou vyváženy mezi rychlost 

a op t imálnos t . 

Celkově lze říci, že ačkoli maj í Anyt ime algoritmy své silné s t ránky, nejsou 

vhodné pro všechny problémy. Rozhodnu t í o použi t í takového algoritmu by mělo 

být založeno na konkré tnách požadavcích daného problému [16, 24]. 

Mezi používané Anyt ime algoritmy p a t ř í Anyt ime weighted A * (AwA*) [13], 

Anyt ime repairing A * ( A R A * ) [15], Restarting weighted A * (RwA*) [23], k teré vyu­

žívají principy opt imáln ích či omezených subopt imáln ích a lgor i tmů a v čase upravuj í 

jejich parametry tak, aby se pos tupně posunovaly k lepším výsledkům. Principielně 

však nejde o nijak nové algoritmy, pouze se v čase upravuje jejich nas tavení . I proto 

se tato práce soustředí ze jména na popis omezených subopt imáln ích metod, ze kte­

rých tyto algoritmy čerpají [31]. 

3.3 O m e z e n é s u b o p t i m á l n í algoritmy 

A s i nej prakt ič tě jš í a zároveň nejlépe měř i te lnou kategori í subopt imáln ích a lgor i tmů 

jsou metody omezených subopt imáln ích algori tmů. Tyto algoritmy jsou schopny 

samy balancovat mezi kvalitou nalezené cesty a dobou, za jakou se k tomuto řešení 
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Obr. 11: Srovnání a lgor i tmů A w A * , A R A * a R w A * , p řevza to z [31] 

dostanou. Omezení nebo p o d m í n k y kvality jsou definovány jako podí l mezi nák lady 

řešení nalezeného subop t imá ln ím algoritmem a nák lady op t imáln ího řešení. V praxi 

to tedy znamená , že tyto algoritmy dokáží zajistit kvali tu daného výsledku již jako 

vs tupn í parametr. 

Omezená suboptimalita je důležitý pojem v algoritmech pro hledání cesty, 

protože poskytuje mí ru kompromisu mezi kvalitou řešení a výpoče tn ími p ros t ředky 

po t ř ebnými k jeho nalezení. Algoritmus s menší omezenou suboptimalitou je obecně 

upřednos tňován před algoritmem s větší suboptimalitou, protože poskytuje řešení 

bližší op t imáln ímu. Algor i tmy s menší omezenou suboptimalitou však mohou k na­

lezení řešení vyžadovat větší výpoče tn í náročnos t [29, 31]. 

3.3.1 Metody w A * 

Jako základ metod omezeného sub op t imáln ího vyhledávání je t ř e b a uvést weigh-

ted A * neboli vážený A * . Pr incip t é t o metody nast íni l již v roce 1970 Ira Pohl ve 

svém článku Heuristic Search Viewed as Path Finding in a Graph [22]. Kromě celko­

vého sh rnu t í důleži tost i heuris t ického vyhledávání navrhl metodu vážení heurist ické 

funkce, a t í m započal myšlenku o vyvažování op t imáln ího řešení vzhledem k rychlej­

šímu prohledávání . Tento p ř í s tup se později pojmenoval jako weighted A * , k te rý je 

zák ladn ím algoritmem pro subop t imá ln í metody. Algoritmus vychází z generického 

Best-first search algoritmu, stejně jako A * . 

Algoritmus w A * 

Weighted A * je modifikací vyhledávacího algoritmu A * . Hlavním rozdílem mezi tě­

mito algoritmy je podoba jejich evaluačních funkcí. V př ípadě weighted A * se tot iž 

hodnota heuristiky násobí váhou w, k t e r á určuje rozložení hodnoty mezi skutečné ná-
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klady a heuris t ický odhad. Menší hodnota w znamená , že algoritmus upřednos tňuje 

skutečné nák lady před heur is t ickým odhadem, za t ímco větší hodnota w z n a m e n á 

opak. Rovnice tohoto řešení se d á zapsat následovně: 

kde n je uzel ve vyhledávacím stromu, g{n) je sku tečná cena cesty z počá tečn ího 

uzlu do n, h(n) je heuris t ický odhad ceny nejlevnější cesty z n do cílového uzlu a w 

je váhový faktor. 

V př ípadě takového zápisu můžeme uvažovat hodnoty w od nuly do jedné . 

Pokud by se hodnota váhy rovnala 0, 5, pak by se w A * choval stejně jako A * . Zajíma­

vější jsou však ex t r émy tohoto intervalu. Pro hodnotu 1 je evaluační funkce shodná 

s funkcí G B F S algoritmu. Př i opačné hodno tě , tedy 0, se naopak hledání promění 

v algoritmus Uniform-cost search, k te rý při svém prohledávání využívá pouze infor­

mace z již expandovaných uzlů. 

V praxi o něco používanější a pro účel suboptimality lepší formou je tento 

zápis evaluační funkce: 

Weighted A * je omezeným subop t imá ln ím algoritmem díky tomu, že lze za­

ručit nalezení cesty, k t e rá je nejvýše w-násobně delší než op t imáln í cesta. To zna­

mená , že s ros touc ím váhovým faktorem w najde algoritmus méně nák ladnou cestu, 

k t e rá však může být z pohledu nák ladů až w-násobně vzdálená cestě opt imální . 

Tato vlastnost je zák ladn ím s tavebním kamenem omezených sub opt imálních algo­

r i tmů [22, 30, 31]. 

N a následujícím obrázku (viz obr. 12) je možné vidět , že samotný algoritmus 

m á mnohem lepší výsledky oproti G B F S z pohledu kvality nalezené cesty vzhledem 

k p o č t u prohledaných či expandovaných uzlů, což je v praxi velmi cenným faktem. 

Lze říct , že algoritmus w A * je úp lný a w-opt imální , tedy jeho výsledná cesta 

se nebude více než w-násobně lišit od cesty opt imální . Toto tvrzení je opřeno o jed­

noduchou myšlenku, respektive důkaz , k te rý se opírá o fakt, že v seznamu O P E N 

(viz Algoritmus A * ) je vždy jeden z uzlů uzlem na op t imáln í cestě [30]. Takový 

uzel ponese označení n, lze si ho p ředs tav i t jako předposlední uzel na cestě do cíle. 

Jelikož je algoritmus w A * úplný, najde vždy existující řešení, avšak nemusí nají t 

takové, k te ré je p ř ímo opt imální . Proto bude procházet uzlem, jež není na opt imáln í 

cestě. Takový uzel ponese označení p. V následující rovnici pro jakýkoliv uzel p na 

výsledné cestě vytvořené algoritmem w A * pla t í tento důkaz o subopt imal i tě : 

(7) 

f(Pi) < f{n) = g{n) + wh(n) < w(g(n) + h{n)) (9) 
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fipô < wC* (10) 

Tato nerovnice jasně dokazuje, že řešení posky tnu t é w A * je vždy w-opt imální . 

Obrázek 13 zobrazuje, že přes nalezení mírně horší cesty (než je opt imálni ) nemusí 

algoritmus w A * oproti A * prohledávat tak velký prostor, respektive expandovat tolik 

uzlů. V tomto př ípadě jsou uzly znázorněné zelenou barvou stavy v seznamu O P E N 

a červené již expandované v seznamu C L O S E D . 

Obr. 13: Velikost p roh ledaného prostoru algoritmy: A * (vlevo), w A * (w = 2, 

vpravo), p řevza to z [29] 

Algoritmus X D P / X U P 

Hlavním nás t ro jem obecného Best-first search algoritmu je definice tzv. nejlepšího 

uzlu neboli výběr uzlu, jenž se v seznamu O P E N zařadí na p rvn í mís to , a stane se 

38 



Ústav automatizace a informatiky, FSI V U T v Brně, 2023 

tak dalš ím k a n d i d á t e m k expandování . K definici se obvykle používá již zmíněná 

evaluační funkce, někdy označovaná jako prior i tní . Zat ímco algoritmus A * větš inou 

zapisuje tuto rovnici ve formátu f(n) = g{n) + h(n) a w A * jako f(n) = g{n) + 

wh(n), Nathan R. Sturtevant a Jingewi Chen j i pro účely vytvoření komplexnějších 

evaluačních funkcí ve svém článku Conditions for Avoiding Node Re-expansions in 

Bounded Suboptimal Search [7] přepsal i do tvaru: 

Následně dokázali , že i taková evaluační funkce je subop t imá ln í v rámci dané 

váhy w. Po vzoru tohoto zápisu po t é odvodili nové evaluační funkce, u k te rých algo­

ritmus nemusí znovu expandovat již expandované uzly (uzly v seznamu C L O S E D ) , 

i p řes to , že do nich byla nalezena nová a k ra t š í cesta. T í m t o se algoritmus používa­

jící nové funkce zefektivní. Pro demonstraci výsledků byla nejdříve navrhnuta l inární 

funkce, jež po celou dobu vyhledávání ponechává maximáln í úroveň suboptimality 

ve všech krocích kons ta tn í . Tato evaluační funkce koresponduje s klasickým zápisem 

evaluační funkce algoritmu w A * : 

Pomocí t é t o rovnice je snadné demonstrovat, že w A * zůs tává w-opt imáln í 

bez po t ř eby znovuoteví ra t již expandované stavy [7]. 

Dalšími evaluačními funkcemi jsou nel ineární evaluační funkce, k teré umož­

ňují, aby se mí ra suboptimality v p r ů b ě h u vyhledávání měnila . Zat ímco předs tavená 

l ineární funkce poskytuje kons ta tn í mí ru suboptimality, Chen a Sturtevant předs ta ­

v i l i nel ineární funkci konvexní paraboly, k t e r á značně omezuje mí ru suboptimality 

na začá tku nebo na konci vyhledávání . T í m je zajištěno, že suboptimalita je za­

měřena na kritické části vyhledávacího procesu, př ičemž na začá tku nebo na konci 

cesty je k dispozici jen ma lá tolerance. N a následujícím obrázku (viz obr. 14) lze 

vidět graf takových parabol, k teré předs tavuj í t ř i různé izočáry pro pr ior i tn í funkce. 

K a ž d á z těch to pr ior i tních funkcí v rá t í w-subop t imáln í řešení, ale klade různé poža­

davky na nalezenou cestu. Vpravo je část kř ivky zobrazena ve větš ím detailu. Rovná 

černá čára upros t řed je w A * s váhou w — 2. Pro tože černá izočára algoritmu w A * 

je př ímá, může v l ibovolném bodě h ledání rozšířit stav, k te rý zvýší g-náklady o 2 

a / i -náklady sníží o 1, a to při zachování stejné priority. M o d r á izočára ve spodní 

části je zakřivená. U g blížící se nule je její sklon t éměř vodorovný. Pokud izočára 

evaluační funkce vytvář í takový tvar, pak prohledávání umožní velmi malou mí ru 

suboptimality na začá tku každé zkoumané cesty. S ros toucími nák lady g však bude 

povolena větší suboptimalita. Červená čára m á opačný p růběh . N a začá tku hledání 

je povolena větší mí ra suboptimality, ale čím více se h ledání blíží k cíli, t í m přísnější 

ná roky na suboptimalitu jsou. 

$(h,g) = -g + h 
w 

(12) 
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Obr. 14: Grafy evaluačních funkcí (modrá = X D P , černá = w A * , m o d r á = X U P , 

w — 2), p řevza to z [7] 

Prakt ické využi t í těchto pr ior i tních funkcí je znázorněno na dalš ím obrázku 

(viz obr. 15). P ředpok lad je zde takový, že w A * prochází od startu s do cíle g s vá­

hou w = 2. Z / i -nákladů na začá tek můžeme usoudit, že horn í cesta z s přes n do g 

(délka cesty 340) se vejde do požadované subop t imá ln í hranice (dvojnásobek hod­

noty heurist ické funkce, tedy 360). Algoritmus w A * však vyžaduje, aby i část cesty 

z n do g byla nejvýše dvakrá t subopt imáln í , což v tomto př ípadě není. Evaluační 

funkce s modrou izočárou na obrázku 14 však př ipouš t í menší mí ru suboptimality 

v první polovině cesty a větší mí ru ve d ruhé polovině, t akže by v tomto př ík ladu 

byla schopna nají t řešení délky 340. 

Evaluační funkce znázorněné ba revnými izočárami byly odvozeny jako kon­

vexní dolů směřující parabola neboli Convex Downward Parabola ( X D P ) a konvexní 

nahoru směřující parabola neboli Convex Upward Parabola ( X U P ) . Jejich podoba 

je následující: 

$XDp(h,g) = ^(g + (2w- l)h + yj(g + h)2 + Awgh) (13) 

$xup(h,g) = —(g + h+ yj(g + h)2 + 4w(w - l)h?) (14) 

Tyto evaluační funkce v mnoha př ípadech překonávají w A * , a navíc oproti 

dále p ředs tavovaným a lgor i tmům nemusí znovuoteví ra t již expandované uzly. 

100 240 

h=l80 h=l00 

Obr. 15: Př ík lad grafu s /i-hodnotami uzlů a délkami cest, p řevza to z [7] 
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3.3.2 Metody focal 

Doposud byly předs taveny subop t imáln í metody, k teré čerpaly informace o dalším 

směřování v d a n é m kroce z jednoho seznamu, konkré tně seznamu O P E N , ze k terého 

byl vždy v y b r á n nejperspekt ivnějš í uzel, k te rý se následně expandoval. Dále se však 

práce bude věnovat kategorii omezených subopt imáln ích metod, jež ke své funkci 

využívají další seznam, označovaný jako F O C A L . 

Stejně jako v předchozích př ípadech je i zde cílem dosáhnout rovnováhy mezi 

efektivitou a suboptimalitou. Stěžejní myšlenkou focal metod je aktualizace dvou 

seznamů najednou. F O C A L množ ina je ve většině p ř ípadů považována za perspek­

tivnější z hlediska vedení k cíli a pomocí ní se provádí zkoumání nej slibnějších oblast í 

prohledávaného prostoru. Zjednodušeně řečeno se focal metody dokáží mnohem snáz 

soustředi t na směřování k cíli, avšak stejně jako u algoritmu w A * za to p la t í d a ň 

ve formě neoptimality. Jelikož se však j edná o omezené algoritmy, stále zde plat í , že 

mezi vs tupn ími parametry je i váha w, k t e rá tuto suboptimalitu omezuje dle po t ř eb . 

Algoritmus A * epsilon 

Myšlenku F O C A L množiny představi l i již v roce 1982 J . Pearl a J . H . K i m ve svém 

článku Studies in Semi-Admissible Heuristics [20] a postavili na ni algoritmus A * 

epsilon. Jeho název se odvíjí od hodnoty epsilon, k t e r á definuje váhu w, podle níž 

se řídí suboptimalita v d a n é m algoritmu: 

Jak již bylo napsáno , A * epsilon pracuje se dvěma seznamy, tedy O P E N a F O ­

C A L . F O C A L je podseznamem O P E N a obsahuje pouze ty uzly, k te ré se neodchylují 

od nejlepšího uzlu v O P E N faktorem větš ím než w: 

Proces A * epsilon je to tožný s algoritmem A * s t í m rozdílem, že epsilon 

verze vybí rá uzel ze seznamu F O C A L , a to takový, k te rý m á nejnižší heuristickou 

hodnotou h(n), k t e rá odhaduje výpoče tn í náročnos t p o t ř e b n o u k dokončení hledání . 

Důvod pro tento způsob práce je jednoduchý. Všechny uzly v seznamu F O ­

C A L maj í přibl ižně stejné ohodnocení , a proto než t ráv i t čas rozhodováním, k terý 

z nich je nejlepší, je smysluplnější věnovat čas v ý p o č t u zbývající části řešení. Je 

zřejmé, že pro epsilon rovno nule, se A * epsilon redukuje na A * . 

K d y b y se z algoritmu odebral seznam O P E N , korespondoval by algoritmus 

s G B F S algoritmem. To fakticky znamená , že se vždy prostor expanduje velmi 

rychle pomocí uzlů, k teré jsou v seznamu F O C A L . Řešení se o dost rychleji blíží 

výsledku, ale nezaručuje optimalitu. Jakmile se expandace přiblíží l imi tu pro daný 

uzel v O P E N seznamu (viz předešlá rovnice), musí bý t expandovaný i ten a řešení je 

(15) 

FOCAL = {n : f(n) < (1 + e)minn^0PENf(n')} (16) 
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svým způsobem dále zkontrolováno klasickým A * algoritmem, což sice zvýší náklady, 

ale algoritmu d o d á jistotu w-optimality [30, 20]. 

Algoritmus Optimistic search 

V roce 2008 se ve své práci Faster than Weighted A*: An Optimistic Approach to 

Bounded Suboptimal Search J . T . Thayer a W . R u m l věnují novému algoritmu, k terý 

t ak t éž vychází z myšlenky dvou seznamů. Algoritmus, k te rý představil i , m á dvě fáze. 

P r v n í je agresivní část h ledání (dle k te ré je algoritmus pojmenovaný) , u k te ré není 

zaručeno, že je w-př ípus tná (i když obvykle je). Po ní následuje fáze tzv. čištění, v níž 

se algoritmus snaží p rokáza t , že řešení získané agresivní část í h ledání je p ř ípus tné 

(w-opt imální ) . 

P r v n í fáze (opt imist ická část) je dosud nepředs tavený koncept, jelikož algo­

ri tmy jako w A * nebo A * epsilon jsou velmi s t r ik tní . Žádný z těchto a lgor i tmů nikdy 

neexpanduje uzel, k t e rý nemusí vést k w-op t imáln ímu řešení. To vede k optimistic­

kému př í s tupu , kdy je povoleno agresivněji rozšiřovat uzly, aniž bychom měli s t r ik tní 

záruku, že vedou k w-p ř ípus tnému řešení. Pro tuto fázi může být zvolena jakáko­

liv rychlá vyhledávací metoda se seznamem O P E N (např íklad w A * s velkou vahou 

přesahující v s tupn í omezení) . 

A b y se řešení dalo po p rvn í optimist ické části považovat za w-př ípus tné , je 

t ř e b a po nalezení řešení dále expandovat uzly, pomocí algoritmu A * , jenž bud po­

tv rd í w-př ípus tnos t nebo najde lepší řešení. Rozhodně však nepot řebuje hledat ce­

lou novou cestu, větš inou w-př ípus tnos t po tv rd í po pá r krocích, a uše t ř í tak mnoho 

expandovaných uzlů, k teré by musel projí t v p ř ípadě použi t í pouze takového algo­

r i tmu [32]. 

N a následujícím obrázku (viz obr. 16) lze vidět srovnání expandovaných uzlů 

u p rvn í (vlevo nahoře) a d ruhé (vpravo nahoře) fáze algoritmu Optimistic search. 

Dole je pro porovnán í ten samý prob lém řešený algoritmem A * . Černá políčka jsou 

překážky v prostoru, bílá volné uzly k dispozici pro cestu a ba revně jsou naznačeny 

expandované uzly. 
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Algoritmus 7 Optimistic Search 

1: function O P T I M I S T I C S E A R C H ( s t a r í , goal,w) 

2: OPEN start 

3: FOCAL start 

4: CLOSED <- 0 

5: incumbent <— oc 

6: while w • /(first on OPEN) > f (incumbent) do 

7: if / '(first on FOCAL) < f (incumbent) then 

8: n remove first from FOCAL 

9: remove first from OPEN 

10: else 

11: n •<— remove first from OPEN 

12: remove first from FOCAL 

13: end if 

14: add n to CLOSED 

15: if n is a goa/ then 

16: incumbent <— n 

17: else 

18: for all child c of n do 

19: if c is duplicated in OPEN then 

20: if c is better than the duplicate then 

21: replace copies in OPEN and FOCAL 

22: end if 

23: else if c is duplicated in CLOSED then 

24: if c is better than the duplicate then 

25: add c to OPEN and FOCAL 

26: end if 

27: else 

28: add c to O P £ W and FOCAL 

29: end if 

30: end for 

31: end if 

32: end while 

33: end function 
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Obr. 16: Porovnání a lgor i tmů Optimistic search a A * , p řevza to z [31] 

Algoritmus Improved optimistic search 

Základní princip algoritmu Improved optimistic search (IOS) je identický s před­

chozím algoritmem Optimistic search, ze k te rého vychází . Stejně jako předchozí 

algoritmus používá IOS k h ledání a nalezení řešení F O C A L seznam a k prokázání 

neopt imálnos t i nalezeného řešení seznam O P E N . V mnoha př ípadech však lze k dů­

kazu, že řešení je v mezích optimality, použí t max imáln í nák lady uzlů z F O C A L 

seznamu, aniž by bylo n u t n é rozšiřovat stavy v O P E N seznamu. Algoritmus IOS je 

tak efektivnější, jelikož znovu neotv í rá stavy, k teré právě Optimistic navrac í do se­

znamu O P E N ze seznamu C L O S E D . Navíc m á IOS možnost použí t i lepší ukončovací 

podmínku , k t e r á čas to mnohem dříve rozpozná, zda je algoritmus w-opt imáln í (viz 

pseudokód algoritmu). IOS je také schopen používat širší t ř ídu evaluačních funkcí 

( X D P , U D P [7]). 

Algoritmus Dynamic potential search 

Ve své p o d s t a t ě by poslední předs tavovaný algoritmus mohl mí t svoji v las tn í kate­

gorii. J e d n á se o druh algoritmu, jenž provádí prohledávání na základě potenc iá lu 

jednot l ivých uzlů. Tento koncept byl p ředs taven již v roce 2011 algoritmem Potential 

search [28]. Tento algoritmus vytvoři l svoji speciální podkategorii tzv. subopt imál -

ních metod omezených na základě délky cesty. T y definují max imá ln í délku cesty C. 

přičemž její velikost nesmí být při h ledání řešení překročena. Tato práce však tuto 

novou kategorii problémů nepředs tavuje , jelikož bylo v roce 2016 ve č lánku Dynamic 

Potential Search - a New Bounded Suboptimal Search Algorithm od D . Gilona, A . 

Felnera a R. Sterna [11] p rokázáno , že se všechny algoritmy spadající do ní dají 

j ednoduše převést do kategorie klasických omezených subopt imáln ích algori tmů, do 

44 



Ústav automatizace a informatiky, FSI V U T v Brně, 2023 

Algoritmus 8 Improved Optimistic Search 

function IOS(start, goal, w) 

OPEN <- start 

FOCAL <- 0 [c(J) = oo] 

/ <- oc 

while c(J) not w-optimal do 

if est. path length of best on FOCAL < c(I) then 

expand best from FOCAL 

if best = = goal then 

/ <— path(best) 

end if 

else 

expand best from OPEN 

if child c has shorter path to c on FOCAL then 

update cost of c on FOCAL 

end if 

end if 

end while 

end function 

nichž spadá i Dynamic potential search (DPS) předs tavený t í m t o článkem. D P S 

vychází právě z algoritmu Potential search a upravuje ho tak, aby ohraničení subop-

timali ty nebylo provedeno max imáln í délkou cesty C, nýbrž součinem minimální 

hodnoty / v O P E N seznamu a požadovaného subop t imáln ího ohraničení (váhou w). 

D P S je speciálním p ř í p a d e m focal search metod a je tedy i pro t en tokrá t zaručeno, 

že vždy nalezne řešení v rámci požadované meze suboptimality. 

Slabinou D P S je, že priorita (evaluační funkce) uzlu v O P E N závisí na nejnižší 

hodno tě v seznamu O P E N , jež se v p r ů b ě h u hledání zvyšuje. Proto je n u t n é při 

každém takovém kroku aktualizovat pořad í v seznamu O P E N , což značně zpomaluje 

chod algoritmu. 

Jak bylo zmíněno, pro výběr pr ior i tn ího respektive nejlepšího uzlu není pou­

ži ta tzv. evaluační funkce, ale potenciá l uzlů, k te rý vychází z následující rovnice: 

j( \ B • f min 9{n) /-i rj\ 
ud(n) = — 17 

h[n) 

kde B je mez suboptimality, fmin je uzel s nejmenší hodnotou evaluační funkce 

v seznamu O P E N . Násobek těchto dvou p a r a m e t r ů definuje mez suboptimality pro 

daný moment. Či ta te l v t é t o rovnici, tedy mez suboptimality pro daný moment od 

nějž se odečte hodnota gin), p ředs tavuje zbývající část suboptimality, kterou po 
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vydělení h(n) můžeme nazvat jako hodnotu udávající kolik uzlů z celkové cesty již 

bylo použi to . 
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4 IMPLEMENTACE ALGORITMŮ 

EQ 

K implementaci byly vyb rány algoritmy patř íc í do kategorie omezených subopti-

máln í metod, tedy metod w A * a focal. Tento výběr byl zvolen zejména proto, že 

narozdíl od neomezených subopt imáln ích a lgor i tmů lze zaruči t m í r a jejich subop-

timality. Respektive se hranice suboptimality nastavuje již jako vs tupn í parametr, 

což u neomezených provést nelze. Anyt ime algoritmy tato práce t ak t éž nepopisuje 

a neanalyzuje po prakt ické s t ránce , a to zejména proto, že jsou tyto algoritmy na 

omezených subopt imáln ích m e t o d á c h postavené. Tudíž by se jednalo pouze o j iný 

způsob interpretace výsledků, a to z hlediska posky tnu t ého časového rámce . Tento 

př í s tup by se však nedal blíže porovnávat s omezenými metodami. Mez i vybrané 

algoritmy byly zvoleny následující: 

• A * algoritmus (opt imální , pro srovnání výsledků) 

• w A * algoritmus (kategorie wA*) 

• w A * X D P algoritmus (kategorie w A * ) 

• w A * X U P algoritmus (kategorie wA*) 

• IOS algoritmus (kategorie focal) 

• D P S algoritmus (kategorie focal) 

4.1 P r o g r a m o v a c í p r o s t ř e d k y 

Pro implementaci a lgori tmů, jejich grafické zobrazení a zpracování výsledků bylo 

vytvořeno simulační pros t ředí pomocí programovacího jazyka Python, jenž je od 

roku 1991 j edn ím z nejpopulárnějších programovacích j azyků vůbec . J e d n á se o open-

source projekt, k t e rý je k dispozici na všech běžně dos tupných p la t formách [2, 4]. 

4.1.1 P r o s t ř e d í aplikace 

Základn ím s tavebním kamenem simulačního pros t řed í jsou dvě hlavní třídy. T ř ída 

Node pro každý jednot l ivý uzel grafu. A t ř í da Planner pro pros t ředí řídící celý proces 

prohledávání . Z toho vyplývá, že jako základní programovací paradigma bylo zvoleno 

objektově orientované programování ( O O P ) , jež definuje tzv. objekt, tedy ucelenou 

koncepční jednotku, k t e rá obsahuje své vn i t řn í p roměnné (atributy) a funkce (me­

tody). Objekt je ins tancí tř ídy, k t e r á charakterizuje jeho obecnou strukturu. Každý 

uzel grafu je tak ins tancí t ř ídy Node s jedinečnou adresou [3]. 

Tato základní struktura je doplněna o skripty s algoritmy jako takovými 

a dalšími extern ími funkcemi. K a ž d ý algoritmus je přiložen jako funkce zpracováva­

jící v s tupn í parametry, mezi něž pa t ř í graf ve formě mřížky (definovaný pomocí do 

sebe vnořených seznamů, tzv. list, což je základní da tová struktura jazyka Python), 
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počá tečn í uzel, cílový uzel a v p ř ípadě subopt imáln ích a lgor i tmů vstupuje do funkce 

také bound neboli max imá ln í mí ra suboptimality (omezení či hranice suboptimality). 

V p ř ípadě IOS algoritmu navíc i váha w, jež určuje mí ru prohledávání prostoru první 

fáze algoritmu. Vše je doplněno o balíček funkcí s heuris t ickými metrikami. 

K dispozici jsou dále dvě podsložky, /ui složka pro grafické rozhraní (user-

interface, viz následující část textu) a /maps, což je složka sdružující všechny uložené 

mapy pro snadnější a rychlejší ana lýzu výsledků a jejich porovnávání . 

4.2 Uživate lské r o z h r a n í 

Uživatelské pros t ředí bylo vytvořeno pomocí sady m o d u l ů Pygame, jež je u rčená pro 

vývoj mul t imediá ln ích aplikací. Poskytuje funkce pro vývoj her či simulačních pro­

středí . Základními prvky t é t o knihovny jsou kreslení tvarů , nač í tán í a zobrazování 

obrázků, přehrávání zvuků a hudby, zpracování vstupu z klávesnice a myši a imple­

mentace herní logiky p r o t o t y p ů her. Pygame m á otevřený zdrojový kód, rozsáhlou 

dokumentaci, výukové programy a zdroje [26]. 

Uživatelské pros t ředí jako takové je tvořeno mřížkou reprezentující graf, po 

jehož h ranách je prostor prohledávaný. V mřížce se lze pohybovat 8 směry, tedy pro 

jakýkoliv uzel mimo okrajové plat í , že z něj vede cesta do všech 8 sousedních uzlů 

(2 vert ikální cesty, 2 hor izontální a 4 diagonální) . V p ravém horn ím rohu se nachází 

menu (viz obr. 17) s možnos t í výbě ru algoritmu a jeho vs tup tn ích p a r a m e t r ů . Dále 

menu obsahuje t l ač í tka pro ovládání p ros t řed í a informační sekci. 

•j 
i 

H 1 H I 
T T 

Find path 
i i i i i 

Open map 1 
i i i i i 

Cle ar rap L Save > L 
• t 1 

Obr. 17: Uživatelské rozhran í s imulačního pros t ředí 
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4.2.1 O v l á d á n í aplikace 

Pomocí levého t lač í tka myši se do grafu vk ládá s ta r tovn í uzel (první kl iknutí) a cí­

lový uzel (druhé kl iknut í ) . Následně se t í m samým t lač í tkem do mapy pokládaj í 

překážky znázorněné černým pozad ím a to bud kl ikáním nebo t ažen ím myši. Pra­

v ý m t lač í tkem myši se daný uzel vymaže , respektive se uvolní a může j í m tak pro­

cházet cesta. V aplikaci rovněž fungují t ř i klávesové zkratky. Pomocí t l ač í tka „c" 

jako (clear, vymazat) se mř ížka promaže . Pomocí „r" (refresh, obnovit) se ods t ran í 

pouze stavy, k teré byly vytvořeny algoritmem, tedy start, cíl a překážky zůstávají . 

Klávesa „ b " (back, zpě t ) pak vrací předchozí verzi mřížky, na k te ré byl spuš těn 

libovolný algoritmus. 

Obr. 18: Př ík lad j ednoduché mapy (start = oranžový uzel, cíl = tyrkysový uzel) 

V menu se nachází devět t lačí tek. T lač í tka plus a minus nas tavuj í velikost 

váhy w a míry suboptimality bound a to v intervalu od 1,5 do 9. Zat ímco u A * 

algoritmu jsou t l ač í tka deakt ivovaná, u os ta tn ích a lgor i tmů se akt ivuj í vždy dle 

požadovaných vs tupních p a r a m e t r ů . Pro spuš tění algoritmu, k te rý je v y b r á n na 

základě možnost í v horní části , slouží t lač í tko Find path (najít cestu). Tlač í tko Clear 

map m á stejnou funkci jako klávesa „c" , tedy nas tavení všech s tavů v mřížce jako 

možné cesty. Simulační pros t ředí je uzpůsobené i pro uk ládán í nav rhnu tých map, k 

tomu slouží možnost Save map. K jejich nás lednému otevření slouží t lačí tko Open 

map. V poslední řadě pak t lač í tkem Exit uživatel aplikaci vypne. 

Ve spodn í části menu se nachází informační sekce, k t e rá prezentuje výsledky 

posledního spuš těného algoritmu na d a n é m a p ě . Kromě CclSll, Zel k terý algoritmus 

našel cestu, uživatel dostane informaci o délce finální cesty a o p o č t u expandovaných 

uzlů. Po nalezení cesty se fialovou barvou zobrazí nejlepší (nejkratší) cesta, kterou 

daný algoritmus našel (viz obr. 19). Červené uzly jsou expandované uzly, tedy ty 

v seznamu C L O S E D . Zelené uzly jsou uzly ješ tě neexpandované , ale již objevené, 

tedy ty v seznamu O P E N . U algoritmu IOS je použ i t a i m o d r á barva, k t e rá značí 

expandované uzly ve d ruhé části algoritmu (objeví se pouze, pokud j i algoritmus 

využije). 
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Obr. 19: Grafické provedení nalezení cesty algoritmem A * 
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5 VÝSLEDKY EXPERIMENTŮ 

EQ 

V následující sekci jsou provedeny experimenty na různých m a p á c h a nás ledně jsou 

vždy porovnány vybrané algoritmy s algoritmem A * . Sledují se t ř i různé metriky, a to 

CclS; Zel k terý algoritmus dosáhl cílového uzlu, dále délka nejkratš í nalezené cesty do 

cíle a v neposlední řadě počet expandovaných uzlů. Poslední zmíněná metrika shrnuje 

kombinaci časových i pros torových ná roků algoritmu při d a n é m nastavení . C o se týče 

časových nároků , je vždy vybrán nejkratš í čas z 20 provedení algoritmu. Cena neboli 

délka cesty je vypoč t ena na základě druhu souseda. Pokud se j e d n á o diagonálního 

souseda, cesta do něj stojí y/2, v p ř ípadě ver t ikálního či hor izontá ln ího sousedství 

je cena rovna 1. 

5.1 Exper iment 1 

V p rvn ím experimentu je srovnáván algoritmus A * s jeho subop t imáln í a agresiv­

nější variantou w A * . M a p a byla zvolena tak, aby byl j asně rozpoznate lný rozdíl 

v principu těchto dvou algor i tmů, což potvrzuj í obrázky 21 a 22. Zat ímco A * pro­

hledává všechny možné varianty nejkratš í cesty, w A * s vyšší váhou u heurist ické 

funkce mnohem více t íhne ke směru, k te rý je dán polohou cílového uzlu. U w A * 

algoritmu je váha zároveň mírou suboptimality, a proto čím vyšší je, t í m usilovněji 

směřuje k cíli, ale za cenu kvality výsledné cesty. Zat ímco A * efektivně obíhá velkou 

překážku v cestě, w A * s vyššímu vahami do překážky naráž í a až po t é j i obíhá. To 

právě z důvodu , že se cílový uzel nachází za ní a heuris t ická funkce se tak snaží 

získat co nej lepší pozici vzhledem k němu. 

mm 
mm 

Obr. 20: M a p a 1 
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Obr. 21: A * - mapa 1 Obr. 22: w A * (bound = 5), mapa 1 

Jak lze vidět v tabulce 3, čím vyšší bound (míra suboptimality a zároveň 

prohledávací váha) je zvolena, t í m menší prostor je p o t ř e b a prohledat, jelikož al­

goritmus rychleji t íhne k cíli. To znamená , že výslednou cestu najde s vyšší vahou 

rychleji než předchozí verze či algoritmus A * , avšak jak již bylo zmíněno, finální 

cesta již není opt imální . Lze si vš imnout , že i přes delší koncovou cestu však ani 

v jednom z tes tovaných p ř ípadů nejde subop t imáln í výsledek přes p ř ípus tnou hod­

notu. Navíc při takto j ednoduché m a p ě nepřesáhne př ípus tnos t hranici 1,5 ani při 

použi t í váhy 7. Časově se nejrychlejší výsledky algoritmu w A * dostanou na méně 

než polovinu toho, co pot řebuje A * . 

Tab. 3: Srovnání a lgor i tmů A * a w A * - mapa 1 

A * w A * 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

53.60 478 3.07 1.5 53.60 125 1.52 

2 53.60 94 1.47 

3 55.25 89 1.38 

5 56.08 80 1.34 

7 56.08 77 1.33 
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5.2 Exper iment 2 

Ve d r u h é m experimentu dochází ke srovnání omezených sub opt imálních a lgor i tmů 

typu w A * , tedy w A * , X D P a X U P . I mapa číslo 2 je velmi jednoduchou verzí mřížky 

a předs tavuje snadnou úlohu pro všechny z nich. Díky tomu však lze rozpoznat 

základní vlastnosti a rozdíly těchto a lgor i tmů. 

I M I M M I 

Obr. 23: M a p a 2 

Z následujících čtyřech obrázků je pa t rné , že všechny algoritmy zvládají na­

j í t op t imáln í cestu. To potvrzuje, že i subop t imáln í algoritmus dokáže nají t velmi 

dobré výsledky. Samozřejmě zde je vše dáno k r á t k ý m řešením úlohy. Dále je opět 

vidi telné, že narozdíl od A * algoritmu mají všechny w A * algoritmy větší tendenci 

t í hnou t směrem k cíli. Ten největší rozdíl lze sledovat při opuš těn í levé část i pře­

kážky, v sekci o X D P a X U P algoritmu již bylo p ředs tavena jejich hlavní výhoda , 

kterou je p r o m ě n n á mí ra suboptimality v p r ů b ě h u prohledávání . X D P algoritmus 

povoluje pouze malou mí ru suboptimality na začá tku prohledávání , tedy snaží se 

zezačátku hledat co nej lepší cestu. Jeho ná roky na optimali tu se v p r ů b ě h u uvolňují 

a na konci jsou naopak nejnižší. V tomto př ípadě to však nepřineslo žádnou větší vý­

hodu. Naopak algoritmus musel zezačá tku prohledávat větší část prostoru. Opačně 

je tomu v p ř ípadě X U P algoritmu, k te rý zezačá tku prohledávání umožňuje zvýšit 

váhu heurist ické funkce a díky tomu nalezne výslednou cestu při mnohem nižších 

nákladech. 
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m • 
• 

m 

Obr. 26: X D P (bound = 5) - mapa 2 Obr. 27: X U P (bound = 5) - mapa 2 

Tabulka 4 potvrzuje toto chování a v př ípadě nižších vah lze pozorovat o něco 

lepší výsledky u algoritmu X D P . Naopak s rostoucí mírou suboptimality se zlepšují 

p o d m í n k y pro počá tečn í agresivnější h ledání algoritmu X U P , k te rý ve výsledcích 

naměřených s vyššími vahami naprosto dominuje a s tá le si drží op t imáln í délku 

cesty. To vše v t ro jnásobně k ra t š ím čase oproti algoritmu zaručujícímu optimalitu. 

Tab. 4: Srovnání a lgor i tmů A * , w A * , X D P , X U P - mapa 2 

A * w A * 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

55.49 1133 6.05 1.5 55.49 929 5.21 

2 55.49 807 4.93 

3 55.49 652 4.23 

5 55.49 529 3.78 

7 55.49 270 2.26 

X D P X U P 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

55.49 903 5.19 1.5 55.49 937 6.08 

55.49 781 4.82 2 55.49 784 5.42 

55.49 654 4.75 3 55.49 593 4.15 

55.49 552 4.06 5 55.49 268 2.35 

55.49 511 3.82 7 55.49 257 2.09 
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5.3 Exper iment 3 

Ve t ř e t í m experimentu je využ i ta již o něco komplexnější mapa mřížky. Srovnávány 

jsou omezené subop t imáln í algoritmy typu focal, konkré tně IOS a D P S algoritmus. 

I t en tok rá t je vše vloženo do kontextu díky op t imá ln ímu algoritmu A * . 

S 
• • 

1 1 

• • • 

• • • • • • • 
— J • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • 

• • • • • 

•• • 

• • • • • • • • • • • 

• • • • • 

Obr. 28: M a p a 3 

K nalezení cesty v m a p ě 3 je u všech a lgor i tmů vysledována značná prostorová 

náročnos t . Algoritmus A * pot řebuje k nalezení op t imáln í cesty t éměř celou velikost 

mřížky, jejíž plocha čí tá 40 x 40 uzlů, a musí tak expandovat 2184 z nich. To se 

samozřejmě projevuje na rychlosti nalezení op t imáln í cesty. N a obrázku 30 se nachází 

výsledný stav algoritmu D P S , k te rý rozhodně nevyužívá tolik prostoru k nalezení 

řešení. S mírou suboptimality bound = 5 se však projevuje o dost vyšší cena za finální 

cestu a t ak t éž z časových ná roků tohoto algoritmu jde vyhodnotit, že se projevuje 

opakované přerovnávání uzlů v seznamu O P E N , k teré je prováděno v každém cyklu. 

Výhodou tohoto algoritmu tak zůs tává pouze nižší prostorová náročnos t . 

Obrázky 31 a 32 zachycují konečnou podobu algoritmu IOS, avšak každý 

v j iném nas tavení výchozích p a r a m e t r ů . Jak zde, tak v následujících experimentech, 

plat í , že se vyhledávací váha w (weighi) řídí doporučeným vztahem w = 2-bound—l. 

V p rvn ím obrázku je mí ra suboptimality zvolena jako bound = 5. Toto nasta­

vení algoritmu nevyžaduje spuš tění kontrolní a opravné d ruhé fáze algoritmu, k te rá 

by kontrolovala, zda je algoritmus opravdu w-př ípus tný (v tomto p ř ípadě bound-
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př ípus tný) . Naopak v d r u h é m př ípadě nas tavení bound = 2 již algoritmus využívá 

z části svoji druhou fázi. Ta je znázorněna modrou barvou. Tyto uzly jsou tedy zno-

vuexpandovány, a algoritmus tak pro zajištění dané míry suboptimality p la t í časem 

i prostorem. 

Z tabulky 5 je pa t rné , že v tomto konkré tn ím př ípadě by se oproti A * algo­

ri tmu časově vyplat i la pouze jedna verze IOS algoritmu. S rostoucí mírou subop­

timali ty však klesají ná roky na proh ledané uzly a zároveň výsledná cena cesty se 

nijak zásadně neliší od opt imální . 

Tab. 5: Srovnání a lgor i tmů A * , IOS a D P S - mapa 3 

A * 

d é l k a expand. č a s [ms] 

129.30 2184 10.41 

IOS D P S 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

134.37 2125 18.67 1.5 129.30 2139 119.49 

134.37 1261 10.64 2 129.88 1863 105.39 

135.20 1137 10.14 3 134.37 1232 69.37 

135.78 1170 10.53 5 134.95 1159 66.08 

135.78 1170 10.53 7 134.95 1134 64.21 
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RYBNÍČEK, Patrik. Suboptímálnímetody plánovaní cesty 

V pořad í pos ledním experimentu byly srovnány všechny algoritmy dohromady a to 

na dvou různých mapách , jež lze označit za komplexní . J e d n á se o dvě „bludiš tě" , 

př ičemž mapa 4 je svým charakterem spíše uzavřená a obsahuje menší množs tv í 

možnost í p růchodu směrem k cíli. M a p a 5 je o tevřená a nabízí a lgor i tmům mnohem 

širší spektrum cest. 

1 1 • • • 1 • • 1 1 • • • • 

1 

• Úl • 
• za 

1 • • m 1 • 1 • • 

• • • • 

Obr. 33: M a p a 4 

Zat ímco algoritmus A * si musí ověřit svoji optimali tu expandován ím téměř 

celého prostoru, u vyšších vah subopt imáln ích a lgor i tmů tomu tak není. Metody 

w A * i focal využívají své váhy u heurist ické funkce a k romě algoritmu D P S , k terý 

přerovnává pořad í O P E N seznamu, nalézají výslednou cestu rychleji než A * . V takto 

komplexním prostoru již lze pozorovat odlišné postupy jednot l ivých algori tmů. X D P 

a X U P nebyly vyobrazeny, jelikož se jejich p r ů b ě h v př ípadě t é to mapy o mnoho 

nelišil od w A * algoritmu. 

Výsledky v tabulce 6 poukazuj í na to, že v komplexních m a p á c h je pro různé 

vs tupn í parametry výhodné použí t různé algoritmy. Co se týče pros torových nároků, 

exceluje mezi algoritmy nejpomalejší z nich, tedy D P S algoritmus. IOS naopak pro­

hledává prostor nejefektivněji při vyšších vahách, kdy nemusí potvrzovat svoji pří­

pustnost pomocí d ruhé fáze prohledávání . Mez i nejrychlejší algoritmy se však řadí 

w A * varianty, k teré v kombinaci p o m ě r u paměťových ná roků a času dosahují nej-

lepších výsledků. Časové rozdíly zde však nejsou příliš ma rkan tn í , jelikož charakter 

mapy 4 je uzavřený a nemusí se tak prohledávat mnoho variant. 
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Obr. 34: A * - mapa 4 Obr. 35: w A * (bound = 5) - mapa 4 
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Tab. 6: Srovnání všech a lgor i tmů - mapa 4 

A * w A * 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

137.23 1407 7.12 1.5 143.37 1126 5.39 

2 143.37 926 5.06 

3 148.92 869 4.47 

5 149.75 847 4.41 

7 148.34 843 4.29 

X D P X U P 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

143.37 991 5.32 1.5 140.78 1279 6.84 

144.20 896 4.95 2 144.78 971 5.14 

148.10 870 4.98 3 148.10 865 4.63 

149.75 849 4.77 5 172.72 844 4.79 

149.75 846 4.72 7 172.72 836 4.60 

IOS D P S 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

147.51 1458 10.62 1.5 137.23 1451 81.68 

148.92 1161 9.11 2 137.23 1451 81.67 

172.72 938 7.34 3 139.81 1451 85.33 

172.72 827 6.6 5 149.75 855 50.15 

172.72 827 6.6 7 148.34 844 47.94 
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Posledním procházeným prostorem je mapa 5. Tato otevřenější varianta na­

bízí a lgor i tmům větší svobodu v rozhodování o jejich dalš ím směřování. I když se 

j edná o vcelku nenáročný a malý prostor, rozdíly v jednot l ivých algoritmech jsou 

vcelku markan tn í . 

Obr. 38: M a p a 5 

Nejlepší výsledky v jednot l ivých kategori ích si algoritmy mezi sebou rozdělily 

v závislosti na vs tupních parametrech. I v pos ledním př ípadě se všechny algoritmy 

kromě D P S vměs tna ly časově i prostorově pod čísla algoritmu A * . Rychlost, respek­

tive čas dokončení, je u těch to a lgor i tmů velmi p o d o b n á a rozdíly jsou jen v rámci 

několika jednotek milisekund. U velikosti p roh ledaného prostoru už jsou s vyšší 

mírou suboptimality rozdíly mnohem větší. Nejlepší výsledky z tohoto pohledu vy­

kazuje algoritmus IOS. Zajímavostí je, že i při nejvyšších vahách se ani u jednoho 

algoritmu výsledek nedostal přes chybu větší než l ,15násobek op t imáln í cesty. 
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Obr. 39: A * - mapa 5 Obr. 40: w A * (bound = 5) - mapa 5 

Obr. 41: X D P (b = 5) - mapa 5 Obr. 42: X U P (b = 5) - mapa 5 

Obr. 43: IOS (b = 5, w = 9) - mapa 5 Obr. 44: D P S (bound = 5) - mapa 5 
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Tab. 7: Srovnání všech a lgor i tmů - mapa 5 

A * w A * 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

101.57 1686 8.19 1.5 103.23 1289 6.66 

2 104.05 1011 5.63 

3 104.88 828 5.10 

5 112.20 381 2.81 

7 112.20 356 2.57 

X D P X U P 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

103.23 1253 7.24 1.5 104.05 1442 7.88 

103.23 1095 6.59 2 104.88 922 5.42 

104.64 957 5.91 3 105.71 485 3.78 

104.64 484 3.73 5 112.20 355 2.63 

110.54 437 3.26 7 115.02 340 2.54 

IOS D P S 

d é l k a expand. č a s [ms] bound d é l k a expand. č a s [ms] 

103.23 1525 12.58 1.5 101.57 1896 104.94 

110.54 417 4.26 2 104.05 1403 78.84 

115.02 349 3.82 3 106.30 809 45.89 

115.02 331 3.58 5 112.20 357 21.02 

115.02 331 3.58 7 115.02 345 20.25 
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6 ZÁVĚR 

Cílem t é t o diplomové práce bylo provedení analýzy p ř í s tupů k plánování cesty po­

mocí klasických a sub opt imálních metod prohledávání a implementace vybraných 

subopt imáln ích a lgor i tmů. V neposlední řadě bylo t ř eba provést a vyhodnotit ově­

řovací a srovnávací experimenty. 

V teoretické části práce předs tavi la základní metody pro plánování cesty, kde 

byly nejprve popsány klasické metody. A v další části se diplomová práce zabý­

vala detai lnějším popisem a kategorizací různých subopt imáln ích metod, přičemž 

bylo poukázáno na vlastnosti t ěch to a lgor i tmů, k te ré různým způsobem zefektivňují 

p růchod prostorem a h ledání cesty jako takové. 

V rámci implementační části se práce zabývala algoritmy A * , weighted A * 

(wA*), weighted A * X D P , respektive X U P , s evaluační funkcí ve tvaru konvexní 

paraboly směřující dolů, respektive nahoru. Dále také dvěma algoritmy z katego­

rie focal, tedy algoritmy vylepšeného opt imist ického hledání (IOS) a dynamického 

vyhledávání pomocí potenc iá lu jednot l ivých uzlů (DPS) . 

V exper imentá ln í části byly provedeny čtyři experimenty ověřující vlastnosti 

a efektivitu jednot l ivých algori tmů. V každém experimentu byly dané algoritmy 

srovnány a vyhodnoceny dle svých předpokladů . To vše bylo provedeno v s imulačním 

pros t ředí vy tvořeném v jazyce Python. 

V p rvn ím a d r u h é m experimentu byly s op t imá ln ím algoritmem A * srovnány 

omezené subop t imá ln í algoritmy kategorie w A * , které oproti j i ným prohledávacím 

m e t o d á m konvergují k cíli mnohem rychleji a díky tomu jsou schopny nalézt cesty 

velmi blízké op t imáln í cestě v mnohem kra t š ím čase. V každém experimentu pro­

běhly testy při několika nas taveních vs tupních p a r a m e t r ů . 

Ve t ř e t í m experimentu byly tes továny omezené subop t imáln í metody kate­

gorie focal, jež ve svojí konstrukci používají více seznamů prioritizujících pořad í 

prozkoumávaných uzlů grafu, k teré t ak též urychlují a hlavně zlevňují p růchod pro­

storem. 

Č t v r t ý experiment obsahující dva typy komplexních pros to rů srovnal všechny 

implementované algoritmy a dokázal jejich univerzální použi t í . P ř i z t r á t ě optimality 

finální cesty subop t imá ln í algoritmy poskytuj í mnohem efektivnější p růchod prosto­

rem z hlediska časových i paměťových nároků . 
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