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Uvod

M4 prace se zabyva Bayesovskou statistikou, ktera je dulezitou soucésti sta-
tistické analyzy dat. Duvodem pro vybér daného tématu je osobni zajem o data
s prirodnim zamétrenim.

Prvni kapitola podava zakladni informace o Downovu syndromu. Druha ka-
pitola popisuje stézejni myslenku bayesovského pristupu ke statistické analyze
dat. Tteti kapitola definuje podminénou pravdépodobnost a dvé dalsi vlastnosti,
které jsou nutné k zavedeni Bayesovy véty. Ctvrtd kapitola vysvétluje postup
Bayesovské analyzy. Seznamuje s pojmy vérohodnostni funkce, apriorni rozdéleni
a posteriorni rozdéleni. Pata kapitola nas seznamuje s intervaly spolehlivosti. Po-
sledni kapitola reprezentuje uvedeny postup v praxi.

Cilem mé prace je vypocet odhadu pravdépodobnosti vyskytu Downova syn-
dromu v Ceské republice. K tomuto vypocétu budou pouzity Bayesovské metody

a statisticky software R.



Z.akladni informace o Downovu
syndromu

Jedince s Downovym syndromem muzeme oznacit za jedinecné osobnosti
trpici jistou mirou retardace, ktera je pro kazdého postizeného svym zpusobem
specificka. To zahrnuje jak fyzicky vzhled, tak i povahu a dalsi vlastnosti. Veskeré
informace lze nalézt v [11].

O¢i mohou byt zelené, hnédé modré nebo to muze byt néjakd kombinace
zminénych barev. Barva vlast pokryva barevnou skalu od blondaté, pies reza-
vou a7z po tmavé odstiny. Plef muZe byt tmava nebo svétld. Déti se podobaji
napiiklad matce, otci, babickdm nebo treba stryci. Néktetri jedinci jsou velmi
energicti, u druhych lze pozorovat znacné méné aktivni chovani. Jedni miluji
hudbu a u druhych se mine i¢inkem. Ptes tyto zdanlivé bézné lidské rysy, kterymi
se vzajemné dva ruzni lidé odlisuji, lze stanovit jistou mnozinu presnych znaku,
které spojuji vSechny jedince postizené urcitym typem syndromu.

Syndrom Ize definovat jako soubor priznaku, které se spolecné projevi. Downuv
patii mezi tzv. vrozené syndromy, u nichz jsou poruchy zrejmé hned po narozeni
ditéte.

Downuv syndrom byl uznan jako samostatnd diagnéza v roce 1866, kdy an-
glicky lékai John Langdon Down (1828-1896) poprvé popsal jeho charakteris-
tické znaky. Doktor Down vsak nebyl schopen ve své dobé jednoznacné definovat
pri¢inu této diagnozy. Zvrat prisel roku 1932, kdy doktor Waardenburg vyjadril
A nakonec prelomovym rokem se stal rok 1959, kdy Waardenburguv francouzsky

kolega, doktor Lejeune, v Pafizi spolu se svymi spolupracovniky demonstroval



fakt, ze Donwnuv syndrom mé& piimou souvislost s konkrétnim nadbytecnym
chromozomem.

Lidska burika obsahuje jadro, v némz je ulozena kompletni geneticka infor-
mace (tzv. geny). Geny jsou nezbytnou soucasti procesu zvaném bunécné déleni.
Podle [6] se v jadte jedné bunky nachazi zhruba 20 000 az 25 000 genu, které
jsou zodpovédné za vyrobu zcela specifického proteinu urcujiciho jednu charakte-
ristiku lidského téla (napf.: barva o¢i). Geny jsou v jadfe usporaddny do Fetézcu
(struktura fetézcu se dé prirovnat ke koralkim na nitce) a tyto retézce se nazyvaji
chromozomy. Kazda bunka mé 46 chromozomu a ty jsou usporadany do 23 pari.
Kazdy par obsahuje jednu polovinu genetické sady od otce a druhou od matky.

Downuv syndrom je zpusoben tehdy, kdyz 21. par chromozomu obsahuje je-
den nadbyteény chromozom. Ptritomnost tfetiho chromozomu zpusobi produkci

urcitych nadbytecnych bilkovin, které porusi normalni vyvoj plodu.



Zakladni myslenka bayesovského
pristupu

Nésledujici kapitola predstavi principy Bayesovské statistiky, viz [7]. Zajimavé
vysvétleni této metody 1ze ukazat na nasledujicim piikladeé:

Rano vyjdeme pred dum a pozorujeme, ze chodnik je mokry. Divime se
proc¢? Daéle zvazujeme vSechny mozné priciny mokrosti chodniku, kde jsou za-
hrnuty nésledujici pifpady: neddvny dést, prusak podzemni vody, neddvné za-
vlazovani travniku, prasklé potrubi, napoj rozlity kolemjdoucim atd. Po ptedchozi
Uvaze pritadime vSem uvazovanym moznostem néjakou miru vérohodnosti na
zékladé vlastnich piedchozich znalosti, napi.: neddvny dést bude mit nejspis veétsi
pravdépodobnost nez napoj rozlity kolemjdoucim. Tyto znalosti oznacujeme za
tzv. apriorni znalosti.

Z tohoto jednoduchého piikladu plyne skutec¢nost, ze jsme schopni odhad-
nout pravdépodobnost sledovaného jevu (piic¢ina mokrosti chodniku) takovym
zpusobem, ze zohlednime své predeslé zkuSenosti s timto problémem a nové

zkuSenosti ziskané bezprostiednim pozorovanim.
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Bayesova véta

Nésledujici kapitola predstavuje pojmy pfimo souvisejici s Bayesovou vétou.
Definice, véty a dukazy jsou ¢erpany z [4] a [2]. Pro pfiblizeni vztahu jsou uvedeny

vlastni priklady.

Definice 1. Necht je ddn pravdépodobnosti prostor (2, <7, P) a ndhodny jev B €
o/, P(B) > 0. Potom funkce P(-|B) definovand na < predpisem

P(ANB)

P(AIB) = =5

Ae (1)

se nazyvd pravdépodobnost jevu A podminénd jevem B.

Priiklad 1. Ze 150 kulicek je 25 modrijch. Ndahodné vybereme 2. Jakd je pravdé-
podobnost jevu A, Ze budou obé modré?

Reseni: Ulohu vyresime pomoci definice podminéné pravdépodobnosti. Oznacme
jev B, Ze v prunim tahu vybereme modrou kulicku, coZ odpovidd pravdépodobnosti
P(B) = %. Pri vyberu druhé modré kulicky je pravdépodobnost takového vybéru

rovna P(A|B) = %. Upravou vyse definovaného vztahu 1 casto pocitdme pravde-
podobnosti pruniku nahodnijch jevi A a B. Vyjadirime-li tedy pravdépodobnost to-
hoto pruniku a ddle predpokldddme nezdvislost pravdépodobnosti P(B) a p(A|B).
Potom pravdépodobnost vgbéru dvojice modrijch kulicek je rovna P(A) = P(AN

B) = P(A|B) - P(B) = 24 . 3. — 600 - () )26846.

Véta 1 (o ndsobeni pravdépodobnosti). Necht je ddn pravdépodobnostni prostor
(Q, o/, P) a jevy A € o/, Be . Jelli P(B) > 0, je PPAN B) = P(B) -
P(A|B), je-li P(A) > 0, je P(AN B) = P(A) - P(B|A). Necht ddle jsou ddny
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jevy Ay, Ag, -+ A, kde A; € o proi =1,2,--- ,n. Je-li P(ﬂ;:ll A;) > 0, potom
platt

P(()4;) = P(A)) - P(As]Ay) - P(A3] Ay N As) ... P(A,] nﬁl A;).

Priklad 2. V tovdrné deld kontrolor namdtkovou kontrolu kvality tak, Ze vybird
pét vijrobki, pricemz kaZdy vyrobek vybird zvldst. Po vytaZeni je mevraci zpét.
Vyrobni proces projde kontrolou, jestlize se ve vybéru neobjevi ani jeden zmetek.
Viyjrobee vi, Ze v prdvé kontrolované vdrce 100 vyrobku je 23 zmetku. Jakd je
pravdépodobnost jevu B, Ze kontrolor vytihne prdvé jeden zmetek?

Resent: Ulohu vyresime pomoci vély o ndsobeni pravdépodobnosti. Oznacme
At = 1,2,3,4,5, kde v i-tém tahu vytdhneme zmetek. Pravdépodobnosti jevi
A; jsou rovny P(Ay) = 25, P(Ay) = 2,P(As) = 2, P(Ay) = 2, P(45) = &3
Potom pravdépodobnost jevu B rovna P(B) = [[_, P(4;) = 2 .22.21 .20 19

100 99 98 97 96
4037880 -
9034502400 0’ 0004469.

Véta 2 (o tplné pravdépodobnosti). Necht (B,) je koneénd nebo nekonecnd
posloupnost neslucitelnych nahodnijch jevi, které maji kladné pravdépodobnosti a

pro které je splnén vztah P(|J, B,) = 1. Potom pro libovolny jev A € o/ plati
P(A) =)  P(A|B,)P(B,).

Priklad 3. V prodejné se prodavaji olivy v plechovce doddvané cétyrmi ruznymi
dodavateli, oznacme je a, b, ¢, d. Proddvajici vi, Ze sklenice dodavatele dodavatele a
obsahugi 65 % cernyjch oliv, ze sklenic od dodavatele b je 75 % s cernymi olivami,
ze sklenice od dodavatele ¢ je 45 % s éernymi olivami a ze sklenic dodavatele d
je 35 % s cernymi olivami. Ve skladé jsou sklenice ndhodné uloZeny bez ohledu
na konkrétniho dodavatele. Jaka je pravdépodobnost, Ze zdkaznik koupi sklenici
cernyjch oliv, je-li na skladé 18 % sklenic dodavatele a, 85 % sklenice dodavatele
b, 20 % sklenic dodavatele ¢ a 27 % sklenic dodavatele d?

Resend: dlohu vyresime pomoct véty o iplné pravdépodobnosti. Oznacme A,

resp. B, resp. C, resp. D, ndahodné jevy, Ze ve skladu ndhodné vybereme skle-
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nici dodavatele a, resp. dodavatele b, resp. dodavatele c, resp. dodavatele d. Ddle
oznacme E ndhodny jev, Ze vybereme sklenici cerngch oliv. Pomoci predchozich
oznaceni uréime pravdépodobnosti P(A) = 0,18; P(B) = 0,35; P(C') = 0,2; P(D)
0,27. Podle véty o uplné pravdépodobnosti muzeme psat P(E) = P(E|A)P(A) +
P(E|B)P(B)+ P(E|C)P(C)+ P(E|D)P(D) =0,65-0,18+0,75-0,35+ 0,45 -
0,2+0,35-0,27=0,117+ 0,2625 + 0,09 + 0,0945 = 0, 564.

Poznamka 1. Uvedené vztahy jsou klicové pro formulaci Bayesovy véty.

Véta 3 (Bayesova). Necht (B,) je koneénd mebo nekonecnd posloupnost ne-

slucitelnych nahodnych jevi, které maji kladné pravdépodobnosti a pro které plati
P(U, Bn) =1. Necht ddle P(A) > 0,A € /. Potom Vn plati
P(A|B,)P(By)

PN = 5 P, PB) .

Diikaz. Nejprve na levou stranu pouzijeme definici podminéné pravdépodobnosti
a pak na citatele P(A N B,,) pouzijeme vétu o nasobeni pravdépodobnosti a na

jmenovatele P(B,) pouzijeme vétu o iplné pravdépodobnosti

_ P(AnB,)  P(A|B,)P(B,)
P(B,|A) = P(B,) Zj P(A|B;)P(B;) -

Priklad 4. Méjyme 3 poctdre, kteri s pravdépodobnostma 0,45; 0,7; 0,95 vypocitaji
zadany priklad spravné. Jakd je pravdépodobnost, Ze sprdvné vyreseny priklad
pocital pruni student?

Resent: oznacme B;,i = 1,2,3 ndhodny jev, Ze pocital i-tyj student. Potom
mizeme vyjddrit pravdépodobnosti P(B,) = P(B,) = P(B3) = 3. Oznac¢me
nahodny jev A, Ze vyreseny priklad je sprdvné. Ddle urcime podminénou pravdépo-
dobnost, zZe priklad sprdavné vyresil prond student, coz je rovno P(A|By) = 0,45;
resp. Ze priklad spravné vyresil druhy student P(A|By) = 0,7; resp. Ze priklad
vyresil treti student P(A|B3) = 0,95. Nyni uZ muzeme prejit k Bayesovu vzorci,
kde pocitime pravdépodobnost jevu By za podminky jevu A P(Bi|A) =

_ P(A|B1)P(B1) 0,453
" P(A|B1)P(B1)+P(A|B2)P(B2)+P(A|B3)P(Bs) ~  0,45-3+0,7-3+40,95-%

13
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Vypoctend pravdépodobnost je pomérné nizkd, coZ je zpusobeno tim, Ze nds pront

student je nejhorsi poctar z vybrané trojice studenti.
Pro tplnost zde uvedeme i Bayesovu vétu pro spojity nahodny vektor Y.

Véta 4. Necht Y = (Ya,....Y))\Z = (Zps1,...,Zn),1 < p < n,n € N.

Podminénd hustota s(y|z) vektoru Y pri daném Z je rovna

s(ylz) = T r(y)q(zly)dA(y) # 0. (3)

g, T(¥)a(zly)dA(y)
V Bayesovské statistice je funkce r nazyva apriorni hustota. Podminéna hus-
tota ¢, ktera vyjadiuje zavislost vektoru Z pii daném vektoru Y, se nazyva

vérohodnostni funkce. Tyto pojmy jsou vysvétleny v nésledujici kapitole.

Poznamka 2. Prdve pouZity vzorec je pojmenovan po teologu Thomasu Baye-
sovi. Thomas Bayes (1702-1761) byl anglicky matematik a presbyteridnsky knéz.
Jeho slavny teorém byl zverejnén po jeho smrti v roce 1763. Zdsluhu na tomto

publikovdni nese jeho pritel Richard Price, viz [7].
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Postup Bayesovské analyzy

Nasledujici kapitola predstavi pristup Bayesovské analyzy v péti krocich. Prvni
krok zahrnuje spravnou interpretaci vybrané datové sady, ktera je dulezita pro
dalsi vypocty. Druhym krokem je definovani vhodného modelu, ktery nejlépe vy-
stihuje charakter datové sady. Tteti krok zahrnuje definovani apriorniho rozdéleni
pravdépodobnost{ nezndmého parametru. Ctvrtym krokem je uréeni posteriorniho
rozdéleni pravdépodobnosti spojitého parametru. Patym krokem je kontrola, zda
posteriorni rozdéleni pravdépodobnosti popisuje data s dostatecnou spolehlivosti.
Veskeré informace jsou ¢erpany z [7], [2], [4], [5],[3] a [10]. VSechny uvedené grafy

jsou vlastni, pokud neni uvedeno jinak.

Binomické rozdéleni

Meéjme nasledujici pokus: predpokladejme, ze hazime n-krat jednou minci a
urcime, kolikrat padla hlava a orel. Pravdépodobnost, ze padne hlava, je kon-
stantni béhem celého pokusu. Mozné pocty hlav, které mohou nastat, pak jsou
0,1,...,n,.

Necht X, Xs,...,X,, kde n € N, je n-tice nezdvislych nadhodnych veli¢in
a parametr § € ©,0 = (0,1). Dale necht mé kazdd ndhodna velicina X;,Vi €
{1,2,...,n}, alternativni rozdéleni. Binomické rozdéleni je definovéno nasledujicim
zpusobem: necht 6 € (0,1) a ndhodnd velicina X = 7" | X; nabyvd hodnot

0,1,2,...,n, s pravdépodobnostmi

n

P(X =Fk) = (k>9k(1—9)(“>, k=0,1,...,n. (4)

Déle budeme pracovat s podminénou pravdépodobnostni funkci, ktera je de-
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finovana nasledujicim zpusobem.

Definice 2. Méyme diskrétni ndhodné veliciny X,Y se sdruzenou pravdépodo-
bnostni funkci p(z;,y;) = P(X = x;,Y = y;), margindlnimi pravdépodobnostnimi
funkcemi px(z;) = P(X = x;) a py(y;) = P(Y = y;) a obory hodnot My, M.
Pravdépodobnostni funkci

(@i, y;)

ha(wily;) = v ()

,  X; € Ml,yj & M2 (5)

pro py(y;) # 0 nazveme podminénou pravdépodobnostni funkci veliciny X pri
daném (Y = y;).
Poznamka 3. Alternativni (Bernoulliho) rozdélent je specidlnim pripadem bino-

mického rozdéleni; nahodnd velicina X nabyvd pouze dvou hodnot 0,1 a 6 € (0,1)

je nezndmyj parametr. Jeho pravdépodobnostni funkce
P(X = 2,)0) = 0% (1— )3 je1,2 (6)

Vyjadieme ted podminéné binomické rozdeéleni pro ndhodnou veliéinu X,

ktera nabyva hodnot 0,1, - ,n, pfi pevné zvoleném parametru 6
P(X =k|f) = (Z)em—e)(”’f), k=0,1,...,n. (7)

Nyni predpokladejme, ze jsme provedli N hodu minci a zname pocet padlych
hlav. Neznamy parametr 6 € (0,1) povazujeme za nahodnou veli¢inu. Oznacme
i-ty vysledek hodu minci jako x; a posloupnost vysledku {z;},i = 1,2,..., N.
Predpokladame, ze vysledky libovolnych dvou hodu jsou nezavislé. Déle oznacme
pocet padlych hlav z = Zfil x; a pocet rubu N —z = Zfil(l —x;). Potom rovnici
(7) vyjadifme za predpokladu nezavislosti jednotlivych vysledku hodua

P({z;}]0) = HP(X = 1;|0) =

i=1

déle pro vyjadreni P(X = x;|0) vyuzijeme rovnici (6)

N
= -0 =
=1

16



vyuzijeme pravidel pro praci s mocninami

— o zi(] — Q)va(lfri)

a nakonec vyuzijeme nové zavedené znaceni
=6°(1—0)"? (8)

Funkci (8) nazyvame vérohodnostni funkci. Tato funkce obsahuje dostupné
informace stanovené z dat. Uvedeny tvar bude uziteény pii odvozeni posteriorniho

rozdéleni.

Apriorni rozdéleni

Hledame takovou hustotu rozdéleni pravdépodobnosti f,, kterd co nejlépe
odrazi nasi apriorni informaci. Tomuto pozadavku vsak odpovida velké mnozstvi
hustot. Pokud chceme pouzit Bayesovu vétu, tak musime své pozadavky pro
zavedeni apriorni hustoty vice upfesnit. Vyjdeme ze vztahu (2).

Prvni pozadovana vlastnost se tyka citatele P(A|B,)P(B,). Jeji podstatou
je, ze uvedené pravdépodobnosti by mély byt stejnou formou jedné funkce. Toto
omezeni na vybér funkce je velmi dulezité v pripadech, kdy konstruujeme po-
steriorni rozdéleni pfiddanim novych informaci z dat. Posteriorni rozdéleni bude
popsano opét stejnou obdobou jedné funkce.

Druhé pozadovand vlastnost se tyka jmenovatele ) ; P(A|B;)P(B;). Pozadujeme,
aby pravé zminény vyraz byl analyticky fesSitelny. Tato vlastnost zavisi na tom,
v jakém vztahu jsou vuéi sobé funkce P(A|B;) a P(B;) pro j = 1,2,...,n.
S timto vztahem souvisi pojem konjugovany systém hustot, ktery je definovan

nasledujicim zpusobem.

Definice 3. Rekneme, Ze P je systém hustot konjugovanych s f(x|6), pokud
Vf(0) € P je f(O|x) € P pro skoro vsechna .

Poznamka 4. Definovany systém je velmi uzZitecny tehdy, pracujeme-li s rozumné

velkymi tridami hustot. Prdce s konjugovanymi rozdélenimi md velkou vyhodu
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v tom, Ze pri prechodu od apriorniho k aposteriorniho rozdéleni pravdépodobnosti
se jen adekvdtné zmeni parametry. To znamend, Ze tzv. aktualizace rozdéleni

pravdépodobnosti parametru 0 je snadnd.

Beta rozdéleni

Vyslovenym pozadavkium odpovidd beta rozdéleni beta(f|a, b), jehoz hustota

ma pro dané parametry a > 0,0 > 0, nésledujici podobu

- 9(171(1 _ e)bfl

beta(6]a,b) = f(6) B(a,b)

.0 €(0,1), 9)

kde funkce B(a,b) se nazyva beta funkce, kterd patii mezi tzv. specidlni funkce,

a je pro dané parametry a > 0,b > 0, definovana

B(a,b) = /01 6°~ (1 — 6)*a, (10)

a tato hodnota B(a,b) ve vztahu (9) m& charakter normaliza¢ni konstanty, diky

niz je integral s mezemi od 0 do 1 ze vztahu (9) roven 1.
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Hustoty beta rozdéleni maji odlisné prubéhy na zakladé ruznych kombinaci

parametru a > 0,b > 0, jak ukazuje nasledujici obrazek 1.
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Obrazek 1: Piiklady hustot beta rozdéleni pro rizné hodnoty kladnych parametra
a,b. Hodnota parametru a roste zleva doprava a hodnota parametru b roste shora
dolu. Z grafu je patrné, ze hustoty lezici na hlavni diagonale grafu jsou symetrické,
coz je dano shodnou hodnotou obou parametru a, b. Podivame-li se na prubéhy
takovych hustot, kde {a,b € (0,00) : a #b,a <1=02>10<1=a > 1},
tak tyto hustoty jsou prosté funkce. A nakonec hustoty, jejichz oba parametry
nabyvaji hodnoty vétsi nez 1, jsou ruzné zeSikmené.

Stanoveni parametra beta rozdéleni

Nasledujici podkapitola popisuje urceni parametru a a b, které zcela presné
definuji tvar hustoty beta rozdéleni a zaroven nejlépe vystihuji apriorni znalost
o neznamém parametru #. Ucinime predpoklad, ze parametr a predstavuje pocet

padlych hlav a parametr b urcuje padlych rubu a dédle n = a + b, kde n je pocet
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hodu minci.

Predpokladejme, ze mince, kterou hazime, je férova, ale nejsme si tim jisti.
Predstavme si, ze jsme minci hodili desetkrat, a vysledek byl 5 hlav a 5 rubu.
Chceme tento vysledek vyjadiit pomoci hustoty beta rozdéleni. Tato situace je
znazornéna v predchozim obrazku 1 na pozici (4, 4). Tato hustota dosahuje svého
maxima v bodé 6 = 0.5. Nejistotu prvotniho odhadu vyjadiuji nizsi a vyssi
hodnoty kolem maxima, které jsou méné pravdépodobné. Tento piiklad fesi velmi
jednoduchy ptipad. Nyni predstavime univerzalni zpusob vypoctu parametru a, b,
ktery se uziva pri velkych hodnotach n.

Je znamo, ze stfedni hodnota p a modus w beta rozdéleni pro parametry
a > 1,b > 1 jsou definovany nésledujicimi vztahy

a a—1

_ _ =t 11
F= 0T YT arbh—2 (11)

Poznamka 5. Z teorie pravdépodobnosti vime, Ze vijbérovy prumer je nestrannym

odhadem stredni hodnoty a v tomto smyslu budeme tento pojem ddle pouZivat.

Jestlize oba parametry a,b nabyvaji stejnych hodnot, tak stiedni hodnota i
modus se rovnaji hodnoté 0.5. Jestlize plati a < b, tak obé ¢iselné charakteristiky
i a w jsou mensi nez 0.5. Analogicky pii opa¢né nerovnosti a > b jsou zminéné
charakteristiky vétsi nez 0.5. Vzhledem k uvazovanym hodnotam parametru a, b
je zfejmé, ze tvar hustoty bude obdobny jako napiiklad grafy na pozici (5,3) a
(3,5) v obrazku 1.

Sife takové hustoty zévisi na ¢islu s, které je uréeno pro tyto jednodussi
varianty vztahem k = a + b a vyjadfuje miru nejistoty pro odhad neznamého
parametru 6. Podivame-li se na obrazek 1 na pozici (5,3), tak tato hustota je uzsi
a vice koncentrovand.

Reseni nasledujicich rovnic pro vypocet parametri a, b pomoci charakteristik

1, w a vhodné zvolenou hodnotou k:
a = pK b=(1—pu)k k={1,2} (12)
a=w(k—2)+1 b=(1-w)(k—2)+1 K> 2 (13)
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Jedinym zbyvajicim problémem zustava, jak zvolit apriorni hodnotu . Hod-
notu vybereme nasledujicim zpusobem. Uréime pocet novych hodu minci, které
bychom potiebovali k vyrovnani rozdilu mezi novou informaci z dat a apri-
orni znalosti o hodnoté p. Pokud bychom potitebovali maly pocet novych hodu
k ptehodnoceni apriorni domnénky, potom by apriorni rozdéleni mélo byt repre-
zentovano malou hodnotou x. Jestlize bychom potiebovali naopak velky pocet
novych hodu k prehodnoceni apriorni domnénky, potom apriorni rozdéleni mélo
byt urc¢eno velkou hodnotou k.

Po vykresleni hustoty beta rozdéleni s takto vypoctenymi parametry a,b, se
naskytd otazka, kterda ze dvou charakteristik, modus a vybérovy prumeér, ma
pro nds vétsi vypovidajici hodnotu. Odpovéd muzeme vyéist z nasledujiciho
obrazku 2. Graf je vykreslen na zédkladé predem urcenych hodnot modu w = 0.7

a k = 14, kde parametry a, b jsou vypocteny podle vzorcu (13).

a=94,b=46

hustota
N

0.00 025 0.50 0.75 1.00
theta

Obrazek 2: Hustota beta rozdéleni s hodnotou modu w = 0.7; modus je v grafu vy-
znacen modrou vertikalni ¢arou. Stfedni hodnota p = 0.67 je vyznacena cervenou
vertikalni c¢arou.

Z grafu je patrné, ze hodnota modu je vice intuitivni nez vybérovy prumeér,
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protoze pravé v hodnoté modu dosahuje hustota svého maxima. Vysvétleni, proc¢
vybérovy prumeér a modus nabyvaji ruznych hodnot, tkvi v asymetrii vykreslené
hustoty. Vybérovy prumeér je vzdéalen od modu ve sméru delsiho chvostu hustoty.

Pravé popsany zpusob vypoctu parametru a,b je jeden z nejpouzivanéjsich
metod vypoctu. Nasledujici kapitola se vénuje posteriornimu rozdéleni pravdépo-

dobnosti.

Posteriorni rozdéleni

Posteriorni hustota vyjadiuje ,,aktualizovanou“ domnénku o neznamém para-
metru 0, kde vyuzivame informaci z predchoziho experimentu. Predpokladejme,
7e jsme provedli nasledujici experiment: necht N je poéet hodi minci a z je
pocet padlych hlav. Pti nasledujicim odvozeni vyuzijeme apriorni hustotu (9) a
vérohodnostni funkei (8).

Cilem je ur¢it podminénou hustotu f(6|N,z), k ¢emuz nejprve vyuzijeme

Bayesuv vzorec (3)

_ (N.A0)£(0)
Ji F(N.210)£(6)d(6)

f(OIN, 2)

déle vyuzijeme zminéné vztahy (9) a (8)

QZ(I—Q)(N7Z>0(G71) (1_0)(1)71)
_ B(a,b) _
L er(1—0)(N-2)9(a=1) (1-0) (-1 d(6)
B(a,b)

funkéni hodnoty beta funkce B(a,b) jsou stejné v obou jmenovatelich slozeného

zlomku, takze je lze zkratit

02(1 _ 9)(N—z)‘9(a—1)(1 _ 9)(1)—1)

[ 67(1 — 9)(N=2)ga=D (1 — 9) =D d(h)

vyuzijeme pravidel pro praci s mocninami o stejném zakladu
0(24’(1*1)(1 _ Q)(Nerfzfl)
= 1
fo f(=+ta=1)(1 — G)(N+b=2-1)¢(§)
22




nyni zbyva upravit jmenovatele do jednodussiho tvaru, kde vyuzijeme podobu

beta funkce (10)

(z4a-1) 1 — (N+b—2z-1)
_ o) (14)
Bla+z—1,N+b—z—-1).

Odvozeni ukazuje nésledujici dulezitou informaci: Je-li nase apriorni informace
vyjadiena beta rozdélenim (9) a vime-li z dat, Ze pii N hodech padlo z hlav, tak
potom posteriorni rozdéleni je opét beta rozdéleni tvaru (14). Vidime, ze aktua-

lizace apriorni informace je velice jednoducha, jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priiklad 5. Predpoklidejme, Ze apriornimu beta rozdéleni prislusi hustota
beta(0|1,1), kterd je v obrdazku 1 na pozici (2,2) a odpovidd situaci, kdy jsme
dvakrat hodili minci a jednou padla hlava. Predpokladejme, Ze jsme hodili dalsi
ctyri hlavy, potom posteriorni hustota md podobu beta(0]5,1) a v obrdzku 1 ji
najdeme na pozici (2,4). Ddle predpokladejme, Ze jsme sedmkrdt po sobé hodili
rub, potom nase novd posteriorni hustota md podobu beta(6|5,8) a tuto hustotu
najdeme v obrdzku 1 na pozici (5,4).

~
’

iselné charakteristiky posteriorniho beta rozdéleni

Nasledujici podkapitola definuje posteriorni ¢iselné charakteristiky posteriorni
modus a posteriorni vybérovy prumeér.

Pro tplnost uvedeme vztahy (13) pro apriorni rozdéleni, z nichz budeme
vychazet

a a—1
w=—:.
a+b a+b—2

Dale predpokladejme, ze jsme provedli N hodu minci a ozna¢me pocet hlav z;
zlomek % vyjadiuje pomér poctu hlav ve vSech hodech. Posteriorni primeér je

potom ve tvaru

; a+z . atz
(a+2)+(N—z+b) N+b+a

(15)
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Takto vypoctenou hodnotu povazujeme za Bayesovsky odhad neznamého para-

metru 0.  Aktualizované“ parametry o', b’ muzeme vyéist ze vztahu (15)

ad=a+z V=N+b-— 2z (16)

Posteriorni prumér m’ muzeme také vyjadiit jako véazeny prumeér apriorniho

vybérového pruméru g a poméru poctu hlav jak ukazuje nasledujici vztah

z
N

at+z 0z N n a a+b
N+b+a NN+a+b a+bN-+a+b

(17)

N a+b

Pomery 57—, 5o

vyjadiuji prislusné vahy. Z rovnice (17) je ziejmé, ze vliv
apriorni informace klesa se zvysujicim se poctem dat. Posteriorni prumér se tedy
se zvySujicim se poctem dat blizi poméru <. Tuto vlastnost vidime na nésledujici
trojici grafu, kde ilustrujeme situaci z piikladu 5, kde jako apriorni rozdéleni

bereme beta(6]1,1).
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Apriorni rozdéleni

44
3 mean=0.5
-1 .
I:I L T T T T T

0.00 0.25 0.50 075 1.00

theta
Vérohodnostni funkce
0.0100
0.0075 Data:z=3, N=9
0.0050 ZIN=1/3
0.0025
0.0000 : . .
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
theta
Posteriorni rozdéleni

4
3
i mean = 0.533
.1
0 } . .

0.00 0.25 0.50 075 1.00

theta

Obrazek 3: Grafické zobrazeni rovnice (17), které zobrazuje posteriorni rozdéleni
jako kombinaci vérodnostni funkce (8) a piislusného apriorntho rozdéleni.
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Intervaly spolehlivosti

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat intervaly spolehlivosti, zejména pak
kredibilnimi intervaly, které se pouzivaji v Bayesovské statistice. Pfedstavime dvé
metody vypoctu, jejichz pomoci kredibilni intervaly sestrojime. Informace jsou

cerpany z [7], [4],]9] a [1]. V8echny grafy jsou vlastni.

Vlastnosti intervali spolehlivosti

Obecna definice intervalu spolehlivosti mé nésledujici podobu.

Definice 4. Necht X = (X1, Xo, ..., X,,)". Usporddanou dvojici vjbérovijch funkci
(T1(X), T2(X)) nazgvame oboustranny intervalovy odhad parametru 0 (konfidencéni

interval, interval spolehlivosti), plati-li
P@[TI(le s 7X7l) S 0 S TQ(Xla s 7Xn)] Z 1- O[,\V/Q €0 (18)
Cislo 1-o, a0 € (0,1), se nazgvd spolehlivost odhadu parametru 6.

Dulezita je spravna interpretace. Interval spolehlivosti je ndhodny interval,
ktery odhadovanou hodnotu 6 obsahuje nebo ne. OvSem pravdépodobnost, ze
interval odhadovanou hodnotu skuteéné pokryva, je 1 — o (predepsané velkd).

Interval spolehlivosti je dulezitym pojmem ve statistice, protoze vyjadiuje
nejistotu bodového odhadu 6. Sife intervalu ovliviiuji zejména tii faktory.

Prvnim aspektem je rozsah nahodného vybéru N. Predpokladejme, ze prav-

40 __ 400
100 — 1000°

10 hodtu nebo 1000. Pokud jsme méli k dispozici 1000 hodu, tak je nasSe nejistota

dépodobnost, ze padne lic, je 0.4 = Je velky rozdil, jestli jsme méli

mnohem mensi nez pii 10 hodech. S rostoucim rozsahem vybéru N by tedy mél
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byt interval kratsi. Druhym aspektem je spolehlivost odhadu 1 — a, a € (0,1).
Pozadujeme-li spolehlivost odhadu 0.99, tak odpovidajici interval bude mnohem
delsi, nez kdyz chceme spolehlivost mensi, napt.: 0.9. Ttetim dulezitym aspektem
je rozptyl var(X). Pokud je velky, budou odhady nepfesné a vypoctené intervaly

Siroké.

Bayesovsky pristup

Méjme dané posteriorni rozdéleni pravdépodobnosti neznamého parametru
6 € ©. Rozsah hodnot, které maji vysokou posteriorni pravdépodobnost (poza-
dujeme spolehlivost odhadu 1-a, a0 € (0, 1)), ze obsahuji neznamy parametr 6,
oznacujeme Bayesovsky kredibilni interval spolehlivosti. Existuje mnoho metod

vypoctlu oboustrannych intervali. Uvedeme dva nejznaméjsi.

Interval ETI

Pro vypocet intervalu se stejné dlouhymi chvosty (z anglictiny zndmy jako
Equal-Tailed Interval, ETT), pouzivame kvantilovou metodu. Tato metoda spo¢iva
ve vynechdni 2.5 % z obou stran posteriorni hustoty rozdéleni, jak vidime na

nasledujici rovnici
P(6 < 84]a,b) = P(0 > Oya,b) = % (19)

kde 04 a 0, predstavuji po fadé dolni intervalovy odhad a horni intervalovy odhad
parametru 6. Tato metoda se casto pouziva pro svou vypocetni jednoduchost. Od-
hady hranic tohoto intervalu byly vypocteny pomoci funkce eti() ve statistickém
softwaru R, ktera nalezi do balicku bayestestR. Na nasledujicim grafu je piiklad

tohoto intervalu pro asymetrické rozdéleni.
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Obrézek 4: Hustota x?(20). Cerchované vertikalni ¢ary znazoriuji hranice nale-
zeného kredibilniho intervalu.

Interval HDI

Druhy ¢asto pouzivany interval spolehlivosti je HDI (z anglického highest
density interval). Tento interval zahrnuje nejvice vérohodné hodnoty neznamého
parametru 6. Jeho rozsah pokryva vétsinu hodnot rozdéleni (nejcastéji 95 %), coz
znamena, ze kazda hodnota uvniti intervalu ma vétsi vérohodnost nez jakakoli
hodnota vné intervalu.

Uvazujme hustotu posteriorniho rozdélenif (6| N, z) definovanou vztahem (14).

Ozna¢me C} mnozinu hodnot parametru 6
Cp,={0:f(O|N,z) > k},keR (20)
a pro konstantu k navic predpokladame platnost nasledujici rovnosti

/ FOIN, 2)d(0) = 1 — a (21)
0:f(0|N,2)>k
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Uvedenym postupem ziskame hodnotu konstanty k, kterda posteriorni hus-
totu protne ve dvou bodech. Poté vypoctem hodnot posteriorni hustoty v obou
prusecicich ziskdme x-ové souradnice takovych hodnot parametru 6, které od-
povidaji hledanym hranicim kredibilniho intervalu. Nalezeni 95% intervalu HDI

muzeme vidét na nasledujicim obrazku 5.

0.06 -

0.04 ~

0.02 -

0.00+

Obrézek 5: Hustota x2(20). Cerchované vertikdlni ¢ary zndzoriuji vypoctené
hranice hledaného intervalu. Cervena ¢erchovana horizontélni piimka znazornuje
konstantu k, vypocCtenou zpusobem uvedenym vyse.

Poznamka 6. Obé uvedené metody ddvaji stejné hranice intervali v pripadé, Ze
je pocitdme ze symetrického rozdéleni. Kredibilni interval HDI je vice uZivany,
protoZe jeho rozsah je podminén vysokou vérohodnosti kaZdé hodnoty neznamého
parametru 0. Kvantilovd metoda pri vijpoctu kredibilniho intervalu ETI tuto pod-

minku nezohlednuje.
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Aplikace postupu na lékarska
data

V této kapitole jsme aplikovali pravé uvedeny postup lékarské zaznamy. Pred
samotnou analyzou jsme si museli data vhodné upravit.

Lékaiskd data zahrnovala dvé velké tabulky. Jedna obsahovala informace o
véech narozenych détech na tzemi CR. Jednotlivé sloupce odpovidaly rokim
1961-2011, casovému intervalu, kdy byla data sbirdna. Jednotlivé fadky odpovidaly
véku matky pfi porodu ditéte. Vék matky se pohyboval od 14 do 50 let. Druha
tabulka vypadala obdobné, jen v ni byly zachyceny diagnostikované pripady Dow-
nova syndromu.

Vybrali jsme zeny v konkrétnim véku, kterym jsme se dale vénovali. Ve zdroji
¢islo [8] jsme se zamérili na tabulku éislo 1, kterd obsahovala vybrané véky rodicek
a prislusné pravdépodobnosti vyskytu trizomie 21. Zvolili vék matky 25 let, takze
v lékaiskych datech jsme se zabyvali v obou tabulkach jen takovym tadkem,
ktery obsahoval pocty narozenych déti, jejichz matkdm bylo pravée 25 let. Ze

zminéného zdroje [8] jsme jesté vyuzili prevalenci (vyjadfuje podil poctu

fE=0
nemocnych v celkové populaci), kterd odpovidala nasemu apriornimu bodovému
odhadu nezndmého parametru 6,0 € © = (0,0.5). Volba vhodného paramet-
rického prostoru se vztahovala k hodnoté prevalence, ktera byla velmi mala. Na
tomto intervalu jsme vytvoiili ekvidistantn{ sit bodi, jejichz pocet byl zvolen 10
000.

Vytvorili jsme tabulku o rozmérech 51x2, kde kazdy z dvaapadesati radku

odpovidal prislusnému roku. V kazdém tadku se nachézely dva udaje: pocet vSech

narozenych déti a pocet diagnostikovanych ptripadi Downova syndromu. Poctem
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diagnostikovanych piipadu se rozumi soucet pripadu prenatdlné i postnatalné
diagnostikovanych v prislusném roce. Prenatdlni diagnostika se rutinné pouziva

od roku 1987.

Oznacili jsme X jako nahodnou veli¢inu, kterd nabyvala hodnot

1, dité ma diagnostikovan Downuv syndrom
X = . .1 o .
0, dité nema diagnostikovan Downuv syndrom

Oznacili jsme N pocet vSech narozenych déti v roce 1961 a z pocet déti
postizenych Downovym syndromem v tomtéz roce. Dale jsme oznacili prevalenci
p= T150' Hodnotu miry nejistoty « jsme zvolili 150.

Vypocetli jsme vérohodnostni hodnoty pro kazdy bod z intervalu (0, 0.5) po-
moci vérohodnostni funkce (8). Déle jsme vypocetli prvni dvojici parametri a, b
pomoci vztahu (13). Takto ziskané parametry jsme pouzili pro vypocet hodnot
hustoty apriorniho beta rozdéleni (9). Néasledné jsme provedli ,aktualizaci“ pa-
rametru a,b podle vztahu (16) a pro tyto nové parametry o’,b jsme vypocetli
hodnoty hustoty posteriorniho beta rozdéleni (14) a piislusny posteriorni prumeér
(odpovidé ,aktualizované“ prevalenci) (15). Pro posteriorni rozdéleni jsme na
zaveér vypocetli kredibilni interval spolehlivosti HDI, kterému jsme se vénovali na

strané 28. Prvni iterace byla vykreslena do nésledujicitho obrazku 8.
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Obrazek 6: Na tomto obrazku je prvni krok ,aktualizace® odhadu parametru 6.
Zelend kiivka predstavuje hustotu apriorniho rozdéleni beta(1.10963, 148.8904).
Modra kiivka zndzornuje posteriorni beta rozdéleni beta(9.10963,6171.89).
Modra plocha pod kfivkou zndzorniuje 95 % interval HDI. Cervend vertikalni ¢éra
znazoriuje posteriorni prumeér (prevalenci) m’ = 0.00147 a oranzova vertikaln{
¢ara znazornuje apriorni prevalenci p = 0.00074.

Z pravé uvedeného grafu je patrné, ze nase nejistota byla velmi vysokd, coz
se dalo po prvni iteraci ocekavat.

V druhé iteraci jsme pristoupili k novym parametrum o', &’ jako k parametrum
apriorniho rozdéleni a dale pro vypocet novych posteriornich parametru a’, b’
vztahy (16). Timto zpusobem jsme vypocetli vSech 51 posteriornich hustot.

Pro zevrubnou predstavu o vyvoji rizika byl sestrojen graf na obrazku 7.
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Obrazek 7: Na tomto obrazku jsou zobrazeny vybrané posteriorni hustoty, které
znézoriuji hruby vyvoj odhadu rizika vyskytu Downova syndromu. Zluta kiivka
zobrazuje hustotu ve druhé iteraci, oranzova znazornuje hustotu v jedenacté ite-
raci, cervend znazornuje hustotu ve dvacaté iteraci, ruzova znazornuje hustotu
ve devétadvacaté iteraci, fialova znazornuje hustotu v osmatticaté iteraci, modra
znazornuje hustotu v sedmactyticaté iteraci a zelend znazornuje posledni jed-
napadesatou iteraci. Z grafu je patrné, ze nejistota odhadu postupné klesa se
zvysSujicim se poctem iteraci.

Vysledky vsech vypoctu byly znazornény v nasledujicim obrazku.
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Obrazek 8: Postupné predstavy o pravdépodobnosti vyskytu Downova syndromu
v CR v letech od 1961 do 2011. Cervené body znézoriiuji posteriorni priaméry
a modré body znézornuji posteriorni mody ve vSech iteracich. Svislé zelené cary
znézornuji délku HDI intervalu v piislusné iteraci. V grafu je patrny mirné kle-
sajici trend. Bayesovsky odhad pravdépodobnosti vyskytu Downova syndromu
pro rok 2011 nabyva hodnoty 0.0006252817 a jeho ptislusny interval spolehlivosti
(0.0005438044, 0.0007083208).
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Zaver

V této prace jsme se zabyvali odhadem pravdépodobnosti vyskytu Downova
syndromu v CR na zdkladé dat z let 1961 az 2011.

Nejdiive jsme uvedli zdkladni informace o Downovu syndromu. Pfiblizili jsme
myslenku bayesovského pristupu ke statistice na prikladu ze Zivota. Dalsi kapi-
tola se vénovala Bayesové véte, kterd hraje v bayesovské statistice zcela zasadni
roli. Dale jsme popsali postup vypoctu odhadu za predpokladu, ze pracujeme
s diskrétni ndhodnou velicinou. Ukazali jsme dulezitost beta rozdéleni. Vysvétlili
jsme pojmy vérohodnostni funkce, apriorni rozdéleni pravdépodobnosti a poste-
riorni rozdéleni pravdépodobnosti. V posledni kapitole jsme popsali postup apli-
kovany na lékarska data.

Cilem prace bylo stanoveni odhadu pravdépodobnosti vyskytu Downova syn-
dromu v CR, k éemuz doslo v posledn{ kapitole. Zjistili jsme, ze pravdépodobnost
vyskytu Downova syndromu v piipadé pétadvacetileté matky je nejspis velmi

1

mald, tj. asi 75
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