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Rok obhajoby práce: 2020
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Úvod

Má práce se zabývá Bayesovskou statistikou, která je d̊uležitou součást́ı sta-

tistické analýzy dat. Důvodem pro výběr daného tématu je osobńı zájem o data

s př́ırodńım zaměřeńım.

Prvńı kapitola podává základńı informace o Downovu syndromu. Druhá ka-

pitola popisuje stěžejńı myšlenku bayesovského př́ıstupu ke statistické analýze

dat. Třet́ı kapitola definuje podmı́něnou pravděpodobnost a dvě daľśı vlastnosti,

které jsou nutné k zavedeńı Bayesovy věty. Čtvrtá kapitola vysvětluje postup

Bayesovské analýzy. Seznamuje s pojmy věrohodnostńı funkce, apriorńı rozděleńı

a posteriorńı rozděleńı. Pátá kapitola nás seznamuje s intervaly spolehlivosti. Po-

sledńı kapitola reprezentuje uvedený postup v praxi.

Ćılem mé práce je výpočet odhadu pravděpodobnosti výskytu Downova syn-

dromu v České republice. K tomuto výpočtu budou použity Bayesovské metody

a statistický software R.
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Základńı informace o Downovu
syndromu

Jedince s Downovým syndromem můžeme označit za jedinečné osobnosti

trṕıćı jistou mı́rou retardace, která je pro každého postiženého svým zp̊usobem

specifická. To zahrnuje jak fyzický vzhled, tak i povahu a daľśı vlastnosti. Veškeré

informace lze nalézt v [11].

Oči mohou být zelené, hnědé modré nebo to může být nějaká kombinace

zmı́něných barev. Barva vlas̊u pokrývá barevnou škálu od blond’até, přes reza-

vou až po tmavé odst́ıny. Plet’ může být tmavá nebo světlá. Děti se podobaj́ı

např́ıklad matce, otci, babičkám nebo třeba strýci. Někteř́ı jedinci jsou velmi

energičt́ı, u druhých lze pozorovat značně méně aktivńı chováńı. Jedni miluj́ı

hudbu a u druhých se mine účinkem. Přes tyto zdánlivě běžné lidské rysy, kterými

se vzájemně dva r̊uzńı lidé odlǐsuj́ı, lze stanovit jistou množinu přesných znak̊u,

které spojuj́ı všechny jedince postižené určitým typem syndromu.

Syndrom lze definovat jako soubor př́ıznak̊u, které se společně projev́ı. Down̊uv

patř́ı mezi tzv. vrozené syndromy, u nichž jsou poruchy zřejmé hned po narozeńı

d́ıtěte.

Down̊uv syndrom byl uznán jako samostatná diagnóza v roce 1866, kdy an-

glický lékař John Langdon Down (1828-1896) poprvé popsal jeho charakteris-

tické znaky. Doktor Down však nebyl schopen ve své době jednoznačně definovat

př́ıčinu této diagnózy. Zvrat přǐsel roku 1932, kdy doktor Waardenburg vyjádřil

svou ideu, že Down̊uv syndrom by mohl být zapř́ıčiněn chromozomálńı poruchou.

A nakonec přelomovým rokem se stal rok 1959, kdy Waardenburg̊uv francouzský

kolega, doktor Lejeune, v Pař́ıži spolu se svými spolupracovńıky demonstroval
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fakt, že Donwn̊uv syndrom má př́ımou souvislost s konkrétńım nadbytečným

chromozomem.

Lidská buňka obsahuje jádro, v němž je uložena kompletńı genetická infor-

mace (tzv. geny). Geny jsou nezbytnou součást́ı procesu zvaném buněčné děleńı.

Podle [6] se v jádře jedné buňky nacháźı zhruba 20 000 až 25 000 gen̊u, které

jsou zodpovědné za výrobu zcela specifického proteinu určuj́ıćıho jednu charakte-

ristiku lidského těla (např.: barva oč́ı). Geny jsou v jádře uspořádány do řetězc̊u

(struktura řetězc̊u se dá přirovnat ke korálk̊um na nitce) a tyto řetězce se nazývaj́ı

chromozomy. Každá buňka má 46 chromozomů a ty jsou uspořádány do 23 pár̊u.

Každý pár obsahuje jednu polovinu genetické sady od otce a druhou od matky.

Down̊uv syndrom je zp̊usoben tehdy, když 21. pár chromozomů obsahuje je-

den nadbytečný chromozom. Př́ıtomnost třet́ıho chromozomu zp̊usob́ı produkci

určitých nadbytečných b́ılkovin, které poruš́ı normálńı vývoj plodu.
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Základńı myšlenka bayesovského
př́ıstupu

Následuj́ıćı kapitola představ́ı principy Bayesovské statistiky, viz [7]. Zaj́ımavé

vysvětleńı této metody lze ukázat na následuj́ıćım př́ıkladě:

Ráno vyjdeme před d̊um a pozorujeme, že chodńık je mokrý. Div́ıme se

proč? Dále zvažujeme všechny možné př́ıčiny mokrosti chodńıku, kde jsou za-

hrnuty následuj́ıćı př́ıpady: nedávný déšt’, pr̊usak podzemńı vody, nedávné za-

vlažováńı trávńıku, prasklé potrub́ı, nápoj rozlitý kolemjdoućım atd. Po předchoźı

úvaze přǐrad́ıme všem uvažovaným možnostem nějakou mı́ru věrohodnosti na

základě vlastńıch předchoźıch znalost́ı, např.: nedávný déšt’ bude mı́t nejsṕı̌s větš́ı

pravděpodobnost než nápoj rozlitý kolemjdoućım. Tyto znalosti označujeme za

tzv. apriorńı znalosti.

Z tohoto jednoduchého př́ıkladu plyne skutečnost, že jsme schopni odhad-

nout pravděpodobnost sledovaného jevu (př́ıčina mokrosti chodńıku) takovým

zp̊usobem, že zohledńıme své předešlé zkušenosti s t́ımto problémem a nové

zkušenosti źıskané bezprostředńım pozorováńım.

10



Bayesova věta

Následuj́ıćı kapitola představuje pojmy př́ımo souvisej́ıćı s Bayesovou větou.

Definice, věty a d̊ukazy jsou čerpány z [4] a [2]. Pro přibĺıžeńı vztah̊u jsou uvedeny

vlastńı př́ıklady.

Definice 1. Necht’ je dán pravděpodobnost́ı prostor (Ω,A , P ) a náhodný jev B ∈

A , P (B) > 0. Potom funkce P (·|B) definovaná na A předpisem

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
, A ∈ A , (1)

se nazývá pravděpodobnost jevu A podmı́něná jevem B.

Př́ıklad 1. Ze 150 kuliček je 25 modrých. Náhodně vybereme 2. Jaká je pravdě-

podobnost jevu A, že budou obě modré?

Řešeńı: Úlohu vyřeš́ıme pomoćı definice podmı́něné pravděpodobnosti. Označme

jev B, že v prvńım tahu vybereme modrou kuličku, což odpov́ıdá pravděpodobnosti

P (B) = 25
150

. Při výběru druhé modré kuličky je pravděpodobnost takového výběru

rovna P (A|B) = 24
149
. Úpravou výše definovaného vztahu 1 často poč́ıtáme pravdě-

podobnosti pr̊uniku náhodných jev̊u A a B. Vyjádř́ıme-li tedy pravděpodobnost to-

hoto pr̊uniku a dále předpokládáme nezávislost pravděpodobnost́ı P (B) a p(A|B).

Potom pravděpodobnost výběru dvojice modrých kuliček je rovna P (A) = P (A ∩

B) = P (A|B) · P (B) = 24
149
· 25
150

= 600
22350

.
= 0.026846.

Věta 1 (o násobeńı pravděpodobnost́ı). Necht’ je dán pravděpodobnostńı prostor

(Ω,A , P ) a jevy A ∈ A , B ∈ A . Je-li P (B) > 0, je P (A ∩ B) = P (B) ·

P (A|B), je-li P (A) > 0, je P (A ∩ B) = P (A) · P (B|A). Necht’ dále jsou dány
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jevy A1, A2, · · · , An, kde Ai ∈ A pro i = 1, 2, · · · , n. Je-li P (
⋂n−1
j=1 Aj) > 0, potom

plat́ı

P (
n⋂
1

Aj) = P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩ A2) . . . P (An|
n−1⋂
1

Aj).

Př́ıklad 2. V továrně dělá kontrolor namátkovou kontrolu kvality tak, že vyb́ırá

pět výrobk̊u, přičemž každý výrobek vyb́ırá zvlášt’. Po vytažeńı je nevraćı zpět.

Výrobńı proces projde kontrolou, jestlǐze se ve výběru neobjev́ı ani jeden zmetek.

Výrobce v́ı, že v právě kontrolované várce 100 výrobk̊u je 23 zmetk̊u. Jaká je

pravděpodobnost jevu B, že kontrolor vytáhne právě jeden zmetek?

Řešeńı: Úlohu vyřeš́ıme pomoćı věty o násobeńı pravděpodobnost́ı. Označme

Ai, i = 1, 2, 3, 4, 5, kde v i-tém tahu vytáhneme zmetek. Pravděpodobnosti jev̊u

Ai jsou rovny P (A1) = 23
100
, P (A2) = 22

99
, P (A3) = 21

98
, P (A4) = 20

97
, P (A5) = 19

96
.

Potom pravděpodobnost jevu B rovna P (B) =
∏5

i=1 P (Ai) = 23
100
· 22
99
· 21
98
· 20
97
· 19
96

=

4037880
9034502400

.
= 0, 0004469.

Věta 2 (o úplné pravděpodobnosti). Necht’ (Bn) je konečná nebo nekonečná

posloupnost neslučitelných náhodných jev̊u, které maj́ı kladné pravděpodobnosti a

pro které je splněn vztah P (
⋃
nBn) = 1. Potom pro libovolný jev A ∈ A plat́ı

P (A) =
∑
n

P (A|Bn)P (Bn).

Př́ıklad 3. V prodejně se prodávaj́ı olivy v plechovce dodávané čtyřmi r̊uznými

dodavateli, označme je a, b, c, d. Prodávaj́ıćı v́ı, že sklenice dodavatele dodavatele a

obsahuj́ı 65 % černých oliv, ze sklenic od dodavatele b je 75 % s černými olivami,

ze sklenice od dodavatele c je 45 % s černými olivami a ze sklenic dodavatele d

je 35 % s černými olivami. Ve skladě jsou sklenice náhodně uloženy bez ohledu

na konkrétńıho dodavatele. Jaká je pravděpodobnost, že zákazńık kouṕı sklenici

černých oliv, je-li na skladě 18 % sklenic dodavatele a, 35 % sklenice dodavatele

b, 20 % sklenic dodavatele c a 27 % sklenic dodavatele d?

Řešeńı: úlohu vyřeš́ıme pomoćı věty o úplné pravděpodobnosti. Označme A,

resp. B, resp. C, resp. D, náhodné jevy, že ve skladu náhodně vybereme skle-
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nici dodavatele a, resp. dodavatele b, resp. dodavatele c, resp. dodavatele d. Dále

označme E náhodný jev, že vybereme sklenici černých oliv. Pomoćı předchoźıch

označeńı urč́ıme pravděpodobnosti P (A) = 0, 18;P (B) = 0, 35;P (C) = 0, 2;P (D) =

0, 27. Podle věty o úplné pravděpodobnosti m̊užeme psát P (E) = P (E|A)P (A) +

P (E|B)P (B) +P (E|C)P (C) +P (E|D)P (D) = 0, 65 · 0, 18 + 0, 75 · 0, 35 + 0, 45 ·

0, 2 + 0, 35 · 0, 27 = 0, 117 + 0, 2625 + 0, 09 + 0, 0945 = 0, 564.

Poznámka 1. Uvedené vztahy jsou kĺıčové pro formulaci Bayesovy věty.

Věta 3 (Bayesova). Necht’ (Bn) je konečná nebo nekonečná posloupnost ne-

slučitelných náhodných jev̊u, které maj́ı kladné pravděpodobnosti a pro které plat́ı

P (
⋃
nBn) = 1. Necht’ dále P (A) > 0, A ∈ A . Potom ∀n plat́ı

P (Bn|A) =
P (A|Bn)P (Bn)∑
j P (A|Bj)P (Bj)

. (2)

D̊ukaz. Nejprve na levou stranu použijeme definici podmı́něné pravděpodobnosti

a pak na čitatele P (A ∩ Bn) použijeme větu o násobeńı pravděpodobnost́ı a na

jmenovatele P (Bn) použijeme větu o úplné pravděpodobnosti

P (Bn|A) =
P (A ∩Bn)

P (Bn)
=

P (A|Bn)P (Bn)∑
j P (A|Bj)P (Bj)

.

Př́ıklad 4. Mějme 3 počtáře, kteř́ı s pravděpodobnostmi 0,45; 0,7; 0,95 vypoč́ıtaj́ı

zadaný př́ıklad správně. Jaká je pravděpodobnost, že správně vyřešený př́ıklad

poč́ıtal prvńı student?

Řešeńı: označme Bi, i = 1, 2, 3 náhodný jev, že poč́ıtal i-tý student. Potom

m̊užeme vyjádřit pravděpodobnosti P (B1) = P (B2) = P (B3) = 1
3
. Označme

náhodný jev A, že vyřešený př́ıklad je správně. Dále urč́ıme podmı́něnou pravděpo-

dobnost, že př́ıklad správně vyřešil prvńı student, což je rovno P (A|B1) = 0, 45;

resp. že př́ıklad správně vyřešil druhý student P (A|B2) = 0, 7; resp. že př́ıklad

vyřešil třet́ı student P (A|B3) = 0, 95. Nyńı už m̊užeme přej́ıt k Bayesovu vzorci,

kde poč́ıtáme pravděpodobnost jevu B1 za podmı́nky jevu A P (B1|A) =

= P (A|B1)P (B1)
P (A|B1)P (B1)+P (A|B2)P (B2)+P (A|B3)P (B3)

=
0,45· 1

3

0,45· 1
3
+0,7· 1

3
+0,95· 1

3

= 0,15
0,7

.
= 0, 214286.
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Vypočtená pravděpodobnost je poměrně ńızká, což je zp̊usobeno t́ım, že náš prvńı

student je nejhorš́ı počtář z vybrané trojice student̊u.

Pro úplnost zde uvedeme i Bayesovu větu pro spojitý náhodný vektor Y.

Věta 4. Necht’ Y = (Y1, . . . , Yp)
′,Z = (Zp+1, . . . , Zn)′, 1 ≤ p < n, n ∈ N.

Podmı́něná hustota s(y|z) vektoru Y při daném Z je rovna

s(y|z) =
r(y)q(z|y)∫

Rp
r(y)q(z|y)dλ(y)

, pro

∫
Rp

r(y)q(z|y)dλ(y) 6= 0. (3)

V Bayesovské statistice je funkce r nazývá apriorńı hustota. Podmı́něná hus-

tota q, která vyjadřuje závislost vektoru Z při daném vektoru Y, se nazývá

věrohodnostńı funkce. Tyto pojmy jsou vysvětleny v následuj́ıćı kapitole.

Poznámka 2. Právě použitý vzorec je pojmenován po teologu Thomasu Baye-

sovi. Thomas Bayes (1702-1761) byl anglický matematik a presbyteriánský kněz.

Jeho slavný teorém byl zveřejněn po jeho smrti v roce 1763. Zásluhu na tomto

publikováńı nese jeho př́ıtel Richard Price, viz [7].
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Postup Bayesovské analýzy

Následuj́ıćı kapitola představ́ı př́ıstup Bayesovské analýzy v pěti kroćıch. Prvńı

krok zahrnuje správnou interpretaci vybrané datové sady, která je d̊uležitá pro

daľśı výpočty. Druhým krokem je definováńı vhodného modelu, který nejlépe vy-

stihuje charakter datové sady. Třet́ı krok zahrnuje definováńı apriorńıho rozděleńı

pravděpodobnost́ı neznámého parametru. Čtvrtým krokem je určeńı posteriorńıho

rozděleńı pravděpodobnost́ı spojitého parametru. Pátým krokem je kontrola, zda

posteriorńı rozděleńı pravděpodobnost́ı popisuje data s dostatečnou spolehlivost́ı.

Veškeré informace jsou čerpány z [7], [2], [4], [5],[3] a [10]. Všechny uvedené grafy

jsou vlastńı, pokud neńı uvedeno jinak.

Binomické rozděleńı

Mějme následuj́ıćı pokus: předpokládejme, že háźıme n-krát jednou minćı a

urč́ıme, kolikrát padla hlava a orel. Pravděpodobnost, že padne hlava, je kon-

stantńı během celého pokusu. Možné počty hlav, které mohou nastat, pak jsou

0, 1, . . . , n,.

Necht’ X1, X2, . . . , Xn, kde n ∈ N, je n-tice nezávislých náhodných veličin

a parametr θ ∈ Θ,Θ = (0, 1). Dále necht’ má každá náhodná veličina Xi,∀i ∈

{1, 2, . . . , n}, alternativńı rozděleńı. Binomické rozděleńı je definováno následuj́ıćım

zp̊usobem: necht’ θ ∈ (0, 1) a náhodná veličina X =
∑n

j=1Xj nabývá hodnot

0, 1, 2, . . . , n, s pravděpodobnostmi

P (X = k) =

(
n

k

)
θk(1− θ)(n−k), k = 0, 1, . . . , n. (4)

Dále budeme pracovat s podmı́něnou pravděpodobnostńı funkćı, která je de-
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finována následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 2. Mějme diskrétńı náhodné veličiny X, Y se sdruženou pravděpodo-

bnostńı funkćı p(xi, yj) = P (X = xi, Y = yj), marginálńımi pravděpodobnostńımi

funkcemi pX(xi) = P (X = xi) a pY (yj) = P (Y = yj) a obory hodnot M1,M2.

Pravděpodobnostńı funkci

hx(xi|yj) =
p(xi, yj)

pY (yj)
, xi ∈M1, yj ∈M2 (5)

pro pY (yj) 6= 0 nazveme podmı́něnou pravděpodobnostńı funkćı veličiny X při

daném (Y = yj).

Poznámka 3. Alternativńı (Bernoulliho) rozděleńı je speciálńım př́ıpadem bino-

mického rozděleńı; náhodná veličina X nabývá pouze dvou hodnot 0,1 a θ ∈ (0, 1)

je neznámý parametr. Jeho pravděpodobnostńı funkce

P (X = xi|θ) = θxi(1− θ)(1−xi), i ∈ 1, 2 (6)

Vyjádřeme ted’ podmı́něné binomické rozděleńı pro náhodnou veličinu X,

která nabývá hodnot 0, 1, · · · , n, při pevně zvoleném parametru θ

P (X = k|θ) =

(
n

k

)
θk(1− θ)(n−k), k = 0, 1, . . . , n. (7)

Nyńı předpokládejme, že jsme provedli N hod̊u minćı a známe počet padlých

hlav. Neznámý parametr θ ∈ (0, 1) považujeme za náhodnou veličinu. Označme

i-tý výsledek hodu minćı jako xi a posloupnost výsledk̊u {xi}, i = 1, 2, . . . , N.

Předpokládáme, že výsledky libovolných dvou hod̊u jsou nezávislé. Dále označme

počet padlých hlav z =
∑N

i=1 xi a počet rub̊u N−z =
∑N

i=1(1−xi). Potom rovnici

(7) vyjádř́ıme za předpokladu nezávislosti jednotlivých výsledk̊u hod̊u

P ({xi}|θ) =
N∏
i=1

P (X = xi|θ) =

dále pro vyjádřeńı P (X = xi|θ) využijeme rovnici (6)

=
N∏
i=1

θxi(1− θ)1−xi =
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využijeme pravidel pro práci s mocninami

= θ
∑N

i xi(1− θ)
∑N

i (1−xi)

a nakonec využijeme nově zavedené značeńı

= θz(1− θ)(N−z) (8)

Funkci (8) nazýváme věrohodnostńı funkćı. Tato funkce obsahuje dostupné

informace stanovené z dat. Uvedený tvar bude užitečný při odvozeńı posteriorńıho

rozděleńı.

Apriorńı rozděleńı

Hledáme takovou hustotu rozděleńı pravděpodobnost́ı fx, která co nejlépe

odráž́ı naši apriorńı informaci. Tomuto požadavku však odpov́ıdá velké množstv́ı

hustot. Pokud chceme použ́ıt Bayesovu větu, tak muśıme své požadavky pro

zavedeńı apriorńı hustoty v́ıce upřesnit. Vyjdeme ze vztahu (2).

Prvńı požadovaná vlastnost se týká čitatele P (A|Bn)P (Bn). Jej́ı podstatou

je, že uvedené pravděpodobnosti by měly být stejnou formou jedné funkce. Toto

omezeńı na výběr funkce je velmi d̊uležité v př́ıpadech, kdy konstruujeme po-

steriorńı rozděleńı přidáńım nových informaćı z dat. Posteriorńı rozděleńı bude

popsáno opět stejnou obdobou jedné funkce.

Druhá požadovaná vlastnost se týká jmenovatele
∑

j P (A|Bj)P (Bj). Požadujeme,

aby právě zmı́něný výraz byl analyticky řešitelný. Tato vlastnost záviśı na tom,

v jakém vztahu jsou v̊uči sobě funkce P (A|Bj) a P (Bj) pro j = 1, 2, . . . , n.

S t́ımto vztahem souviśı pojem konjugovaný systém hustot, který je definován

následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 3. Řekneme, že P je systém hustot konjugovaných s f(x|θ), pokud

∀f(θ) ∈ P je f(θ|x) ∈ P pro skoro všechna x.

Poznámka 4. Definovaný systém je velmi užitečný tehdy, pracujeme-li s rozumně

velkými tř́ıdami hustot. Práce s konjugovanými rozděleńımi má velkou výhodu
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v tom, že při přechodu od apriorńıho k aposteriorńıho rozděleńı pravděpodobnost́ı

se jen adekvátně změńı parametry. To znamená, že tzv. aktualizace rozděleńı

pravděpodobnost́ı parametru θ je snadná.

Beta rozděleńı

Vysloveným požadavk̊um odpov́ıdá beta rozděleńı beta(θ|a, b), jehož hustota

má pro dané parametry a > 0, b > 0, následuj́ıćı podobu

beta(θ|a, b) = f(θ) =
θa−1(1− θ)b−1

B(a, b)
, θ ∈ (0, 1), (9)

kde funkce B(a, b) se nazývá beta funkce, která patř́ı mezi tzv. speciálńı funkce,

a je pro dané parametry a > 0, b > 0, definována

B(a, b) =

∫ 1

0

θa−1(1− θ)b−1dθ, (10)

a tato hodnota B(a, b) ve vztahu (9) má charakter normalizačńı konstanty, d́ıky

ńıž je integrál s mezemi od 0 do 1 ze vztahu (9) roven 1.
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Hustoty beta rozděleńı maj́ı odlǐsné pr̊uběhy na základě r̊uzných kombinaćı

parametr̊u a > 0, b > 0, jak ukazuje následuj́ıćı obrázek 1.
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Obrázek 1: Př́ıklady hustot beta rozděleńı pro r̊uzné hodnoty kladných parametr̊u
a, b. Hodnota parametru a roste zleva doprava a hodnota parametru b roste shora
dol̊u. Z grafu je patrné, že hustoty lež́ıćı na hlavńı diagonále grafu jsou symetrické,
což je dáno shodnou hodnotou obou parametr̊u a, b. Pod́ıváme-li se na pr̊uběhy
takových hustot, kde {a, b ∈ (0,∞) : a 6= b, a ≤ 1 ⇒ b ≥ 1; b ≤ 1 ⇒ a ≥ 1},
tak tyto hustoty jsou prosté funkce. A nakonec hustoty, jejichž oba parametry
nabývaj́ı hodnoty větš́ı než 1, jsou r̊uzně zešikmené.

Stanoveńı parametr̊u beta rozděleńı

Následuj́ıćı podkapitola popisuje určeńı parametr̊u a a b, které zcela přesně

definuj́ı tvar hustoty beta rozděleńı a zároveň nejlépe vystihuj́ı apriorńı znalost

o neznámém parametru θ. Učińıme předpoklad, že parametr a představuje počet

padlých hlav a parametr b určuje padlých rub̊u a dále n = a + b, kde n je počet
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hod̊u minćı.

Předpokládejme, že mince, kterou háźıme, je férová, ale nejsme si t́ım jisti.

Představme si, že jsme minćı hodili desetkrát, a výsledek byl 5 hlav a 5 rub̊u.

Chceme tento výsledek vyjádřit pomoćı hustoty beta rozděleńı. Tato situace je

znázorněna v předchoźım obrázku 1 na pozici (4, 4). Tato hustota dosahuje svého

maxima v bodě θ = 0.5. Nejistotu prvotńıho odhadu vyjadřuj́ı nižš́ı a vyšš́ı

hodnoty kolem maxima, které jsou méně pravděpodobné. Tento př́ıklad řeš́ı velmi

jednoduchý př́ıpad. Nyńı představ́ıme univerzálńı zp̊usob výpočtu parametr̊u a, b,

který se už́ıvá při velkých hodnotách n.

Je známo, že středńı hodnota µ a modus ω beta rozděleńı pro parametry

a > 1, b > 1 jsou definovány následuj́ıćımi vztahy

µ =
a

a+ b
ω =

a− 1

a+ b− 2
. (11)

Poznámka 5. Z teorie pravděpodobnosti v́ıme, že výběrový pr̊uměr je nestranným

odhadem středńı hodnoty a v tomto smyslu budeme tento pojem dále použ́ıvat.

Jestliže oba parametry a, b nabývaj́ı stejných hodnot, tak středńı hodnota i

modus se rovnaj́ı hodnotě 0.5. Jestliže plat́ı a < b, tak obě č́ıselné charakteristiky

µ a ω jsou menš́ı než 0.5. Analogicky při opačné nerovnosti a > b jsou zmı́něné

charakteristiky větš́ı než 0.5. Vzhledem k uvažovaným hodnotám parametr̊u a, b

je zřejmé, že tvar hustoty bude obdobný jako např́ıklad grafy na pozici (5,3) a

(3,5) v obrázku 1.

Š́ı̌re takové hustoty záviśı na č́ıslu κ, které je určeno pro tyto jednodušš́ı

varianty vztahem κ = a + b a vyjadřuje mı́ru nejistoty pro odhad neznámého

parametru θ̂. Pod́ıváme-li se na obrázek 1 na pozici (5,3), tak tato hustota je užš́ı

a v́ıce koncentrovaná.

Řešeńı následuj́ıćıch rovnic pro výpočet parametr̊u a, b pomoćı charakteristik

µ, ω a vhodně zvolenou hodnotou κ:

a = µκ b = (1− µ)κ κ = {1, 2} (12)

a = ω(κ− 2) + 1 b = (1− ω)(κ− 2) + 1 κ > 2 (13)
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Jediným zbývaj́ıćım problémem z̊ustává, jak zvolit apriorńı hodnotu κ. Hod-

notu vybereme následuj́ıćım zp̊usobem. Urč́ıme počet nových hod̊u minćı, které

bychom potřebovali k vyrovnáńı rozd́ılu mezi novou informaćı z dat a apri-

orńı znalost́ı o hodnotě µ. Pokud bychom potřebovali malý počet nových hod̊u

k přehodnoceńı apriorńı domněnky, potom by apriorńı rozděleńı mělo být repre-

zentováno malou hodnotou κ. Jestliže bychom potřebovali naopak velký počet

nových hod̊u k přehodnoceńı apriorńı domněnky, potom apriorńı rozděleńı mělo

být určeno velkou hodnotou κ.

Po vykresleńı hustoty beta rozděleńı s takto vypočtenými parametry a, b, se

naskýtá otázka, která ze dvou charakteristik, modus a výběrový pr̊uměr, má

pro nás větš́ı vypov́ıdaj́ıćı hodnotu. Odpověd’ můžeme vyč́ıst z následuj́ıćıho

obrázku 2. Graf je vykreslen na základě předem určených hodnot modu ω = 0.7

a κ = 14, kde parametry a, b jsou vypočteny podle vzorc̊u (13).

a = 9.4, b = 4.6
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Obrázek 2: Hustota beta rozděleńı s hodnotou modu ω = 0.7; modus je v grafu vy-
značen modrou vertikálńı čarou. Středńı hodnota µ = 0.67 je vyznačena červenou
vertikálńı čarou.

Z grafu je patrné, že hodnota modu je v́ıce intuitivńı než výběrový pr̊uměr,
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protože právě v hodnotě modu dosahuje hustota svého maxima. Vysvětleńı, proč

výběrový pr̊uměr a modus nabývaj́ı r̊uzných hodnot, tkv́ı v asymetrii vykreslené

hustoty. Výběrový pr̊uměr je vzdálen od modu ve směru deľśıho chvostu hustoty.

Právě popsaný zp̊usob výpočtu parametr̊u a, b je jeden z nejpouž́ıvaněǰśıch

metod výpočtu. Následuj́ıćı kapitola se věnuje posteriorńımu rozděleńı pravděpo-

dobnost́ı.

Posteriorńı rozděleńı

Posteriorńı hustota vyjadřuje
”
aktualizovanou“ domněnku o neznámém para-

metru θ, kde využ́ıváme informaci z předchoźıho experimentu. Předpokládejme,

že jsme provedli následuj́ıćı experiment: necht’ N je počet hod̊u minćı a z je

počet padlých hlav. Při následuj́ıćım odvozeńı využijeme apriorńı hustotu (9) a

věrohodnostńı funkci (8).

Ćılem je určit podmı́něnou hustotu f(θ|N, z), k čemuž nejprve využijeme

Bayes̊uv vzorec (3)

f(θ|N, z) =
f(N, z|θ)f(θ)∫ 1

0
f(N, z|θ)f(θ)d(θ)

=

dále využijeme zmı́něné vztahy (9) a (8)

=

θz(1−θ)(N−z)θ(a−1)(1−θ)(b−1)

B(a,b)∫ 1
0 θ

z(1−θ)(N−z)θ(a−1)(1−θ)(b−1)d(θ)

B(a,b)

=

funkčńı hodnoty beta funkce B(a, b) jsou stejné v obou jmenovateĺıch složeného

zlomku, takže je lze zkrátit

=
θz(1− θ)(N−z)θ(a−1)(1− θ)(b−1)∫ 1

0
θz(1− θ)(N−z)θ(a−1)(1− θ)(b−1)d(θ)

=

využijeme pravidel pro práci s mocninami o stejném základu

=
θ(z+a−1)(1− θ)(N+b−z−1)∫ 1

0
θ(z+a−1)(1− θ)(N+b−z−1)d(θ)

=
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nyńı zbývá upravit jmenovatele do jednodušš́ıho tvaru, kde využijeme podobu

beta funkce (10)

=
θ(z+a−1)(1− θ)(N+b−z−1)

B(a+ z − 1, N + b− z − 1).
(14)

Odvozeńı ukazuje následuj́ıćı d̊uležitou informaci: Je-li naše apriorńı informace

vyjádřena beta rozděleńım (9) a v́ıme-li z dat, že při N hodech padlo z hlav, tak

potom posteriorńı rozděleńı je opět beta rozděleńı tvaru (14). Vid́ıme, že aktua-

lizace apriorńı informace je velice jednoduchá, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 5. Předpokládejme, že apriorńımu beta rozděleńı př́ısluš́ı hustota

beta(θ|1, 1), která je v obrázku 1 na pozici (2, 2) a odpov́ıdá situaci, kdy jsme

dvakrát hodili minćı a jednou padla hlava. Předpokládejme, že jsme hodili daľśı

čtyři hlavy, potom posteriorńı hustota má podobu beta(θ|5, 1) a v obrázku 1 ji

najdeme na pozici (2, 4). Dále předpokládejme, že jsme sedmkrát po sobě hodili

rub, potom naše nová posteriorńı hustota má podobu beta(θ|5, 8) a tuto hustotu

najdeme v obrázku 1 na pozici (5, 4).

Č́ıselné charakteristiky posteriorńıho beta rozděleńı

Následuj́ıćı podkapitola definuje posteriorńı č́ıselné charakteristiky posteriorńı

modus a posteriorńı výběrový pr̊uměr.

Pro úplnost uvedeme vztahy (13) pro apriorńı rozděleńı, z nichž budeme

vycházet

µ =
a

a+ b
ω =

a− 1

a+ b− 2
.

Dále předpokládejme, že jsme provedli N hod̊u minćı a označme počet hlav z;

zlomek z
N

vyjadřuje poměr počtu hlav ve všech hodech. Posteriorńı pr̊uměr je

potom ve tvaru

m′ =
a+ z

(a+ z) + (N − z + b)
=

a+ z

N + b+ a
. (15)
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Takto vypočtenou hodnotu považujeme za Bayesovský odhad neznámého para-

metru θ.
”
Aktualizované“ parametry a′, b′ můžeme vyč́ıst ze vztahu (15)

a′ = a+ z b′ = N + b− z. (16)

Posteriorńı pr̊uměr m′ můžeme také vyjádřit jako vážený pr̊uměr apriorńıho

výběrového pr̊uměru µ a poměru počtu hlav z
N

, jak ukazuje následuj́ıćı vztah

a+ z

N + b+ a
=

z

N

N

N + a+ b
+

a

a+ b

a+ b

N + a+ b
(17)

Poměry N
N+a+b

, a+b
N+a+b

vyjadřuj́ı př́ıslušné váhy. Z rovnice (17) je zřejmé, že vliv

apriorńı informace klesá se zvyšuj́ıćım se počtem dat. Posteriorńı pr̊uměr se tedy

se zvyšuj́ıćım se počtem dat bĺıž́ı poměru z
N
. Tuto vlastnost vid́ıme na následuj́ıćı

trojici graf̊u, kde ilustrujeme situaci z př́ıkladu 5, kde jako apriorńı rozděleńı

bereme beta(θ|1, 1).
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Obrázek 3: Grafické zobrazeńı rovnice (17), které zobrazuje posteriorńı rozděleńı
jako kombinaci věrodnostńı funkce (8) a př́ıslušného apriorńıho rozděleńı.
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Intervaly spolehlivosti

V následuj́ıćı kapitole se budeme zabývat intervaly spolehlivosti, zejména pak

kredibilńımi intervaly, které se použ́ıvaj́ı v Bayesovské statistice. Představ́ıme dvě

metody výpočtu, jejichž pomoćı kredibilńı intervaly sestroj́ıme. Informace jsou

čerpány z [7], [4],[9] a [1]. Všechny grafy jsou vlastńı.

Vlastnosti interval̊u spolehlivosti

Obecná definice intervalu spolehlivosti má následuj́ıćı podobu.

Definice 4. Necht’ X = (X1, X2, . . . , Xn)′. Uspořádanou dvojici výběrových funkćı

(T1(X), T2(X)) nazýváme oboustranný intervalový odhad parametru θ (konfidenčńı

interval, interval spolehlivosti), plat́ı-li

Pθ[T1(X1, . . . , Xn) ≤ θ ≤ T2(X1, . . . , Xn)] ≥ 1− α, ∀θ ∈ Θ (18)

Čı́slo 1-α, α ∈ (0, 1), se nazývá spolehlivost odhadu parametru θ.

Důležitá je správná interpretace. Interval spolehlivosti je náhodný interval,

který odhadovanou hodnotu θ obsahuje nebo ne. Ovšem pravděpodobnost, že

interval odhadovanou hodnotu skutečně pokrývá, je 1− α (předepsaně velká).

Interval spolehlivosti je d̊uležitým pojmem ve statistice, protože vyjadřuje

nejistotu bodového odhadu θ. Š́ı̌re intervalu ovlivňuj́ı zejména tři faktory.

Prvńım aspektem je rozsah náhodného výběru N. Předpokládejme, že prav-

děpodobnost, že padne ĺıc, je 0.4 = 40
100

= 400
1000

. Je velký rozd́ıl, jestli jsme měli

10 hod̊u nebo 1000. Pokud jsme měli k dispozici 1000 hod̊u, tak je naše nejistota

mnohem menš́ı než při 10 hodech. S rostoućım rozsahem výběru N by tedy měl
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být interval kratš́ı. Druhým aspektem je spolehlivost odhadu 1 − α, α ∈ (0, 1).

Požadujeme-li spolehlivost odhadu 0.99, tak odpov́ıdaj́ıćı interval bude mnohem

deľśı, než když chceme spolehlivost menš́ı, např.: 0.9. Třet́ım d̊uležitým aspektem

je rozptyl var(X). Pokud je velký, budou odhady nepřesné a vypočtené intervaly

široké.

Bayesovský př́ıstup

Mějme dané posteriorńı rozděleńı pravděpodobnost́ı neznámého parametru

θ ∈ Θ. Rozsah hodnot, které maj́ı vysokou posteriorńı pravděpodobnost (poža-

dujeme spolehlivost odhadu 1-α, α ∈ (0, 1)), že obsahuj́ı neznámý parametr θ,

označujeme Bayesovský kredibilńı interval spolehlivosti. Existuje mnoho metod

výpočt̊u oboustranných interval̊u. Uvedeme dva nejznáměǰśı.

Interval ETI

Pro výpočet intervalu se stejně dlouhými chvosty (z angličtiny známý jako

Equal-Tailed Interval, ETI), použ́ıváme kvantilovou metodu. Tato metoda spoč́ıvá

ve vynecháńı 2.5 % z obou stran posteriorńı hustoty rozděleńı, jak vid́ıme na

následuj́ıćı rovnici

P (θ ≤ θd|a, b) = P (θ ≥ θh|a, b) =
α

2
, (19)

kde θd a θh představuj́ı po řadě dolńı intervalový odhad a horńı intervalový odhad

parametru θ. Tato metoda se často použ́ıvá pro svou výpočetńı jednoduchost. Od-

hady hranic tohoto intervalu byly vypočteny pomoćı funkce eti() ve statistickém

softwaru R, která nálež́ı do baĺıčku bayestestR. Na následuj́ıćım grafu je př́ıklad

tohoto intervalu pro asymetrické rozděleńı.
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Obrázek 4: Hustota χ2(20). Čerchované vertikálńı čáry znázorňuj́ı hranice nale-
zeného kredibilńıho intervalu.

Interval HDI

Druhý často použ́ıvaný interval spolehlivosti je HDI (z anglického highest

density interval). Tento interval zahrnuje nejv́ıce věrohodné hodnoty neznámého

parametru θ. Jeho rozsah pokrývá většinu hodnot rozděleńı (nejčastěji 95 %), což

znamená, že každá hodnota uvnitř intervalu má větš́ı věrohodnost než jakákoli

hodnota vně intervalu.

Uvažujme hustotu posteriorńıho rozděleńıf(θ|N, z) definovanou vztahem (14).

Označme Ck množinu hodnot parametru θ

Ck = {θ : f(θ|N, z) ≥ k}, k ∈ R (20)

a pro konstantu k nav́ıc předpokládáme platnost následuj́ıćı rovnosti∫
θ:f(θ|N,z)≥k

f(θ|N, z)d(θ) = 1− α. (21)
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Uvedeným postupem źıskáme hodnotu konstanty k, která posteriorńı hus-

totu protne ve dvou bodech. Poté výpočtem hodnot posteriorńı hustoty v obou

pr̊useč́ıćıch źıskáme x-ové souřadnice takových hodnot parametru θ, které od-

pov́ıdaj́ı hledaným hranićım kredibilńıho intervalu. Nalezeńı 95% intervalu HDI

můžeme vidět na následuj́ıćım obrázku 5.

95% HDI (8.5,32.5)

k = 0.0092

0.00

0.02

0.04

0.06

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
theta

Obrázek 5: Hustota χ2(20). Čerchované vertikálńı čáry znázorňuj́ı vypočtené
hranice hledaného intervalu. Červená čerchovaná horizontálńı př́ımka znázorňuje
konstantu k, vypočtenou zp̊usobem uvedeným výše.

Poznámka 6. Obě uvedené metody dávaj́ı stejné hranice interval̊u v př́ıpadě, že

je poč́ıtáme ze symetrického rozděleńı. Kredibilńı interval HDI je v́ıce už́ıvaný,

protože jeho rozsah je podmı́něn vysokou věrohodnost́ı každé hodnoty neznámého

parametru θ. Kvantilová metoda při výpočtu kredibilńıho intervalu ETI tuto pod-

mı́nku nezohledňuje.
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Aplikace postupu na lékařská
data

V této kapitole jsme aplikovali právě uvedený postup lékařské záznamy. Před

samotnou analýzou jsme si museli data vhodně upravit.

Lékařská data zahrnovala dvě velké tabulky. Jedna obsahovala informace o

všech narozených dětech na územı́ ČR. Jednotlivé sloupce odpov́ıdaly rok̊um

1961-2011, časovému intervalu, kdy byla data sb́ırána. Jednotlivé řádky odpov́ıdaly

věku matky při porodu d́ıtěte. Věk matky se pohyboval od 14 do 50 let. Druhá

tabulka vypadala obdobně, jen v ńı byly zachyceny diagnostikované př́ıpady Dow-

nova syndromu.

Vybrali jsme ženy v konkrétńım věku, kterým jsme se dále věnovali. Ve zdroji

č́ıslo [8] jsme se zaměřili na tabulku č́ıslo 1, která obsahovala vybrané věky rodiček

a př́ıslušné pravděpodobnosti výskytu trizomie 21. Zvolili věk matky 25 let, takže

v lékařských datech jsme se zabývali v obou tabulkách jen takovým řádkem,

který obsahoval počty narozených dět́ı, jejichž matkám bylo právě 25 let. Ze

zmı́něného zdroje [8] jsme ještě využili prevalenci 1
1350

(vyjadřuje pod́ıl počtu

nemocných v celkové populaci), která odpov́ıdala našemu apriorńımu bodovému

odhadu neznámého parametru θ, θ ∈ Θ = (0, 0.5). Volba vhodného paramet-

rického prostoru se vztahovala k hodnotě prevalence, která byla velmi malá. Na

tomto intervalu jsme vytvořili ekvidistantńı śıt’ bod̊u, jejichž počet byl zvolen 10

000.

Vytvořili jsme tabulku o rozměrech 51x2, kde každý z dvaapadesáti řádk̊u

odpov́ıdal př́ıslušnému roku. V každém řádku se nacházely dva údaje: počet všech

narozených dět́ı a počet diagnostikovaných př́ıpad̊u Downova syndromu. Počtem
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diagnostikovaných př́ıpad̊u se rozumı́ součet př́ıpad̊u prenatálně i postnatálně

diagnostikovaných v př́ıslušném roce. Prenatálńı diagnostika se rutinně použ́ıvá

od roku 1987.

Označili jsme X jako náhodnou veličinu, která nabývala hodnot

X =

{
1, d́ıtě má diagnostikován Down̊uv syndrom
0, d́ıtě nemá diagnostikován Down̊uv syndrom

Označili jsme N počet všech narozených dět́ı v roce 1961 a z počet dět́ı

postižených Downovým syndromem v tomtéž roce. Dále jsme označili prevalenci

p = 1
1350

. Hodnotu mı́ry nejistoty κ jsme zvolili 150.

Vypočetli jsme věrohodnostńı hodnoty pro každý bod z intervalu (0, 0.5) po-

moćı věrohodnostńı funkce (8). Dále jsme vypočetli prvńı dvojici parametr̊u a, b

pomoćı vztah̊u (13). Takto źıskané parametry jsme použili pro výpočet hodnot

hustoty apriorńıho beta rozděleńı (9). Následně jsme provedli
”
aktualizaci“ pa-

rametru a, b podle vztah̊u (16) a pro tyto nové parametry a′, b′ jsme vypočetli

hodnoty hustoty posteriorńıho beta rozděleńı (14) a př́ıslušný posteriorńı pr̊uměr

(odpov́ıdá
”
aktualizované“ prevalenci) (15). Pro posteriorńı rozděleńı jsme na

závěr vypočetli kredibilńı interval spolehlivosti HDI, kterému jsme se věnovali na

straně 28. Prvńı iterace byla vykreslena do následuj́ıćıho obrázku 8.
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Obrázek 6: Na tomto obrázku je prvńı krok
”
aktualizace“ odhadu parametru θ.

Zelená křivka představuje hustotu apriorńıho rozděleńı beta(1.10963, 148.8904).
Modrá křivka znázorňuje posteriorńı beta rozděleńı beta(9.10963, 6171.89).
Modrá plocha pod křivkou znázorňuje 95 % interval HDI. Červená vertikálńı čára
znázorňuje posteriorńı pr̊uměr (prevalenci) m′ = 0.00147 a oranžová vertikálńı
čára znázorňuje apriorńı prevalenci µ = 0.00074.

Z právě uvedeného grafu je patrné, že naše nejistota byla velmi vysoká, což

se dalo po prvńı iteraci očekávat.

V druhé iteraci jsme přistoupili k novým parametr̊um a′, b′ jako k parametr̊um

apriorńıho rozděleńı a dále pro výpočet nových posteriorńıch parametr̊u a′, b′

vztahy (16). T́ımto zp̊usobem jsme vypočetli všech 51 posteriorńıch hustot.

Pro zevrubnou představu o vývoji rizika byl sestrojen graf na obrázku 7.
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Obrázek 7: Na tomto obrázku jsou zobrazeny vybrané posteriorńı hustoty, které
znázorňuj́ı hrubý vývoj odhadu rizika výskytu Downova syndromu. Žlutá křivka
zobrazuje hustotu ve druhé iteraci, oranžová znázorňuje hustotu v jedenácté ite-
raci, červená znázorňuje hustotu ve dvacáté iteraci, r̊užová znázorňuje hustotu
ve devětadvacáté iteraci, fialová znázorňuje hustotu v osmatřicáté iteraci, modrá
znázorňuje hustotu v sedmačtyřicáté iteraci a zelená znázorňuje posledńı jed-
napadesátou iteraci. Z grafu je patrné, že nejistota odhadu postupně klesá se
zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı.

Výsledky všech výpočt̊u byly znázorněny v následuj́ıćım obrázku.
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Obrázek 8: Postupné představy o pravděpodobnosti výskytu Downova syndromu
v ČR v letech od 1961 do 2011. Červené body znázorňuj́ı posteriorńı pr̊uměry
a modré body znázorňuj́ı posteriorńı mody ve všech iteraćıch. Svislé zelené čáry
znázorňuj́ı délku HDI intervalu v př́ıslušné iteraci. V grafu je patrný mı́rně kle-
saj́ıćı trend. Bayesovský odhad pravděpodobnosti výskytu Downova syndromu
pro rok 2011 nabývá hodnoty 0.0006252817 a jeho př́ıslušný interval spolehlivosti
(0.0005438044, 0.0007083208).
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Závěr

V této práce jsme se zabývali odhadem pravděpodobnosti výskytu Downova

syndromu v ČR na základě dat z let 1961 až 2011.

Nejdř́ıve jsme uvedli základńı informace o Downovu syndromu. Přibĺıžili jsme

myšlenku bayesovského př́ıstupu ke statistice na př́ıkladu ze života. Daľśı kapi-

tola se věnovala Bayesově větě, která hraje v bayesovské statistice zcela zásadńı

roli. Dále jsme popsali postup výpočtu odhadu za předpokladu, že pracujeme

s diskrétńı náhodnou veličinou. Ukázali jsme d̊uležitost beta rozděleńı. Vysvětlili

jsme pojmy věrohodnostńı funkce, apriorńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a poste-

riorńı rozděleńı pravděpodobnost́ı. V posledńı kapitole jsme popsali postup apli-

kovaný na lékařská data.

Ćılem práce bylo stanoveńı odhadu pravděpodobnosti výskytu Downova syn-

dromu v ČR, k čemuž došlo v posledńı kapitole. Zjistili jsme, že pravděpodobnost

výskytu Downova syndromu v př́ıpadě pětadvacetileté matky je nejsṕı̌s velmi

malá, tj. asi 1
1598

.
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[10] prokešová, M. Markov Chain Monte Carlo (MCMC) metody. Univer-
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