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Abstrakt

Bakalaiska prace se zabyvd nestandardnimi aplikaénimi ulohami a problémy
vV matematice. Cilem bylo vytvofit sbirku ptiklada s jejich vzorovym feSenim za pouziti
pocitacového programu GeoGebra pro interaktivni geometrii, algebru a analyzu. Kromé
obsahu uloh a jejich vzorového feSeni v textové podobé je vysledkem této prace i online
vystup ve formé GeoGebra knihy. Pro vyuku, vizualizaci, feSeni a analyzu tloh
V matematice lze doporucit vySe zminény multiplatformni dynamicky software

GeoGebra.

Abstract

The bachelor thesis deals with non-standard application tasks and problems
in mathematics. The aim was to create a collection of tasks with their sample solution
using the computer program GeoGebra for interactive geometry, algebra, and analysis.
In addition to the content of tasks and their sample solution in text form, the result of this
work is an online output in the form of GeoGebra book. The above-mentioned
multiplatform dynamic software GeoGebra can be recommended for teaching,

visualization, solution and analysis of tasks in mathematics.
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1. Uvod

Matematika nas provazi celym zivotem. Staci se kolem sebe jenom porozhlédnout
a zjistime, ze pravé matematika je prakticky vSude kolem nas. At uz si to uvédomujeme
¢1 ne, matematiku pouzivame kazdy den. V domacnosti se poznatky matematiky uplatiuji
napiiklad pifi vafeni (odméfovani ingredienci podle receptu, urceni jejich poméru
a podilu), pfi nakupu, kdy si piepocitavame cenu za kus, pocitame velikost slevy
v procentech, upravujeme vy$i kone¢né ceny podle mnozstevnich slev a slevovych
kupént ¢i kalkulujeme mnozstvi nakupovanych surovin podle poctu osob. Pro kazdou
rodinu je dilezitd matematika v hospodareni s finan¢nimi prostfedky (napf. vytvoreni

rozpoctu, sledovani nakladd, pocitani hmotnych rezerv apod.).

Mnozi z nés se v pribchu Zivota setkaji s riznymi vypocty i v oblasti stavebnictvi.
Nemusime byt zrovna staviteli objektu, ale mize se jednat o drobné opravy v byté,
geometrickd zaméfeni a rozvrzeni naseho Zivotniho prostoru. Proto je potieba, aby déti
jiz od zakladni skoly ziskaly k matematice kladny vztah, nebyly znechuceny a odrazeny
nutnosti umét nazpamét’ veskeré vzorce. Pro ucitele by méla byt snaha vypéstovat u zakt
dostate¢nou davku predstavivosti. K tomu téelu mize pomoci aplikace a predstaveni
matematickych postupti a konstrukci v pfirod€ a nasem okoli. Pokud ucitel dokéaze zakiim
predvést matematicky problém na pfedmétech, které nas v redlném zivoté obklopuji, bude
to pro zaka znamenat pfinos, obohaceni a v kone¢né fazi i pochopeni dosud nabyté teorie,
se kterou se setkava ve vyuce a ucebnich materialech. Soucasna generace déti je
pocitaCové gramotna a je pro ni efektivnéjsi prezentovani uloh v pfislusnych
matematickych aplikacich. Pokud tyto aplikace napomohou zékovi lépe pochopit

a zvladat uc¢ivo matematiky, pak maji neptimo motivujici efekt na zdjem o tento predmet.

Novym fenoménem v oblasti vizualizace, modelovani a grafického znazornéni
matematickych tloh jsou v dne$ni dob& programova prostfedi, jakym je napiiklad
pocitacovy program GeoGebra. Doposud uzivatel nemél k dispozici takové nastroje,
které by naptiklad po zadani dané funkce zkonstruovaly a zanalyzovaly jeji prubéh

a interaktivné ji zobrazovaly pii zméné vSech vstupnich parametrti.



Obsah bakaléiské prace je strukturovan do nckolika tematickych kapitol. Prvni
takovou kapitolou jsou Zajimavé rovnice, kde lze nalézt zajimavé priklady rovnic, v nichz
hraje velkou roli Gprava a stanoveni podminek feSeni. V kapitole Hlavolamy se nachazi
matematické hlavolamy, tajemstvi magického ¢tverce a PEMDAS paradox. Nasleduje
kapitola Geometrie, ve které se nejvice vyuziva moznosti pocitacového programu
GeoGebra. Dalsi kapitolu tvofi piiklady 2z matematické discipliny teorie
pravdépodobnosti. Posledni kapitola Slovni ulohy se zabyva vyuzitim jiz nabytych

matematickych védomosti pfi feSeni slovnich tloh.

Integralni soucésti této prace je i1 GeoGebra kniha, jejiz kapitoly vizualizuji,
parametrizuji a popisuji nékteré tlohy, uvedené v této praci. Diky tomuto néstroji si mize
kazdy ovéfit graficky piivétivou formou chovani a znazornéni vybranych tloh. V kapitole
socha na podstavci je kromé teoretického znazornéni a vypoctu optimalni vzdalenosti pro
sledovani sochy také prezentovano méteni na realné sose T. G. Masaryka. Stejné tak je

i v GeoGebra knize zaznamenano praktické méteni vysky sochy dvéma metodami.



2. Zajimavé rovnice

Ve vétsiné matematickych ulohdch pocitame rovnice, at’ uz s jednou nebo vice
neznamymi. Na zékladnich Skolach se Zaci seznamuji s linedrnimi rovnicemi, které jsou
zakladem k dal$im obtizné&jSim typtim. Linearni rovnice je takova rovnice, ktera obsahuje
pouze jednu neznamou, nejcastéji ozna¢ovanou pismenem x. Zakladni ptedpis linearni
rovnice je ax + b = 0, kde symboly a, b predstavuji libovolna realna ¢isla. Pfi studiu na
sttednich Skolach se studenti setkavaji s kvadratickymi rovnicemi, exponencidlnimi

rovnicemi, a také se uci fesit soustavy rovnic o vice neznamych.

Lze obecné fici, ze upravy rovnic jsou jakousi mechanickou ¢innosti, tzn. pokud si zak
dobte osvoji zaklady feSeni rovnic s vyuzitim nejriznéjSich metod a ty poté aplikuje na
ptiklady, je pravdépodobné, Ze pro néj bude mnohem snazsi pocitat rizné typy rovnic
a premyslet nad jejich feSenimi.

V této kapitole se podivame na 3 zajimavé matematické problémy, ve kterych hraje

roli spravna tprava rovnic. Ackoliv muze rovnice vypadat jednoduse, je tieba se zamyslet

nad podminkami feSeni, zvlasté pak pii samotnych upravach.

Piiklad 2.1: Najdéte chybu. Pomoci nize uvedenych uprav odvodime z rovnosti x = 2

platnost vztahu x = 1. Zjistujeme tedy, ze 2 = 1. Kde je v uvedeném postupu chyba?

x=2
x(x—-1)=2-(x—1)
x2—x=2x-2
x2—-2x=x-2
x - (x—2)=x-2

x=1

Prevzato z Loukota, 1998, s. 42



Resent:

Krok (1) — vynasobeni nenulovym vyrazem (x — 1) s podminkou, ze x # 1, je v poradku.
Nasobime-li ob¢ strany rovnice stejnym (nenulovym) ¢islem, nijak to neovlivni feSeni
rovnice. Stale plati rovnost. Pokud bychom ale podminku x # 1 zanedbali, znamenalo by

to, Ze jsme se dopustili hned prvni chyby.
Krok (2) — roznasobeni zavorek je v poradku.

Krok (3) — pfevedeni (—x) z pravé strany na levou je v pofadku. Od obou stran jsme

odecetli x, coz opét nijak neovlivni rovnost.

Krok (4) — vytknuti x na levé stran¢ je v pofadku. Chyba je vSak v nasledujici operaci.
Tou je d€leni obou stran vyrazem (x — 2). Stale plati, Ze rovnost dvou vyrazli se nezméni,
pokud k obéma stranam pficteme jakékoli nenulové ¢islo, vynasobime je nebo je timto
¢islem vydélime. Pokud vSak délime obé¢ strany né¢jakym cislem, musime vyloucit déleni
nulou. Vychozi rovnost x = 2 definuje hodnotu proménné x. Poté déleni vyrazem
(x —2) je vlastné déleni nulou (2 —2) = 0. A pravé zde jsme se dopustili chyby.
Upravovali jsme obé strany rovnice korektné aZz do okamziku, kdy jsme obé strany

vydélili nulou.

Piiklad 2.2: Reste nasledujici rovnice:

a) x:"xﬂ d) ¢ = (c+c)?
_ v e) a=,/(a+a)

b) ¥ y+y
) v=vv+v

c) z=z+z

Prevzato z Loukota, 1998, s. 44
Mozné zpusoby reSeni:
ad a)

1. zpiisob

Vychozi podminka x # 0.



xX+x

(1) x= — rovnici vyndsobime neznamou x
(2) x> =x+x seCteme nezndmou x na pravé strané rovnice
(3) x? = 2x rovnici vydélime neznamou x
x? F o .
(4) - = 2 nyni mizeme kratit zlomek
5)x=2

Pro ovéteni spravnosti feseni je vhodné udélat zkousku, tj. dosadime do ptivodni rovnice

. . 2+2
za neznamou x dvojku — 2 = —~

Z této rovnosti vidime, ze skutecné 2 = 2 a tudiz nase feSeni je spravné.

2. zpiisob
(1) x= xxﬁ seCteme neznamou x V Citateli zlomku
(2) x= 27x nyni muzeme kratit zlomek
3)x=2

JelikoZ nam vysel stejny vysledek jako u 1. zptsobu, neni nutné provadét zkousku.

3. zpusob
(1) x= % rovnici vynasobime jmenovatelem
(2) x> =x+x seCteme nezndmou x na prave strané
(3) x* =2x vyraz 2x prevedeme na levou stranu
(4) x> —-2x=0 vytkneme nezndmou x
B)x-(x—2)=0 vznikaji nam dvé feSeni

(6) x;=0ax,=2



Nyni mizeme vidéet, ze rovnice ma dvé feSeni. Reseni pro 0 je ale nespravné. Dulezité je
si uvédomit, ze nulou dé€lit nelze viz vychozi predpoklad, Zze x # 0. Kdyz provedeme

zkousku pro nulu, tj. 0 = OOLO zIomekg neexistuje.
ad b)
1. zpiisob

Vychozi podminka y # 0.

y

1) y= ey vynasobime rovnici jmenovatelem

RQ)y -+y)=y roznasobime zavorku

(3) v2+ y? =y se¢teme nezndmou y? na levé strané rovnice

(4) 2y? =y rovnici vydélime y?

y o

(5) 2= 3 vykratime zlomek

(6) 2= % vynasobime rovnici y a vydélime 2

M y=3

13 3 1
Pro ovéfeni spravnosti vysledku je nutné provést zkousku, tj. 5= ﬁ =3= >
2 2 2

2. zpiisob

(1) y= nyy se¢teme neznamou y ve jmenovateli zlomku

(2) y = % vykratime zlomek

B)y=3

Jelikoz nam vysSel vysledek jako u 1. zptisobu, neni nutné provadét zkousku.

3. zpusob
Hy= nyy vynasobime rovnici jmenovatelem
Ry -G+y) =y roznasobime zavorku
B)y + y* =y se¢teme neznAmou y? na levé strané rovnice



(4) 2y%2 =y prevedeme y na levou stranu rovnice

(5) 2y2—y=0 vytkneme y na levé strané rovnice
6)y -2y—-1)=0 vznikaji nam dvé feseni

1
(M y1=0ay,= >

Stejné jako Vv prikladu a) u 3. zpisobu vypoctu nam vychazi dvé feseni rovnice, v tomto
pripadé¢ 0 a % Kdyz ale provedeme zkousku pro 0, zjiStujeme, ze nulou délit nelze,

SR . 1
proto je fesenim rovnice pouze y, = -.

adc)

1. zpusob
D)z=z+z seCteme nezndmou Z na pravé stran€ rovnice
(2) z=2z odecteme nezndmou z
3)z=0

Pro ovéfeni spravného vysledku je nutné provést zkousku, tedy 0 = 0+ 0 = 0.

Miizeme vidét, Ze jsme postupovali spravng.

2. zpiisob
Dz=z+z seCteme nezndmou z na pravé stran€ rovnice
(2) z=2z vydélime nezndmou z
z
(3) ;=2
4)1=2

Dostavame vysledek 1 = 2, coZ neni pravda. Je tfeba se podivat na 1. zplsob, kde
vysledek vysel z = 0. Kdyz nulu dosadime do (3) kroku naseho vypoctu, vidime, Ze nam

1z RS 0 v ; v sy Y1
vzniké neexistujici vyraz o Opét si musime uvédomit, Ze nulou délit nelze!



3. zpusob

Dz=z+z seCteme nezndmou z na pravé strané rovnice
(2) z=2z vydélime obé€ strany rovnice neznamou z
@1=2= vykratime zlomek

4)1=2

U tfetiho zpusobu nam opét vySel nemozny vysledek 1 = 2. Stejné jako ve (3) kroku 2.

o z s TS 0 e o R
zplsobu - dostavame neexistujici vyraz 5 Spravny je pouze 1. zplsob feSeni.

ad d)
1. zpusob
(1) c=(c+c)? vydélime obé¢ strany rovnice nezndmou ¢
_ (c+0)? v . , ,
2)1= . secteme nezndmou ¢ V zdvorce a umocnime
2
(3) 1= 4% vykratime zlomek
(4) 1 =4c osamostatnime nezndmou ¢ vydélenim 4
1
(5)c=1

. o . . . : .1
Pro spravnost feSeni provedeme zkousku, kdy do piivodni rovnice dosadime "

1 1. 1\ 1 1\ 11 :
== (— + —) — == (—) — — = —. Leva strana rovnice se rovna pravé strang, tudiz
4 4 4 4 2 4 4
jsme nalezli spravné fesent.
2. zpiisob
(1) ¢ = (c+¢)? sefteme neznamou ¢ V zadvorce a umocnime
(2) ¢ = 4c? pievedeme nezndmou c z levé strany na pravou
(3)0=4c?>—c vytkneme nezndmou c na pravé strané rovnice
(4)0=c - -(4c—-1) rovnice ma dv¢ feSeni



(5)c1=0ac2=i

o , < <y . 1 . I
V tomto zptisobu nam vysly dvé feSeni rovnice, 0 a " Na prvni pohled se zda, ze 1 0 je

feSenim této rovnice, kdyz dosadime do ptivodniho zadani. Nesmime vSak opomenout,

ze v 1. zpusobu ve (3) kroku jsme délili neznamou c. Kdyz pravé do tohoto vyrazu

. - , y 1 Y 1
dosadime 0, vidime stale dokola, ze nulou d¢lit nelze, proto je feSenim pouze "

ade)

Vychozi podminka (a +a) 20— 2a >0 - a > 0.

(D)a= {(a+a) seteme neznamou a na pravé strané rovnice
(2) a = 2a umocnime rovnici na druhou

(3) a? =2a odeéteme a?

(4) 0 =2a— a? vytkneme nezndmou a na pravé strané rovnice
5)0=a-(2-a) dostavame dvé feSeni rovnice

6)a;=0aa,=2

Pro ovéfeni spravnosti feseni provedeme zkousku. Obé feSeni spliiuji rovnost 1 vychozi

podminku, kdy a > 0.
ad f)

Vychozi podminka v > 0.

(D) v=Vv+ v seCteme odmocniny na pravé stran€ rovnice
(2) v=2v umocnime rovnici na druhou

(3) v2 =4v odecteme v?

(4) 0 =4v —v? vytkneme nezndmou v na pravé strané rovnice
B5)0=v-(4—-v) dostavame dvé feSeni



6)vi=0av,=4

Pro ovéfeni spravnosti feseni provedeme zkouSku. Ob¢ feSeni spliiuji rovnost i vychozi

podminku, tedy v > 0.

Priklad 2.3: Jaka je vyska stolu?

Prevzato z Kvizy a hadanky, 2020

> 170 cm 130 cm
; of

Obr. 1: Vychozi zadani k tloze (Zdroj: https://kvizy.gizy.cz/matematicke/priklad-ze-zakladni-
skoly-v-cine/)

1. Feseni
Nejprve si napiSeme rovnice, ve kterych plati vztah:
Pro prvni obrazek: kocka + stiill — Zelva = 170 cm

Pro druhy obrazek: Zelva + sttl — kocka = 130 cm

Tyto rovnice si zapiSeme pod sebe a seteme je:

10


https://kvizy.qizy.cz/matematicke/priklad-ze-zakladni-skoly-v-cine/
https://kvizy.qizy.cz/matematicke/priklad-ze-zakladni-skoly-v-cine/

kocka + stul — zelva = 170 cm

Zelva + stil — kocka = 130 cm

2 stoly = 300 cm
1 stdl = 150 cm

Diky této jednoduché soustavé rovnic zjistujeme, Ze vyska stolu je 150 cm.

2. FeSeni

130 cm

\
300 cm -< (‘

> 170 cm

Obr. 2: Reseni pomoci obrazku
Zelva + stil + stdll — Zelva = 300 cm

2 stoly = 300 cm
stil = 150 cm

11



3. Hlavolamy

Pod slovem hlavolam si muZeme ptedstavit né¢jakou hadanku, problém ¢i zahadu.
Existuje velkd spousta hlavolamt, at’ uz to jsou hlavolamy zaméiené na zrucnost,
na piedstavivost, mysleni a K procvicovani intelektu. Mezi né patii i hlavolamy
matematické, které vyzaduji n€jakou matematickou operaci. Mohou byt zamétené bud’
na geometrii nebo na aritmetiku. S takovymi typy loh se Zaci nejcastéji setkavaji na
matematickych soutézich jako je napiiklad Matematicky klokan, dostupny na webové

adrese www.matematickyklokan.net.

Do své prace jsem zvolila matematické hlavolamy s aritmetickou tematikou

a vytvortila kolekci sedmi zajimavych ptikladi s jejich vzorovym fesenim.

Piiklad 3.1: Mysli si libovolné dvouciferné ¢islo. Prvni jeho ¢islici nadsob dvéma.
K vysledku piidej 1. Vysledek nasob péti a pfi¢ti druhou &islici. Rekni mi vysledek a ja
ti feknu, jaké Cislo jsi mél/a na mysli. Jak je zjistim? Od &isla, které mi oznamis, odectu

5. Vysvétli tento hlavolam.

Pievzato z Kowal, 1985, s. 57

Pro vyzkousSeni, zda toto opravdu plati, si vezmeme libovolné dvouciferné ¢islo, napf.

¢islo 54.

Prvni jeho ¢islici vyndsobime dvématj. 5-2 = 10

K vysledku pticteme 1tj. 10 +1 = 11

Vysledek vynasobime péti tj. 11 - 5 = 55 a pricteme druhou ¢islici tj. 55 + 4 = 59

Skute¢né mizeme vidét, ze pokud od ¢isla 59 odecteme 5, vysledek se rovna nasemu

puvodnimu mysSlenému cislo. Jak je to mozné?

12


http://www.matematickyklokan.net/

Resent:

Dvouciferné ¢islo 1ze zapsat ve tvaru 10a + b, kde proménné a, b nabyvaji celo¢iselnych

hodnot 1 — 9, proménna b navic i nulu.

Podle prvni ¢asti zadani Glohy dostavame vyraz (2a + 1) - 5, ktery se po roznasobeni

zavorky rovna vyrazu 10a + 5.

Uloha pokracuje tak, Ze pfiéteme druhou &islici a odeéteme 5, dostavame tedy vyraz

10a + 5+ b — 5 = 10a + b, coz odpovidé zapisu dvouciferného ¢isla.

Priklad 3.2: Mysli si libovolné Ctyfciferné cislo. Napi§ Cislo, které dostanes, kdyz
vynechd$ posledni cifru; pak vynech dvé posledni cifry a kone¢né tfi posledni. Tato tii
Cisla secti. Soucet nasob 9 a k soucinu pficti soucet Cislic ptivodniho ¢isla. Vysledek je

Cislo, které jsi mél/a ptivodné na mysli. Vysvétli tento hlavolam.

Prevzato z Kowal, 1985, s. 57

Pro vyzkouseni, zda toto opravdu plati, si vezmeme libovolné ¢tyiciferné ¢islo, napf.
1 234. KdyZ vynechame posledni cifru, mame ¢islo 123. Poté vynechame posledni dvé
cifry, dostaneme Cislo 12. Nakonec vynechame tfi posledni cifry a tim dostavame ¢islo 1.
Secteme tato tii vznikla €isla, tzn. 123 + 12 + 1 = 136. Soucet roven 136 vynasobime
9, tzn. 136 -9 = 1 224. K tomuto soucinu pfi¢teme soucet ¢islic plivodniho ¢isla, tzn.

12244+ (14+2+3+4) =1234.

Skute¢né mizeme vidét, ze jsme dospéli k plivodnimu myslenému ctyfcifernému ¢islu

1 234. Jak je to tedy mozné?

Reseni:

Obecné miizeme cCtyfciferné cislo zapsat ve tvaru 1000a + 100b + 10c +d. Po
vynechédni posledni cifry dostdvame tvar 100a + 10b + c¢. Po vynechdni poslednich
dvou cifer dostavame tvar 10a + b a po Vynechani poslednich tii cifer dostdvame pouze

proménnou a. Nyni tyto nove vzniklé tvary seCteme, tzn.

(100a + 10b +¢) + (10a + b) + a = 111a + 11b + c. Tento soucet vynasobime 9,
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tzn. (111a + 11b + ¢) * 9 = 999a + 99b + 9c. Poslednim krokem je k tomuto sou¢inu
pricist soucet Cislic mysleného Ctyteiferného Cisla, obecné
a+b+c+d—-(999a+99b+9c)+(a+b+c+d)=1000a + 100b + 10c + d,

¢imz ziskavame tvar ptivodniho ¢tyfciferného cCisla.

Piiklad 3.3: Které pocetni operace? Mezi Cislice vloz takova znaménka pocetnich

operaci, aby byly splnény nasledujici rovnosti:

a) 1234 =2; ) 123 456 = 2; e) 12345678 =2
b) 12345 = 2; d) 1234567 = 2;
Prevzato z Kowal, 1985, s. 81

Reseni: Je nezbytné si uvédomit, které pocetni operace maji prednost pied jinymi, proto
je dilezité vyuziti zavorek.

a) 1+2+3-4=2 nebo (1-2-3)—4=2

b) 1+2+3+4)+5=2 nebo [(1-2-3)+4]+5=2

c) [((1+2)-3]+4-5-6=2

d (1-2:-3)+4+5-6—-7=2

e) [((1+23)+4]+54+6—-7-8=2

Priklad 3.4: Nejvétsi ¢islo. Jaké nejvEtsi mozné Cislo lze ziskat ze tii stejnych Eislic, aniZ
bychom pro jeho vytvofeni pouzili matematické operatory (+,—,,+,V,..). Cislo je

tvoreno:

a) Tremi dvojkami
b) Tiemi trojkami
c) Ttemi ¢tyrkami
d) Tiemi devitkami

Prevzato z Perel’'man, 1985, s. 26
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Reseni: Jestlize nemiize byt pouzit matematicky operétor ve vyjadieni hodnoty ¢&isla, pak
muzeme dané Cislo vytvorit pouze slozenim zadanych ¢islic nebo vyjadienim cisla
VvV exponencidlnim tvaru, kde se mohou dan¢ Cislice vyskytovat v zakladu a exponentu,
aniz bychom pouzili jakykoliv operator. VypiSeme si mozné varianty a jejich porovnanim
zjistime nejvetsi Cislo.

Q) 222; 2%° =16; 222 = 484; 222 = 4194 304

b) 333; 3%° =7,6-10'%; 333 =3,6-10% 333 =5,6-1015

c) Pokud jste postupovali stejné jako v piechozich dvou ulohach, tj. 4**, dopustili

jste se chyby. Spravna odpovéd je 4*' = 4256, Muzete vidét, ze 44* < 4256,

V této uloze si v§imnéte, ze ne vzdy je dobré se fidit analogii.

d) 999; 992 = 9,1-1017; 9%° = 2,95 - 10%; 99" = 9387420489

Priklad 3.5: Co je vic?

1. Co je vic: 32° nebo 8! (osm faktoriél)?
2. Co je vic: v/3 nebo V4?2
3. Co je vic: 10° nebo 9197

Prevzato z Kowal, 1985, s. 56

Reseni:
1. Osm faktorial se dd rozepsatjako8! =8 7 6 -5 -4 -3 -2 - 1. Povynasobeni

dostavame vysledek 40 320. Cislo 32° je mozné zapsat jako 3% = 3% a to se

rovna &islu 6 561. Jak mizeme vidét, 8! > 32°.

2. /4 se da zapsat jako Y/16. Stejnd tak v/3 se da zapsat jako ¥27. Kdyz porovname
V16 a VY27, vidime, ze Y16 < Y27 a tim padem V4 < /3.
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3. V tomto ptikladu pouZijeme logaritmy, které nam usnadni vypocet. 10° mizeme
zapsat pomoci logaritmu log 102 = 9 log 10 podle pravidla o logaritmovéni
[log,x? =b- log,x,V b € R]. Tento logaritmus mizeme snadno vyd&islit,
jelikoz 9 * (log1o 10) = 9+ 1 = 9. V druhém ptipadé miizeme 91° zapsat pomoci
logaritmu jako 1og9'° = 10log9 = 10 - (log,,9) = 10 - 0,9542 = 9,542.
Kdyz porovname vysledky, vidime, Ze 9 < 9,542, a tudiz 10° < 919,

Piiklad 3.6: The PEMDAS paradox. Jakou hodnotu ma vyraz 6 =~ 2(1 + 2)?

Prevzato z Linkletter, 2019. Preklad: Autorka

Resent:

David Linkletter, autor ¢lanku publikovaného v Plus magazine, tvrdi, Ze tato tloha se
dostala do vsech koutil socialnich médii a miliony lidi volily mezi dvéma odpovédmi:
1 a 9. Mozna si budete myslet, Ze prvni polovina téchto lidi ma pravdu a druhé by si méla

provéfit znalosti aritmetiky. Takto to ale neni. Jedna se totiZ o Spatné€ zadany vyraz.

Slovni spojeni ,,spravné zadany* patii v matematice mezi dulezité. VSichni uditelé
matematiky se jist¢ shodnou, Ze 6 + (2(1 + 2)) =1,aze(6+2)-(14+2)=09.Pravé

diky pfidanym zavorkém jsou vyrazy spravné definovany.

Poradi, ve kterém se maji provadét matematické operace, je dano rdznymi

mnemotechnickymi metodami zvanymi PEMDAS, BODMAS, BIDMAS a BEDMAS.

» P (nebo B) - nejprve vypoctéte hodnotu vyrazii uvnitié zavorek (z anglictiny

parentheses nebo brackets)

» E (nebo O nebo I) — dale vypoctéte libovolné exponenty (z anglictiny exponents

nebo orders nebo indices)

» MD (nebo DM) — dale provadéjte jakékoli nasobeni a déleni, pracujte zleva

doprava (z anglic¢tiny multiplication pro nasobeni a division pro déleni)

» AS — nakonec muzete provadét jakékoli s¢itani a od¢€itani, pracujte opét zleva

doprava (z anglictiny addition pro s¢itani a subtraction pro od¢itani)
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Lid¢é, ktefi odpovédéli, ze vyraz je roven 9, méli tendenci pocitat takto:
6+2(1+2)=6+2%x3=3%x3=9. Také si vyraz zapisovali jako
6+2(1+2)=06=+2(3)=3(3) =9. Diky tomuto zapisu tvrdili, z¢ a(b) muze byt

kdykoli nahrazeno a X b.

Lidé, kteti tvrdili, ze vyraz je roven 1, méli tendenci pocitat takto:
6+2(1+2)=6+ 2(3)=6+6=1, zatimco jini poukazovali na distribu¢ni
vlastnost6 + 2(1+ 2)=6+2+4)=6+6=1.

V mnoha ptipadech lidé, kteii si stali za odpovédi 1, vychazeli z toho, Ze nasobeni ma
prednost pied ostatnimi operacemi. Toto tvrzeni je vyucovano ve Skolach po celém svété
a také pouzito v mnoha programovacich kontextech. Pravé v tomto pfipadé a(b) muze

byt kdykoliv nahrazeno (ab).

Paradoxem je, Ze se nam ve vyrazu objevily dvé pocetni operace (d€leni a nasobeni) se
stejnou urovni v pofadi vyhodnocovéani (6 + 2 X 3). Matematické procesory a vyssi
programovaci jazyky pak zpracovavaji takovéto “rovnocenné* matematické operace
zleva doprava, tedy vyhodnoti nejprve operaci déleni 6 + 2 = 3 a nasledné vykonaji
operaci nasobeni 3 X 3 = 9. Podle principu precedence pocetnich operaci se nejdiive
vyhodnoti vyraz v zavorce (v nasem piipadé séitani (1 + 2) = 3), pak se provadi
vyhodnocovani vyrazu vazaného na tuto zavorku, tedy nejprve 2 x 3 a pak teprve 6 + 6.

To by odpovidalo feseni 1.

Zéaveérem je, ze spravné zadany vyraz by mél pro odpovéd 1 vypadat takto:

6 + (2(1 + 2)) = 1, zatimco pro odpovéd’ 9 takto: (6 + 2)(1 +2) = 9.
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Priklad 3.7: Magicky ¢tverec.

Prevzato z Houdek, 2017

Mam c¢tverec o velikosti 4 X 4 policek. Do nasledujicich policek pfedvyplnim ¢isla od 1
do 8.

Poté pfidam jesté ¢isla 9, 10, 11 a 12 do nasledujicich poli¢ek. Vyberu si libovolné ¢islo

od 21 do 117 (napt. 36). Nasledné vyplnim zbyvajici prazdna policka.

11 | 8 2 11| 8 [15| 2

4 6| 9 4 1171 6 | 9

Proved’te soucty cisel v jednotlivych fadcich, sloupcich, v diagonélach, v rohovych
¢tvercich 2 X 2 a ve stftedovém ctverci 2 X 2. MiiZete si v§imnout, Ze vSechny soucty jsou

rovny mému vybranému ¢islu 36. Jak je to mozné?
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36

16| 1 (12 | 7 |36

F6—36—3p
11| 8 |15 | 2 |36
36
5 |10 | 3 | 18 (36
HF6—36—36

36 36 36 36 36

Reseni:

Vybrané ¢islo si oznac¢ime n a budeme postupovat vzdy stejnym zptisobem. Jako prvni

krok si do tabulky napiSeme pod sebe dvojice ¢isel (5,4), (1,8), (3,6), (7,2).

Muzeme si vSimnout, ze soucet téchto dvojic ¢isel je vzdy 9 a Cisla 54, 18, 36 a 72 jsou
nasobky deviti. Déle si pfedvyplnime cisla 9, 10, 11, 12 pokazdé do stejnych policek
takto:
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11 | 8 2

5 110 | 3

A nyni to hlavni. Pokud secteme ¢isla v prvnim fadku nebo sloupci, dostaneme ¢islo 20.
A pravé do tohoto prazdného policka vlozime vyraz n — 20. Stejné¢ budeme postupovat
u ostatnich prazdnych poli¢ek. Ve druhém sloupci a ¢tvrtém tfadku soucet ¢isel vychazi
19, proto tedy n — 19. Ve tfetim sloupci a druhém tadku soucet ¢isel vychazi 21, proto

n — 21, ve ¢tvrtém sloupci a tfetim tfadku soucet Cisel vychazi 18, proto n — 18.

n-20|1 12 | 7

11| 8 |n-21| 2

5 |10 | 3 |n-18

4 n-19| 6| 9

Pokud za n dosadime jakékoli ¢islo od 21 do 117, budou v prazdnych poli¢kach vychazet
maximalné dvoucifernd ¢isla. Samoziejmé muzeme volit 1 ¢islo mensi nez 21, v tom
ptipad¢€ v prazdnych polickach vyjdou zaporna Cisla. Jestlize bychom zvolili ¢islo vetsi
nez 117, budou v prazdnych polickach vychazet jiz trojciferna cisla. Horni limita
myslenych vybiranych ¢isel by méla byt mensi nez 117. To proto, aby posledni
doplilovana c¢isla nebyla podeziele vyssi nez pfedvyplnéna. V zékladu vyplnéna policka
Cisly 1 az 12 musi mit tuto pevnou pozici, protoze pouze v téchto pozicich mizeme

dosahnout vysledku.
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Slovni spojeni magicky ¢tverec oznacuje takovy Ctverec, kde jsou zvolena Cisla
obecn¢ umisténa v samostatnych builkkdch a uspofadana tak, aby jejich soucet byl
v kazdém fadku, sloupci a na diagonalach stejny. (Magic square: puzzle, 2013. Pteklad:
Autorka)

Historie magickych ¢tverct sahd do davnych dob, nejcastéji je hovoreno o nalezech
v Cing a Indii. Podle starovéké ¢inské legendy byl prvni magicky &tverec nalezen na
krunyti zelvy, kterou béhem velkych povodni zahlédl ¢insky cisaf, jak vyléza z feky Lo.
Podle cisafe méla zelva na krunyfi zvlastni znaky, které po jeho dikladném prozkoumani
tvorily ¢isla magického Ctverce. Cisar byl velice ohromen a rozhodl se Zelvu pojmenovat
Lo Shu. (What is a Magic Square in Math? - History & Examples, 2016. Pteklad:
Autorka)

Obr. 3: Krunyt Zelvy Lo Shu zobrazujici magicky ¢tverec (Zdroj: https://www.thespruce.com/feng-

shui- magic-of-the-lo-shu-square-1274879)

Pokud se vsak zaméfime na Evropu, jeden z nejznaméjsich magickych ctverca se
objevuje v obraze Melancholie némeckého malife Albrechta Diirera. Diireriv magicky
Ctverec 4 X 4 je nejen unikatni v tom, Ze vSechny fadky, sloupce a hlavni diagonaly davaji
soucet Cisel 34, ale také pokud si tento Etverec rozdélime do Etyt kvadrantii 0 2 X 2 polich,

vidime, Ze 1 soucet Cisel V téchto novych ¢tvercich dava Cislo 34. Zaroven muzeme fici,
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ze isoucet rohovych a sttedovych poli¢ek dava cislo 34. Velice zajimavy je posledni
tadek tohoto fascinujiciho magického étverce. Cislice 15 a 14 udéavaji rok, kdy byl obraz
namalovan. Cislice 4 a 1, abecedné D a A, udavaji inicialy samotného malite. (Stanska,

2017. Pieklad: Autorka)

e Albrechta Diirera, 1514 (Zdroj:

https://www.dailyartmagazine.com/mystery-durer-magic-square/)

GRS

Obr. 4: Obraz Melahcholie malif

55

Obr. 5: ag ¢tverec malife

https://www.dailyartmagazine.com/mystery-durer-magic-square/)
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4. Geometrie

Geometrie je nezbytnym tematickym celkem jak na zakladni Skole, tak i na stiednich
Skolach a gymnaziich z toho divodu, ze mé hojné vyuziti v kazdodennich ¢innostech
a mnoha povolanich (napftiklad stavebnictvi). Na Skolach se v geometrii setkavame
s geometrickymi Gtvary rovinnymi (nejéastéji ¢tverec, obdélnik, trojuhelnik, lichobéznik,
rovnobéznik), u kterych poc¢itame obvody a obsahy, ale také s geometrickymi utvary
prostorovymi (krychle, kvadr, kuzel, jehlan, koule, valec), u kterych pocitame objemy
a povrchy. U¢ime se pocitat uhly, provadime rizné konstrukce a mnoho dal$iho. Diky
rozvoji technologii mizeme pracovat s online matematickymi aplikacemi, které nabizeji
mnoha vyuziti ve vyuce. Ptikladem takové aplikace je GeoGebra Geometrie, ktera
umoznuje vytvareni riznych geometrickych appletii a je skvélym pomocnikem pro
utitele. Zaci maji také moznost pomoci anaglyfickych 3D bryli (specialni ¢ervenomodré
3D bryle) prozkoumat télesa v prostoru, coz jim muze pomoci K lepsi predstavivosti.
Prezentace prostorovych téles na papiie ¢i na tabuli je velmi slozitd na pochopeni, proto
jsou na ukazku lepsi 3D modely, nebo pravé modelovani pomoci aplikace GeoGebra

Geometrie.

V této kapitole se seznamite nejen se zajimavymi piiklady pro zaky zakladnich skol,
ale také s ptiklady, jejichz obtiZnost graduje az na Groven stfedoskolské a vysokoSkolské

matematiky.

Piiklad 4.1: Pomoci ¢tverce, rovnostranného trojuhelniku a obdélniku jsme slozili ,,véz*
na obrazku. VSechny tfi geometrické Utvary maji shodny obvod. Najdi délku strany

obdélniku na obrazku oznacenou otaznikem.

Prevzato z Matematicky klokan, 2009, s. 25, pr. 14

9 cm

Obr. 6: Vé&z slozena ze Gtverce, obdélniku a trojuhelniku (Zdroj: Autorka)
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Reseni:

Nejdiive se zaméfme na Ctverec o strané délky 9 cm. Obvod Ctverce je 4-a =4-9 =
36 cm. Zadani nam fika, ze vSechny tfi geometrické itvary maji shodny obvod. Pokud se
podivame na rovnostranny trojuhelnik, miZzeme snadno vypocitat délku jeho strany, tj.
36 +~ 3 = 12 cm. Délka strany rovnostranného trojuhelniku je stejna jako delsi strana
obdélniku. Odtud jiz zjistime délku strany oznacenou otaznikem. Vzorec pro obvod
obdélniku je o =2-(a+b). Do této rovnice mizeme dosadit nasledujici ¢isla:

36 = 2 (12 + b). Vyjadiime z rovnice neznamou b. Vysledkem je 6 cm.

Piiklad 4.2: Na obrazku je narysovan ¢tyfthelnik ABCD o rozmérech: |AB| = 11 cm,
|IBC| =7 cm, |CD| =9 cm, |DA| =3 cm. Uhly pii vrcholech A a C jsou pravé.
Vypocitej obsah ¢tyttihelniku ABCD.

Prevzato z Matematicky klokan, 2009, s. 24, pr. 12

C

9cm

D T em

3cm

A B

11 cm

Obr. 7: Ctytthelnik ABCD (Zdroj: Autorka)

Reseni:

VyuZijeme informaci v zadani, Ze Ghly pfi vrcholech A a C jsou pravé. Diky tomu se ndm
ctytthelnik rozdéli na dva pravouhlé trojuhelniky A ABD a A CBD. Piepona BD je stejna
pro oba pravouhlé trojuhelniky. Obsah pravouhlého trojiihelniku se vypocita jako soucin

odvésen déleny dvéma (vztah jsem odvodila doplnénim na obdélnik). Obsah A ABD se

tedy spocita jako % = 16,5 cm? a obsah A CBD jako ? = 31,5 cm?. Seéteme obsahy
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obou pravouhlych trojuhelnikti a vychazi nam celkovy obsah ¢tyithelniku, ktery ¢ini

48 cm?.

Poznamka: U tohoto piikladu neni zapotiebi pocitat délku piepony BD. Pokud bychom
se ale chtéli ujistit, ze pfepona BD je stejnd pro oba pravouhlé trojuhelniky A ABD
a A CBD, mtuzeme ji zkusit spocitat. Délku pfepony BD vypocitdme pomoci Pythagorovy
véty, tj. 112 + 32 = x2 stejné tak, jako 72 + 92 = x2. Vyslo nam, ze délka pfepony BD
je pro oba pravouhlé trojuhelniky stejna, tj. v130 = 11,4 cm.

Piiklad 4.3: Uvniti strany QR trojihelniku PQR lezi bod S. Velikost uhlu QPS je 12°
aplati [PQ| = |PS| = |RS|. Najdi velikost uhlu QPR.

Prevzato z Matematicky klokan, 2009, s. 32, pr. 8

Q S R

Obr. 8: Trojuhelnik PQR (Zdroj: Autorka)

Reseni:

Zamé&ifme se nejprve na trojuhelnik A PQS. Ze zadani plyne, Ze tento trojuhelnik je
rovnoramenny, tzn. thly pii zdkladné€ jsou stejné. Diky této informaci miizeme snadno
zjistit velikost uhlt PQS a QSP: (180° — 12°) + 2 = 84°. Nyni muZeme dopocitat
velikost thlu PSR trojuhelniku A PSR, jelikoz vime velikost uhlu QSP:
180° — 84° = 96°. Zname tedy velikost thlu PSR. KdyzZ se podivdme znovu do zadani,
vidime, ze |[PQ| = |PS| = |RS|. Pokud je délka strany PS stejna jako délka strany RS,

znamena to, Ze 1 trojuhelnik A PSR je rovnoramenny. Obdobné mizeme vypocitat
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velikost ihli SPR a PRS: (180° — 96°) + 2 = 42°. Na zavér seteme velikosti thlti QPS
a SPR a tim zjistime velikost thlu QPR: 12° + 42° = 54°,

Poznamka: MlUzeme si vS§imnout, ze thel PSR je zdroveil vnéjS§im uhlem trojuhelniku
A PQS. Pro libovolny vnéjsi thel trojahelniku plati, ze jeho velikost je rovna souctu
zbyvajicich vnitinich thld daného trojuhelniku, v naSem piipadé souctu velikosti uhla

QPS a PQS: 84° + 12° = 96°.

Priklad 4.4: Body A a B jsou sousedni vrcholy ¢tverce. Najdéte zbyvajici vrcholy ¢tverce
C, D jen pomoci kruzitka. Po provedeni konstrukce dokazte, ze C a D jsou skutecné

vrcholy ¢tverce ABCD.
Prevzato z Kowal, 1985, s. 70-71

Rozbor konstrukce:

m

P
X
|PB| = |AC|
0 D «
¥ k
(XY
a a
XY|
x
A a B Z
|PB| a a
X
N
T
D c
X
Q

Obr. 9: Rozhor konstrukce (Zdroj: Autorka)

Postup konstrukce:

Nejprve si sestrojime rovnostranny trojuhelnik A ABX o strané¢ AB. Vytvotime bod Y
soumérny podle pfimky AB k bodu X (osova soumérnost). Sestrojime kruznici k se

sttedem v bodé B a polomérem |AB| = |BX| = |BY|. Na kruznici si vytvofime bod Z,
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soumérny k bodu A podle stfedu B (stiedova soumérnost). Bod Z vytvotime bez pomoci
pravitka tak, ze z bodu A naneseme po kruznici k postupné tiikrat jeji polomér. Bod Z je
jednim  zvrcholi  pravidelného Sestithelniku  vepsaného  kruznici. Z bodi
A, Z narysujeme kruznice [,m o poloméru |XY|. Vznikaji nam dva pruseciky kruznic,
P a Q, pricemz prusecik P je vrcholem rovnoramenného trojahelniku A AZP a prusecik
Q je vrcholem rovnoramenného trojuhelniku A AZQ. Usedka PB je zaroven vyska
trojuhelniku A AZP a jeji délka je rovna thlopficce hledaného Ctverce. Narysujeme
kruznici o se stiedem v bodé A s polomérem |PB|. To samé plati pro use¢ku QB, jez je
vyskou trojuhelniku A AZQ a jeji délka je rovna uhlopti¢ce druhého feseni. Vznikaji nam
body C a C’ na kruznici k, jez jsou zaroven vrcholy hledanych ¢tvercti. Nyni miizeme

vytvoftit zbyvajici body D a D". Tato tiloha ma 2 feSeni; ¢tverec ABCD a ¢tverec ABC’D’.

m
P
[ ]
o} D C
e X @
[ ]
k
o 0 )
A B Z
[ ]
Oy
D C'
[ ]
Q

s l'f' .0
Obr. 10: Reseni pikladu 4.4 (Zdroj: Autorka)
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Zbyva nam dokazat, ze vrcholy C a D jsou skute¢n¢ vrcholy ¢tverce ABCD. K tomu
pottebujeme znat délku tsecky XY. Tu zjistime tak, Ze si vezmeme trojihelnik A ABX

a vypocitame jeho vysku, tzn. polovinu usecky XY.

|AB| = |BX| =a
|KB| = a/2
IXK| =7

A K 92 p

2 2 2
e v a a 3a “
PouZijeme Pythagorovu vétu: |XK|? = a? — (5) =a? - — = - Po odmocnéni

ziskavame vysledek a - \/2_§ Délka tsecky XY je (a : \/2—3) -2 = a -3 . Uvédomme si, ze
délka usecky XY je stejna jako délka usecky PZ. Tento Udaj se ndm hodi k tomu,
abychom vypocitali délku usecky PB a tim ovéfili, zda je jeji délka rovna uhlopficce
ctverce ABCD.

|BZ| = |AB| = a
\PZ| = |XY|=aV3
|PB| =7

Pouzijeme opét Pythagorovu vétu: |PB|? = (a-+/3)? —a? = 2-a% Po odmocnéni

ziskavame vysledek a - V2, jeZ se rovna délce thlopiicky ve étverci o strané a.
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Vysvetleni konstrukce:

Pokud méme zadédny body A a B, tak k sestrojeni bodi C a D (pouze kruzitkem)
potfebujeme znat délku uhlopiicky ¢tverce ABCD.

Kdyz si ud€lame nacrtek a délku uhlopficky naneseme na pfimku BC, vznikd ndm
pravouhly trojuhelnik ABP. Vypocitame délku piepony AP pravouhlého trojuhelniku
ABP. Vyslo nam, Ze délka piepony AP se rovna a - /3, coZ je stejné, jako délka tsecky

XY v ditkkazu na ptedchozi strané.

2% = (a- V2)* + a?
2’ =2a°+a°

r’ = 3a’

Tr=a- \."'f3

To pro nds znamena, ze k nalezeni bodu P potifebujeme narysovat iseCku XY a najit bod
Z, abychom dostali rovnoramenny trojuhelnik AZP. Jak je jiz v postupu zminéno, z bodd
A aZ narysujeme kruznice o poloméru | XY| a tim dostavame prusecik P (pro druhé feseni
i druhy prusecik Q). Z nacrtku také mizeme vidét, ze bod C ziskame tak, ze z bodu

A narysujeme kruznici o poloméru |PB]|.
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Piiklad 4.5: Na podstavci vysky a stoji socha 0 vysce b. Jak daleko od sochy na

podstavci se musi ¢loveék vySky ¢ postavit, aby ji vidél v nejvétsim zorném uhlu?

Inspirovano knihou ,, Why do Buses Come in Threes? ', 2014

Obr. 11: Kruznice prolozena body O, P, H (Zdroj: Autorka)

Pfedpokladejme umisténi sochy v souradném systému, viz obr. 11. Bod P = [0, vp]
oznaCuje patu sochy, pficemZ v, je vySka podstavce. Bod H = [O, v, + vs] oznacuje
hlavu sochy, pfi¢emz v, je vyska sochy. Bod O = [xo,vo] oznacuje aktualni pozici o€i
pozorovatele sochy, pficemz x, je vzdalenost pozorovatele od sochy a v, je vyska oci

pozorovatele. Soutradnice bodti P, H jsou statické, méni se pouze soufadnice x, bodu

O pozorovatele.
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Libovolnymi tfemi body v roving, jez nelezi na spolecné piimce, mizeme prolozit
kruznici. V naSem ptipad¢ kruznice prochazi body O, P, H. Spojnice bodi OP a OH
sviraji tihel, jez nazyvame zornym thlem, pod kterym pozorovatel vidi sochu v celé jeji
vySce. Z geometrického hlediska jsou spojnice OP, OH, ale také PH tétivy kruZnice K.
Jak jsme jiz zminili, body P a H jsou statické, bod O méni pouze svoji soufadnici x,,.
Znamena to tedy, Ze kruznice k prolozena body O, P, H bude ménit sviij polomér i polohu
stitedu v zavislosti na pozici pozorovatele. Jelikoz stied kruznice K leZi na ose statické
tétivy PH, zndme tim soufadnici y; stfedu kruznice opsané bodiim O, P, H. Soufadnice
xs stiedu kruznice se bude ménit v zavislosti na soufadnici x, pozice pozorovatele.
Soutadnice y; je konstantni, a odpovida poloving€ vysky sochy vcetné vysky podstavce.
Algebraicky vyjadieno: ys = v, + ? Tento vyraz mizeme dokazat pomoci stfedové

rovnice kruznice:
(x—x)?+ (y—y)? =17
Bod P: (—x5)* + (vp — y5)* =12
Bod H: (—x5)* + (vp + vs — ¥5)? =12
Rovnice od sebe odecteme:
Vp? = 20,¥s + Y5t — Vp? = 20505 — V% + 20, Y5 + 205y — ys© = 0
—v% = 20,05 + 205y, = 0 /1 v
—Vs — 20, + 2y, =0
2ys = vs + 21, /:2
Vs =y +2

Uhel HOP nazyvame obvodovym thlem piislusnym k tomu oblouku HP, ktery v tomto
thlu lezi. Soucasné lze fict, Ze tento thel je zornym thlem pozorovatele sochy. Uhel HSP
nazyvame stiedovym thlem k tomu oblouku HP, ktery v tomto uhlu lezi. Pfitom plati, ze
sttedovy uhel je dvakrat vétsi nez prislusny obvodovy thel. Osa BS tétivy HP nam rozdéli
sttedovy thel na polovinu, tudiz je uhel HSB roven obvodovému thlu kruznice, a tedy

I zornému thlu pozorovatele sochy. Z pravothlého trojuhelniku HSB plati:
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Vs
. . HB 7 . (v .
smg =sina =—= % — = arcsin (j) , & = zorny Uhel, v; = konstanta.

Jelikoz v je konstanta, plyne z dané rovnice, Ze zorny thel a je zavisly pouze na velikosti
poloméru r kruznice k. BohuZzel tato rovnice nevyjadiuje pfimou zavislost uhlu a na
poloméru r kruznice k, nybrz goniometrickou hodnotu sinus tohoto hlu na poloméru
r kruznice k. Z fyziologického hlediska lidské oko ve svislé rovin¢ smérem nahoru, kde
brani vicko, zabira zorny tthel mensi nez 50°. Smérem dolii, kde je zorny uhel asi 50°,
vétsinu zorného pole vyplni podstavec sochy. Zorny uwhel vlastni sochy bude tedy

rozhodn¢ mensi, nez 90°. (Zorné pole, 2020)

Goniometricka funkce sinus thlu v intervalu 0° az 90° je nelinearné rostouci, to znamena,

Ze se zveétsujicim se thlem a se zvétsuje 1 hodnota funkce sin a.

90°

Nasim zadanim je zjistit maximalni zorny thel a. Rovnice sina = :—; vyjadiuje
nepiimou nelinedrni zavislost hlu @ na poloméru r kruznice k. Se zmenSujicim se
polomérem r se velikost Ghlu a zvétSuje. Tudiz zorny uthel a bude maximalni praveé
tehdy, kdyz polomér r kruznice k bude minimalni. Nyni vySetfime, kdy je polomér

r kruZznice k minimalni.
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Obr. 12: Pravouhly trojuhelnik A OCS. (Zdroj: Autorka)

K tomu pouzijeme nami vytvoieny pravouhly trojuhelnik AOCS.
Velikost strany |0S| = r, kde r je polomér kruznice k prochazejici body O, P, H.

Velikost strany |0C| = x, — x,, tzn. vzdalenost pozorovatele od sochy minus x —ova

soufadnice stiedu kruznice k.

Velikost strany |CS| = ys — v, = v, + % — v,, tzn. y —ova soufadnice stiedu kruznice

k minus vyska oci pozorovatele. Coz lze také napsat jako soucet vysky podstavce

a polovi¢ni vysky sochy minus vyska o¢i pozorovatele.

2
Nyni pouzijeme Pythagorovu vétu: 12 = (x, — x,)% + (vp - v, + %) :

2
Vyraz (vp -V, + %) je konstantni. Vyraz r? bude tedy minimalni, pokud bude

minimélni vyraz (x, — x5)%. Druha mocnina rozdilu (x, — x,), jez mize byt kladny
I zaporny, bude vzdy kladna hodnota, a tudiz minimalni mize byt jen v ptipade, ze je

rozdil nulovy, tzn. (x, — x5) = 0 => x, = X;.
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Pro miniméalni polomér r kruznice k pak plati:

Us

rminz = (Up -V, + ?)2

— Vs
Tmin = (vp -V, + 7)

Uz diive bylo vysvétleno, Ze soufadnice xg stifedu S kruznice k se s polohou x,
pozorovatele méni. Soutadnice yg stfedu S zistavd neménna. Animace zmény soufadnice
X, pozorovatele v appletu Geogebry (soucast Geogebra knihy) ukazuje posuv stiedu S po

ose tétivy PH a soucasn¢ i zménu velikosti poloméru r kruznice k.

Z obr. 12 je pii pohledu na trojuhelnik A OCS patrné, ze polomér r = SO kruznice k se
pii vzdalovani pozice pozorovatele od soufadnice xg stfedu S zvétsuje. A to at’ uz jde
0 vzdalovani se od soufadnice x5 smérem doprava (odstupovani od sochy) ¢i smérem
doleva (piiblizovani se k sose). Polomér r kruznice k bude proto minimalni pravé tehdy,
kdyz se pozorovatel bude nachazet ptimo pod sttedem S kruznice k. V tom piipad¢ je
ptepona SO trojuhelniku A OCS nejkrat$i. Bod O tak splyne s bodem C, pfepona SO

splyne s odvésnou SC a z trojuhelniku A OCS se stava tsecka SO = SC = 1.

Z obr. 12 tak mizeme rovnou vy¢ist velikost minimalniho poloméru ry,;, kruznice k.

Us
Tmin = Ys —Yc Ys= Up"‘? Yc =Yo =7o

Vs
Tmin = Vp + =

v
2 0
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Obr. 13: Pravouhly trojuhelnik A SBH. (Zdroj: Autorka)

Jako posledni krok feseni si ukazeme postup vypoctu maximalniho zorného thlu a idealni
vzdalenosti od sochy, abychom ji vidéli pravé v nejvétsim zorném uhlu. K tomu nam

poslouzi pravouhly trojuhelnik A SBH, viz obr. 13.
Velikost strany |SH| = 1y, kde 13, je minimalni polomér kruznice k.
Velikost strany |SB| = x; = x,, (pro piipad 1y,in)-

Velikost strany |BH| = %

Us

2
Pouzijeme Pythagorovu vétu: x,2 + (;) = Tin>

2
v . v
xoz = rminz - (;S) dosadime rminz = (Up ~ Vot ES)

2

= Oy =)+ (=) v+ (3) - (%)

Xo =\/(vp_vo)'(vp_vo+vs)
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Zjistili jsme vypocet idedlni vzdalenosti pozorovatele od sochy. Dopocitame jesté

nejvetsi zorny uhel.

|BH| vy Vs
ISH|  2-Tmin 2 (Vp —v,) + s

Sin Binax = SN gy =

., =sin’1 Vs
max 2-(vy, —v,) + vs

Reseni pomoct extrému funkci:

Obr. 14: Pozorovatel hledici na sochu (Zdroj: Autorka)

Tangens uhlu alfa je roven poméru délky protilehlé odveésny ku délce prilehlé odvésny,

Vp—Vo Vp—Vo+Vs

tzn. tg a = . Tangens uhlu beta spoc¢itame obdobné¢, tzn. tg f =

gama se rovna rozdilu thla beta a alfa, tj. y =  — a. JelikoZ potiebujeme zjistit thly alfa

a beta k spocitani thlu gama, pouzijeme proto inverzni funkci k funkci tangens, tj. arkus

VotV Vp—o

. Yp—
tangens: y = arctg .
o

= — arctg

Xo
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Nyni pouZijeme substituci u = v, — v, + Vs ; V=1, — 7, .

v ( )—— rctg —— arctg —
X arc arc
o g . 9 0

Uhel y je funkci parametru x,,. Chceme zjistit extrém funkce, tj. takovy bod funkce, ktery

ve svém okoli nabyva nejvétsi hodnoty (maximum) nebo nejmensi hodnoty (minimum).

Nejdiive funkci y(x,) = arctg xi — arctg xi zderivujeme a poté ziskanou derivaci
o o

polozime rovnou nule. Resenim takovéto rovnice jsou body podezielé z extrému, jez se

nazyvaji stacionarni body.

, 1 2 1 -2
)’(xo)=—u2-(—u-xo )_—vz-(_v-xo )
1 +—2 1 +—2
xO xO
= &) ()
Cox2 Ut \x,2) x,2+v? \x,2?
Xo? Xo?
') —u ( —v ) v u
X = —_ — —
VX X2 +u?  \x,2 + v? X2 + 12 x,2 + u?

v (2 +ud) —u (%% +v?)
- (xo% + V%) " (x,% + u?)

v (X2 +u?) —u- (X2 +v?)
(xoz + vZ) ) (xoz + uZ) B

vyraz je nulovy, kdyz je Citatel roven nule
ve(x,2+u?) —u-(x,24+v2) =0
X% —ux,? + vu? —uv? =0
x,2 (v —u) = uv? — vu?
x, 2 (w—u)=uv-(v—u)
2 _

Xo° = uv

X, = tVuv - x, =Vuv
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Vysledek naznacuje, ze pribéh funkce mé dva osové symetrické stacionarni body. Pro
dalsi rozbor se omezime pouze na kladnou soufadnici stacionarniho bodu x, = ++vuv.
Zaporna soufadnice x, = —/uv by znamenala, Ze pozorovatel stoji za zady sochy, ktera
zezadu neni ni¢im zajimava, a navic ¢asto nemivaji sochy za zady tolik volného prostoru
pro jejich pozorovani. Funkéni hodnota ve staciondrnim bodé¢:

u v

arctg —
Vuv g

y(Vuv) = arctg —

u v
y(Vuv) = arctg \/; — arctg \/%

Nalezli jsme soutadnice stacionarniho bodu: [\/uv; (arctg \/% —arctg \/g)]

Stacionarni bod existuje pouze za ptedpokladu, Ze vyrazy pod odmocninou budou kladné

a parametry u, v musi byt navic rizné od nuly, nebot’ se nachazi ve jmenovateli zZlomku.

Substituni parametry: u = v, — vV, + Vs ; V= v, — 1,
Pfedpokladame, Ze k soSe vzhlizime vzhiru, tzn. ze (v, — v, + v5) > 0, a tudiz

i parametr u > 0.
Jedinou podminkou tedy je,aby v >0 - v, —-v,>0 - v, > v,.

Pokud je vyska o¢i pozorovatele vétsi nebo rovna vysce podstavee sochy (v, = v,), pak
nema funkce y(x,) zadny extrém, a tudiz nelze ani nalézt takovy odstup x, od sochy, aby
pozorovaci uhel y byl maximalni. Pozorovaci uhel neustale nartsta s pfiblizovanim se
k podstavci sochy. Z fyziologického hlediska nelze uz ani sochu plné sledovat, protoze
od osy oka smérem nahoru je zorny thel mensi jak 55° (je omezen o¢nimi vicky).

Zaroven se pii tak velkém pfiblizeni k podstavci zmenSuje 1 zorné pole lidského oka.

Nas vsak zajima, zda se ve stacionarnim bod¢ [\/uv; (arctg \/% —arctg \/%)] nachazi

maximum funkce, proto spoc¢itame druhou derivaci funkce y(x,).

u
X,2 +v?  x,%2+u?

Y' (%) =

38



0-(x,2+v3)—v-2x,+0) 0-(x,24+u?)—u-(2x,+0)
(xoz + UZ)Z (xoz + uZ)Z

V”(xo) =

. _ —2vx, —2ux, —2vx, 2ux,
vi(xo) = (2 +12)2 (%2 + U2 (x,2+v2)2 " (x,2 + u?)?

Za x, dosadime vuv :

—2v -Juv 2u -Juv —2v -Juv 2u - Juv

V) = @+ 22 @ B2 v v (ut v)?
2w 2w —2u-vuv +2v-Vuv
Tv-u+tv)? us(utv)? uv - (u +v)?
2w (v—-u)

T uv - (u+v)?
., _2Nu-(v-u)
v (uv) = uv - (u + v)?2

Jiz pti urceni stacionarnich bodd jsme stanovili podminky, Zze u, v > 0. Proto i soucin
uv > 0 a soucet (u + v) > 0. Rozhodujici pro znaménko druhé derivace y''(vuv) je

rozdil (v — u).
Dosadime do né&j zpét vyrazy, které jsme na zacatku substituovali:

V.

p — Vo — (Vp —Vp + Us) = —Vs

Zaporné znaménko pred vg zpisobi, ze druha derivace funkce y''(x,) je zaporna. Tudiz
funkce y(x,) nabyva ve stacionarnim bod¢ x, = vuv maxima. Podobn¢é bychom zjistili,
7e maxima nabyva i ve stacionarnim bodé x, = —vuv. Sledovani sochy zezadu jsme

vSak vyloucili.
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Optimalni odstup pozorovatele [m] : 1.59

Maximalni zorny dhel [°] : 48

Obr. 15: Graf priibéhu funkce y (X, ). (Zdroj: Autorka)
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Uloha v redlném prostiedi

Na tomto obrdzku muzete vidét sochu prvniho Cceskoslovenského prezidenta

T. G. Masaryka, ktera se nachazi v méstyse Nové Veseli.

Dle pisemného sdéleni novoveselské archivatky Marcely Vencelidesové tvori
pomniky prezidenta T. G. Masaryka pocetnou skupinu ve tvorbé mistniho rodaka,
akademického sochate Julia Pelikdna. Byl jednim z né¢kolika sochait, kterym Masaryk
tzv. ,,sedél modelem®. Stalo se tak na letnim sidle prezidenta v Zidlochovicich ve dnech
30.6.1930-2.7.1930. Soucasn¢ sochat obdrzel i 12 fotografii, na kterych byl prezident
zachycen z riznych thlu a velice detailni protokol s jeho té€lesnymi mirami. V souvislosti
s ptipominkou 20. vyro¢i od konce valky a vznikem republiky vytvofil sochat Pelikan
v Novém Veseli pomnik vénovany jejim ob&tem a prezidentu osvoboditeli. Socha byla
instalovana béhem cervence 1939. Pfesné datum slavnostniho odhaleni bohuZel neni
znamo. Hned nésledujiciho roku pfiSlo nafizeni o odstranéni sochy. Ta byla udajné
umisténa do dievéné bedny a uloZena V hasi¢ské zbrojnici. V roce 1942 vsak bylo
nafizeno jeji rozbiti a zlikvidovani. Sochat Pelikan nicméné vytvotil podobnou sochu po
2. svétové valce. Ta byla slavnostné odhalena v fijnu 1947. Na svém misté vydrzela az

do 14. fijna 1984, kdy byla ,,na ptikaz politickych a statnich organti* odvezena do
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depozitate Horackého muzea v Novém M¢ésté na Moravé. Odtamtud byla v ,,revoluénich

listopadovych dnech* vyzvednuta a nasledné umisténa na své ptivodni misto.

f

Obr. 18: Soucdasna socha, vytvofena r. 1947.

(Zdroj: Intimni exprese — Osud a dilo Julia Pelikana (1887-1969) v dramatu 20. stoleti)
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Mereni vysky sochy v terénu pomoci tuzky a mérictho pasma

Pozorovatel drzi v natazené pazi tuzku rovnobézn¢ se stojici sochou. Soucasné méni sviij
odstup od sochy a uhlovy sklon paze tak, aby primétem tuzky na sledovanou sochu
splynul jeji horni konec s hlavou sochy a spodni konec tuzky s patou sochy. V takovéto
konstelaci vytvoii (viz. oznaceni v appletu) vyska sochy (FI) se vzdalenosti paty sochy
od oka pozorovatele (OF) a délka tuzky (BC) se vzdalenosti spodniho okraje tuzky od
oka pozorovatele (OB) strany dvou podobnych trojuhelnikii.

Jak zmérit vysku sochy ?
Na zakladé podobnosti trojahelniki OBC a OF plati:

VySka pods
= FI BC OF.BC

OF ~ 0B” OB

Odstup od sochy Xo
Prakiické zmé&feni vySky sochy
~ o - tuZku o délce BC drZte svisle ve vzdalenosti OB od oéi (oko-spodni okraj tuZky)
- nakianéjte paZi tak, aby se pramét spodnino okraje tuZky kryl s patou sochy
- soutasné méiite odstup od sochy tak, aby se pramét homiho okraje tuzky kryl s hiavou sochy

Jakmile se primét spodniho/hornino konce tuZky kryje s patowhlavou sochy, zméfte pasmem
. vzdalenost OF (oko-pata sochy). V této pozorovaci pozici je FI=Vs (vy5ka sochy).

\ Pomoci posuvnik( méfite parametry. Spustie si animaci odstupu Xo od sochy

vs = ™~ Generujte optimaini odstup. Prohiédnéte si | reainé mé&feni wiSky sochy TGM

B Vo =|1.868
Vzdalenost tuZky OB = 0.542
-
opmani ooy MRS
oy Zophont

Délka tuZky BC = 0.222

e e s
] e
Obr. 19: Podobnost trojuhelniki vzniklych na zakladé praimétu tuzky na sochu neznamé vysky

(Zdroj: Autorka)
K uréeni neznamé vysky sochy nam proto staci znat jednak délku promitaného predmétu
(tuzky) a potom uz jen pomoci méticitho pasma zjisténou vzdalenost spodniho okraje
tuzky a vzdalenost paty sochy od oka pozorovatele.

OF'BC
OB '

Vysku sochy FI dopocitame podle vzorce: FI =

Ptesnost této metody neni pfili§ vysoka. Zavisi na kvalit¢ zraku pozorovatele a jeho

subjektivniho vyhodnoceni primétu tuzky na métenou sochu.
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Mereni vysky sochy metodou srovnani délky stinu, které vrhaji dva vyskove rozdilné
predméty na zem

Svétlo ze slune¢niho zafeni dopada na povrch Zemé ve vinoplochach. Zaktiveni téchto
vinoploch je diky obrovské vzdalenosti Zemé& od Slunce naprosto zanedbatelné.
Vlnoplochy Ize tudiz povazovat za rovinné. Slune¢ni paprsky, kolmé na tyto vinoplochy,

jsou tedy prakticky rovnobézné. (Bubnik a kol., 2015)

Diky rotaci Zem¢ kolem své osy se pro pozorovatele na Zemi s dennim ¢asem meéni
relativné poloha Slunce na obloze. Se zménou polohy Slunce se tak méni i thel

dopadajicich svételnych slunecnich paprski na povrch Zemé.

Vyskové objekty tak vrhaji diky dopadajicim sluneénim paprskiim na zemsky povrch stin,
jehoz délka je zavisla na vySce daného objektu a thlu dopadajicich paprsku. Pokud ve

stejném ¢asovém okamziku zmétime délku stinu dvou objektt, z nichz u jednoho zname

jeho vysku, mizeme opét na zdklad€ podobnosti trojuhelnik dopocitat neznamou vysku

druhého objektu.

4. Recky matematik, filozof a astronom Thalés z Milétu (narozen 624 pi.n.l.)

urdil vysku pyramid v egyptské Gize na principu srovnani délky stinu pyramidy
s délkou stinu své postavy ve stejném ¢asovém okamziku.

Clovék stoji v bodé “F", vyska jeho postavy je |FG| a délka jim vrZeného stinu

- nazem je |FD|. Pyramida o vy3ce |Cl| vrha na zem stin o délce |CE].

Paprsky dopadajici na vrchol pyramidy “I” jsou rovnobézné s paprsky dopadajicimi
na hlavu stojiciho &lovéka “G”.

Diky rovnosti Ghlu dopadu jsou pravouhlé trojuhelniky CEl a FDG podobné.

Obr. 20: Uréeni neznamé vysky objektu srovnanim délek stinu (Zdroj: Autorka)

Metoda urceni vysky objektu na principu délky vrhaného stinu neni pfili§ pfesna.
Nepiesnost nepfinasi ani tak predpoklad rovnobéznosti dopadajicich paprski na méteny

a referen¢ni objekt. Vrchol objektu totiz nema ostrou hranu (napft. hlava sochy), paprsky
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se na ném lamou, a tak je i konec stinu ,,rozostieny*. Pravé toto ztézuje piesné zméteni

délky stinu.

Ve vytvorenych appletech sdruzenych do GeoGebra knihy 1ze nalézt:

Detailni vysvétleni metody ureni optimalni vzdalenosti pozorovatele pro
sledovani sochy v maximalnim zorném thlu. Animaci vSech parametra sledovani
sochy. Realné vyhodnoceni maximalniho pozorovaciho uUhlu sochy

T. G. Masaryka

Detailni vysvétleni metody urceni vysky sochy pomoci promitaného pfedmétu

(tuzky) v&etné animace a realného méfeni vysky sochy T. G. Masaryka

Detailni vysvétleni metody urceni vysky sochy srovnanim délek stind vrzenych
sochou a pozorovatelem vcetné animace a realného méfeni vysky sochy
T. G. Masaryka
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Priklad 4.6: Zahadny ¢tverecek. Na obrazku vidite dva trojuhelniky. Oba se skladaji
Z naprosto stejnych casti. Jak je tedy mozné, ze v tom prvnim trojuhelniku je ¢tverecek

navic? Kde se tam vzal? Zkuste odhalit tajemstvi tohoto hlavolamu.

Prevzato z Hadanky a hlavolamy, 2013

Obsah GKI=0.5

|__ UhelJIK =20.56°

uhellHGIER ie 2 L Obsah AEC=05

Uhel LGK = 21.04°

Obsah GLK =325
el AEc =218

Uhel DAE = 20.567 I &

Une! BAC =21.04 Obsah ABC =325

Obr. 21: Trojuhelniky ve ¢tvercové siti (Zdroj: Autorka)

Resent:
Zeleny a Cerveny trojuhelnik nejsou ve skutecnosti trojihelniky podobné.

) DE 3 15 ) .. FC 2 16
Pomeér ésen: ¢ ny trojuhelnik — = = = — | zeleny trojuhelnik — === —.
omér odvésen: cerveny troj D8 20° y o) EF 5 20

Zminéné trojuhelniky maji tudiz odlisné vrcholové tihly «DAE=20,56°, «FEC=21,8°.

Jejich seskupenim do velkého pravouhlého trojuhelniku A ABC neni tsecka AC ve
skutecnosti pfeponou. Napojeni prepon AE a EC pouze vyvolava opticky klam, ze jde

ousecku AC. Ve skutecnosti jde o lomenou c¢aru AEC. Podobné seskupenim do
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pravouhlého trojuhelniku A GLK neni spojnice GIK useckou (pfeponou), nybrz lomenou

¢arou.

Pokud budeme uvazovat, ze piepona trojuhelniku ABC je piimka, pak je obsah

trojuhelniku ABC ve skutecnosti vétsi o obsah trojihelniku AEC.

Dukaz:

Saagc = w = 62—5 = 32,5 « klamny obsah

8-3 5.2
SAADE =—=12 SI:IDBFE =5-3=15 SAEFC = 7 =5

12 + 15 + 5 = 32 « realny obsah

Podobné za ptedpokladu, Ze pfepona trojuhelniku GLK je ptfimka, pak je obsah

trojihelniku GLK ve skutecnosti mensi o obsah trojihelniku GKI.

Dukaz:
SacLx = w = 675 = 32,5 < klamny obsah
52 83
SAGHIZTZ5 SEIHL]I:8'2:16 SAI]K:_:12

5+ 16 + 12 = 33 « realny obsah

V programu GeoGebra jsme vySetfili, Ze obsah trojuhelniku AEC je roven 0,5 stejné jako

obsah trojuhelniku GKI je roven 0,5.

Saec = Sek1 = 0,5 Sapc = Serx = 32,5

SA1= Sapc — Saec SA;= SgLk + Seki

SA, — SA1=S¢ik + Sekr — (Sage — Sagc) =32,5+05-(325-05) =1

Rozdil obsahii pravouhlych trojuhelnikt (SA, — SA;) sloZzenych z barevnych ¢asti je

roven 1, coz je pravé obsah jednoho c¢tverecku, ktery je v A, navic.

Pokud bychom nepouzili program GeoGebra, 1ze obsah obecného trojuhelniku vypocitat
pomoci délek jeho stran. Odvozeni obsahu obecného trojihelniku (viz niZe) vychazi

z dukazu Heronova vzorce:
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a+b+c
2

je poloviéni obvod trojuhelniku

S=s(s—a)(s—b)(s—c) ,kde s=

fﬁh\
i I|I '\\
"f |I \\.
A ", t]
C 4 | \\\
.zx-’f III V \'\
___/ |I \\
.-f | \'-\.\
.-'x___ - x | \.\\
——-________________ x\\
——
(1) x?+v? = c?
2) (a —x)* +v? = b?
(3) = (2)-(1) a? — 2ax = b%? —c?
Ze vztahu (3) vyjadiime x:
B a? — b% + c?

x= 2a

Ze vztahu (1) vyjadiime vysku v a dosadime za x:
2 = 2 — x2
5 5 <a2 —b% + cz>2
Ve = ¢c* —
2a

Pravou stranu pfevedeme na spole¢ny jmenovatel
(@ — b? + c2)?

2 2
= C
4q?

Vyraz odmocnime
B \/462612 — (a? — b? + c?)?
B 2a
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Dosadime vysku do vzorce pro obsah trojuhelniku

S_av
2
4c2q2 — (a? — b2 + ¢2)2
@ sV (4 )

Pro vyraz pod odmocninou provedeme rozklad rozdilu druhych mocnin na soucin

J(Qac + a? — b2 + c2)(2ac — a? + b2 — c?)
4

Mnoho¢leny v zdvorce nahradime druhou mocninou dvojélenu

. V(@ +2ac + 2 — b¥)[b? — (a% — 2ac + c?)] _/[(a+c)? — b?][b? — (a — ¢)?]
B 4 - 4

Rozdil druhych mocnin v hranatych zavorkach rozlozime opét na soucin

_\/(a+c+b)(a+c—b)(b+a—c)(b—a+c)

S
4

Obvod trojuhelniku o =a+b +c
(a+c—b)=(@+b+c—2b)=(0o—2b)
b+a—-c)=(@@+b+c—2c)=(0—-2c)

(b—a+c)=(@+b+c—2a)=(o-2a)

S:\/O(O—Zb)(o—Zc)(o—Za) :\/%(%—a)(%—b)(%_c)
4 4

. ., o 0
Oznacime polovinu obvodu trojuhelniku jako S = p

(He-a6-nE-0

S = 2 =/s(s—a)(s—b)(s —¢)
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Pro vypocet obsahu obecného trojuhelniku AEC ur¢ime jeho velikosti stran. Jednotkou

velikosti je dilek miizky.

Velikost strany AE vypocteme z pravouhlého trojuhelniku ADE

|AE| = \/|AD|? + |DE|? = \/82 + 32 =73

Velikost strany EC vypocteme z pravothlého trojuhelniku EFC

|EC| = \JIEF|2 + |[FC|2 = \/52 + 22 =29

Velikost strany AC vypocteme z pravouhlého trojuhelniku ABC

|AC| = \/|AB|? + |BC|? = /132 4 52 = /194

Nyni vypocitame obsah S (4) obecného trojuhelniku AEC pomoci druhych mocnin

délek jeho stran.
a=|AE| =73 a’? =73
b =|EC| =+29 b? =29

c=|AC| =V194 ¢* =194

¢ V419473 - (73 -29 + 194)2 _ V56648 — 56644

\/Z
4 4 4

= 0.5

N| =

Pro trojihelnik GKI plati:
IKI| = |AE| = V73
1G] = |EC| =29
|GK| = |AC| = V194

Proto i1 obsah trojuhelniku GKI je rovny 0.5
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Tuto tlohu vymyslel newyorsky amatérsky kouzelnik Paul Curry v roce 1953. Od té
doby je tloha znama jako Curryho paradox. Pfesto zminka o principu paradoxu saha jiz

do sedesatych let 19. stoleti.

Ciselné rozméry &asti pravothlého trojuhelniku (2, 3, 5, 8, 13) jsou postupna
Fibonacciho ¢isla, ktera tvofi spolu s dalsimi ¢leny Fibonacciho posloupnost. (Missing
square puzzle, 2006. Pieklad: Autorka)

Fibonacciho posloupnost je definovana jako a, = a,,_q1 + a,,_,, pficemz ¢len a; = 1

aclena, = 1.

Clena;=a,+a;, =1+1=2
Clena,=as+a,=2+1=3
Clenas=a,+az;=3+2=5
Clenag=as+a,=5+3=38
Clena, =ag+as=8+5=13

Timto zpisobem bychom mohli pocitat dal. Pokud se podivame na par ptiklada, kde

se Fibbonaciho posloupnost nachazi a vyuziva, budeme mozna piekvapeni.

Fibbonaciho posloupnost hraje zasadni roli ve fylotaxii, ktera zkouma uspotradani
listd, vétvi, kvétdh nebo semen v rostlinach shlavnim cilem zdlraznit existenci
pravidelnych vzorct. Cisla Fibbonaciho posloupnosti miZeme najit ve spiralach

tvofenych jednotlivymi kvéty ve slozenych kvétenstvich napt. u sedmikrasek a slunec¢nic.

Obr. 22: Ve slunecnici jsou jednotlivé kvéty uspofadany podél zaktivenych linii, které se otaceji ve sméru

a proti sméru hodinovych ruéi¢ek (Zdroj: http://www.eniscuola.net/en/2016/06/27/the-numbers-of-nature-

the-fibonacci-sequence/)
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Dalsi jednoduchy ptiklad, kde je mozné najit Fibonacciho posloupnost v piirodé, se
tyka poctu okvétnich listkti kvétin. Vétsina z nich ma 3 (jako lilie a kosatec), 5 (Sipky,
tolije bahenni) nebo 8 (krasenka zpefena), 13 (nékteré sedmikrasky), 21 (¢ekanka), 34,

55 nebo 89 (hvézdicovité rostliny). (The numbers of nature: the Fibonacci sequence,
2016. Preklad: Autorka)

LN

Obr. 23: Kosatec (3 okvétni listky), Tolije bahenni (5 okvétnich listki), Krasenka zpefena (8 okvétnich

listkd). (Zdroj: http://www.eniscuola.net/en/2016/06/27/the-numbers-of-nature-the-fibonacci-sequence/)

Hojné vyuziti Fibonacciho posloupnosti najdeme v marketingu. Néktera zndma loga

firem, napf. Apple, jsou vytvorena na principu Fibonacciho posloupnosti (viz obr. 24)

fibonaccicom

Obr. 24: Fibonacciho posloupnost uplatnéna v logu americké firmy Apple Inc. (Zdroj:
https://fibonacci.com/applied-arts/)
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U Fibonacciho posloupnosti se ¢asto setkavame s pojem spirala, ktera vznikne, jestlize
vytvafime postupné c¢tverce o rozmérech, které odpovidaji Cislim Fibonacciho

posloupnosti.

N\ [

.

Obr. 25: Fibonacciho spirala (Zdroj: https://amp.classicfm.com/discover-music/fibonacci-sequence-in-

music/)

Tato posloupnost, vzorec a spirala se vyuziva také v uméni a hudbé. Dokonce

i Leonardo Da Vinci, autor slavného obrazu Mona Lisa, vyuzil Fibonacciho spiraly.

(Rizzi, 2019. Pieklad: Autorka)

Obr. 26: Fibonacciho spirala na obraze Mona Lisa (Zdroj: https://amp.classicfm.com/discover-

music/fibonacci-sequence-in-music/)
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5. Pravdépodobnost

Pravdépodobnost by se dala zjednoduSené charakterizovat jako &iselné vyjadieni
Sance, ze nastane urcity jev. Typickym piikladem na vypocet pravdépodobnosti je hod
minci, kde chceme urcit pravdépodobnost, Ze padne panna (v druhém ptipadé orel).
Dalsim ptikladem je hod kostkou, kde chceme urcit pravdépodobnost, Ze padne jedno

z cisel 1-6.

Kazda opakovatelnd ¢innost, jez je provadéna za piiblizné stejnych podminek, se
nazyva nahodny pokus. Vysledek ndhodného pokusu je nejisty a ve vétSiné piipadii zavisi

na nahodé.

Mnozinu vSech moznych vysledki pokusu, kdy uvazujeme nekonecnou mnozinu,

oznacujeme Q. Mozné vysledky pokusu oznacujeme i (0i€ Q).

., Ndhodny jev (znaceny pismeny A, B apod.) vyjadiuje jakékoliv tvrzeni o vysledku
nahodného pokusu, o kterém lze (po provedeni pokusu) rozhodnout, zda je pravdivé.

Je-li pravdivé, Fikame, Ze jev nastava, V opacném pripadeé rikame, Ze jev nenastdva.

(Polak, 1995, s. 302)

Jevu, ktery nenastava, se fika také jev opa¢ny nebo doplitkovy, znadi se A aplati

P(A)=1- P(A).

Klasické definice pravdépodobnosti je dana jako podil, kdy v Citateli udavame pocet
pozitivnich (pfiznivych) vysledkd jevu A, zatimco ve jmenovateli vSechny mozné

vysledky pokusu.

ocet vysledkl priznivych jevu A
P(A) = p y p ycn j

pocCet vSech moznych vysledkl pokusu

Na co nam vlastné pravdépodobnost je a pro¢ vznikla? Hlavni diivod byl motivovan
hazardem. Hraci chtéli zjistit Sanci vyhry v kartach, ruleté¢ a jinych hazardnich hrach.
Blaise Pascal (1623-1662), francouzsky filozof, fyzik a matematik, se stal jednim ze
zakladatelti teorie pravdépodobnosti diky tomu, ze se vénoval hazardnim hram spolu
s francouzskym matematikem Pierre de Fermatem. Jejich inspirace pochazi od slavného
hrac¢e hazardnich her Chevalier de Mérého, ktery se obratil na Blaise Pascala s tim, aby

mu vysvetlil své neoCekavané ztraty. Pascal proto spojil své sily s ptitelem Pierre de
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Fermatem a oba polozili matematické zaklady teorie pravdépodobnosti. (Probability
and statistics, 2005. Preklad: Autorka)

Piiklad 5.1: Kostky.

Mam sbirku riznych kostek:
1. kostka je pravidelna s ¢isly stran: 1, 2, 3,4, 5, 6
2. kostka je zdvojena s Cisly stran: 2, 4, 8, 16, 32, 64

Mam také par Sichermanovych kostek, které jsou ¢islované: 1, 2, 2, 3,3,4a1l,3,4,5,6,
8.

1) Pokud hodim vSemi ctyfmi kostkami najednou a vysledky hodu mezi sebou

vynasobim, jaka je pravdépodobnost ziskani lich¢ho ¢isla?

2) Jaka je pravdépodobnost, Ze po secteni hodu vSemi ¢tyfmi kostkami bude vysledkem

liché ¢&islo?

Prevzato z Shaw, 2019. Pieklad: Autorka

Resent:
Nejdiive se zaméime na zdvojenou kostku. Mizeme vidét, Zze vSechna jeji ¢isla jsou suda,

tudiz vzdy padne sudé ¢islo. Pokud vysledky hodu nasobime sudym cislem, vzdy toto

¢islo bude sudé!

Pojdme se podivat na pravidelnou kostku. Pouzijeme klasickou definici
pravdépodobnosti, tj. mame 3 pfiznivé jevy pro suda Cisla (2, 4, 6) a stejné tak pro licha
¢isla (1, 3, 5). Pocet vSech mozZnych vysledkii pokusu je 6, jelikoz pravidelna kostka ma
Sest stén. P(A) = % = % = 0,5 =509% . Vysledna pravdépodobnost je tedy 50 % pro

sudé a 50 % pro liché ¢islo. Pokud dame zbyvajici tii kostky dohromady, odpovéd’ bude
bud’ liché nebo sudé c¢islo. Pokud tyto ti kostky pfiddme k sudému ¢islu, je zde 50 %
Sance, ze pravidelnd kostka bude licha a soucet tedy bude lichy. Pokud tyto tfi kostky
pfidame k lichému ¢islu, je zde 50 % Sance, Ze pravidelna kostka bude suda a soucet tedy
bude lichy. V obou ptipadech je tudiz 50 % Sance, Ze soucet hodu vSemi ¢tyimi kostkami

bude lichy.
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Priklad 5.2: Sourozenci Petr a Karolina dostali za ukol umyt nddobi. Ani jednomu se
vSak do umyvani nechtélo, proto se rozhodli pro hru Kamen, ntizky, papir. Jaka je

pravdépodobnost vyhry v této hie?
Inspirovano knihou ,, Why do Buses Come in Threes? ', 2014
Reseni:

Vytvoime si tabulku

remiza Karolina vitézi Petr vitézi
Petr vitézi remiza Karolina vitézi
Karolina vitézi Petr vitézi remiza

Pouzijeme klasickou definici pravdépodobnosti, tj. pocet vSech moznych vysledku
pokusu je 3 (remiza, Petr vitézi, Karolina vitézi) a pocet pfiznivych jeva je pro oba

1

sourozence 1 (bud’ Petr vitézi nebo Karolina vitézi). Z toho plyne P(A) = 3= 33,3 %.

Pravdépodobnost vyhry v této hie je 33,3 %.

Piiklad 5.3: Mame skupinu 50 lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze alespon 2 z nich maji

narozeniny ve stejny den?
Prevzato z Isibalo.com, 2015
Reseni podle klasické definice pravdépodobnosti:

U tohoto ptikladu jsou diilezité dva ptfedpoklady. Prvni je ten, Ze neuvazujeme piestupny
rok (tzn. nebudeme uvazovat 29. tinor). Druhym piedpokladem je to, ze kazdy den v roce

je stejné pravdépodobny, jako ty ostatni.

Jevem A oznacime skute¢nost, ze alesponl 2 ze skupiny 50 lidi maji narozeniny ve stejny
den. Zaroveti si zavedeme jev opaény A k jevu A, u kterého plati, ze nikdo nebude mit

narozeniny ve stejny den. Pokud tedy chceme zjistit pravdépodobnost jevu A, plati, ze

365:364:363-...-31
36550

P(A)=1-PA)=1- ®  Uritd ted premyslite, kde se vzala tato ¢isla.
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Klasicka definice pravdépodobnosti fika, ze v Citateli uvadime pocet vysledkt piiznivych
jevu A (v naSem piipadé jevu opacného A) a ve jmenovateli poet viech moznych
vysledkii pokusu. Ve jmenovateli mame cislo 365 z toho divodu, Ze kazdy ¢loveék ma

365 moznosti, kdy mit narozeniny. VSech moznosti dohromady je ale 365°°

, jelikoz
mame skupinu 50 lidi (1. ¢lovék ma 365 moznosti, zaroven 2. ¢lovék ma 365 moznosti
atd., tim padem v ptipadé¢ 50 lidi ¢islo 365 umochujeme na padesatou). Nyni se
presuneme k Citateli. Pokud vybereme prvniho ¢lovéka, ma moznost mit narozeniny
kterykoliv den, tzn. ma 365 moznosti. Aby nikdo nemél narozeniny ve stejny den, tak pro
dalsitho clovéka je o moznost méne, tzn. 364 moznosti. Takto pokraujeme az

k padesatému ¢lovéku, ktery ma moznosti uz pouze 316. Pokud tedy zadame vyraz

365:364:363-...-316

1- 26550 napi. do GeoGebry, dostavame pravdépodobnost téméef 97 %.

Pochopeni narozeninového paradoxu a zpusob reseni pomoci kombinatoriky:

., Celd Fada lidi muze Fici, Ze narozeninovy paradox je podivny. Proc¢ se vsak tato
skutecnost nazyva paradoxem, kdyz jde o pravdivou véc? Je to zpiisobeno tim, Ze nds
mozek neuvazuje nad silou exponentit. Ocekavame, Ze pravdépodobnosti budou linedrni
a bereme Vv uvahu pouze scénare, kterych jsme soucdsti. Otdzka: Jakd je Sance, zZe dva
lidé budou mit narozeniny ve stejny den, pokud se skupina sklada z 23 clenii? Jisté
bychom mohli uvést seznam pdrii a spocitat vSechny zpiisoby, které by mohly nastat. Tato
cesta je ale obtizna a prilis zdlouhava. Je to podobné, jako kdyz bychom chtéli zjistit Sanci

ziskdani jedné nebo vice hlav ve 23 hodech minci. * (Azad, 2017. Pieklad: Autorka)

Pro zjisténi poctu dvojic je nutné znat zaklady kombinatoriky. V nasem piipadé
vyuzijeme kombinace bez opakovani, tj. vybirame neuspoiadané k — tice z n prvki
(nezélezi na potadi). K — tice jsou pro nds dvojice, které tvofime a n-prvkova mnozina

je pro nas skupina 23 ¢lenti. Do vzorce pro kombinaci bez opakovani K(k,n) = (y) =

n! , y ) 230 231 232221 2322
p——— dosadime a vypoéteme: K(2,23) = erETE i T T ik 253.
Vyslo ndm, ze ve skupiné 23 lidi je moZzné utvofit dvojice 253 zplsoby.

y . o ] . ., . 36
Pravdépodobnost, ze 2 lidé nebudou mit narozeniny ve stejny den je 1 — 3%5 = 37‘5} =

0,997260. Pokud porovname narozeniny jedné osoby s druhou, v 364 z 365 piipadu se
nebudou shodovat. Kdyz tedy pouzijeme zlomek % a umocnime na 253, ziskdme jev

opacny (pravdépodobnost, Ze zadna dvojice z 23 lidi nebude mit narozeniny ve stejny
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253
den), tj. (%) = 0,4995. Pravdépodobnost, ze 2 lidé budou mit narozeniny ve stejny

) . 364253
den, pokud se skupina skladé 223 Clend, je: P(4) = 1— (32) = 0,5004 = 50 %.

Muzeme vidét, ze ve skupiné 23 lidi je padesatiprocentni Sance, ze 2 1idé budou mit
narozeniny ve stejny den. Obecné tedy:

364>K(Tl,2) 364‘ n-(n—l)/Z
-

P(A)=1_<ﬁ 365

Pro ovéfeni si mizeme vyzkouset spravnost vzorce na vychozim ptikladu, tj.

«(50—1)
364\K(50.2) 3647 2 3641225
— N Bl —_ === — _ 2= — . 0,
P(4)=1 (365) =1 (365) =1 (365) =0,9652 =97 %
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Obr. 27: Graf narozeninového paradoxu (Zdroj: Autorka)
Na tomto grafu mtiZete vidét, jak vypada kiivka Sance, Ze 2 1idé maji narozeniny ve stejny

den. Osa x zobrazuje pocet lidi ve skupiné a osa y nam udava pravdépodobnost. Pokud si

pomoci QR kodu oteviete mnou vytvoreny applet v GeoGebra knize, mizete prozkoumat
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jednotlivé body grafu a také zjistite, ze jiz ve skupin¢ 63 lidi je pravdépodobnost témet

stoprocentni (99,5 %).
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6. Slovni tdlohy
., Slovni ulohy tradicné patri ve vyuce matematiky mezi nejméné oblibené; jako jedno

Z obvyklych zduvodneéni zaci uvadeji, ze ulohy jsou pro né malo srozumitelné.*

(Hirschova, nedatovano, S. 2)

Pravé z divodu nesrozumitelnosti vznikaji problémy pfi fesSeni. Dal§im faktorem je to,
ze slovni ulohy velmi ¢asto obsahuji velké mnozstvi informaci, ve kterych se zak tézko

orientuje.

Pti feSeni slovnich uloh by mél byt zak schopen vyuzit dosud nabytych védomosti

a umét s témito védomostmi pracovat a aplikovat je.

Vybrala jsem proto par piikladd, které nejsou jazykové nijak obtizné, nicméné je
zapotiebi se zamyslet, kterych matematickych védomosti je potteba vyuzit. Piiklady jsou

uréené piedevsim pro zaky 2. stupné zakladni Skoly.

Priklad 6.1: V muzeu stoji globus o priméru 1 m. Jak vysokd ma byt na tomto globu

SnéZka, jejiz skutecnd vyska je 1 603 m.n.m.?

Prievzato z Kowal, 1985, s. 47

Reseni: (vyuziti poméru)

KteSeni této ulohy je tfeba znat nebo si vyhledat na internetu rovnikovy primér
zem&koule, ktery ¢ini cca 12 746 km = 12 746 000 m. Ozna¢me hledanou vysku Snézky

neznamou x. Pomér x : 1603 se musi rovnat poméru 1 : 12 746 000. Odtud plati, ze x =

1603

—— = 0,13 mm.
12 746 000
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Piiklad 6.2: Nadrazim projely tfi vojenské vlaky. V prvnim bylo 462 vojaki, ve druhém
546 a ve tfetim 630 vojaki. Je mozno vypocitat, kolik vagonti mél kazdy vlak, jestlize
vime, ze ve vSech vagdnech jel stejny pocet vojaki a ze tento pocet byl nejveétsi ze vSech

moznych?

Prievzato z Kowal, 1985, s. 80

Reseni: (vyuziti nejvétsiho spolecného délitele)

Nejprve musime zjistit, kolik vojakt bylo v kazdém vagénu. Hledané Eislo je nejveétsim
spole¢nym d¢litelem Cisel 462, 546 a 630, tzn. nejvétsi nezdporné Cislo délici tato tii Cisla
beze zbytku. U vétsich Cisel se nejvétsi spolecny délitel hleda postupnym rozkladanim na

soucin prvocisel. Soucin spolecnych prvocisel je pak nejvétsim spolecnym délitelem.

462 2 546 | 2 630 | 2
231 3 273 | 3 315 3
T 91 ' 7 105 7
11 11 13 13 15 15
1 1 1

Vidime, Ze spolecné prvocisla jsou 2, 3 a 7. Po jejich vzdjemném vynasobeni dostadvame
nejvetsi spolecny délitel, Cislo 42. Znamena to tedy, Ze v kazdém vagonu bylo 42 vojakd.
Nyni ndm zbyva zjistit pocet vagonl u jednotlivych vlaki. Prvni vlak mél 11 vagént

(462:42), druhy vlak m¢l 13 vagénh (546: 42) a treti mel 15 vagont (630:42).

Priklad 6.3: Vime, ze 800 gro$i ma stejnou finan¢ni hodnotu jako 100 dukatt a ze 100
gro$t ma stejnou hodnotu jako 250 tolart. Kolik dukat mé stejnou hodnotu jako 100

tolaru?

Prevzato z Trejbal, 1995, s. 59
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Reseni:
Nejprve si prehledné napiSeme vztahy mezi mincemi ze zadani:

800 grost = 100 dukati
100 grosa = 250 tolari
100 tolarti = ? dukatd

1) zpusob:
800 groSl.....ccccveveverrenne 100 dukatt
100 groSl....cccoveveveriersrrerenne x dukatt
X = M = 12,5 dukati
800 ’

Zjistili jsme, ze 100 grostim odpovida 12,5 dukétt a zaroveit mizeme fici, ze 12,5 dukatt
odpovida 250 tolarim. V posledni fad€ je potieba spocitat, kolika dukatim se rovna

100 tolard.

250 tolart......coveeeeennnn. 12,5 dukatu
100 tolarU....cccoeveeveeeneeneenns x dukata
_100-125 o
X = T ukatu

Vysledkem je, Ze 100 tolartm odpovida 5 dukatd.

2) zpusob
250 tolart....cccoeeeervereenenns 100 grosi
100 tolarf....c.cceververser e x grosu
X = M = 40 grosu
250

Zjistili jsme, ze 100 tolarim odpovidéa 40 grosu. Nyni spocitame, kolik dukati odpovida

40 grosum, kdyz vime, ze 800 grosiim odpovida 100 dukata.
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800 grost.....cccvvreeruenes 100 dukatt

40 BroSU..cccceveverreeeeereerenennes x dukatl

= 5 dukatt

Stejné tak jako v 1) zpusobu feSeni nam vyslo, Ze 100 tolarim odpovida 5 dukatd.

3) zpusob
100 groS$t....cocevveeereereenenns 250 tolarti
800 GroSl....cvvrvenereerrvnsrensunns X tolart
X = M = 2000 tolarti
100

Pokud se 800 grosum rovna 2000 tolart, tak 100 dukatim se rovna 2000 tolara (viz

zadani).
2000 tolart......coceveeeverennnen 100 dukatt
100 tolarf....ccoveverrerereerenenne x dukatt
X = M = 5 dukatl
2000

Také ve tretim zplsobu feSeni jsme se dobrali ke stejnému vysledku, jako v téch

predchozich.
4) zpusob
800g=100d
100g = 250t
100t=7d

(g = groSe, d = dukaty, t = tolary)
Z prvni rovnice si vyjadiime d

800
800g=100d > 1d=-g=8g
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Z druhé rovnice si vyjadiime g

250
100g =250t - 1g=mt=2,5t

MiutzZeme vidét, ze 8 g = 2,5t-8 = 20t. Nyni ndm vznikd rovnost, kdy 20t =1d.

Pokud ob¢ strany této rovnice vynasobime péti, dostavame, ze 100 t = 5 d, coz je nas

hledany vysledek.
5) zpusob
800g=100d
100g = 250t
100t=7d

Z prvni rovnice si vyjadiime g

100
800g=100d—>1g=——d=0,125d

800
Z druhé rovnice si vyjadiime g
100 250t—>1 250 t=25¢t
= - = —1t =
g =700 )

Z téchto dvou rovnosti vyplyva, ze 0,125 d = 2,5 t. Obé strany nové rovnice vynasobime
40 (to proto, abychom dostali 100t) tzn. 0,125-40d =2,5-40t - 5d =100t.
Stejn¢ jako v ptedchozich zpiisobech feSeni dostavame, ze 100 tolarim odpovida

5 dukati.

Poznamka: U prvnich tii zptsobi feSeni jsme vyuzili trojélenku tzn. mechanismus pro
vypocet piimé a nepiimé Uimérnosti. Ve vSech ptipadech jsme pracovali s pfimou
umérnosti, tzn. pokud jednu veli¢inu zvétsime (zmensime) x —krat, tak se i druha veli¢ina

zvetsi (zmensi) x —krat. U zbylych dvou zptsobi feSeni jsme pracovali s rovnicemi.
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7. Zavér

V zédvéru bych chtéla vyzdvihnout vyznam softwarového produktu, jakym je
GeoGebra. Jedna se o multiplatformni dynamicky software (bézi na pocitaéich, tabletech
a mobilnich telefonech s riznymi opera¢nimi systémy), urceny pro uclitele a studenty.
Diky jeho schopnostem a moznostem mohou uzivatelé graficky znazoriovat, pocitat,
identifikovat vysledky v témér vSech oblastech matematiky, tj. algebry, geometrie (jak
vrovingé, tak 1 v prostoru), matematick¢é analyzy, pravdépodobnosti. Technické
prostfedky tohoto softwaru umozni uzivateli Iépe si predstavit tvrzeni riznych
matematickych zakond, geometrickych konstrukci a pojmit z matematické analyzy.
Obrovskym pifinosem jsou jeho interaktivni schopnosti. Uzivatel mize zadéani feSenych
uloh numericky parametrizovat. Graficky miize zobrazené prvky uchopit, ptetahovat,
pozménovat. Vyznaénou roli hraje i moznost animace zobrazovanych procesi. GeoGebra
dokaze vysettit a zméfit spousty prvki, at’ uz se jedna o soufadnice, vzdalenosti, thly,
pruseéiky, stfedy, praniky, limity, extrémy funkci. S GeoGebrou lze pracovat jak
Vv roving, tak 3D prostoru. Prace v GeoGebie nevyzaduje Zadné specialni programatorské
znalosti, jeji ovladani je Cisté intuitivni. Ackoliv se jedna o cizi softwarovy produkt, je
lokalizovan do ¢eského jazyka. Existuje k nému spousta ¢eskych navodu, které mizete

najit zde: https://www.geogebra.org/a/14.

Své vyuziti GeoGebra nenalezne pouze na poli matematiky, ale i v oborech fyziky,
chemie, zemé&pisu nebo piirodopisu, a to diky svym animac¢nim schopnostem. Pomoci
aplikace GeoGebra Skupiny lze vytvaret ulohy pro studenty a sledovat jejich pokroky pfi
feSeni. Jedna se o tzv. virtudlni ucebnu, kterd miZze byt zajimavym oZivenim hodin

matematiky jak na zakladnich, tak i na stfednich $kolach.

Téma, kterému se tato prace vénuje, lze v budoucnu vyznamné rozsitit. Jednak o dalsi
typy zajimavych uloh z jednotlivych okruhii, ale t€Z i o dalsi tematické celky, jakymi
mohou byt napft. aplikovand matematika ve strojich nebo zatizenich, které cloveék bézné
pouzivéa ve své praxi. Piikladem aplikované matematiky ve strojich miize byt obrabéni
obecnych rovinnych tvarl na cele ¢i plasti rotacnich soucésti na soustruhu. Ptikladem
vyuziti matematickych postupti a vypoctl u zatizeni bézné potifeby miliZze byt napft. urceni
zemepisnych soutadnic GPS piijimace, ktery je dnes soucasti kazdého chytrého telefonu.

Zminéné piiklady lze téz velmi snadno prezentovat v programu GeoGebra.
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9. Prilohy
Odkaz na Geogebra knihu: https://www.geogebra.org/m/pkxcqdpf

QR kod:
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