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Anotace

Stereometrie je jednim z témat vyucovanych na stfednich $kolach v CR. Pfi vyuce stereometrie
lze svyhodou uzit modernich metod vypocetni techniky a predevsim také vhodnych
geometrickych program(, napt. geometrického programu GeoGebra. V programu GeoGebra
je mozné vytvorit zdrojové soubory pro interaktivni teoreticky vyklad stereometrie, ale také
zdrojové soubory pro vytvoreni grafického zadani, feseni, zapisu konstrukce, ale i metodickych
pokynl teSenych stereometrickych uloh a taktéZ zdrojové soubory grafického zadani
neresenych stereometrickych konstrukénich uloh a testd. VSechny vySe uvedené zdrojové
soubory je mozné pouzit pro tvorbu webovych stranek zamérenych na vyuku a testovani
stereometrie.

Klicova slova

Stereometrie, webové stranky, GeoGebra, studijni materidly, testovani, procvicovani,
stereometrické Ulohy

Annotation

Stereometry is one of the topics taught at secondary schools in the Czech Republic. Modern
methods of a computing technics and above all also suitable geometric softwares, e.g.
geometric freeware GeoGebra, can be used with advantage in the teaching process of the
stereometry. In GeoGebra it is possible to create source files for interactive theoretical
explanation of stereometry, but also source files for creating a graphical input, a solution, a
symbolic notation of a construction, as well as methodical instructions of solved stereometric
tasks and also source files of graphic input of unsolved stereometric constructive tasks and
tests. All the above-mentioned source files can be used for creating web pages focused on
teaching and testing stereometry.
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Uvod

Stereometrie je jednim z témat vyucovanych na stfednich $kolach v Ceské republice. Jedna se
o oblast geometrie, kterd se zabyva geometrii v prostoru a kterd k Uspésnému zvladnuti
vyzaduje dostate¢nou Uroven prostorové predstavivosti. Prostorova predstavivost je mij.
potfebnd v mnoha pracovnich odvétvich, naptiklad v letectvi, strojirenstvi, architekture a
mnoha dalSich. PFi vyuce stereometrie je mozné vyuzit mnoZstvi geometrickych programu.
Jednim z vhodnych geometrickych programd je napf. freewarovy program GeoGebra. Veskeré
ilustracni obrazky i dynamické applety zafazené do této prace byly vytvoreny pravé
v programu GeoGebra. Sestavené dynamické applety maji ucitelim a studentlim stfednich
Skol pomoci svyukou, procvicovanim a testovanim rlznych stereometrickych témat
interaktivni formou. Tato prace by méla slouzit ke zlepSeni vyuky stereometrie na stfednich
Skoldch a pomoci studentim s lepsi orientaci v prostoru a snazSim vytvorenim predstav
objektl a situaci pfi feSeni prostorovych uloh.

Bakaldrska prace je rozdélena do Sesti kapitol, které jsou ddle ¢lenény do nékolika podkapitol.
ze zéakladni Skoly. Dale jsou zminény zakladni geometrické pojmy v prostoru a je definovdno
rovnobézné promitani, v némz jsou zobrazeny objekty v celé bakalarské praci i v dynamickych
appletech.

Druha kapitola je vénovana polohovym vlastnostem geometrickych utvar( v prostoru.
Postupné jsou nejprve vyloZeny a posléze procvi¢eny vzajemné polohy dvou pfimek, dvou
rovin, a nakonec vzdjemné polohy pfimky a roviny. V kazdé podkapitole se nachazeji ukazkové
priklady obsahujici slovni i grafické feseni. Na webovych strankach jsou tyto priklady vliozeny
v podobé dynamickych applet(, se kterymi studenti mohou pohybovat tak, aby ziskali co
nejlepsi Uhel pohledu na danou prostorovou situaci. V dalsi podkapitole jsou probirany fezy
téles. K této podkapitole je vytvofeno nékolik tloh na procviceni. Na webovych strankach jsou
applety dvojiho druhu. V appletech s feSenymi priklady jsou postupy reseni krokovany pomoci
dynamického ndstroje programu GeoGebra (tzv. posuvniku) a v appletech s neresenymi
ulohami jsou uvedena pouze zadani uloh (slovni i grafickd) slouzici studentiim k procvic¢eni
ziskanych znalosti.

Ve treti kapitole se zabyvame metrickymi Ulohami, tj. jsou probirany odchylky dvou ptimek,
dvou rovin a odchylky pfimky s rovinou, dale pak také vzdalenosti bodu, pfimek a rovin. Pfi
feSeni metrickych uloh jsou s vyhodou uZita geometrickd télesa, jako jsou krychle, kvadry,
jehlany a dalsi, za ucelem ziskdni nazornéjsich predstav.

V kapitole objemy a povrchy téles jsou pfipomenuty pojmy objem a povrch a jsou sepsany
znamé vzorce pro vypoctem objemu a povrch( zakladnich téles jako krychle, kvadr, jehlan,
kuZel, valec a koule. Je vybrano a uvedeno nékolik Uloh na procviceni, k nimz se postupy a
vypocty nachdzeji v dynamickych appletech umisténych na webovych strankach.



Posledni kapitola stru¢né seznamuje s historickym vyvojem geometrie, predevsim prostorové.
Jedna se o Cast, kterd ma pfriblizit casovou linii nékterych objev, sahajicich dokonce i nékolik
staleti pred nas letopocet.

Bakalafska prdace je podkladem tzv. GeoGebra knihy. Ta tvofi volné pfistupné webové stranky
obsahujici pdf soubory s teoretickymi poznamkami, reSenymi priklady, Ulohami na procviceni
a testy. Takto pripravené webové stranky mohou slouzit jako ucebni a testovaci pomcky.
Jednd se o stranky, které maji pomoci studentlim pfi studium stereometrie a ucitelim
s vymyslenim aktivit vhodnych pfi vyuce stereometrie.

Webové stranky v podobé GeoGebra knihy s nazvem ,Vyuka a testovani stereometrie” Ize
najit pod odkazem: https://ggbm.at/y8x7yuaz



https://ggbm.at/y8x7yuaz

1 Zavedeni zakladnich objekt’ a pojmu

1.1 Télesa

K modelovani rlznych prostorovych situaci budeme svyhodou vyuzZivat sepéti
zakladnich geometrickych pojmU a objektl s télesy. Uvedeme tedy prehled zakladnich
geometrickych téles a zopakujeme nékteré jejich charakteristické vlastnosti. [1]

Nazev Obrazek Zakladni charakteristické vlastnosti
Krychle 0 - vSechny stény jsou tvoreny shodnymi
Ctverci
Kvadr - protéjsi stény jsou tvoreny shodnymi

obdélniky, popft. Ctverci

Hranol - obé podstavy tvofi shodné n-uhelniky
; - bocni stény jsou tvoreny obdélniky,
l pfipadné rovnobézniky

d--emme- - pravidelny n-boky hranol:

- pravidelné n-uhelniky tvofi podstavy
- obdélniky, popft. Ctverce tvofi stény
hranolu

Rotacni - rotaci obdélniku, popf. ¢tverce kolem

valec primky, ktera obsahuje jednu jeho stranu,
vznikne rotacni valec
- podstavy jsou tvoreny shodnymi kruhy

Jehlan - podstava je tvorena n-uhelnikem
- bocni stény jsou tvoreny trojihelniky
pravidelny n-boky jehlan:
- podstava je pravidelny n-Uhelnik
- bocni stény jsou tvoreny shodnymi
rovnoramennymi trojuhelniky

KuZel - vznika rotaci pravouhlého trojuhelniku
kolem pfimky, ktera obsahuje jednu jeho
odvésnu

Tabulka 1

-10 -
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1.2 Rovnobézné promitani

Obrazky vloZené vtextu i pouZivané v appletech jsou zobrazeny vrovnobéZiném
promitani, které je pomérné nazorné a jednoduché.

Rovnobézné promitani je uréeno rovinou it a
pfimkou s, kterd protind rovinu it pravé v jednom
bodé, tj. pfimka sje srovinou m rlznobéZzna.
Rovina it se nazyvd primétna, pfimka s uruje =~

X
LY
smér promitani. Primét X’ libovolného bodu X .-~ ..
, , - '
v prostoru ziskame takto: Bodem X vedeme "'-..’f.
pfimku sx rovnobéZnou s pfimkou s; bod X’ je m = X

prasecik primky sx s priimétnou 7. [3] \ T

Obrdzek 1.2-1- Rovnobézné promitani

Pti konstrukci rovnobéznych primétl prostorovych Utvar( vyuzivdme téchto vlastnosti
rovnobézného promitani:

1) Pramétem primky je pfimka nebo bod.

2) Primétem dvou rovnobéinych pfimek jsou dvé rovnobéziné piimky nebo dva
body.

3) lJestlize se dvé rovnobéiné pfimky p, g zobrazi (promitnou) jako dvé pFimky,
potom primeéty usecek AB, CD, které lezi po fadé na primkach p, g, jsou Usecky
A’B’, C'D’, pFicem? plati: |A’B’| : |C’D’| = |AB] : |CD].

Tato vlastnost plati také tehdy, kdyz Use¢ky AB a CD leZi na jedné pfimce.

4) Geometrické utvary, které lezi v rovindch rovnobéznych s priimétnou (v tzv.
pracelnych rovinach), se zobrazi jako Utvary shodné s promitanymi Gtvary, tj. se
svymi vzory.

1.3 Zakladni pojmy geometrie v prostoru

Cast geometrie zabyvajici se prostorovou geometrii nazyvame stereometrie. Prostor se
sklada z bodd, jeho nejdllezitéjSimi podmnozinami jsou roviny a prfimky. Roviny budeme
oznacovat malymi pismeny fecké abecedy: a, 6, ..., T, p, O, ...

Budeme-li uvazovat zakladni geometrické objekty ¢i Utvary, které lezi v urcité roviné
v prostoru, mizZzeme vyuzit vSech dosavadnich znalosti z planimetrie. V souladu s tim
budeme pouzivat dosavadni oznaceni pro body (A, B, C, ...) a ptimky (a, b, c, ...).

-11-



Vztahy mezi zakladnimi objekty Ize vyjadfit a zapsat takto:

Bod je prvkem pfimky (tj. bod leZi na pfimce) LAEp;
Bod je prvkem roviny (tj. bod lezi v rovingé) LAEQ;
Pfimka je podmnoZinou roviny (tj. pfimka lezi v roviné) .pcCo.

Rovina je jednoznacné urcena a) tfemi body, které neleZi na jedné pfimce
b) pfimkou a bodem, ktery na ni nelezi
c) dvéma rdznobéznymi primkami

d) dvéma rdznymi navzdjem rovnobéznymi pfimkami

Rovinu a uréenou body A, B, C nazyvdme rovina ABC a oznaCujeme ji a = <>ABC. Jestlize
bod A nelezi na pfimce p, lze mluvit o jediné roviné Ap; jestlize ptimky p, g jsou
rdznobézné, Ize mluvit o jediné roviné pg (tyto roviny oznacujeme 8 = <> Ap nebo y=
© pq).

-12 -



2 Polohoveé vlastnosti UtvarQ v prostoru

2.1 Vzajemna poloha dvou prfimek

Z planimetrie vime, Ze v jedné roviné mohou byt dvé rGzné pfimky bud rovnobéiné
totozné, rovnobéiné rlzné nebo rlznobéiné podle toho, jestli bud” maji spolecny
alespon jeden bod, nebo nemaji. V prostoru vsak existuje také dvojice pfimek, které
nelezZi v jedné roviné. Takové pfimky se nazyvaji mimobézné.

,9 ______ xf
-———d —_ _
q=p c A
A —
B —
Obrdzek 2.1-1 Rovnobézné totozné (splyvajici) Obrdzek 2.1-2 RovnobézZné rizné pFimky
primky

Obrdzek 2.1-3 Riiznobé#né pfimky Obrazek 2.1-4 Mimobézné primky

r___i pfimky p, g L___W

[ lezi v jedné roviné ]

nelezi v jedné roviné

‘ ‘ ‘ mimobézky

maji spole¢ny pravé jeden nemaji spolecny pravé jeden

bod ruznobézky hod rovnohézkv

-13 -



Dvé primky jsou rovnobézné prave tehdy, kdyz jsou totozné nebo kdyz lezi v jedné roviné
a nemaiji Zadny spolecny bod.

Pro kazdé dvé rizné rovnobéziné primky prostoru existuje pravé jedna rovina, ktera je
obsahuje.

O roviné ¥ = pg mluvime tehdy, kdyz pfimky p, g jsou riznobézné nebo rovnobéiné
razné.

Priklad 2.1.1

Rozhodnéte o vzdjemné poloze jednotlivych dvojic u G
pfimek: @
1
1
|
|
|

1) a1 =AScH b1 = DSas
2) a2 =BSce, by = AScH
3) a3 =AScH, b3 = SaeScH
4) as=EC, ba=AScH

. Obrdzek 2.1-5 Zdkladni krychle
ReSeni: Obrazky jsou pouze ilustracni, na webovych

strankach lze s obrazky otacet tak, aby byly pro
studenty vice nazorné.

1) Z obrazku 2.1-6 je patrné, ze primky a1 a b1
nemaji zadny spole¢ny bod a neleZi v jedné
roviné, proto jsou prfimky mimobézné.

2) Zobrdzku 2.1-7 je zfejmé, Ze pfimky a2
a by lezi vroviné ABScc a Ze maji
spolecny bod P, proto jsou tyto pfimky
navzajem rlznobézné.

Obrdzek 2.1-7

-14-



Z obrazku 2.1-8 je patrné, Ze pfimka bz lezi ve
stejné roviné jako pfimka as, ale pfitom nemaji
zadny spolecny bod, proto jsou tyto primky

rovnobézné.

Obrdzek 2.1-8

3) Z obrazku 2.1-9 neni hned na prvni pohled zfejmé, zda se jedna o rGznobézky
nebo mimobézky. Proto je vloZzen obrazek 2.1-10, na némzZ je krychle zobrazena
z jiného Uhlu pohledu. Diky tomuto obrazku mizZeme fict, Ze primky as a ba nelezi
v jedné roviné a nemaji spolecny prisecik, proto jsou pfimky mimobézné.

Obrdzek 2.1-9 Obrdzek 2.1-10

Priklad 2.1.2
Je dan pravidelny c¢tyrboky jehlan ABCDV.

v

Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvojice
pfimek:

1) a1=CSpv, b1 =ASsy

2) a2=AB, by =ScvSpv

3) a3 =CSpy, bs = BSay

4) a4 = DSec, ba = SpvSov

C
A
B

Obrdzek 2.1-11

-15-



Redeni: Obrazky umisténé v textu prace jsou pouze ilustraéni, na webovych strankach
Ize s obrazky otacet tak, aby prostorové situace byly pro studenty vice ndzorné.

1) Zobrazku 2.1-12 je patrné, Ze ptimka a1
nelezi ve stejné roviné jako primka b,
proto jsou pfimky mimobézné.

Obrazek 2.1-12

2) Zobrazku 2.1-13 je ziejmé, Ze pfimkou a; lze

proloZit rovinu, kterd by obsahovala i pfimku b;.
Pfimky ale nemaji zadny spolec¢ny bod, a proto
jsou rovnobézné.

3) Zobrazku 2.1-14 je patrné, Ze pfimky a3
a bz lezi v jedné roviné BCSpy a maji pravé
jeden spole¢ny bod P, proto jsou tyto
pfimky rlznobézné.

Obrdzek 2.1-14

-16 -



4) Z obrazku 2.1-15 je vidét, Ze pfimka aa
nelezi s pfimkou bav jedné roving, a také ze
nemajic Zadny spolec¢ny bod, proto jsou
pfimky mimobézné.

Obrdzek 2.1-15

2.2 Vzajemna poloha dvou rovin

Urceni vzajemné polohy dvou rovin rozhodneme podle jejich priniku. Maji-li dvé rlzné
roviny neprazdny prinik, potom je jejich prlinikem pfimka, kterou nazyvame priisecnice
téchto rovin. Dvé r(izné roviny s neprazdnym prinikem se nazyvaji rGznobézné.

Prusecnice

Obrdzek 2.2-1 RlznobézZné roviny

Druhd moznost je, Ze roviny bud maji nekone¢né mnoho spole¢nych bodu, nebo maji
prazdny prlnik. V téchto pripadech fikdme, Ze roviny jsou bud rovnobéziné totoziné
(splyvajici), nebo rovnobézné riizné.
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Obradzek 2.2-2b RovnhobézZné totozné
roviny

pranikem je ptfimka prinikem neni pfimka

Obrdzek 2.2-2a Rovnobézné riizné roviny

o a B jsou riznobézné o a B jsou rovnobéiné

Priklad 2.2.1

Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte
o vzdjemné poloze dvou rovin:

1. a =BCH, 8 = BCF
2.n=EFG, 9 =BCD
3. 6 = 548S6HScG, @ = EFScop

Redeni: Obrazky v textu jsou pouze ilustraéni, na A
webovych strankach Ize s obrazky otacet, ¢imz se  oprazek 2.2-3
stavaji nazornéjsimi.

1) Zobrazku 2.2-4 je patrné, Ze rovina a s rovinou 8
maji spolecnou pfimku, proto jsou roviny
navzajem rlznobézné.

Obrdzek 2.2-4
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2) Zobrazku 2.2-5 je zfejmé, Ze rovina n je
srovinou O rovnobéznd rdznd, nebot

roviny nemaji Zadny spolec¢ny bod.

Obrazek 2.2-5

3) Zobrazku 2.2-6 je vidét, Ze rovina 6 ma
s rovinou ¢ spole¢nou primku, proto jsou
tyto roviny navzajem rliznobézné.

Obradzek 2.2-6

2.3 Vzajemna poloha primky a roviny

Vzajemna poloha primky a roviny je rovnéz uréena jejich pranikem. Jestlize priinikem
pfimky a roviny je praveé jeden bod, fikame, Ze pfimka a rovina jsou rliznobézné, a jejich
spoleény bod nazveme prusecik. Prisecik oznacime P.

A )
h

Obrdzek 2.3-1 RiznobéZnd poloha
pfimky a roviny
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V opacném pripadé primka a rovina bud nemaji Zadny spole¢ny bod, nebo maji alespon
dva spolecné body. Pfimka je rovnobézna s rovinou pravé tehdy, kdyz s ni nema zadny
spole¢ny bod, nebo v ni leZi.

Obrdzek 2.3-2a Rovnobéznd riiznd poloha Obrdzek 2.3-2b RovnobéZnd totoznd poloha
pfimky a roviny pfimky a roviny

[ pfimka p, rovina 8 ]

|

maji spolecny pravé jeden nemaji spole¢ny praveé jeden bod

bod p a B jsou rtiznobézné p a 8 jsou rovnobéiné

Priklad 2.3.1
Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimky a roviny.

1) p=EC, p=ABH
2) q=BF, 6=EGC
3) n=FH,n=BDH
4) m=AG, € =BHSzs

Redeni: Obrazky vloZiené vtextu prace jsou

pouze ilustracni, na webovych strankach lze

s obrazky otacet tak, aby byl ziskdn vhodny A
pohled na danou prostorovou situaci. Pro Obrdzek 2.3-3
kazdého studenta mlze byt tak uhel pohledu

jiny.
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1) Zobrazku 2.3-4 je patrné, Ze bod P je
spole¢ny bod pfimky p a roviny p, proto je
vzdjemnd poloha pfimky a roviny
rdznobézna.

Obrdzek 2.3-4

2) Zobrazku 2.3-5 je zfejmé, Ze rovina 6 nema
s pfimkou g Zadny spole¢ny bod, proto jsou
navzajem rovnobézné rizné.

Obrazek 2.3-5

3) Zobrazku 2.3-6 je vidét, ze primka n lezi
v roviné n, proto jsou navzajem rovnobéziné
totozné (splyvajici).

Obradzek 2.3-6

4) Zobrazku 2.3-7 vidime, Ze pfimka m lezi

v roviné & proto jsou navzijem rovnobéiné E

totozné (splyvajici).

Obrdzek 2.3-7
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Priklad 2.3.2
Je dan pravidelny ¢tyrboky jehlan ABCDV. Rozhodnéte o vzajemné poloze pfimky a
roviny.

1) p =548V, p=SapSacScv
2) q=SapSsy, 0=ACV

3) n=Sa/C, n = SecSapV
4) m =SagSav, € = ABV

Redeni:
A

Obradzek 2.3-8

1) Pfimka p nema srovinou p zadny spolecny
bod a zdroven pfimka p vroviné p neleii,
proto je jejich vzajemna poloha rovnobézna
rdzna (obrazek 2.3-9).

2) Pfimka g ma srovinou o spolecny bod P,
proto je jejich vzajemna poloha riznobézna
(obrazek 2.3-10).

3) Pfimka n md srovinou n spoleény bod P,
proto je jejich vzajemna poloha riznobézna
(obrazek 2.3-11).

Obrdzek 2.3-11
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4) Vsimnéme si, Ze pfimka m, kterd je dana
body Sas a Sav, které leii vroviné
£=ABYV, tedy i pfimka m leZi v roviné &

Obrdzek 2.3-12

2.4 Rovnobéznost

Vztah , byt rovnobéiny“ zapisujeme symbolem ,,//, napf.p //q, a //a, o //u, a //p.

Véta2.4.1
a) Jestlize maji dvé rovnobéziné pfimky p, g spole¢ny bod, potom jsou totozné.
b) Jestlize dvé rovnobéziné roviny a, 8 maji spolec¢ny bod, potom jsou totozné.
c) lJestlize je pfimka p rovnobézna s rovinou 6 a ma s ni spole¢ny bod, potom tato
pfimka p lezi v této roviné 6.

Dukaz

a) lJestlize jsou ptimky p, g rovnobéziné, potom jsou bud totoZné, nebo nemaji
spole¢ny zadny bod. Maji-li tedy spole¢ny bod, pak jsou totozné, tj. p = g.

b) JestliZze jsou roviny a, 8 rovnobéziné, potom o = 8 nebo a M 8 = J. Z toho plyne,
Ze pokud tyto roviny maji spole¢ny bod, jsou totozné.

c) Jestlize je pfimka p rovnobézna s rovinou p, potom pfimka p bud'lezi v roviné p,
nebo s ni nema Zadny spolecny bod. Jestlize tedy pfimka p a rovina p maji
spoleény bod, pak pfimka p leZi v roviné p.

Z planimetrie vime, Ze pro vSechny pfimky p, g, r vroviné plati asociativnost
rovnobéznosti primek: Jestlize je pfimka p rovnobéina s primkou g a pfimka g je
rovnobézina s primkou r, potom pfimka p je rovnobézna s pfimkou r. Podobnou vlastnost
ma rovnobéZnost téZ v prostoru, i kdyZz v prostoru se vtomto ohledu objevuiji jisté
odliSnosti.

Véta 2.4.2
a) lJestlize jsou dvé prfimky rovnobézné s danou primkou v prostoru, potom jsou
tyto primky také navzdjem rovnobéziné.
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b) Jestlize kazdda ze dvou rovin je rovnobéZzna s danou tfeti rovinou, potom jsou také
tyto dvé roviny navzajem rovnobézné.

c) lJestlize jedna ze dvou pfimek, které jsou navzajem rovnobézné, je rovnobéina
s danou rovinou, potom také druha ztéchto pfimek je rovnobéind s danou
rovinou.

d) lJestlize je pfimka rovnobéind sjednou ze dvou rovin, které jsou navzajem
rovnobézné, potom je tato pfimka rovnobézna také s druhou rovinou.

e) Jestlize jsou dvé pfimky rovnobézné s danou rovinou, potom jsou tyto primky
navzajem rovnobézné.

Ukazeme, Ze tvrzeni e) je nepravdivé. Jeho negace zni: Existuji dvé primky, které jsou
rovnobézné s danou rovinou a zdroven tyto primky nejsou navzdjem rovnobéziné. Toto
tvrzeni je pravdivé — jako priklad mGzeme uvést pfimky EF, EH a rovinu ABC, které jsou
urceny vrcholy krychle ABCDEFGH. Tim je na konkrétnim ptikladu ukdzano, Ze tvrzeni e)
je nepravdivé.

Zvlastni pfipady tvrzenic, d

cJlplaraco) =pjo d(pconaojp)=p/p

Véta 2.4.3
Jestlize rovina obsahuje dvé pfimky, které jsou rGznobéiné, a kaida z pfimek je
rovnobézna s dalsi rovinou, potom obé tyto roviny jsou navzajem rovnobézné.

Duakaz

Pfredpokladejme, Ze véta neplati. Existuji tedy dvé roviny a, 8 a vroviné a dvé
rdznobézné pfimky p, g, které jsou obé rovnobézné s rovinou 8. Pfitom roviny a, 8 jsou
riznobézné, jejich prlsecnici oznacime r. Pfimky p, g, r lezi v roviné a, ptiCemzZ p a g jsou
rdznobézky, proto aspon jedna z nich je rdznobézina s primkou r. Necht je to napftiklad
primka p. Prisecik pfimek p, r leZi v roviné 8, nebot prfimka r leZi také v roviné 8. Pfimka
p ma s rovinou 8 spolec¢ny alespon jeden bod a je s touto rovinou rovnobézng, proto
podle véty 2.4.2c vroviné 8 lezi. Rliznobézné roviny a, 8 maji tedy spolecné dvé
riznobéziné primky, coZ je ve sporu s tvrzenim uvedeném v 2.2. Negace véty 2.4.3 je
tedy nepravdiva, a proto véta 2.4.3 plati. Véta 2.4.3 byla dokdzana pomoci tzv. dikazu
sporem.

2.5 Rezy krychle

Rezem télesa rozumime prinik télesa a roviny. Rezy téles se pouZivaji v technickém
kresleni napf. pfi znazorfiovani vnitfku predméta.

Rez krychle rovinou je rovinny Gtvar, jeho? hranici je pranik povrchu krychle a roviny
fezu, tj. hranice fezu krychle rovinou se skldada z prinikd roviny fezu se sténami krychle.
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PFi konstrukci fezu krychle rovinou lze pouzit nasledujici véty.

Véta 2.5.1
Jestlize je rovina rdznobéina se dvéma navzdjem rovnobéZnymi rlznymi rovinami,
potom je protina v navzajem rovnobéznych pfimkach.

Véta 2.5.2
Jestlize je pfimka rovnobéznd se dvéma rliznobéznymi rovinami, potom je rovnobézna
také s jejich prlsecnici.

.-~-.J,//

g = prusecnice a s B

Obradzek 2.5-1

Dulezity je zvlastni ptipad véty 2.5.2,

kde uvaZzovana pfimka leZi vjedné
zdanych rovin a je rovnobéina
s druhou rovinou.

- q = prusecnice a s B

Obrdzek 2.5-2
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Priklad

2.5.1

Zobrazte fez roviny o = XYZ s krychli v zakladni poloze; bod X je stfed hrany AB, bod Y je
stfed hrany CC' a bod Z lezi na hrané AA'tak, ze plati |AZ| = 3/4 |AA’|.

Redent:
1.

© 0N U AW

10.
11.
12.

Priklad

XZ
p;YeEpAp/XZ
V;VEpnCD'
< DC

F;FEp N« DC
XF

H; H € XF n BC
q; VEqAQ //XH
;1€gnAD

Zl

HY

Sestiuhelnik XHYVIZ

Obrdzek 2.5-3 Rez krychle rovinou XYZ

2.5.2

Zobrazte fez roviny 6 = MNP s kvadrem v zékladni poloze. Body M, N, P jsou postupné
stfedy hran C'D’, AA"a BC.

Redent:
1.

.J;JepncCC
.q;ME€qnAq/GP
.H;HeEgqNnA'D'

. Sestiuhelnik MHNGPJ

M - M', kde M' je pravouhly pramét
bodu M do roviny ABC (M' € CD)

N = N', kde N' je pravouhly pramét
bodu N do roviny ABC (N' = A) r
NM ’
N'M' N
E;EENMN N'M'

EP

G, GEEPNAB

GN

p;,MEpAp/GN

Obrdzek 2.5-4 Rez rovinou MNP
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Na webovych strankdch se studentim zobrazuji v jednotlivych krocich téZz pomocné
pfimky a body. Obrdzky 2.5-3 a 2.5-4 predstavuji fezy v konecné fazi, tj. v poslednim
kroku reseni.

2.6 Ulohy k procvigeni

Uloha 1
V krychli ABCDEFGH urcete, které jsou s pfimkou p = ScpA rovnobézné, mimobézné nebo
rdznobézné.

q=EH, r=BF, s=HG, t =FScp, | = SasC, m = ScuSae, n = AD

E D
Uloha 2 Q c
V pravidelném pétibokém hranolu A
ABCDEA’B’C'D’E’ urcete vzajemnou polohu dvou : :
primek. : i
1
1 1
1) p1=CA, g1 =D'B’ A
2) p2=AFE’, g2 =CD’ A "\/C
_rp’ _ B
3) s =EB a5 =365 Obrdzek 2.6-1
Uloha 3 E D'
V pravidelném pétibokém hranolu C.
ABCDEA’B’C’D’E’ urcete vzdjemnou polohu dvou A
rovin. : :
: \
1) a1 =BCA’, 61 =AEC’ iE--— --—iD
2) az=Saa'Scc'Spp, B2 =ACE " .
u\/

Obrdzek 2.6-2

Uloha 4 %
Je dan pravidelny ¢tyrboky jehlan ABCDV.
Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvou rovin:

1. a =BCV, 8 = SavScoSov
2. y=ACV, 6 = BCSpv
3. n = SA\/SDvSBv, l?EABC C

A

Obrdzek 2.6-3
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Uloha 5
V pravidelném pétibokém hranolu ABCDEA’B’C’D’E’ uréete vzajemnou polohu pfimky a

1) p1=EC, a1 =BDE’
2) p2 =SaeC, a2 =Spa'SccD’ A Q ¢

3) p3 =AB, az =ECC’

roviny.

B

Obrdzek 2.6-4

Uloha 6
Zobrazte fez roviny 6 = BMN s krychli ABCDA’B’C’D’ v zakladni poloze. M je vnitfni bod
hrany A'B'a N je vnitini bod hrany CC".

Uloha 7
Krychle ABCDA’B’C’D’ v zéakladni poloze protnéte
rovinou p, ktera pUli hrany AB, AD a CC'.

Uloha 8
Zobrazte fez roviny 6 = BMN s kvadrem v zakladni

poloze; M je vnitini bod sténové uhlopficky BC',
N lezi na dokresleni hrany A'B' za bodem A'.
Obrdzek 2.6-5

Uloha 9

Zobrazte fez roviny p = KLM s kvadrem ABCDA’B’C’'D’ v
zakladni poloze. K = A', bod L leZi na dokresleni hrany BB’ za
bodem B tak, Zze |B'L| = |BB'| a bod M lezi na dokresleni
hrany B'C' za bodem C' tak, ze |C'M| =% |B'C'|.

Uloha 10

Zobrazte tez roviny y = KLM s kvadrem ABCDA’B'C’'D’ v
zakladni poloze. K je vnitfni bod hrany AB, L je vnitini bod
hrany B'C'a M je vnitini bod hrany DD'.

Obrazek 2.6-6
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Uloha 11

Zobrazte fez roviny a = MNP s pravidelnym ¢tyrfbokym jehlanem ABCDV. Bod M je stred
hrany AV, bod P je stfed hrany CV a N je vnitini bod
hrany BV takovy, Ze plati 3|BN| = |BV]|.

\

Obrazek 2.6-7
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3 Metrické ulohy

3.1 Odchylka primek

Definice
Odchylka dvou rlznobéZnych pfimek je velikost ostrého nebo pravého uhlu, jehoz
ramena leZi na uvazovanych pfimkach.

Napriklad pro dvé pfimky znazornéné na
obrazku (obr. 3.1-1) plati, Ze jejich odchylka
je | 8 AVB|. Odchylku dvou rdznobézinych
pfimek p a g oznaCujeme symbolem | 4 pq |.
Pro Uplnost definujme také odchylku
rovnobéznych pfimek, tj. jestlize p // q =
|4 pq|=0°

Obrdzek 3.1-1 Odchylka dvou primek

Pti definovani odchylky pfimek v prostoru se vychazi z nasledujicich dvou vét:

Véta3.1.1
Kazdym bodem v prostoru lze vést s danou primkou pravé jednu rovnobézku.

Véta 3.1.2
Necht ps, gzjsou rGznobéZzky a p2, g2 jsou rovnéz rlznobézky a to takové, ze p1 //p2, g1 )/
qz. Pak pro odchylky | & p1 q1|, |4 p2 q2| plati, Zze | & p1 q1| = | & p2 q2|.

Odchylku dvou mimobéznych pfimek definujeme takto: Jsou dany mimobéziné pfimky
p, q. Libovolnym bodem v prostoru vedeme pfimky p’, q°, pficemz p” //paq’ //q.
Odchylkou mimobéznych pfimek p, g nazyvame odchylku rznobéznych pfimek p’, q".
Casto volime zminény bod na jedné z mimobézek p, g. V tomto pfipadé plati, Ze:

|4 pqg|=[4pq’| nebo| 4 pg|=[4pTq]|.

Lze dokazat, Ze odchylka dvou mimobéznych pfimek nezavisi na volbé zminéného bodu,
kterym vedeme rovnobézky s danymi primkami. Tento didkaz vtomto textu ale
neuvadime.

V nasledujicim textu jsou v pfikladech popsany kroky, které vedou k jejich feseni.
V dynamickych appletech jsou tyto kroky propojeny s jednotlivymi objekty ve 3D
konstrukcich. Tzn. krokovanim se zobrazi v appletech pfislusné kroky reseni a na zavér i

-30-



vysledné feseni. Pro lepsi ndzornost jsou pfidany pomocné rovinné obrazky, viz obrazky
3.1-2a3.1-4.

Priklad 3.1.1
Je dan pravidelny ¢tyrboky hranol ABCDA'B'C'D'; S' je stfed horni podstavy. Urlete
odchylku primky BS' od stény BCC'B".

Regeni:

Jednotlivé kroky reSeni: E S a/? E

1) ki kLy(BCC)AS €k
2) E;EEkNBC

3) AS'EB
4) obdélnik ABEE' | m
5) AEBS' = 17 55°
6) obdélnikova sténa BCC'B’
A B
Pocetni feSeni se (v dynamickém Obrézek 3.1-2

appletu) méni podle délek hran, které se
rozhodneme poutzit. Jejich hodnoty v appletu nastavime pomoci hodnot pfislusnych
posuvnika.

V nasem pfipadé je délka hrany a = 2 a délka hrany b = 3.
Vypocet délky Usecky BE:

A BEB': m*= b+ (a/2)?

m = /b2+(§)2
m = V10

Vypocet délky usecky BS':

A BES": P =m?+ (a/2)?

1= [m+ @ ,
2 Obrdzek 3.1-3

1 =411
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Vypocet hledané odchylky a =| 4EBS' |:

~ vl

sina =
a = arcsin (g) /1
a =17,55°

Odchylka pfimky BS' od stény BCC'B' je rovna 17,55°.

Priklad 3.1.2
V pravidelném Ctyrbokém hranolu ABCDEFGH urcete odchylku pfimky AE s pfimkou BH.

Redent: H F
Q= 4448°

Jednotlivé kroky reseni: D C

1) AE b !
2) BH 9 m
3) kHEKAK JJAE |
4) A BDH a : m
5) 4 BHD Obrdzek 3.1-4

Hodnota vysledného pocetni feSeni zaleZi stejné jako v pfikladu 3.1.1 na zvolené
velikosti hran ¢tyrbokého hranolu. V ukazkovém prikladé je zvolena délka hrany
a=2,5adélka hrany b = 3,6.

Vypocet délky usecky m = BD:

m? = |AB|* + |AD|?

m = \/|AB|? + |AD|?
m=av2
m=2,5v2
Vypocet délky usecky / = BH:
12 = m? + |DH|?
L= m? +|DH>"
L= Jm? ¥ b7

[ =5,05
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Vypocet hledané odchylky a:

m
sina = —
l
. /m
a = arcsin (T)
a = 44,48°

Velikost odchylky pfimek AE a BH je 44,48°.

Pomoci odchylky dvou pfimek Ize definovat kolmost pfimek.

3.2 Kolmost primek

Definice
Pfimka p je kolma k pfimce g (symbolicky zapisujeme p L q) pravé tehdy, kdyz plati, ze
| 4 pq|=90°

Uvédomme si, Ze touto definici jsme vzhledem k pfedchozimu vykladu rozsifili pojem
kolmosti i na mimobézné primky. RozSifime jej jeSté na Usecky: Dvé Usecky nazyvame
kolmé pravé tehdy, kdyz lezi na kolmych pfimkach.

3.3 Kolmost primky a roviny

Tento vztah se definuje pomoci kolmosti primek.

Definice
Rikdme, Ze piimka je kolma k roviné pravé tehdy, kdyz je tato pfimka kolma ke viem
pfimkam této roviny.

Véty, které plati o kolmosti pfimek a rovin:

Véta 3.3.1

Kritérium kolmosti prfimky a roviny: Je-li pfimka p kolma ke dvéma rGznobéinym
pfimkdm a, b roviny o, pak je kolma k této roviné.

Véta 3.3.2
Danym bodem lze vést k dané roviné praveé jednu kolmici.

Véta 3.3.3
Vsechny kolmice k téZe roviné jsou navzajem rovnobézné.
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Véta3.3.4
Danym bodem lze k dané pfimce vést pravé jednu kolmou rovinu.

Véta 3.3.5
Vsechny roviny kolmé k téZe pfimce jsou navzdjem rovnobézné.

Véta 3.3.6
Jestlize je dana rovina rovnobézna s rovinou, kterd je kolma k dané pfimce, potom je
dana rovina také kolma k této pfimce.

Véta 3.3.7
Jestlize je dana pfimka kolma k jedné ze dvou rovnobéznych rovin, potom je kolma také
ke druhé roviné.

Véta 3.3.8
Jestlize je dana rovina kolma k jedné ze dvou rovnobéznych pfimek, potom je kolma také
ke druhé z téchto pfimek.

Véta 3.3.9
Usecka je kolmd k roving, jestlize je kolma ke dvéma r@iznobéZnym pf¥imkam nebo
useckam této roviny.

Véta 3.3.10
Pfimka rovnobézna s nékterou pfimkou kolmou k dané roviné je k této roviné kolma.

3.4 Vzdalenost bodU, pfimek a rovin

e Vzddlenost dvou bodl M, N v prostoru je délka usecky MN; znaci se v (M, N) =
|[MN]|.

e Vzddlenost bodu M od pfimky p
v prostoru Ize  definovat jako

vzdalenost bodu M od bodu P, ktery je

prasecikem pfimky p a kni kolmé v = [MP] o|P

M
-
roviny a vedené bodem M (obrazek

3.4-1). Znaci se v =v (M, p) = |MP]|.

Mlzeme ji téz wvypocitat jako oprézek 3.4-1

vzdalenost bodu M od pfimky p
v roviné jimi uréené.
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Vzdalenost dvou rovnobéiek p, g
v prostoru je rovna jejich vzddlenosti
vroviné o jimi uréené (obrazek 3.4-2).
Znacisev=v(p, q).

Obrdzek 3.4-2

Vzdalenosti dvou mimobézek p, g se rozumi délka Usecky PQ, kde P, Q jsou po
fadé prlseciky mimobézek p, g s takovou prickou mimobézek (tj. pfimkou, jez
obé mimobézky protinad), kterd je k obéma znich kolmda. Znacli se opét
v=v(p, q) = |PQ|.

Vzdélenost bodu M od roviny o nazyvame .M
vzddalenost bodu M od paty P kolmice
vedené bodem M kroviné o (obrdzek
3.4-3). Znacisev=v (M, o) = | MP|. v = |MP|
o
ole
P

. ;o . , Obrdzek 3.4-3
Vzdalenosti pfimky p od roviny o sni raze

rovnobéiné rozumime vzdalenost

libovolného bodu M pfimky p od roviny o
(obrazek 3.4-4). Znadi se v = v (p, o) nebo
v = |MP|, kde P je pata kolmice vedené
bodem M k roviné o.

Obrazek 3.4-4
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e Vzdalenosti dvou rovnobéznych rovin o, p
rozumime vzdalenost libovolného bodu
jedné roviny od druhé roviny, napf.
vzdalenost bodu M roviny p od roviny o
(obrazek 3.4-5). Pro wvrstvu s hrani¢nimi
rovinami p, ose tato vzdalenost nazyva vyska
vrstvy.

Obrazek 3.4-5

Priklad 3.4.1

Krychle ABCDEFGH ma délku hrany a v cm. Vypocitejte
vzdalenost bodu B od roviny ACF.

Z grafického nahledu je vidét, Ze télesova uhlopficka BH
je kolma k roviné ACF. Uhlopfi¢ka BH protne rovinu ACF
v bodé P.

Bod P je pata kolmice BH k roviné ACF a vzdalenost,
kterou hleddme, je tedy velikost Usecky BP. Pfi pocetnim
feSeni lIze vyuzit podobnosti pravouhlych trojuhelnik(
ABH (| 4BAH| =90°) a PBA (| 4BPA| =90°).

Obrdzek 3.4-5

A PBA: cosa = £l A ABH: cosa = 481 H G
|AB| |BH|
IPB| _ |4B|
|AB| ~ |BH]
P
_ 4B _ o a3
IPBl= Gir = o =G = 3 @cm

Obrdzek 3.4-6
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3.5 Odchylka dvou rovin

Definice

Odchylka a dvou rovin p, o je odchylka jejich
prasecnic s rovinou, kterd je k obéma rovinam
kolma (obrazek 3.5-1). Znadimejia = |4 p, o|.

Obrdzek 3.5-1

Pro navzajem rovnobézné rizné roviny plati, Ze kazda rovina, kterd je s nimi rliznobézna
(napf. rovina kolma k témto rovindm), je protina v navzdjem rovnobéznych pfimkach.
Odtud mij. plyne platnost ndsledujicich véty:

Véta 3.5.1
Odchylka dvou rovnobéznych rovin je 0°.

Pro rliznobézné roviny plati:
Véta 3.5.2
Jestlize je dana rovina kolma k prasecnici dvou rlznobéznych rovin, potom je kolma

k obéma témto rovinam.

Véta 3.5.3
Odchylka rtdznobéznych rovin je rovna odchylce jejich prfimek kolmych k prisecnici
téchto rovin.

Jiny zpUsob uréeni odchylky dvou rovin pomoci odchylky dvou pfimek:

Véta 3.5.4

Odchylkou dvou rovin rozumime odchylku dvou pfimek, z nichZ jedna je kolma k prvni a
druha ke druhé roviné.
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Priklad 3.5.1
V pravidelném ctyrbokém hranolu ABCDEFGH, uréete odchylku roviny AFH s rovinou
BDH.

Regeni:
Jednotlivé kroky reseni:
1) rovina AFH
2) rovina BDH
3) prasecnice roviny AFH s BDH
4) rovina ACE; ACE 1. AFH AN ACE L BDH
5) p; p = prasecnice roviny AFH s ACE

6) q; g = prasecnice roviny BDH s ACE

7) odchylkaa=|4ASS |=|4p,q |
Vysledna hodnota pocetniho feseni zalezi na velikosti
hran pravidelného ¢étyrbokého hranolu. Vypoctend
hodnota odchylky na obrdzku 3.5-2 odpovidd

A

velikostem hrana=2ab=2,7. Obrdzek 3.5-2

Vypocet odchylky a:
lac| E S5 G

tana = —=2 ® *

|SS2|
)

a = arctan(

o = 27,64° b

Odchylka roviny AFH srovinou BDH je pro zvolené & ®
hodnoty hran rovna 27,64°. |AC|/2

Obrazek 3.5-3

Priklad 3.5.2
Je dan pravidelny ¢tyrboky hranol ABCDA'B'C'D'.
Urcete odchylku roviny ABC od roviny ACB'.

Reseni:
Jednotlivé kroky reSeni ve stru¢nosti uvadé;ji zjisténi
velikosti odchylky danych rovin ABC a ACB:

1) rovina ABC

2) rovina ACB'

3) prusecnice roviny ABC s ACB'

4) rovina BDB'; BDB' 1. ABC A BDB' 1 ACB'

5) p; p = prusecnice roviny ABC s BDB'

6) g; g = prusecnice roviny ACB's BDB' Obrézek 3.5-4
7) odchylkaa=| 4BSB' |=| 4 p, q |
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Vysledna hodnota pocetniho feSeni opét zavisi D' B
®

na hodnotach velikosti hran hranolu, které si
zvolime. V dynamickém appletu je moiné
hodnoty velikosti hran  hranolu ménit
nastavenim hodnot pfislusnych posuvnika.
Vypoctend hodnota odchylky danych rovin ABC b
a ACB' odpovida zvolenym hodnotam hran
a=3,5ab=4,3(vizobrazek 3.5-5)

D o =60.08°|
Dale nasleduje obecny postup vypoctu odchylky ® .
a rovin ABC a ACB'": S |BD| /2
tana = % Obrdzek 3.5-5
2
" b
a = arctan
av'2
2

bv2
a = arctan <T\/—> = 60,08°

Roviny ABC a ACB' spolu sviraji uhel 60,08°.

3.6 Kolmost dvou rovin

Definice

Rovina je kolma k dané roviné praveé tehdy, kdyz je kolma k nékteré primce této roviny.
Kolmost rovin a, 8 nebo rovin ABC, KLM zapisujeme symbolicky takto: a 1 6 nebo
«>ABC L <> KLM.

O kolmosti dvou rovin plati tyto nadchazejici véty:

Véta 3.6.1
Kritérium kolmosti dvou rovin: Roviny o, 7 jsou k sobé kolmé, jestlize jedna z nich je
kolma k nékteré pfimce druhé roviny.

Véta 3.6.2
Jestlize dvé rlznobéziné roviny o, 7 jsou kolmé k roviné y, pak prisecnice rovin o, 7je
kolma k roviné y.

Véta 3.6.3
Necht roviny o, 7 jsou navzdjem kolmé. Jestlize ptrimka k leZi v roviné o a je kolma
k prUsecnici rovin g, 7, pak je téZ kolma k roviné 7.
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3.7 Odchylka primky a roviny

Definice
Odchylka o pfimky p a roviny o je odchylka
ptimky p a pfimky g, kterd je prlsecnici roviny o
a roviny kolmé k roviné o prochazejici pfimkou p
(obrazek 3.7-1). Znadi se a = | 4 p, o | =
|4 p,q|

Nasledujici véty vyjadruji vztahy mezi kolmosti a

rovnobéznosti pfimek a rovin: u

Véta 3.7.1 Obrézek 3.7-1
Jestlize pfimka p a rovina o jsou kolmé k roviné 7, pak

jsou navzdjem rovnobézné.

Véta 3.7.2
Jestlize ptimka p a rovina o maji spoleény bod a jsou kolmé k roviné z. Pak pfimka p lezi
v roviné o.

Véta 3.7.3
Jestlize rovina o je rovnobéznd s pfimkou p kolmou k roviné 7, pak jsou roviny o,
navzajem kolmé.

Jestlize ptimka p neni kolma k roviné o, potom pfimka g z definice odchylky pfimky a
roviny je urcena jednoznacné; je to pravouhly pridmét pfimky p do roviny o. Pfitom a =
=4 p, ol|=0° pravé kdyz p / o. Jestlize je p L o, pak pfimka g sice neni urcena
jednoznaéné, avsak vidy dostavame a = |4 p, o|=| 4 p, g | = 90°".

3.8 Ulohy k procvigenf

Uloha 1

V pravidelném ¢&tyrbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a a vyskou o
délce b, urcete odchylku dvojice pfimek:

1.p=AB,g=BC

2.k=CD,|=EG

3.n=AD, m=AH
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Uloha 2

V pravidelném ¢tyrbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a a vyskou o
délce b urcete odchylku dvou pfimek:

1.p=AD,g=FG

2.n=AH, m=BE

3.k=AE,I=FH

Uloha 3

Je ddan pravidelny ¢tyrboky hranol ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a a vySkou b.
Urcete odchylku rovin:

1. ABC, BDF

2. ABC, BEG

3. ABE, ABG

Uloha 4

Pravidelny ¢tyfboky hranol ABCDEFGH ma podstavnou hranu délky a a vysku délky b.
Vypocditejte vzdalenost bodu:

1.C, E

2.AH

3.B,D

Uloha 5
Je dan pravidelny ¢tyfboky hranol ABCDEFGH. Uréete vzdalenost vrcholu G od télesové
Uhlopficky BH. S délkou podstavné hrany a a vyskou b.

Uloha 6

Pravidelny ctyfboky hranol ABCDEFGH md podstavnou hranu délky a a vysku b.
Vypocitejte vzdalenost:

1. bodu A od pfimky CD

2. bodu H od pfimky BC

3. bodu F od ptimky EG

Uloha 7

Je déan pravidelny ¢tyrboky hranol ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a a s vyskou b.
Vypocitejte vzdalenost:

1. bodu E od roviny BCG

2. bodu A od roviny BDH

3. bodu E od roviny AFD
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Uloha 8
Je dan pravidelny ¢tyrboky hranol ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a a s vyskou b.
Urcete vzdalenost bodu A od roviny BDE.
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4 Objemy a povrchy téles

4.1 Objem téles

Vypocet objemu télesa patfi k nejstarsim, a i v soucasné dobé stale potfebnym uZzitim
geometrie v praktickém Zivoté. Definice objemu télesa je analogii k definici obsahu
obrazce v planimetrii. [1]

Definice
Objem télesa je kladné redlné Cislo pfifazené danému télesu takovym zplsobem, Ze
plati:

1. Shodn3 télesa maji objemy sobé rovné.

2. Jestlize je téleso slozeno z nékolika nepronikajicich téles, je jeho objem

roven souctu objemu téchto téles

Navzdjem se nepronikajicimi se télesy rozumime takova télesa, kterd jsme schopni
rozlozit na konecny pocet navzajem se nepronikajicich jednotkovych krychli. Pocet
téchto krychli se pak rovna objemu télesa, jehoz objem jsme pocitali.

K oznaceni objemu pouzZivdme pismeno V — prvni pismeno slova ,volumen“ (latinsky
objem).

4.2 Povrchy téles

Definice
Povrchem télesa je rozumime obsah jeho hranice. K oznaceni povrchu pouzZivame
pismeno S.

Pokud se hranice télesa sklada z jednoduchych rovinnych obrazct (u mnohostént) nebo
pokud ji miZzeme ,rozvinout” do roviny, takovym zplsobem, Ze je ji moZné zpétné opét
sloZit ze znamych rovinnych obrazcli (napf. u rotacniho vélce a rotac¢niho kuzele), je
vypocet povrchu velmi jednoduchy. Povrch se v takovém prfipadé bude rovnat souctu
obsahU rovinnych obrazcd, z nichZ se sklada hranice télesa.

Pokud bychom chtéli urcit povrch télesa, u kterého neumime slozZit jeho hranici
z rovinnych obrazcl nebo u kterého je uréeni hranice velmi pracné, miizeme postupovat
jinym zpUsobem a to ndsledovné: Hranici télesa pokryjeme tenkou vrstvou néjakého
materidlu, napf. alobalu, a zvazime material, ktery k tomuto pokryti potfebujeme. Pak
ze zndmého vzorce m = V * p,, kde m je hmotnost pouzitého materidlu, V je objem

materidlu a p je hustota materidlu, jeho Upravou pak ziskame vztah V = %. Délime-li
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objem V materialu tloustkou jeho vrstvy, dostaneme pfibliznou hodnotu povrchu télesa.
Pokud je vrstva pouZitého materidlu tenci, tim jsme schopni urcit povrch presnéji.

4.3 Prehled vzorcu

Prehled vzorcli pro vypocet objemU a povrch téles, se kterymi budeme pracovat.

V ndsledujicich vzorcich je Vobjem, Spovrch, S, obsah podstavy, Sy obsah plasté,
v vyska télesa, u télesova uhlopticka, us; sténova Uhlopficka, r polomér fidici kruznice,
d pramér fidici kruznice.

Kvadr

V =abc Sit kvadru:
S =2(ab + ac + bc)

U= VET T &2

——— -
R
: b

Obrazek 4.3-1 Obrdzek 4.3-2

Krychle
~ V=a3 Sit krychle:
S = 6a?
d
| u=av3
= av2

d

Obrdzek 4.3-3
Obrdzek 4.3-4
Hranol

V=2_5,xv Sit hranolu:

S =25, + S,

Obrazek 4.3-5
Obrdzek 4.3-6
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Jehlan Sit jehlanu:

Obrazek 4.3-7

Obradzek 4.3-8
Rotacni valec

Sit valce:

@ V=nr?v= *nd®v

1 4

[

v S=2nr (r+v)

[

S Sp1 = 2mrv = mdv

< I S v
S - 2

Obradzek 4.3-9
S

Rotacni kuzel )
Obrdzek 4.3-10

Sit kuzele:
_1_2
V= STV omtr
S=mnr’+ nr=nr(r+s)

S

pl = nrs

Obrdzek 4.3-11

Obrdzek 4.3-12
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Koule a jeji casti
V = %*7r*r3

S=4xmxr?

Povrch kulového pasu a kulového
vrchliku: S = 2mnrv

2
Objem kulové Usece: V = % (Br—v)
Objem kulové vysece V = %nrzv

V uvedenych vzorcich predstavuje r
polomér kulové plochy koule, vvysku

kulové uUsece.
Obrdzek 4.3-13

4.4 Ulohy k procviceni

Uloha 1
Urcete objem kvadru, jestlize jeho povrch je 136 a délky hran jsou v poméru1:2:5.

Uloha 2
Urcete objem kvadru, jestlize jeho povrch je 304 a délky hran jsou v poméru 2 :4 :5.

Uloha 3
Objem kvédru je 1.728 m3. Urlete povrch kvadru, pokud vime, Ze hrany jsou v poméru
3/4:2/3:5/6.

Uloha 4
Vypocditejte objem pravidelného pétibokého jehlanu, pokud znate velikost podstavné
hrany a = 5.6 a délku poboéné hrany b =11.8.

Uloha 5
Urcéete objem a povrch rotacniho kuZele o poloméru rfidici kruznice a o vysce v. Velikosti
uvazujte vcm.
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Uloha 6
Spocitejte povrch a objem rotacniho kuzele, kdyz je primér jeho podstavy roven 8 cm a
platiZe s =5 cm. Prlmér d = 8 cm = Polomér r=4 cm.

Uloha 7

Urcéete povrch jehlanu s obdélnikovou podstavou, kdyz vime, Ze obdélnik ma rozméry
aab.Jedanaivjehlanu.

Uloha 8
Spocitejte objem a povrch koule o poloméru r.
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5 Testovani

Tato kapitola se zaméruje na testovani ziskanych dovednosti ze stereometrie. Pro ucitele
muze slouzit jako inspirace k vytvoreni kontrolnich praci uréenych pro studenty
stfednich Skol. Tytéz otdzky (nékteré téz doplnéné o grafické zadani) jsou dostupné na
webovych strankach. Pfitom jsou uZzity otdzky dvojiho druhu — otazky s otevienou
odpovédi a otdzky s uzavienymi odpovédmi. V pfipadé otazek s uzavienymi odpovédmi
mohou studenti vybirat sprdvnou odpovéd nebo spravné odpovédi z nékolika
nabizenych odpovédi. Na obrazku 5.0-1 vidime ukazku otdzky s uzavienymi odpovédmi
v té podobé, v jaké se vyskytuje na webovych strankach GeoGebry.

1) Pokud dvé rizné pfimky nelezi v jedné roving, pak vime,
7e se jedna o pfimky navzajem

Zde oznadte odpovéd’
ruznobézné

mimobéiné
rovnobé&iné rizné

HimI.

rovnobé&ziné splyvajici

v ZKONTROLOVAT ODPOVED

Obrdzek 5.0-1

Uz i webové stranky GeoGebry umoznuji vytvoreni online testovani. Online testovani je
v soucasné dobé moziné pouze v omezené podobé, prozatim totiz bohuzel neni mozné
vytvorit jeden velky test s koneénym vyhodnocenim az na konci testu. Spravné vysledky
je tfeba zkontrolovat zvlast u kazdé otazky aktivovanim tlacitka ,,zkontrolovat odpovéd™.
Na obrdzku 5.0-2 je zobrazena situace, kdy byla zvolena spravna odpovéd. Soucasné je
také vidét vyhodnoceni otazky v online prostfedi GeoGebra stranek. Zachycena situace
na obrazku 5.0-3 predstavuje zvoleni Spatné odpovédi a opét vyhodnoceni této chybné
odpovédi v online prostfedi GeoGebry. Pfi online vyhodnocenich se v prvnim sloupci
zobrazuji spravné ¢i chybné zvolené odpovédi. Spravné zvolené odpovédi jsou
vyznaceny zelenym ,zaskrtdvatkem” a chybné odpovédi jsou znazornény cCervenym
krizkem. Ve druhém sloupci se objevuji odpovédi zvolené testovanou osobou, pfitom
Sedé Ctverce ukazuji, Ze odpovéd nebyla zvolena. Zelené ,zaskrtavatko” ve druhém
sloupci znaci zvolenou odpovéd testovanou osobou.
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1) Pokud dvé razné pfimky neleii v jedné roving, pak vime,
Ze se jedna o primky navzajem

Zde oznadte odpovéd

ruznobéingé
mimobéine

rovnob&iné rdzné

CCEIK
EESNH

rovnobézine splyvajici

e~ ZKUSIT ZNOWVU

Obrdzek 5.0-2

1) Pokud dvé razné pfimky neleii v jedné roving, pak vime,
Ze se jedna o pfimky navzajem

Zde oznadte odpoved

ruznobéingé
mimobéZné

rovnob&zné rizné

XX <
_ AN |

rovnobézné splyvajici

= ZKUSIT ZNOVU

Obrdzek 5.0-3

Na obrazku 5.0-4 Ize vidét ukazku otdzky s otevienou odpovédi. V online prostredi
GeoGebra stranek je mozné k tomuto typu otazky napsat slovni odpovéd

Uvedte vzorec pro vypocet objemu a povrchu jehlanu.

Sem napiste odpovéd..

v’ ZKONTROLOVAT ODPOVED

Obrdzek 5.0-4
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Vtomto pfripadé vyhodnoceni se ukdZze pouze spravnd odpovéd nastavena
administratorem (napf. ucitelem) testu. Je na samotné testované osobé, aby porovnala
svou odpovéd's uvedenou spravnou odpovédi, viz obrazek 5.0-5

Uvedte vzorec pro vypocet objemu a povrchu jehlanu.

1
Spravna ocdpovéd: V = 3 Sy-v

S=SP+SP¢

e ZKUSIT ZNOVU

Obrdzek 5.0-5

Mimo jiné si na webovych strankach GeoGebry mohou studenti béhem testovani ovérit
spravnost svého feseni v online prostfedi GeoGebry. Vtomto prostfedi musi byt jiz
vloZeno zadani pfislusné ulohy administratorem — uditelem. Bohuzel toto prostredi
vtuto chvili neumozZniuje uloZeni vysledného feSeni a jeho nasledné sdileni se
zkousSejicim. Vtomto vidime velky nedostatek testovani na webovych strankach
GeoGebra. Vzhledem k nepretrzitému vyvoji at uz samotného programu GeoGebra
nebo jeho webovych stranek véfime, zZe i online testovani bude stale zdokonalovano.
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Na obrazku 5.0-6 se nachazi ukazka ulohy doplnéné o online prostiedi GeoGebry, ve
kterém je mozné testovanymi osobami reSeni ulohy zkouset.

1) Je déana krychle ABCDEFGH. Zobrazte fez krychle s rovinou o = MNQ, pfitom bod M je stied hrany EH, bod N je stfed hrany BC a
bod O leZ v bodé G.

(R] & ~ &

Obrdzek 5.0-6

V nasledujicich podkapitoldch je sepsan prehled otazek vytvorenych a vloZzenych na
webovych strankach GeoGebra strankach. VSechny otdzky jsou dostupné na webovém
linku: https://ggbm.at/y8x7yuaz

5.1 Polohové vlastnosti v prostoru:

1) Pokud dvé razné primky nelezi v jedné roviné, pak vime, Ze se jednd o primky
navzajem
a) ruznobéziné
b) mimobéiné
c) rovnobézné rlzné
d) rovnobézné totoiné
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzajemné poloze prfimky p = CE a
primky

q = SasSsc. Pfimky p a g jsou:

a) rovnobézné rlizné

b) mimobéziné

c) rGznobéiné

d) rovnobéiné totozné

Je dan pravidelny ¢tyrboky jehlan ABCDV a pfimka p = CSgv. Rozhodnéte, ktera
z nasledujicich pfimek bude s pfimkou p mimobézna:

a) gq=BC
b) I=AD

c) m=SapV
d) n= chB

Pokud jsou dvé roviny navzajem rliznobézné, tak plati, Ze:
a) jejich prlinikem je pfimka
b) jejich prinikem neni pfimka

Je dana krychle ABCDEFGH. Uréete vzdjemnou polohu roviny a = ABH s rovinou 8
= CBG.

a) rovnobéiné rizné

b) rovnobéiné splyvajici

c) rGznobéiné

Je dan pravidelny ctyrboky jehlan ABCDV. Uréete vzdjemnou polohu roviny o=
BDV s rovinou p = SacScoScv.

a) rovnobéiné splyvajici

b) rovnobéiné rizné

c) rlznobéziné

Je dana krychle ABCDEFGH a ptfimka p = FH. O kterych rovindch mizeme tvrdit,
Ze jsou s pfimkou p rovnobézné totozné.

a) a=ACG

b) 8=BDF

c) 5=ADE

d) p=EFG
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8)

Rezy:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Je dan pravidelny pétiboky hranol ABCDEFGHIJ a pfimka g = Al. Rozhodnéte, ktera
z nasledujicich rovin je s pfimkou g rovnobézna:

a) BCG

b) ABE

c) FID

d) AFD

Je dana krychle ABCDEFGH. Zobrazte fez krychle s rovinou a = MNO, pfitom bod
M je stied hrany EH, bod N je stfed hrany BC a bod O lezi v bodé G.

Je dana krychle ABCDEFGH. Zobrazte fez roviny o= TUV s krychli ABCDEFGH, kde
bod T lezi na dokresleni hrany AB a plati |AT| =2 *|AB|, bod U lezi na dokresleni
hrany AD a plati |AU| =5/4 * |AD| a bod V leZi na hrané EH.

Je dana krychle ABCDEFGH. Zobrazte fez roviny & = POQ s krychli ABCDEFGH, kde
bod P lezi na EF a |PF| = 3*|EP|, bod O lezi na AE a |OA|=2*|EO| a bod Q je
stfed hrany CG.

Je dana krychle ABCDEFGH. Zobrazte fez roviny 8 = XYZ s krychli ABCDEFGH,
pritom bod X leZi na hrané AD, bod Y je stfed hrany BF a bod Z je stfed hrany GH.

Je déan pravidelny ¢tyrboky hranol ABCDEFGH. Zobrazte fez roviny a = MNO
s pravidelnym ¢tyfbokym hranolem ABCDEFGH, kde bod M je stfed hrany DH, bod
N lezi na dokresleni hrany BC za bodem C a plati, Ze |BN| = 2*|BC|, a bod O je
stfed hrany GH.

Je déan pravidelny ¢tyrboky hranol ABCDEFGH. Zobrazte fez roviny a = MNO
s pravidelnym ¢tyrbokym hranolem ABCDEFGH, kde bod M lezi na hrané DC, bod
N je stfed hrany FG a bod O je stfed hrany AE.

5.2 Metrické ulohy:

1) Definujte odchylku dvou rliznobéznych primek?

Odpovéd: Odchylka dvou rlznobéznych primek je velikost ostrého nebo pravého
uhlu, jehoz ramena lezi na uvazovanych primkach.

-53-



2)

3)

4)

5)

6)

7)

Kolik riznych rovnobézek s danou pfimkou lze vést danym bodem v prostoru.
a) Pravé jednu

b) Minimalné dvé

c) Nekonecné mnoho

d) Jiny pocet

Jak velky musi byt Uhel mezi dvéma pfimkami, aby platilop 1 g7
a) 30°
b) 45°
c) 60°
d) 90°

Definujte odchylku dvou rovin?
Odpovéd: Odchylka a dvou rovin p, oje odchylka jejich prlsecnic s rovinou, ktera
je k obéma rovindm kolma.

Definujte odchylku pfimky s rovinou?
Odpovéd: Odchylka a pfimky p a roviny o je odchylka pfimky p a pfimky g, ktera
je prasecnici roviny oa roviny kolmé k roviné o prochdzejici pfimkou p.

Je pravda, Ze pokud jsou pfimka p a rovina a kolmé k roviné 68, Ze jsou navzajem
rovnobézné?

a) Ano

b) Ne

V krychli ABCDEFGH s délkou hrany 5 cm urcete odchylku a pfimky p = AG s
pfimkou g = CD.

a) a=48,23°
b) o =54,74°
c) a=63,2°

d) «=8517°
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8) V krychli ABCDEFGH s délkami hran a = 3 cm urcete odchylku a pfimky p = ASsc
s pfimkou g = AB.
a) a=13,56°
b) a=20,43°
c) a=26,57°
d) a=33,36°
e) jina

9) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a = 6,3 cm urcéete odchylku ptimky p = SpuSen
s rovinou 8 = CDG.
a) a=0°
b) a=33°
c¢) a=55°
d) a=66°
e) jina

10) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a = 4,8 cm uréete odchylku pfimky g = CB
s rovinou 0= AFH.
a) a=17°
b) «=23,5°
c) a=42,2°
d) o =45°
e) jina

11) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a = 5 cm urcete odchylku a roviny ¢ = ABC
s rovinou p= EFG.
a) a=0°
b) a=30°
c) a=60°
d) a=90°
e) jina

12) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a = 5 cm urcete odchylku roviny o= ABC
s rovinou p=ABG.
a) a=54,74°
b) a=56,30°
c) a=63°
d) a=66°
e) jiny
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13) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a = 5 cm urcete odchylku a roviny 6= BCG
s rovinou 68 = BCH.
a) a=30°
b) a=45°
c) a=60°
d) a=75°
e) jina

14) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a = 7 cm urcete odchylku roviny 8 = ABC
s rovinou 0= BDG.
a) a=35,21°
b) a=54,44°
c) a=60,82°
d) a=65,33°
e) jiny

15) V pravidelném ¢tyfbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a = 3,5
cm a s délkou pobocéné hrany b =5 cm urcete odchylku roviny 8 = BCE s rovinou
o= BSerSeH.

a) a=11,5°
b) a=15,7°
¢) a=17,65°
d) a=19,7°
e) jiny

16) V pravidelném ctyrbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a = 8,5

cm a délkou pobocéné hrany b = 2 cm uréete odchylku roviny 8 = BCE s rovinou
o= BSerSeH.
a) a=11,96°
b) a=1245°
c) a=46,79°
d) a=55,23°
e) jiny

17) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a . Uréete vzdalenost bodu A od bodu H.
a) |AH| =a?

b) |AH| = a2
c) |AH| =a\3
d) |AH|=a
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18) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a. Uréete vzdalenost bodu A od bodu G.
a) |AG| =a?

b) |AG| =a\2
c) |AG|=aV3
d) |AG|=a
e) Jind

19) V pravidelném ¢tyrbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a=5cm
a s délkou pobocné hrany b = 9 cm vypocitejte vzdalenost bodu D od pfimky
p = SenSra.
a) 8,5cm
b) 9,34 cm
c) 9,5cm
d) 9,99 cm
e) jina

20) V pravidelném ¢tyfbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a=5cm

a s délkou pobocné hrany b = 2,5 cm vypocditejte vzdalenost bodu A od pfimky
p=FH.
a) 4,33 cm
b) 4,66 cm
c) 533cm
d) 5,66 cm
e) jina

21) V pravidelném ¢tyfbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a =3 cm
a s délkou poboéné hrany b = 5 cm vypocitejte vzdalenost bodu C od pfimky
p=AH.

a) 1,9cm
b) 2,21 cm
c) 2,97 cm
d) 3,95cm
e) jina
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22)V pravidelném ¢tyrbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a =6 cm
a s délkou pobocéné hrany b = 2 cm vypocitejte vzdalenost bodu B od pfimky
b = DG.
a) 521cm
b) 5,92 cm
c) 6,29 cm
d) 6,52 cm
e) jina

23) V pravidelném ¢tyfbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a =4 cm

a s délkou pobocné hrany b = 2,5 cm vypocitejte vzddlenost bodu C od roviny
o= BDF.
a) 2,33cm
b) 2,52 cm
c) 2,84cm
d) 2,96 cm
e) jina

24)V pravidelném ¢tyfbokém hranolu ABCDEFGH s délkou podstavné hrany a =3 cm

a s délkou pobocné hrany b = 7 cm vypocitejte vzdalenost bodu F od roviny
0= ACE.
a) 2,13 cm
b) 2,52 cm
c) 2,81cm
d) 9,11 cm
e) jina

25) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a = 4 cm urcete vzdalenost bodu A od roviny
8 = ScGSenSra.
a) 1,7cm
b) 2,7cm
c) 3,14cm
d) 7cm
e) jina
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26) V krychli ABCDEFGH s délkou hrany a = 6 cm urcete vzdalenost bodu B od roviny

@ = SaeSceF.
a) 49cm
b) 5,2cm
c) 57cm
d) 6,1cm
e) jind

5.3 Objemy a povrchy téles:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Uvedte vzorec pro vypocet objemu a povrchu jehlanu.
Odpovéd: V = §Sp * U
§S=8,+ Sy

Uvedte vzorec pro vypocet povrchu vélce.

Odpovéd: S = 2nr (r + v)

Z jakych rovinnych geometrickych obrazc( se sklada sit rota¢niho kuzele.
Odpovéd: kruh, kruhova vysec

Napiste vzorce pro vypocet objemu a povrchu koule?
v 4
Odpovéd: V = <« r3

S=4xmxr?

Z jakych ¢asti rovinnych geometrickych obrazcl je tvorena sit pétibokého
jehlanu?
Odpovéd: rovnoramenné trojuhelniky (5), pétithelnik

Z jakych ¢asti rovinnych geometrickych obrazcl je tvorena sit pravidelného
ctyrbokého jehlanu?
Odpovéd: ¢tverec, rovnoramenné trojuhelniky (4)
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7)

8)

9)

Definujte objem télesa?
Odpovéd: Objem télesa je kladné redlné Cislo pfifazené danému télesu takovym
zpUsobem, Ze plati:
1. Shodna télesa maji objemy sobé rovné.
2. Jestlize je téleso sloZzeno z nékolika nepronikajicich téles, je jeho objem
roven souctu objemU téchto téles

Definujte povrch télesa?
Odpovéd: Povrchem télesa je rozumime obsah jeho hranice. K oznaceni povrchu
pouzivdme pismeno S.

Urcete objem kvadru, jestlize jeho povrch je 376 a délky hran jsou v poméru
3:4:5.

a) V=420

b) V=480

c) V=560

d) V=600

e) jiny

10) Soucet obsahu tfi stén kvadru, které prochazeji tymz vrcholem, je 279. Jeho

rozméry jsou v poméru 2 : 3 : 5. Uréete objem kvadru.

a) V=810
b) V=790
c) V=760
d) V=750
e) jiny

11) Soucet obsahu tfi stén kvadru, které prochazeji tymzZz vrcholem, je 279. Jeho

rozméry jsou v poméru 2 : 3 : 5. Uréete délky sténovych uhlopficek kvadru.
a) u;=10.8,u2=15.3,u3=19.1

b) u1=9.5,u;=10.8,u3;=14.3

c) ur=10,u2=14,us=18

d) u1=10.8,u2=16.2,u3=17.5

e) jiny
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12) Rozméry kvadru jsou v poméru 3 :4:7.Jeho objem je 672. Uréete povrch kvadru.
a) S=400
b) S=444
c) S=488
d) S=500
e) jiny
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6 Stripky z historie

Prvni, nejjednodussi stereometrické predstavy vznikaly obdobné jako prvni
planimetrické Uvahy, a to z praktickych potieb. Uz v pozdni dobé ledové vyrabél ¢lovék
nastroje geometrickych tvarl. Neolitické ndlezy potvrzuji, Ze geometrické predstavy
pokrocily se vznikem hrncifstvi, tkalcovstvi, stavebni techniky a uméni. Velky vliv na
geometrické predstavy mélo zemédélstvi, zejména tim, Ze si vynutilo méfeni ploch a
objem{. Pozorovani hvézdné oblohy pfispélo ke vzniku geometrickych poznatk( o kouli.

Matematika, a tedy i geometrie byla zpocéatku predevsim praktickou naukou vytvarenou
k mérenim a vypoctim. Jeji vyklad zahrnoval vétSinou konkrétni ulohy, ne obecnd
pravidla. S prvnimi stereometrickymi, stejné jako planimetrickymi poznatky se
setkdvame u vyspélych starovékych narod( Zijicich v adolich velkych tek, jako je Nil,
Eufrat a Tigrid. Nejstarsi pisemné pamatky jsou dochovany pravé zejména z oblasti

starého Egypta (egyptské papyry) a Mezopotamie (klinové tabulky).

Jednou z nejpozoruhodnéjsich egyptskych uloh je dloha uvedend v tzv. moskevském
papyru (18. stoleti pfed nasim letopoctem), ve které se pocitd objem kolmého komolého
jehlanu se ¢tvercovou zakladnou (pyramida). V papyru je spolu s textem uveden i nacrt
a schéma vypoctu. Komoly jehlan je zobrazen jako nevelky lichobéznik. V textu nejsou
rozdélovaci znaménka a operace umocnit ,na druhou” je znadena hieroglyfem ,jit
mimo“. Je kupodivu, Ze pro postup vypoctu je pouZit spravny vzorec.

Matematika jako teoretické odvétvi védéni se zacina rozvijet teprve ve starém Recku.
O pocatek rozvoje matematiky jako védy se zaslouzili zejména Thalés z Milétu (7. — 6.
stoleti pfed nasim letopoctem) a Pythagoras ze Samu (6. stoleti pfed nasim letopoctem).
Thalés ma velky podil na pfetvoreni geometrie jako deduktivniho systému. Ze sbirky
navodl k reSeni riznych uloh (napf. na vypocet vyméry poli, objemu sypek a hrazi,
rozméra cihel) vytvofil abstraktni védu, kterd zacala zkoumat geometrické tvary.
Pythagoras se se svou Skolou zacdal zabyvat pravidelnymi mnohostény. Pythagorejci znali
Ctyfi z péti pravidelnych mnohosténu (Ctyfstén, Sestistén, osmistén a dvanactistén);
dvacetistén studoval pozdéji Theaitetos z Athén (5. — 4. stoleti pfed nasim letopoctem).
Pythagorejci se vSak ve stereometrii nedostali na Uroven svych planimetrickych znalosti.

Stereometrii jako zvlastni disciplinu, kterou by mél kromé ctyr pythagorejskych obora
(aritmetiky, geometrie, astronomie a hudby) studovat budouci statnik, jmenuje poprvé
Platén (5. — 4. stoleti pfed nasim letopoctem). V Platénové Skole byl proveden dlkaz o
poctu pravidelnych mnohostént. Platon ucinil nauku o pravidelnych mnohosténech
soucasti svého idealistického nazoru. Podle ného se ohen skladal ze ¢tyfsténd, vzduch
z osmistén(, voda z dvacetisténl a zemé z krychli; obrys svéta pak tvofil dvanactistén.
Pravidelnym mnohosténim se jesté dnes fikad ,platonskd télesa”. Platénovi je také
pfipisovano jedno z nejjednodussich mechanickych feSeni jedné ze tfi proslulych uloh

-62-



starovéku — zdvojeni krychle (tj. sestrojeni hrany krychle, kterd ma dvakrat vétsi objem
nez dana krychle).

Démokritos (5. — 4. stoleti pfed nasSim letopocltem) vénoval ve svych geometrickych
spisech velkou pozornost ur¢ovani obsahu obrazct, povrch( a objemu téles. Zrejmé jako
prvni zjistil, Ze objem jehlanu se rovna jedné tfetiné objemu hranolu o stejné podstavé
a vysSce. Dlkaz této véty viak proved| aZ cca za padesat let Eudoxos z Knidu. Démokritos
zobecnil vétu pro jehlany s mnohouhelnikovou podstavou. A protoZe pro néj byl kruh
mnohouhelnikem o velmi velkém poctu stran, vyplyvalo z véty pro jehlany zobecnéni i
pro kuzele.

V zemich Rimského impéria byla stfediskem védy, a tedy i matematiky Alexandrie.
Eukleidés (4. — 3. stoleti prfed nasim letopoctem) se jako prvni soustavné zabyval
stereometrii. Shrnul do té doby zndmé stereometrické poznatky v poslednich tfech
knihach (jedenacté, dvanacté a tfinacté) svych Zdkladi. Jedendactda kniha obsahuje
poznatky o kolmych a rovnobéinych pfimkach a rovindch, o uUhlech vytvarenych
pfimkami a rovinami, poznatky o rovnobéZznosténu a nakonec o hranolu. Ve dvanacté
knize jsou véty dokazujici objemové vztahy téles, zejména jehlan(, kuzeld, valcl a kouli.
Kniha neobsahuje Zadné vypocty objemU ¢i obsahl (povrchi), nebot ty spadaly do
praktické geodézie, nikoli do teoretické geometrie. Eukleidovy Zdklady vynikaji
presnosti, jsou vybudovany podle jednotného logického schématu.

Velkym matematikem 3. stoleti pfed nasim letopoctem byl Archimédés. Na rozdil od
Eukleida pfinesl do matematiky mnoho svych vlastnich objev(l. Jeho objevy pfi
stanovovani povrchll a objemu téles ohrani¢enych kfivymi plochami jsou zacatkem
myslenek, na kterych byl po dvou tisicich letech budovan integralni pocCet. Archimédés
objevil tzv. polopravidelné mnohostény, které jsou po ném pojmenovany.

Na pocatku naseho letopoctu byli zndméjsimi alexandrijskymi matematiky v oblasti
geometrie Héron (1. stoleti naseho letopoctu) a Pappos (3. a 4. stoleti naseho
letopoctu). Dila Héronova obsahuji daleko vic aplikaci nez teorii. Jeho Stereometrie
obsahuje kromé méreni objem( geometrickych téles i méreni objemu staveb, divadel,
amfitedtr(, plaveckych bazénq, studni, lodi, vinného sudu apod. Pappova Matematickd
sbirka je stru¢né a jasné napsand pfirucka geometrie s historickymi poznamkami,
zlepsenimi a obménami existujicich vét a dakazl. Mnohé vysledky starovékych autoru
jsou znamy jen diky této sbirce.

V pocatcich rozvoje matematického védéni v Evropé mély velky vyznam preklady
pGvodnich dél z arabstiny a rectiny, véetné Eukleidovych Zdkladi. Pro rozvoj geometrie
byla vyznamna kniha Geometrickd praktika Leonarda Pisanského, nazyvaného také
Fibonacci (12. — 13. stoleti naseho letopoctu). Kniha obsahuje kromé vysledkd, které
byly znamé jiz ve starovéku, i vysledky, kterych dosahl sdm autor.
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V 15. a 16. stoleti nastalo obdobi renesance — znovuzrozeni uméni a védy, a tedy i
matematiky. V této dobé tvofil napriklad Leonardo da Vinci (1452-1519). V traktatu
o malifstvi vyloZil geometrickou perspektivu, jeho zapisniky obsahuji poznadmky o rovno-
plochych utvarech a télesech stejného objemu.

v vev

obsahu rotujiciho obrazce. Tato véta vSak byla zapomenuta a znovu ji objevil némecky
hvézdar a matematik pUsobici i v Praze, Johannes Kepler (1571-1630). UzZil ji k vypoctu
objemu rlznych rotacnich téles, mezi jinym téz k vypoctu objemu sudi. Dnes nazyvdme
tuto vétu Guldinovym pravidlem, tfebaze ji Paul Guldin (1577-1643) ani neobjevil, ani
nedokazal.

Vztahy mezi poctem vrcholl, hran a stén u mnohostén( byly zkoumany jiz ve starovéku.
Svycarsky matematik plsobici také v Berliné a v Petrohradé, Leonard Euler (1707-1783),
studoval mnohostény vyhovujici tzv. Eulerové vété. Dokazal, ze mezi takové
mnohostény patfi zejména vSechny konvexni mnohostény. Mnohostény, pro néz plati
Eulerova véta, se nazyvaji Eulerovy mnohostény.

Prostorové vztahy mezi pfimkami a mezi pfimkami a rovinami uUspésné studovali
francouzsti matematici Adrien Matie Legendre (1752-1833) a Augustin Louis Cauchy
(1789-1857). Legendre se v podstaté jako prvni zabyval mimobéZzkami. K rozsifeni
znalosti prostorovych UtvarQ prispéla deskriptivni geometrie, jejiz zaklady poloZil
Gaspard Monge (1746-1818).
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Zaver
Tato bakalarska prace byla zamyslena jako interaktivni elektronicky materidl uréeny

zejména pro studenty a uditele stfednich Skol, na kterych se vyucuje
stereometrie. Tomuto Ucelu jsou tedy obsah a naro¢nost prace pfizplisobeny.

YT

vysvétlen pojem rovnobéiné promitani, nebot veskeré objekty v bakalarské praci i
v dynamickych appletech jsou vtomto promitadni zobrazeny. Dale byly vysvétleny
vzajemné polohy pfimek, rovin a roviny s pfimkou. VSechny pfipady jsou doplnény
nazornymi obrazky, u pfimek napf. zobrazujicimi Ctyfi rlzné vzajemné polohy, tedy
pfimky rovnobézné totoiné, rovnobéiné rlzné, rliznobéiné a mimobéiné. Diky
moznosti nahlédnuti na jednotlivé situace v dynamickych prostorovych appletech by
mélo byt mozné vytvofit si predstavu, jak se dané objekty ve 3D prostoru zobrazuji.
Podrobnéji zpracovanou podkapitolou je podkapitola vénovana fezim téles. Priklady
zamérené na rezy téles se (i s jejich krokovanymi konstrukcemi) vyskytuji na webovych
strankach v nejhojnéjsim poctu, a to pravé proto, ze feseni Uloh tohoto typu byva pro
nékteré studenty problematické a hiire predstavitelné.

Dalsi uvedenou kapitolou je kapitola vénovand metrickym uUloham. Mezi tyto ulohy
fadime ulohy tykajici se vzdalenosti bodu od pfimky, dvou ptfimek, dvou rovin nebo
pfimky od roviny a odchylek dvou rovin, dvou pfimek a pfimky s rovinou. K dloham
tohoto typu je na webovych strankach zarfazeno nékolik ndzornych appletd, které maji
opét studentim pomoci s ndzornéjsi predstavou daného problému.

Ctvrtd kapitola je zamétena na dalsi typy metrickych uloh, pfesné&ji na poéitani objemd
a povrchi zakladnich téles s uzitim znamych vzorc(. V textu prace se nachazeji pouze
slovni zaddni uloh kprocviceni kdezto v GeoGebra knize ,Vyuka a testovani
stereometrie” jsou umistény dynamické GeoGebra applety obsahujici reSeni téchto
tloh. Na webovych strankach https://ggbm.at/y8x7yuaz

Hlavnim cilem této prace bylo vytvoreni vlastnich webovych stranek za pomoci
programu GeoGebra. Tyto stranky maji moznost vyuZivat studentii ucitelé k interaktivni
vyuce, procvicovani, ale i k testovani ziskanych dovednosti. Vétsina uloh se na webovych
strankach vyskytuje s Uplnym feSenim, v zavislosti na povaze dané ulohy bud's grafickym
FeSenim ¢i s poetnim i s grafickym fedenim. Ulohy zafazené do textu prace jsou bez
feSeni, ale na webovych strankach jsou jejich feseni vlozena. Pro ucitele je vytvoren
navic pdf soubor s ulohami pro testovani. Tento soubor obsahuje souhrnné ulohy
z kapitol dva azZ Ctyfi.

V celé bakalarské praci jsou obrazky vytvorené v programu GeoGebra. Jejich ndzornost
je lépe viditelnd na webovych strankdach, kde lze s nimi otacet a pohybovat. Obrazky
v textu bakalarské prace jsou statické a vybrané tak, aby zachycovali nejpodstatné;si
situace a nejnazornéjsi pohled.
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