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Abstrakt

Tato prace obsahuje definici a pfehled vlastnosti problému vlastnich ¢isel véetné jeho
zobecnéné varianty, a problému vlastnich ¢isel v diferencialnich rovnicich. Jsou zde uve-
matematické oblasti v teoretické praxi. Postupné se ¢tenai seznami s modelem c¢innosti
kovaciho bucharu, tlohou hledajici kritické zatizeni potfebné k nevratnému ohybu ukot-
veného prutu, a problematikou stability proudéni tekutin.

Abstract

This thesis contains definition and overview of the properties of eigenvalues” problems
including its generalised alternate and the problem of eigenvalues in differential equations.
Several numerical methods of calculations are also listed here. Crux of the thesis are the
practical applications of this mathematical domain in use. The reader is progressively
going to meet the model of the forging hammer’s procedure, tasks looking for critical
load pressure needed to irreversible bending of the imbedded girder. In conclusion the
thesis will also deal with the stability of the liquid flowing.
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1 Uvod

Na zacatku této prace si vytyc¢ime nejednoduchy tkol - pokusit se provést ¢tenare proble-
matikou vlastnich ¢isel, a pritom udrzet miru srozumitelnosti obsahu na urcité trovni.
Ke zpracovani textu nas motivoval predevsim fakt, ze v drtivé vétsiné cesky psanych pub-
likacich se neobjevuje propojeni matematického modelu s praxi. Ty v drtivé vétsiné konci
vétou typw: " Vlastni cisla hraji dilezitou roli nejen v linedrni algebre, ale i funkciondlni
analyze, kybernetice, teorii proudéni nebo také v kvantové fyzice”.

Nasledujici text by tedy mél byt jakymsi nahledem na problematiku a vyznam vlastnich
c¢isel z hlediska praxe.

Nejprve je ovSem zapotiebi uvédomit si matematickou stranku véci. Proto se v prvni po-
loviné prace budeme vénovat definici, vlastnostem a metodam feSeni problému vlastnich
Cisel, a teprve poté si ukdzeme mozné zptiisoby interpretace a nasledné feseni praktickych
uloh, konkrétné budeme pozorovat chovani modelu kovaciho bucharu, ohybani prutu a
stabilitu proudéni.



2 Problém vlastnich d¢isel

V této a pristi kapitole se budeme zabyvat teorii tykajici se problému vlastnich cisel,
respektive zobecnéneho problému vlastnich cisel. Text vychazi predevsim z dokumentu

[1].

2.1 Uvod
Problémem vlastnich ¢isel, nebo chcete-li problémem vlastnich hodnot, nazyvame netri-
vialni feSeni tlohy

Ax = )x, (1)

kde A je ¢tvercova matice fadu n, skalar \ je vlastni cislo a x je vlastni vektor. Mnozinu
vSech vlastnich ¢isel pFislusnych matici A oznacujeme spektrum matice A(A), a jeji abso-
lutné nejvétsi prvek nazyvame spektrdlni polomér p(A) = max{|A| : A € A(A)}.

V tomto okamziku je tfeba si plné uvédomit, ze veskerou teorii tykajici se problému
vlastnich ¢isel je nutné uvazovat v oboru komplexnich ¢isel C. Proto prvky matice A,
vlastni cisla a jednotlivé prvky vlastnich vektord chapeme jako prvky mnoziny C.

Za trividlni TeSeni je povazovana situace, kdy je vektor x nulovy, tudiz je kazdé feseni
problému vlastnich ¢isel také rovno nule pro libovolné \.

2.2 Existence a jednoznacnost
Zakladni rovnici (1) upravime na tvar
(A—\)x=0 2)

Ztejmé se jedna o homogenni soustavu linearnich rovnic, jejiz feSeni je nenulové praveé
tehdy, kdyz je matice této soustavy singularni. Musi tedy platit

det(A — NI)x = O (3)
Tuto podminku nazyvame charakteristickd rovnice.

Véta 2.1 (Zakladni véta algebry)
Je-li f(x) = cpa™ + cp12™ 1 + - + 17 + ¢ polynom stupné n > 1 s kompleznimi koefi-
cienty c,, pron € N, pak jej lze vyjadrit ve tvaru

f(z) =co(z —a))(z —an)2 ... (x — oy, (4)
kde oy, ..., ap jsou komplexni c¢isla a ly, ..., 1l jsou kladnd celd cisla s vlastnosti

li+ o+ -+ g =n. Pak o je koten polynomu f(x), a; je pak ndsobnosti kotene «;.

Ackoliv je zakladni véta algebry cisté algebraickym tvrzenim, neni dosud znam zadny
¢isté algebraicky dikaz. Vsechny znamé dikazy této véty vyuzivaji vice ¢i méné metod
matematické analyzy. Jako prvni jej sestavil C.F. Gauss v roce 1799.

7 véty 2.1 lze vychazet i v naSem pripadé. Nahradime levou stranu charakteristické rovnice
charakteristickym polynomem p(\) matice A, jehoZ kofeny jsou vlastnimi ¢isly matice A.
Lze tedy psat

PA) = X"+ e X b ad F o = (A= A) (A= XN) (A= A) (5)
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Jedna se o polynom stupné n, konstanta ¢, = (—1)". Z véty 2.1 plyne, Ze matice A
radu n ma n vlastnich ¢isel, kterd jsou obecné komplexni, ovsem nelze tvrdit, ze jsou
vSechna rizna. Najdeme-li ale mezi koreny charakteristického polynomu néjaké vlastni
¢islo Ay = a+ Bi, kde 2 = (=1) a 3 # 0, je také Ay = a — (i vlastni ¢islo matice A.
Komplexni vlastni ¢isla se totiz vyskytuji vzdy ve sdruzenych parech.

2.3 Vlastnosti vlastnich ¢isel
2.3.1 Nasobnost

RozliSujeme dva typy nasobnosti vlastnich ¢isel:

o Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla primo koresponduje s nasobnosti kotfene cha-
rakteristické rovnice. V pripadé, Ze je nasobnost koiene rovna, respektive vétsi nez
1, mluvime o jednoduchém respektive nasobném vlastnim cisle.

e (Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla odpovida poctu linearné nezavislych vlast-
nich vektori, které prislusi tomuto cislu.

Je-li geometricka nasobnost vlastniho ¢isla mensi nez algebraicka, hovorime o defektnim
vlastnim ¢islu. Naopak vlastni ¢islo nazveme nedefektni pravé tehdy, kdyz jsou si alge-
braické i geometricka nasobnost rovny. Tedy jinymi slovy, kazdému vlastnimu ¢islu prislusi
pravé jeden vlastni vektor.

Matici nazveme nedefektni pokud neobsahuje zadné defektni vlastni ¢islo. V opacném
pripadé se jedna o matici defektni.

2.3.2 Zavislost na vstupnich datech

V nasledujici kapitole budeme sledovat zmény vlastnich hodnot v zavislosti na vlast-
nostech matice A, kterd v rovnici (1) jako jedind reprezentuje vstupni data problému
vlastnich cisel.

A) Diagonalizovatelna matice A

Jestlize A je nedefektni matice fadu n, pak je A diagonalizovatelna. Tedy plati:
AX = XD = X 'AX = D, kde X = (z1,...,x,) je regularni matice, jejiz sloupce
tvofi vlastni vektory xq,...,x, prislusné vlastnim ¢islim Aq,...,\, matice A, a matice

D = diag(\q,. .., \n).
B) Pozitivné definitni A

Timto typem matice rozumime symetrickou matici A fadu n s kladnymi subdeterminanty
matice A. Matice tohoto typu maji pak vlastni ¢isla redind. Pokud jsou koeficienty matice
A redlné, je pak A symetricka. Z toho plyne, Ze vlastni ¢isla matice A jsou kladna, a matice
A je diagonalizovatelna pomoci ortonormdlni matice vlastnich vektorti X, nebo-li plati

XTAX =D.
C) Tranformace matice A

Casto se pii vypoctech vychézi z nejriiznéjsich transformaci ptivodni matice A na jinou,
jednodussi, se kterou se ve zvolenych numerickych metodach pracuje:
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- Posunem chapeme odecteni zvolené konstanty ¢ od diagonalnich prvkid matice. Vznikne
nam tak transformovand rovnice

(A—c)=(N—0o)x (6)

Vlastni ¢isla se tedy od ptvodni matice lisi o konstantu ¢, vlastni vektory ztstavaji za-
chovany.

-Inverzi matice A lze samoziejmé provést pouze za predpokladu, ze A je regularni a
A # 0. Pokud toto plati, mizeme psat :
1 1
(A7'x) = 7x (7)
A
Vlastni vektory se tedy ani v tomto pripadé neméni, vlastnimi ¢isly inverzni matice jsou
prevracené hodnoty pivodnich vlastnich cisel.

-Umocnénim vstupni matice se opét neméni vlastni vektor. Naopak vlastni ¢islo prislusné
matici A* je rovno k-té mocniné \:

Afx = MM x = ... = \x, (8)

kde k£ € N. Tato vlastnost je predpokladem mocninné metody.

-Podobnostni matici T nazyvame takovou regularni matici, ktera spliiuje B = T1AT.
Potom ftikame, ze B je podobnd A. Vlastni ¢isla podobné matice ztistavaji zachovana,
naproti tomu vlastni vektory se méni v zavislosti na podobnostni matici T

By = \y = T 'ATy = \y = ATy = \Ty = Ty = x.
D) Podminénost vlastnich hodnot

Dobrou podminénost vlastnich ¢isel a vlastnich vektord matice A demonstruje jejich
citlivost v zavislosti na malych zménach koeficientd vstupni matice. V dalsim textu se
budeme zabyvat podminénosti vlastnich ¢isel viici pozménéné matici A, kterd je dia-
gonalizovatelnd (viz 2.3.2 A). Zménu puvodni matice ozna¢me AA = E. PiSeme tedy
XA+ E)X = X TAX + X1EX. Ozna¢ime-li vyraz X 'EX = F, lze uvazovat rov-
nici X"}(A + E)X = D + F. Z C) plyne, Ze matice A + E a D + F jsou si podobné a maji
stejna vlastni ¢isla - naptiklad x. Existuje tedy vlastni vektor t takovy, ze (D + F)t = xt.
Podminénost tohoto problému fesi Bauer-Fikova véta, ktera rika, ze citlivost vlastnich ¢i-
sel diagonalizovatelné matice A lze odhadnout ¢islem podminénosti

p(X) = [IX[[IX 7, (9)

piidemz X je matice vlastnich vektort a vyrazem ||X||,, respektive || X 1|, chdpeme ma-
ticovou normu (viz. napfiklad [10]). Disledkem této véty je vysoka citlivost vlastnich ¢isel
na AA pro témér linearné zavislé vlastni vektory. V pripadé symetrické matice A je ¢islo
podminénosti x,(X) = 1, z ¢ehoz plyne, ze vlastni ¢isla symetrickych matic jsou vzdy
dobfe podminéna.

Software MATLAB disponuje funkci condeig, na jejimz vystupu ziskame cisla podminé-
nosti pro vsechna vlastni ¢isla. Tyto hodnoty lze navic vylepsit tzv. vyvazenim matice.
Tuto operaci provedeme v MATLABU prikazem balance.
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2.3.3 Lokalizace vlastnich cisel
P1i lokalizaci vlastnich ¢isel vychazime z néasledujici véty:

Véta 2.2 (Gersgorinova véta)
Vsechna vlastni cisla matice A = {a;;}, kde i,j = 1,..,n jsou vSechna obsaZena ve
sjednocent kruhi se stiedy agy a poloméry Y |ax;|, kde j =1,..,n a zdroven j # k.

Dukaz této véty lze najit napfiklad v [1]. Pro konkrétni piiklad si mizeme lokalizaci
vlastnich ¢isel vykreslit podobné jako na obrazku 1.

Obrazek 1: Lokalizace vlastnich ¢isel.

2.4 Metody resSeni

Na prvni pohled se nabizi pomérné jednoduchy postup feseni problému vlastnich cisel.
Pomoci vhodné numerické metody nalezneme kofeny charakteristického polynomu (5), a
pak uz zbyva pouze vyresit prislusné soustavy linearnich rovnic, z nichz vyplynou odpo-
vidajici vlastni vektory. V numerické praxi se ale tento postup nepouziva, jelikoz vypocet
koeficientti charakteristické rovnice je zna¢né naro¢ny, navic jsou tyto velmi citlivé na
zmény koeficientd matice. Dale je tfeba uvazovat nemalé zaokrouhlovaci chyby zptisobu-
jici znacné rozdily mezi kofenem vypoctenym a realnym, nebo také narocnost vypoctu
kofenti polynomt vysokého stupné. V praxi tedy vyuzivame jinych postupi. Nekteré z
nich si uvedeme v nasledujicim textu.

2.4.1 Mocninna metoda

Tato metoda umoznuje vypocet vlastniho ¢isla o nejvétsi absolutni hodnoté. Predpokla-
dame, ze A je diagonalizovatelna s jednim dominantnim vlastnim ¢islem A, tedy plati:
|A1] > [Aa| > |As] > -+ > |A\l, @ vq je vlastni vektor prislusny A;.

Na pocatku algoritmu zvolime pocatecni nenulovy vektor xy a pro prirozené k pocitame
Xy = Axj_1. Po dostatecném poctu kroku lze Tici, Ze x; konverguje k vlastnimu vektoru
vi. Tento algoritmus méa bohuzel nékolik nevyhod:

- existuje-li nékolik vlastnich ¢isel se stejnou absolutni hodnotou, metoda nemusi nutné
konvergovat

- startovaci vektor xo nemusi obsahovat zadnou slozku ve sméru v;, ovSsem ta vétSinou
vznikne diky zaokrouhlovacim chybam

- geometricky rist slozek muze pfi [A;| > 1 vést k preteceni, pro |[A\;| < 1 k podteceni.

13
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Vhodnéjsi je tedy vyuzit normalizované mocninné metody, kdy v kazdém kroku nor-
malizujeme ||xx|| = 1. S pocateénim xq pak pocitdme y; := Axy_1, dale do oy vlozime
slozku yy s nejvétsi absolutni hodnotou a normalizujeme xj, := yy /0.

Rychlost konvergence mocninné metody 1ze urychlit vhodnym posunem (shiftem) (A —cI).

2.4.2 Inverzni iterace

7 kapitoly 2.3.2 vime, zZe vlastnimi ¢isly inverzni matice jsou prevracené hodnoty vlasnich
¢isel puvodni matice. Aplikujeme-li normalizovanou mocninnou metodu na problém vlast-
nich ¢isel s inverzni matici, konverguje tento postup analogicky k nejmensimu vlastnimu
¢islu (v absolutni hodnoté). Tato metoda se pouziva predevsim k dopocitavani vlastnich
vektori, jsou-li jiz uzitim jiné metody vypocteny priblizné hodnoty vlastnich ¢isel. Kon-
vergenci lze opét urychlit vhodnym posunem.

2.4.3 Simultanni iterace

Ptedchézejici dvé metody produkovaly pouze jednotliva vlastni ¢isla, respektive vlastni
vektory. Postup simultanni iterace je urcen pro vypocet nékolika part vlastnich cisel a
vektort zaroven. Zaklada se opét na principu mocninné metody, ovSem v tomto pripadé
zadévame hned nékolik startovacich vektort souc¢asné. Startovaci matice X je typu (n, p),
hodnosti p. Predpokladame, Ze pro vlastni ¢isla plati

Al = [Ae] = 2 [Ap] > [Apia] Z o = A,

a ze v; je vlastni vektor piislusny \,. Zavedme S = span(vy,..,v,) a Sy = span(Xy) =
span(AXy). Jestlize zadny ze sloupcti matice Xy neni kolmy k S, pak Sy, konverguje k S,
neboli vektrovy prostor generovany sloupci matice X konverguje k vektorovému prostoru
generovanému p vlastnimi vektory.

I zde hrozi preteceni nebo podteceni a navic se postupné zhorsuje podminénost matice
X. Obojimu predchéazime tak, ze v kazdém kroku iterace sloupce X, ortonormalizujeme
pomoci QR rozkladu: X, 1 = QpRy, kde Qp je ortonorméalni ¢tvercovd matice a Ry
je horni trojuhelnikovd matice. Ortogonalizace v kazdém kroku je ale naro¢né, navic
konvergence miize byt pomala.

2.4.4 QR metoda

Tento zpiisob vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektord neridkych matic patii v praxi
mezi nejpouzivanéjsi. Nejprve provedeme QR rozklad QiRy = Aj_1, poté pritadime
A, = R;Qg. V k-tém kroku této metody dostavame QR rozklad matice

Ak = Q1Q2 s QklekRkkal v R2R1 = QkRk7

kde Qy. je ortonormélni a Ry je horni trojihelnikovéd matice. Protoze A, = QFAQ,,
miizeme tvrdit, Ze matice A konverguji k matici T = QTAQ - viz [1]. T je redlny
Schuriv tvar matice A. Je to blokové trojihelnikovd matice v niz diagonalni submatice
T;; jsou ¢tvercové fadu 1 nebo 2 a poddiagonalni submatice jsou nulové

Tll T12 c. Tlp
Oy Op ... Ty
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Vlastni ¢isla T;; fadu 2 jsou komplexné sdruzena vlastni ¢isla matice A, vlastni ¢isla T;
fadu 1 jsou realnd vlastni ¢isla matice A. Sloupce q, .., qn, matice Q nazyvame realné
Schurovy vektory.

Vlastni vektory matice A spocitame naptiklad inverzni iteraci s posunem. Pro symetric-
kou matici A plati, ze T = diag(\1,..,\,) a Q = (v1,..,vn). Metodu lze opét urychlit
posunem, necastéji se vyuziva tzv. Rayleinghtiv posun, kdy za ¢ volime a*.! z matice

nn
A

2.4.5 Dalsi metody

Jisté bychom na tomto misté mohli vyjmenovat a popsat nékolik dalsich metod nume-
rického vypoctu vlastnich ¢isel. Protoze ale tento vycet s vykladem neni hlavnim cilem
této prace, zminime pouze, ze existuji metody jako je naptiklad Arnoldiho, Lanczova, ¢i v
soucasnosti zfejmé nejvyuzivanéjsi metoda Rozdel a panuj. Algoritmy s vykladem téchto
metod si lze prohlédnout v [1], pfipadné v [8].
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3 Zobecnény problém vlastnich cisel

I v tomto pripadé se snazime urcit vlastni ¢islo A a jemu pfislusny nenulovy vlastni vektor,
ovSem s tim rozdilem, Ze vychéazime z predpokladu platnosti nasledujici rovnice

Ax = A\Bx (11)

Stejné jako v mnoha dalsich odvétvich matematiky se pokusime neznamy problém prevést
na tulohu, kterou jiz fesit umime.

Je-li alespoii néktera z matic A, B reguldrni, miizeme psat (B7'A)x = \x, respektive
(A7'B)x = (%)x Takovéto rovnice lze vyfesSit metodami popsanymi v kapitole 2.4 s
pozmeénénou startovaci matici. OvSem tato tprava se vSeobecné nedoporucuje. Dochazi
pri ni totiz ke ztraté presnosti, kterou zptisobuji zaokrouhlovaci chyby pfi vypoctu soucinu
matic, navic jsou-li A, nebo B symetrické, ¢asto se vypoctem stavaji asymetrickymi.
Déle se nabizi vyuzit situace, kdy jsou obé matice symetrické a jedna z nich zaroven
pozitivné definitni (napt. B). Pak 1ze B vyjadfit pomoci Choleského rozkladu (viz [10])
jako B = LL”, a miizeme potom fegit problém ve tvaru (L~'AL™T)y = Ay, kterj symetrii
matic zachovava. Ze soustavy LTx = y pak zbyva dopoéitat vlastni vektor x. Bohuzel
ani tento model neni kvalitni, jelikoz nefesi zaokrouhlovaci chyby, navic nelze pracovat se
singularnimi maticemi A, B.

3.1 QZ metoda

Oproti pfedchozim odstavcim fesi tato metoda zobecnény problém vlastnich ¢isel véetné
varianty, kdy jsou A, B singularni. Jedna se o itera¢ni metodu zalozenou na zobecnéném
Schurové rozkladu (vysvétleno v [10]) matic A, B a nasledném vypoctu vlastnich ¢isel a
vlastnich vektorti. Zobecnény Schurtv rozklad zavadi nasledujici definice

Definice 3.1 Necht A a B jsou redlné matice vadu n. Pak existuji unitdrni matice Q
a Z takové, ze QUAZ =T = tiji iy @ Q'BZ =S = Sijf;—y Jsou horni trojihelnikové
matice.

Vlastni ¢isla zobecnéného problému ziskame jako \; = z— Obvykle se pracuje i s pojmem
zobecnény redlny Schuriv tvar

Definice 3.2 Necht A a B jsou redlné matice fddu n. Pak existuji ortonormdlni matice
Q a Z takové, ze QUAZ =T je horni trojihelnikovd matice v redlném Schurové tvaru a
QTBZ = S je horni trojiihelnikovd matice s nezdpornymi diagondlnimi proky.

Je-li navic matice A nebo B symetrickd, je pak T respektive S matice diagonalni. V MATLABU
lze k vypoctu zobecnéného Schurova rozkladu pouzit funkci gz.

Zobecnény problém vlastnich ¢isel je mozné fesit také modifikacemi dalsich metod, na-
priklad metodou iteraci v podprostorech, Jacobiho, Arnoldiho ¢i Lanczose. V MATLABU
bézné vyuzivame proceduru eig, ptipadné eigs.
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4 Vlastni hodnoty v diferencialnich rovnicich

Problematika popsand v nadpisu této kapitoly je pomérné rozsahla. Podrobny soupis
teorie tykajici se numerického feseni pocatecni respektive okrajové tlohy obycejnych di-
ferencidlni rovnic (véetné problematiky rovnic parcidlnich) lze najit ve [2].

Oproti predchozim kapitolam, kdy se vystupnim feSenim problému stal par vlastni c¢islo -
vlastni vektor, zde feseni dostavame jako vlastni funkci prislusejici vlastnimu cislu, jak si
ukazeme v 5.3.

Obecné lze Tici, ze vétsina numerickych metod, které fesi problém vlastnich ¢isel v dife-
rencialnich rovnicich, vyuziva stejny zakladni princip - pfevést tuto tilohu na maticovy,
respektive zobecnény maticovy problém vlastnich hodnot pomoci numerického feseni di-
ferencialnich rovnic.

Z celé fady téchto metod vSak pro ucely nasi prace uvedeme pouze paséze z [2] a [4] vénu-
jici se metodé Diferenc¢ni a CebySevové, protoze pravé tyto vyuzijeme pii feseni aplikaci,
které se nachéazi v této praci.

4.1 Diferenéni metoda

V literatufre lze tuto metodu najit i pod heslem metoda siti. Jeji princip spoc¢iva v nahra-
zovani derivaci prislusnymi diferenénimi podily.
Uvazujme pro jednoduchou predstavu linearni diferencialni rovnici druhého fadu

y' +a(x)y’ + b(x)y = f(z) (12)

s Dirichletovymi podminkami

y(0) = yo0,y(1) = i (13)
Podobné jako ve [3] predpokladejme, Ze tento okrajovy problém mé feSeni (a(x), b(x),
f(x) jsou spojité na < 0,1 >, b(x)<0). Déle rozdélme interval < 0,1 > na n stejné velkych
dilkt délky h = I/n, pficemz zq = 0,21 = h, ..., x; = ih, ..., x, = nh = [. Vznikly nam tak
délici body x;, které nazyvame uzly, mnozina vSech uzli x, ..., x,, je pak nazyvana siti.
Nyni budeme hledat priblizné hodnoty, které funkce nabjva ve zvolenych uzlech. Je nutné
si uvédomit, ze hodnoty v xp a x; jsou nam jiz znamy z okrajovych podminek, tedy
y(xo) = yo a y(z;) = y;. Pro vnitini uzly plati:

Y (x;) + alx)y' (z) + 0(z)y(z) = f(2),i=1,...,n—1 (14)

Pro zjednoduSeni dale oznac¢me y"(z;) = yi”, a(x;) = a;, v/ (x;) = v, b(x;) = b, y(x;) =
yi, f(x;) = fi. V tuto chvili vyuzijeme vztaht odvozenych v [2, strana 24] a nahradime
derivace y;’ a y;” diferen¢nimi podily:
b Y —Yier oy Yl — 2Yi + i
~ T T gy 15
Nyni hodnoty ¥;_1,y; a y;+1 nahradime hodnotami ptibliznymi. Tyto budeme znacit vel-
kymi pismeny. Dale nahradime znaménko piiblizné rovnosti znaménkem rovnosti a dosa-
dime do rovnice (14):
Yiga—2Yi+Yi Yign —Yi .
a; bz}/lz i,z:l,...,n—l 16

2 + s T f (16)
7 okrajovych podminek navic ziskavame Yy = 1, Y,, = y;. VySe popsanym postupem tedy
dostavame soustavu n-1 lineadrnich rovnic pro n-1 neznamych, kterou lze vytesit napriklad
Gaussovou eliminaci.

U1
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4.2 Cebysevova spektralni kolokaéni metoda

Tato metoda je zaloZzena na aproximaci feseni fadou CebySevovych polynomi. S ohledem
na 5.3 si feseni diferencialni rovnice ozna¢me jako ¢(y;) a aproximujme

N
¢( ’E’ Z Tk yj _0717'“7N7 (17>
k=0
kde y; jsou takzvané kolokacni body urcéené Gauss-Lobatovou formuli

n :cos%, j=0,1,..,N (18)

a Cebysevovy polynomy T} (y) jsou definovovany na intervalu [-1, 1] takto
Ty (y) = cos(k arccos y). (19)

Tato metoda je vyhodna predevsim proto, ze aproximace i-tych derivaci funkce ¢ je pro-
vadéna pomoci deriva¢nich matic D

0d o~ -
- = D’ ox. 2
ayl kZ:O jk¢k’ ( O)

Takto nahrazené derivace dosadime do piivodni diferencialni rovnice, ¢imz vznika klasicky
maticovy zapis, ktery lze fesit metodami pro soustavy rovnic. Nesmime ale jesté zapome-
nout na zahrnuti okrajovych podminek a na pfipadnou transformaci tlohy do intervalu
-1, 1]. Pro lepsi predstavu a navaznost textu si piiklady téchto postupt ukazeme v od-
stavci 5.3.1.

Kromé téchto postupti samoziejmé existuje spousta dalsich, tieba i kvalitnéjsich metod.
V tomto textu ale uvedeme pouze jejich nazvy. Jedna se predevsim o Metodu konecnyjch
objemi, Metodu koneénych prvki (podrobné rozebrany ve [2]), anebo napiiklad o Metodu
strelby uvedenou v [6].
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5 Aplikace

V této kapitole se pokusime nahlédnout do moznych variant definic problému vlastnich
¢isel a vlastnich hodnot samotnych. Postupné si predstavime zobecnény maticovy problém
feSeny pomoci funkce eig softwaru MATLAB, pozdéji pristoupime k vlastnim hodnotam
diferencialni rovnice vedouci na klasicky maticovy problém vlastnich cisel a na zavér
nahlédneme do problému vlastnich ¢isel v diferencidlnich rovnicich vedouci na zobecnény
problém komplexnich vlastnich ¢isel.

5.1 Kovaci buchar

Kovaci buchar je tvareci stroj, ktery pracuje na principu ”kladiva a kovadliny”. Jedna
se vlastné o zavazi, nékdy téz nazyvané beran, které je urcitym zpiisobem ”spousténo”
na material umistény na zdkladné (kovadliné) stroje viz Obrézek 2. Tento mechanismus,
posany v [9], prosel dlouhym vyvojem od jednoduchého samospadu zavazi az po Fizeny
nuceny pohyb kladiva i kovadliny soucasné.

Obrazek 2: Kovaci buchar.

Néasledujici text interpretuje praci kovaciho bucharu jako zobecnény maticovy problém
vlastnich hodnot. Vychazime z pfikladu uvedeného v [5, strana 274]. Uvazujme kovadlinu
o hmotnosti my, kladivo o hmotnosti ms. Tuhost zpracovavaného materialu oznacme ko
a upevnéni kovadliny v zemi interpretujme tuhosti k; viz Obrazek 3. Takovouto tlohu lze

K2

m1

K1

Obrazek 3: Model kovaciho bucharu.

chapat jako kmitani dvou téles, ktera jsou spojena pruzinami jako na obrazku 4, pricemz
x; znaci posun télesa ¢ vzhledem k jeho vlastni klidové poloze. Sestavenim silovych rovnic
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Obrazek 4: Fyzikalni interpretace.
k1+k’2 —kg S 5] 0 T
() )= (0 ) () &
. k’l—l-k’z —k’g [T R R 0
= ( ) ()= (0 )

ziskavame zobecnény problém vlastnich isel viz. rovnice (11), kde w? je vlastni ¢islo a x
je piislusny vlastni vektor. Ve fyzikalnim viznamu chadpeme vlastni ¢islo w? jako kvadrat
uhlové frekvence kmitii jednotlivych prvki soustavy a prislusné vlastni vektory jako vy-
chylky soucasti stroje oproti své klidové poloze. VySe uvedeny problém lze jednoduse
vytesit v programu MATLAB procedurou eig.

Nejprve nastavime pevné hodnoty ki, ko, my, mo totozné z prikladem v knize.

dostavame

Oznacime-li

k1=1x10"7;
k2=5%x10"6;
m1=20000;
m2=5000;

Poté nadefinujeme vstupni matice A, respektive B:

B=[ml 0;0 m2];
A=[k1+k2 -k2;-k2 k2];

Dosazenim do rovnice (21) ziskdvame tedy nésledujici problém

(5o S = (07 5 5) (1) e
K feseni vyuzijeme procedury eig, na jejimz vystupu nalezneme diagonalni matici
D = diag(w;?, wy?)
a matici V, jejiz sloupce tvori vlastni vektory xi, Xs.
[V,D] = eig(4,B);

Nechame MATLABem vypsat tthlové frekvence (odmocniny nasich vlastnich ¢isel) a vy-
chylky vzhledem ke klidové poloze kladiva a kovadliny.
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e=sqrt(diag(D))
V'

Dostavame pak

e =
18.9634
37.2879

-0.0056 -0.0044
-0.0087 0.0111

Abychom si zpétné zkontrolovali, zda jsme piiklad spravné implementovali v programu
MATLAB, porovname nase vypoé¢tené hodnoty s vysledky uvedenymi v [5, strana 275].
Pokud tak ucinime, zjistime, ze uhlové frekvence kmiti pro kladivo (wy = 37,2879
rad/s) a kovadlinu (w; = 18,9634 rad/s) souhlasi, oviem piislusné vlastni vektory x(*) =
(1,1.5615) a x(?) = (1, —2.5615) naprosto neodpovidaji ani fadové. V§imnéme si ale také,
ze veskera vstupni data jsou zadana v jednotkach SI, podle vysledkti uvedenych v knize by
se tedy kladivo bucharu po prvnim tuderu do materialu odrazilo do vysky vice jak 1, 5m,
respektive stlacilo material o 2, 5m, kovadlina by se pritom vzdy zvedla o 1m. Vzhledem
k tomu, ze podstava bucharu byva zpravidla 7 az 8krat hmotnéjsi nez kladivo, pozoruje
se v praxi Casto predevsim pomérny pohyb kladiva vici kovadliné. Pokud tento vypo-
Cet provedeme s nasimi vypoc¢tenymi vychylkami (-0.0087/-0.0056 resp. 0.0111/-0.0044),
ziskdme hodnoty velmi podobné hodnotam uvedenym v knize. O spravnosti tvahy nas
presvédcuji i stejna znaménka pomérnych vychylek.

Kéd v MATLABu pracuje tedy spravné a libovolnym dosazenim vstupnich dat si lze
vypocitat thlové frekvence a prislusné vychylky casti stroje. Na zaveér si jesté pro pred-
stavu prostiednictvim obrazku 5 prohlédnéme pribéh kmitl jednotlivych casti stroje s
pomérnymi amplitudami vzhledem k vychylce kovadliny.

k1=1*10": k2=5*10% m1=2*10* m2=5*10°

- 4 | —— Kmity kovadliny
p= — Kmity kladiva
©
S 2
o
~
@©
20
©
@®©
~
>
£
x _4 M " "
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Cas {[s]

Obrazek 5: Zobrazeni pribéhu kmit s pomérnymi vychylkami.

21



5.1.1 Kovaci buchar s proménnou hmotnosti kladiva

V tomto odstavci se pokusime pomoci MATLABu vykreslit pribéh thlovych frekvenci
kmitani strojnich soucasti v zavislosti na proménné hmotnosti kladiva bucharu, ptricemz
tuhost zpracovavaného materialu a ulozeni spolu s hmotnosti kovadliny jsou konstantni.
Jelikoz jsou kovaci buchary pouzivany naptiklad i v pokusnych laboratofich, budeme uva-
zovat i velmi malé hmotnosti kladiva véetné nulové, ktera postrada pro aplikaci realny
vyznam. Je tieba také uvazit mechanické vlastnosti stroje, a tak hmotnost kladiva ome-
zime shora, konkrétné dvojnasobkem hmotnosti podstavy.

Nejprve v prostfedi MATLAB nastavime vstupni parametry:

k1=1%10"7; k2=5%10"6; m1=20000;

Dale zavedeme proménnou m2, kterd reprezentuje hmotnost kladiva bucharu a nabyva
postupné sta hodnot v rozmezi 0 -+ 40000.

m2min=0;
m2max=2*m1 ;
m2=m2min:m1/100:m2max;

Déle modifikujeme algoritmus z pfedchozi kapitoly. Je totiz tfeba vlozit for-cyklus, ktery
postupné dosadi jednotlivé hmotnosti m2.

A=[k1+k2 -k2;-k2 k2];

for i=1:max(length(m2))

B=[ml1 0;0 m2(i)];

[V,D] = eig(A,B);

omega(i,1)=sqrt(D(1,1));
omega(i,2)=sqrt(D(2,2));

end

plot(m2/ml,omega(:,1),’b’ ,m2/ml,omega(:,2),’r’)

Vystupem upraveného algoritmu jsou pak tthlové frekvence kladiva a kovadliny (odmoc-
niny vlastnich ¢isel), které vykreslime v zéavislosti na poméru jejich hmotnosti. Graf si
muzeme prohlédnout na obrazku 6. Vsimnéme si nyni nékolika vlastnosti grafu a zamys-
leme se zda mtizeme Tici, zZe charakteristiky odpovidaji o¢ekavanym vlastnostem systému.

e Pozorujme naptiklad thlovou frekvenci kmitt kladiva pii poméru 0,25, tedy za podmi-
nek totoznych se vstupnim piikladem v [5]. Frekvence ode¢tena z grafu je rovna ocekavané,
tedy 37,2879.

e Dale si uvédomme, 7Ze frekvence kmit kladiva s jeho rostouci hmotnosti my klesa a
naopak pfi nulové hmotnosti konverguje k nekonec¢nu.

e V neposledni radé si vSimnéme jaka situace nastane pii my = 0. V tu chvili se jedna z
fyzikalniho hlediska o kmitani samotného télesa o hmotnosti m; na pruziné o tuhosti k.
Z [11] vime, Ze frekvence kmiténi télesa na pruziné je rovna

w= % (23)

Dosadime-li do vzorce (23) hodnoty piislusné upevnéni kovadliny, dostavame hodnotu
odpovidajici frekvenci odectené z grafu: wy = 22,36 rad/s.
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k1=1*10": k2=5*10°% m1=2*10* m2=0:0.01:2*m1
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m2/m1

Obrazek 6: Graf frekvenci v zavislosti na poméru hmotnosti jednotlivych ¢asti bucharu

Program v MATLABU a jim generovany graf tedy pomérné vérné popisuje fyzikalni prin-
cip situace nastavajici v praktickém vyrobnim provozu.

Pozn.: Na tomto mistée je treba dodat, Ze redlny model vychdzi z pocdtecni rovnovdzné
polohy kovadliny, kterd je pozdeji rozkmitana uderem kladiva. Hodnoty grafu v pocdtku
tedy odpovidaji pouze fyzikdlnimu modelu nikoliv praxi.

5.1.2 Kovaci buchar s proménnou tuhosti zpracovavaného materialu

Uvazujme nyni buchar konstantnich parametri, tedy s permanentnim ukotvenim kovad-
liny do zemé, které charakterizuje tuhost k1, a s neménnou hmotnosti kladiva a podstavy.
Mame tedy namodelovanou realnou situaci ve strojirenském podniku, ktery na jednom
bucharu opracovava materialy s rtiznou tuhosti. V nasem algoritmu budeme tuhost po-
dobné jako v predchozi kapitole uvazovat v rozmezi od nuly, coz modeluje pripad, kdy
buchar pracuje "naprazdno”, az po hodnotu 2107, ¢imz piipoustime i situaci, kdy buchar
namisto deformace materialu deformuje svoji vlastni podstavu. V MATLABU tedy piseme

m1=20000;

m2=5%x10"3;

k1=1%10"7;

k2min=0;

k2max=2x%k1;
k2=k2min:k1/100:k2max;

B=[ml 0;0 m2];

for i=1:max(length(k2))
A=[k1+k2(i) -k2(i);-k2(i) k2(i)];
[V,D] = eig(A,B);
omega2(i,1)=sqrt(D(1,1));
omega2(i,2)=sqrt(D(2,2));

end

plot(k2/k1,omega2(:,1),’b’ ,k2/kl,omega2(:,2),’r’,’LineWidth’,2)
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Vykreslenim tohoto grafu dostavame Obrazek 7.

k1=1*10"; k2=0:k1/100:2*k1; m1=2*10% m2=5*10>

80 : : :
— — 4
SRl —
SP
Q 40¢
C
(0]
<
L ﬁ
% 05 1 15 2

k2/k1

Obréazek 7: Graf frekvenci v zavislosti na pomeéru tuhosti zpracovavaného materialu ku
upevnéni kovadliny

Vsimnéme si nékolika vlastnosti grafu prislusného kapitole 5.1.2.

e V prvni fadé se ujistime o spravnosti implementace programu tim, ze odec¢teme hodnoty
prislusné poméru 0,5. Tento bod totiz vyjadiuje nase zékladni zadani, tedy pro tuhost
ko = 5% 10°. Po odecteni piislusnych hodnot potvrzujeme shodu s pifkladem v [5].

e Déle je tfeba si uvédomit, jakou situaci jsme si vlastné namodelovali. Jedna se o kmi-
tani pruzného systému "kladivo - kovadlina”, jehoz spoustécim mechanismem je prave
jeden tuder kladiva do opracovivaného materialu. Uhlové frekvence wy, wy tedy demon-
struji jakousi "odezvu” systému na dany tuder kladiva, pricemz vychylky x;, x5 jsou jejich
amlitudami.

e Vyhodnotme nyni frekvence souc¢asti bucharu pro tuhost ks = 0. Z fyzikélniho hle-
diska se jedné o situaci, kdy je zpracovavany materidl (pruzina) tak mékky, Ze spolu
télesa viibec neinteraguji (nevidi se). Frekvence kmitt kovadliny tedy klesa k nule.

e Neméné zajimavou situaci popisuje tuhost ky = co. Tehdy dochézi k pevnému nepruz-

k1
mi+msa’

nému spojeni obou ¢asti stroje, které za¢nou spolecné kmitat s frekvenci wis =

Pokud bychom chtéli néjakym zptisobem problematiku spojenou s praci kovaciho bucharu
jesté rozsitit, bylo by jisté zajimavé hledat takzvané viastni frekvence, tedy situace pii kte-
rych dochazi k rezonanci ¢asti stroje. Takovouto modifikaci bychom v idealnim ptipadé
fesili pomoci Fourierovy transformace. Protoze ale v této praci hodlame demonstrovat
jesté dalsi aplikace problému vlastnich ¢isel, ponechame tento postup pouze jako namét
k dalsimu studiu ¢tenéare.
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5.2 Tlak na prut

Pti popisu této aplikace vychézime z [5, strana 277|, [2] a [3], kdy uvazujeme situaci
popsanou na obrazku 8.

4
Y : El
1
Ay e P X
4-————— ] e —— =
e e
L

Obrazek 8: Prut délky L vystaveny tlaku P

Jedna se tedy o vetknuty prut délky L, jehoz vlastnosti popisuje modul pruznosti v tahu E
a moment setrvacnosti prifezu tyce I vzhledem k pohybové ose. Na prut ptisobi tlak P.
Postupnym zvysovanim tlaku dochéazi k prihybu prutu, az pfi ur¢ité hodnoté P = Py,.;
dojde k nevratné deformaci. Nasim tukolem je takové Py,.; najit. Problém budeme fesit
nejprve klasickym vypocetnim zptisobem, a poté pomoci diferen¢ni metody uvedené v
kapitole 4.1.

5.2.1 Klasické feSeni

Vyjdeme z nasledujiciho okrajového problému

Py P
w + Ey =0 (24)

Reseni hledame ve tvaru
y(z) = ersin(VAz) + cacos(VAzx), (25)

kde A = £-. Dosadime-li nyn{ okrajové podminky y(0) = y(L
c15in(A-0) 4+ cacos(A-0) = y(x) = c1sin(A-L) + cocos(A\-L) =
0, c15in(v/AL) = 0, tedy VAL = km; k € N.

Na tomto misté dosadime za A a vyjadiime tlakovou silu P:

) = 0, ziskdvame y(z) =
0, z ¢ehoz vyplyva ¢ =

km

Pk:(L

)2EI, (26)

kde k£ € N. Kritické zatizeni, téz znamé jako Eulerovo kritické bremeno, je rovno

w2 El

Prrit = ? (27)

Zpétnym dosazenim Py,;; do FeSeni y(z) = clsm(\/X:Jc) dostavame FeSeni diferencialni

rovnice ve tvaru
T

y(x) = smf. (28)
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5.2.2 ResSeni pomoci diferenéni metody

Nyni za¢neme tuto tlohu fesit z pohledu problému vlastnich ¢isel v obycejné diferencialni
rovnici, pficemz vyuzijeme metody uvedené v kapitole 4.1.

0%y
922 + Ay =0,y(0) = y(L) =0, (29)

kde A\ = % je hledané vlastni ¢islo. Nejprve si rozdélime délku prutu L do intervalt
pomoci n-uzll, délka kroku je tedy h = ﬁ Vyuzitim vztahu (15) a jeho dosazenim do
(29) ziskdme rovnici

Yir1 = 2Ui + Yin

kterou lze upravit do tvaru
Yi—1 2 Yit1
e (ﬁ — Ay + h—; =0. (31)

Toto vyjadreni vyuzijeme pro definici funkénich hodnot pfislusnych vnitinim uzlim x;,
dosadime okrajové podminky y; = y,, = 0, v8echny rovnice vynésobime (—1)krat a sou-
stavu zapiseme do maticového tvaru

Z=X 7 0 ... 0
;—21 ' : Yo 0
0 0 =1 (32)
. . . -1 Yn—1 0
: o, 1 2 P

Pokud si rovnici (32) pozorné prohlédneme, zjistime, Ze se jedna o klasicky maticovy
problém vlastnich ¢isel korespondujici s rovnici (2). V tomto pfipadé je ale matice A
konkrétné rovna

Z = 0 ... 0
__1 .
h2
A=10 0 (33)
__1
: R
0 ... 0 = &

Implementujeme-li matici A do softwaru MATLAB a pomoci funkce eig nechame vypoci-
tat vlastni ¢isla této matice, ziskdme hodnoty A. Uvédomme si ale, ze hledanou veli¢inou
této ulohy je kritické zatiZzeni P, pfi kterém se prut nevratné (nepruzné) zdeformuje. Lépe
feceno hledame nejmensi zatizeni, které zptisobi nevratnou deformaci prutu o vlastnostech
E, I a L. Toto zatizeni tedy vyjadiime jako

P =\EI (34)

Zvolme v dalsim postupu feseni metodou siti pii proménném poctu n-zvolenych uzli.

V MATLABU pak tvotime funkei prut(n,k)

1;
25 30 40 50 60 70 80 100];
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kdy nejprve zavadime proménné parametry véetné poctu uzli n € N. Dale si pro srovnani
nechdme vypocitat zatizeni Eulerova kritického bfemena P dle postupu v 5.2.1, a také
dalsi zatizeni P z rovnice (26)

P=(pi*pi*E+I)/L"2

Pk=((k*pi) "2)*ExI/L"2

Nyni implementujeme vypocet vlastnich ¢isel pro vstupni tiidiagonalni matici A, ktera
vznikla vyse uvedenou diferenéni metodou

for i=1:length(N) ni=N(i); h=L/(ni-1);

A=diag(2/h"2*ones(1,ni-2))+diag(-1/h"2*ones(1,ni-3),1)+
+diag(-1/h"2%ones(1,ni-3),-1);

[V,D]=eig(A);

Dosazenim do vztahu (34) pak ziskdme vlastni kritickd zatizeni p jako

PP=(D*Ex*I);

p=diag(PP);

Pozastavme v tuto chvili nad konvergenci metody a vynesme do Obrazku 9 hodnoty

kritickych zatizeni pro klasické a numerické feSeni pfi riznych délkach kroku (poctech

uzli)

minE(i)=min(p);

Ek(1)=p(k);

plot (N,Pk*ones(1,length(N)),’k--’,N,Ek, ’rx-’);

Konvergence numerického reseni
9.88 T T

9.86}

9.84¢

9.82f

Kritické zatizeni
©
o

klasicke reseni
—»—reseni metodou siti

9.78

9.76

20 40 60 80 100
Pocet uzli na délce prutu

Obrazek 9: Konvergence diferen¢ni metody v zéavislosti na délce kroku.

Vidime, Ze ptfesnost diferencni metody, ktera prevadi problém vlastnich ¢isel diferencial-
nich rovnic na klasicky maticovy problém vlastnich ¢isel, roste s rostoucim poctem uzli.
Néami naprogramované numerické feseni se tedy na obrazku 9 postupné priblizuje k feseni
klasickému P = 9, 8696.

Na tomto misté je tfeba také zminit, Ze naSe vstupni rovnice (24) je v praxi vyuZivana
pouze k vypoctu kritického zatizeni. Dalsim moznym namétem by tedy mohla byt di-
ferencidlni rovnice ¢tvrtého fadu popisujici prihyb prutu pfi proménném zatizeni, coz
ponechavame opét ¢tenari k samostudiu.
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5.3 Stabilita proudéni

Posledni priklad aplikace problému vlastnich cisel je situovan do oblasti proudéni tekutin a
vychézi z préace [4], ktera se zabyva problémem nestability laminarniho proudéni zkoumané
pomoci Orrovy-Sommerfeldovy rovnice

(U= 6" = 0%6) = U6 = (6" = 200/ + ') (39)

Nez zacneme tlohu viibec fesit, priblizime si cely problém. Vychéazime ze situace na ob-
razku 10, ktery popisuje rychlostni profil laminarniho proudéni. V tomto pripadé se ¢astice

— 0

Obrazek 10: Laminarni proudéni

pohybuji vedle sebe jakoby ve vrstvach a proudnice se navzajem neprotinaji. Dale uva-
zujme malé poruchy proudéni, které popisujeme proudovou funkeci poruch

U — ¢ei(ax—ﬂt) (36)

kde ¢ je komplexni amplitudova funkce, a reprezentuje realné vlnové ¢islo a komplexni
¢islo ( vyjadiuje rust poruch v case. Pomoci parcialnich derivaci této funkce ziskame
rychlostni fluktuace

ov 0 ov
u = 9 a—gybexp[i(ax — Bt)], V' = ~H = —tagexpli(ax — [t)] (37)
Uvazujeme dvourozmérné paralelni proudéni s rychlostnim profilem U, pfi¢emz rychlost

takového proudéni s ohledem na pripusténé fluktuace vypada takto
(u,v) = (U +u',0) (38)

Dosazenim této rychlosti pro «’ a v' definované v (37) do Navier-Stoeksovych rovnic pro
dvoudimenzionalni nestlacitelné proudéni a naslednou linearizaci a eliminaci tlakového
¢lenu ziskdme nas pocatecni problém (35). Toto odvozeni lze nalézt napiiklad ve [12].
Orr-Sommerfeldova rovnice tedy piedstavuje problém vlastnich hodnot diferencialni rov-
nice pro komplexni funkci ¢ a taktéz komplexni rychlost c

c= é = cp +icy, (39)
o

ktera je nasim vlastnim cislem.

Demonstrujme si nyni vyznam realné a imaginarni slozky této rychlosti tim, ze upravime
vyjadreni rychlostni fluktuace. Piseme

u = ¢expli(ax — ft)] = ¢explia(x — gt)]¢’exp[ia(:c —ct)] = ¢'expliaxr —iacgt +act)] =
¢exp(acyt) - explia(z — cgrt)] = ¢'exp(acyt) - [cosa(x — cpt) + isina(z — cgt)].
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V tuto chvili dosadime ¢' = ¢z’ + ¢; a vyjadiime si redlnou slozku fluktuace u’, ktera
popisuje myslené poruchy ve sméru proudéni

Re u/ = el . [¢R,60304($ — cpt) — ¢1,3m04(17 — cpt)] (40)

Pokud si pozorné prohlédneme konec¢ny upraveny tvar rychlostni fluktuace, zjistime, ze cg
predstavuje fazovou rychlost vin, kdezto ¢; pfimo ovliviiuje velikost amplitudy poruch. Je
tedy parametrem ovliviujici hydrodynamickou stabilitu proudéni, pricemz primo zavisi na
Reynoldsové ¢isle, rychlostnim profilu zékladniho proudéni U(y) a vlnovém ¢isle o = 27”,
kde A je tentokrat vinova délka. Reynoldsovym cislem rozumime Re = %, kde U je
rychlostni profil, L charakteristicky rozmér a v kinamaticka viskozita.

Vlastni ¢islo této tulohy - komplexni rychlost ¢ - budeme pozorovat v zavislosti na vyse

uvedenych proménnych parametrech (Re, U, «) v ¢ase. Obecné je pro

¢ < 0, proudéni stabilni
¢ > 0, proudéni nestabilni
¢ = 0, proudéni neutralné stabilni

V tuto chvili méame tedy jiz definovan komplexni problém vlastnich ¢isel v diferencialni
rovnici, ktery slouzi k vyhodnocovani stability rtiznych druhtt proudéni. Pro tcely nasi
prace si postaci ukazat postup feseni pro jeden druh proudéni.

5.3.1 Poiseuilleovo proudéni

Predstavme si proudéni tekutiny v kanale obdélnikového prurezu, jehoz rychlostni profil
je v bezrozmérnych souradnicich dan vztahem

Uly) =1-y (41)

Pro feSeni stability tohoto proudéni vyuZijeme rovnici (35), kterou navic doplnime okra-
jovymi podminkami, které reprezentuji ttlum rozrucht na sténach trubice a ulpivani
tekutiny

¢(y) =0, ¢'(y) =0; y = +1 (42)
K feSeni tohoto problému vyuzijeme CebySevovu spektralni koloka¢ni metodu zminénou
ve 4.2 respektive ve [4] a [13].

V nagem piipadé je tiloha definovana na intervalu [0, 1], CebySevovy polynomy ovsem na
-1, 1]. Zavadime proto nasledujici transformaci y : [0,1] — 2z : [—1,1], tedy

z+1
2

oY) — o(——) (43)
Nyni je tfeba aproximovat derivace transformované funkce ¢(Z2i1) Ze vztaht pro derivace

slozené funkce ziskame

D = %15@' (44)
Protoze implementace Cebysevovy spektralni koloka¢ni metody piesahuje trovein této
prace, vyuzijeme jiz hotové kédy. Konkrétné deriva¢ni matice D ziskdme pomoci kédu
chebdif.m, ktery autofi poskytuji ke stazeni na strance [14]. Vyuzitim vztahi ze 4.2 a dosa-
zenim piislusnych aproximaci do Orrovy-Sommerfeldovy rovnice (35) obdrzime zobecnény

problém vlastnich ¢isel (s komplexnim vlastnim ¢islem c¢)

(A —cB)® =0 (45)
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pricemz

A—i

= — (D* — 2aD? 4+ o'T) + U(D? — o’I) — U”, (46)

B =D?-0a’1 (47)

Dodejme, Ze I je jednotkovd matice, U = diag Ul(y;), U" = diag U"(y;) jsou matice
diagonalni a ® = [¢y, ..., on|” je vektor koeficienttt Cebysevovy fady (17).

Pozndmka: V obecném pripadé pouziti Cebysevovy spektrdlni kolokacni metody je zapo-
trebi wvaZovat i modifikaci postupu vzhledem k okrajovym podminkam dané ulohy. Nami
uvaZované podminky (rovny 0) 7esi jiZ program chebdif.m.

Pro vypocet vlastnich ¢isel a vykresleni jejich zavislosti na vinovém c¢isle poruchovych

vin « jsme vyuzili kéd pro MATLAB poskytnuty vedoucim prace. Pribéhy zavislosti
imaginarni a realné slozky rychlosti ¢ mizeme pozorovat na obrazku 11 respektive 12.

0.02

-0.02f

-0.04¢

-0.06}

-0.08

0.5 1 1.5
a

Obrazek 11: Rychlost ¢; pti Re=8000.

Na grafu 11 mizeme porovnavat stabilitu proudéni pro riizna vlnova ¢isla poruchovych
vin. Jak si lze v§imnout, pro « v oblasti 0,85+ 1, 1 je proudéni nestabilni, pricemz maxi-
malni nestability nabyva pro a = 0,97.

Obrazek 12 zase popisuje prubéh fazové rychlosti cg pro rizna «. Zde mtizeme konstato-
vat, Ze pozorované hodnoty se pohybuji ve fyzikalné ptijatelnych mezich.

Na zévér si do obrazku 13 vykreslime amplitudovou funkci ® a jeji derivaci pfi maxi-
malni rychlosti ¢, pficemz y reprezentuje vzdalenost od stfedu potrubi. Vidime, Ze ma-
ximalnich hodnot nabyva amplitudova funkce ve stfedu kanalu, jeji derivace naopak na
krajich. S ohledem na vztahy (37) nabyvaji pak extrémnich hodnot i fluktuace v’ a v'.
Konkrétné pozorujeme maximéalni v’ v blizkosti stén, naopak nejvétsi v’ uprostied kanalu.

Nami popsany priklad je pouze jakousi vstupni branou do oblasti stability meznich vrstev,

vvvvvv

lze studovat ve [4].
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Obrazek 12: Rychlost cg pri Re=2000.

0 0.5
y

Obrazek 13: Amplitudova funkce pti Re=1000.
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6 Zavér

Na zékladé zadani a cile této bakalarské prace jsme v kapitolach 2 a 3 provedli resersi
maticového problému vlastnich cisel, v kapitole ¢tvrté byly pak uvedeny dvé konkrétni
metody pro feseni tlohy vlastnich ¢isel v diferencialnich rovnicich.

V praktické ¢asti jsme se vénovali postupné tfem aplikacim. Nejprve jsme prozkoumali
modelovou tlohu prace kovaciho bucharu za proménné hmotnosti kladiva respektive pti
proménné tuhosti zpracovavaného materidlu. Problém jsme interpretovali s pomoci [5]
jako soustavu dvou téles spojenou pruzinami. K vypoctu a vyneseni grafii jsme vyuzili
software MATLAB.

V druhém ptikladé jsme hledali kritické zatizeni, které nevratné zdeformuje prut danych
vlastnosti. Nejprve jsme pfislusnou diferencialni rovnici druhého radu fesili klasickym vy-
poctem, a poté jsme se o totéz pokouseli pomoci diferenéni metody. Vysledkem pak byl
graf demonstrujici rychlost konvergence této numerické metody vzhledem k délce kroku.
Tteti a z matematického hlediska nejobecnéjsi priklad (komplexni vlastni ¢isla) byl situ-
ovan do oblasti proudéni tekutin. Zde jsme pozorovali jeho stabilitu s ohledem na dany
rychlostni profil, Reynoldsovo ¢islo a vlnové ¢islo poruchové funkce. K feseni jsme vyuzili
Cebysevovu spektralni koloka¢ni metodu, jejiz implementaci v MATLAB jsme ziskali ze
[4], k vykresleni charakteristik jsme vyuzili kéd poskytnuty vedoucim prace.
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