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Uvod

Tématem této prace je zevrubné popsat vybrané alternativni metodiky ke sta-
tistické analyze kompozi¢nich dat. V soucasnosti jsou k tomuto ucelu pouzivany
zejména metody zalozené na transformacich kompozic do eukleidovského pro-
storu, které vyuzivaji poméru mezi slozkami kompozic. Témto transformacim se
fika logpodilové transformace a vysledky analyzy transformovanych dat v eu-
kleidovském prostoru pak muzeme zpétné prenést na poznatky o vlastnostech
puvodnich kompozic.

Ukolem této prace je predstavit dalsi mozné zpusoby analyzy kompozic¢nich
dat a porovnat jejich vlastnosti s logpodilovou metodikou. K tomu bude nutné
nejprve strucné popsat logpodilovy piistup k analyze kompozic¢nich dat. Ten
priblizime na zac¢atku prvni kapitoly, a to véetné nahledu do historie kompozi¢nich
dat. Poté uvedeme prehled uvazovanych alternativnich pristupu a zaméiime se
detailnéji na jeden z nich, ktery se v soucasnosti nejvice rozviji. Oznacuje se jako
tzv. stéricky ptistup k analyze kompozi¢nich dat, konkrétné se u néj jesté rozlisuji
dvé skupiny metod. Prvni z nich se zaméfuje na vyjadieni kompozic pomoci
hypersférickych geografickych soutadnic a urceni tzv. thla absolutni reference.
Druhd skupina vyuziva odmocninovou transformaci zobrazujici kompozi¢ni data
na povrch jednotkové hyperkoule. Hyperkouli rozumime vicerozmérné zobecnéni
koule.

V dalsich kapitolach se budeme vénovat metodam, které pracuji s vysSe zminé-
nou odmocninovou transformaci. V druhé kapitole predstavime model pouzivany
k regresni analyze takto transformovanych dat. Tteti kapitola se pak vénuje

robustni metodé hlavnich komponent v tangentovém prostoru. Ta se pouziva



predevsim pii analyze kompozicnich dat, jejichz slozky nabyvaji malych hodnot
a jsou tak znacéné variabilni. Vyuziva se specialni relativni mocninné transfor-
mace k zobrazeni kompozic na tzv. variety, které mohou byt pomérné kompliko-
vanymi plochami. Dale se pokracuje projekei na eukleidovsky tangentovy prostor,
na némz se provadi samotna metoda hlavnich komponent. Tteti kapitola je za-
konc¢ena aplikaci této robustni metody hlavnich komponent na readlna data.
Téma alternativnich pristupu k analyze kompozi¢nich dat jsem jsem si zvolil
proto, nebot se domnivam, Ze je to oblast zajimav4, ale piesto se o ni v souc¢asnosti
prilis nepise. Je tak dle mého nazoru vhodna k dalsimu badani. Statistika mi byla
pri studiu blizka a proto jsem vnimal toto téma jako vyzvu naucit se néco nového,

co se stale aktivné rozviji.



Kapitola 1

Kompozicni data a jejich vyvoj

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenéfe s vyvojem pohledu na kompoziéni data
napii¢ zlomovymi okamziky v historii kompozic. V této kapitole jsou ddle uvedeny
zakladni pojmy tykajici se kompozi¢nich dat a prace s nimi. Nejprve se zaméiime
na popis vyvoje kompozi¢nich dat, poté struéné popiseme tzv. logpodilovy piistup
ke statistické analyze kompozi¢nich dat, ktery je v souc¢asné dobé nejrozsitenéjsim
pristupem k praci s témito daty. Nasledné jsou ve strucnosti uvedeny a popsany
jednotlivé alternativni pristupy. ZvysSend pozornost je vénovana tzv. sférickému

pristupu.

1.1. Uvod do historie analyzy kompozi¢nich dat

Vyvoj analyzy kompozi¢nich dat do podoby, v jaké ji dnes uvazujeme, lze
rozdeélit zhruba do c¢tyt zakladnich fazi. Pii jejich popisu budeme vychazet z lite-
ratury [7], [13], [15].

Prvni fazi nazyvame obdobi do roku 1960. V této dobé se ke statistické
analyze kompozicnich dat pouzivaly vyhradné nastroje mnohorozmérné statis-
tické analyzy. Védci pouzivali ke statistické analyze kompoziénich vektoru, je-
jichz slozky jsou proporcemi néjakého celku, vsechny metody mnohorozmérné
statistické analyzy, a to zejména korelacni analyzu. Dulezitym meznikem této
faze je ¢lanek [15] Karla Pearsona z roku 1897, ktery se zabyvéa tskalim interpre-

tace vysledku takovéto analyzy kompozic. Pearson v ném povazuje korelaci mezi
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slozkami kompozicniho vektoru za tzv. falesnou v ptipadé, ze slozky vektoru pired
jeho uzavienim na konstantni soucet byly nekorelované. Nazna¢me nyni hlavni
myslenku piikladu, ktery uvedl Pearson. Uvazujeme-li p-slozkovou kompozici jako

vektor u = (uy,us, ..., u,)" s konstantnim souctem Y 7 u; = 1, pak plati-li
cov(ug,u; +ug + -+ +up,) =0,
dostaneme po tprave
cov(uy, ug) + cov(uy, us) + - - - + cov(uq, u,) = —var(uy).

Je tedy chybné interpretovat korelaci mezi slozkami vektoru fixovaného na kon-
stantni soucet jako korelaci mezi slozkami neuzavieného vektoru. I pfes toto
zjisténi ovsem nebyl tento ptistup az do roku 1960 odsouzen.

V dalsi fazi jiz doslo k hromadné kritice aplikace standardni mnohorozmérné
statistické analyzy na kompozicni data, a to v cele s geologem Felixem Chayesem
v [7]. Jeho kritika mifila pfedevsim proti jiz zminéné interpretaci vybérové kore-
lace, konkrétné u geochemické kompozice. Chayes povazoval negativni bias, tedy
uvedeny zvySeny vyskyt negativni korelace u proporcialnich dat, jako problém
jakékoliv smysluplné interpretace vysledki mnohorozmérné analyzy aplikované
na kompoziéni data. Druha faze se vyznacovala spiSe patologickym pfistupem,
nez-li snahou nalézt vhodnou metodiku.

Zlomovym okamzikem v historii kompozicnich dat je oznacovan revolucni po-
hled na kompozice od roku 1980. Skotsky statistik John Aitchison nahlizel na
kompozicni data jako na vektory nesouci vyhradné relativni informaci. Pak mohl
kazdé tvrzeni o téchto datech vyjadrit z hlediska poméru mezi slozkami kompo-
zic. Aitchison v této tieti fazi zavedl celou metodiku zalozenou na logpodilovych
transformacich do realného prostoru. Na transformovanda data lze pouzit nastroje
standardni mnohorozmérné statistické analyzy a nasledné muzeme takto ziskané
poznatky o vlastnostech redlnych vektoru zpétné prevést na poznatky o vlastnos-
tech kompozic.

Ctvrta faze prameni ze zjisténi, ze vnitini a vnéjsi operace na simplexu, tzv.
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perturbace a mocninna transformace, spolu se skalarnim soucinem tvori euklei-
dovsky vektorovy prostor. Kromé skutecnosti, ze je mozné kompozice analyzovat
piimo v ramci této algebraicko-geometrické struktury, je vyhodné kompozicni
data reprezentovat pomoci redlnych soutradnic v eukleidovském vektorovém pro-
storu. Zde jsou kompozice statisticky analyzovany a prostiednictvim této analyzy
jsou interpretovany jejich vztahy na simplexu. Jako vybérovy prostor kompozic
je v této fazi chapan vyhradné simplex, na kterém je definovana jiz zminéna
algebraicko-geometrickd struktura, tzv. Aitchisonova geometrie. Zejména této

¢tvrté fazi bude vénovana nasledujici podkapitola.

1.2. Logpodilovy pristup k analyze kompozi¢nich
dat

Tato podkapitola se blize zamétfuje na c¢tvrtou fazi uvedenou vyse, tedy na
pristup k modelovani kompozi¢nich dat, ktery uvedl J. Aitchison v 80. letech
20. stoleti. Aitchison popisuje kompozi¢ni data jako vicerozmérné statistické sou-
bory, jejichz slozky predstavuji kvantitativné vyjadiené prispévky ¢asti na celku.
Uved'me nyn{ definici p-slozkové kompozice. Déle definujme také vybérovy prostor
kompozic¢nich dat a uzavér libovolného vektoru. V této podkapitole vychazime

zejména z literatury [4], [13], [18].

Definice 1.2.1 Sloupcovy vektor u = (uy,us,...,u,)" nazjvime p-slozkovou
kompozici, jsou-li vsechny jeho slozky kladnd redlnd cisla nesouci pouze relativni

informact.

Definice 1.2.2 Vybérovym prostorem kompozicnich dat je simplex AP dimenze

p— 1 ve tvaru

p
AP = {u:(ul’UZ""’uP)T’ui>0’i:1727~--,p,2ui:k},
i=1

kde k je libovolnd pevné zvolend konstanta predstavujici soucet sloZek kompozic.
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Definice 1.2.3 Uzdvérem libovolného vektoru b = (by, b, ..., b,)" € RE,

b; >0,1=1,2,...,p nazyvdme kompozici
kb, kb kb, \"
C(b) = ( , ey D )
f:l bi Zf:l bi f:l bi

1.2.1. Aitchisonova geometrie na simplexu

Na zacatku této podkapitoly uvedme motivacéni piiklad. Mé&jme étyfi kom-
pozice u = (5,70,25), v = (15,60,25)7, 1 = (40, 35,25)7 a v = (50, 25,25)T.
Rozdil mezi kompozicemi u a v neni stejny jako rozdil mezi u a v. V obou
pifpadech je sice jejich eukleidovskd vzdélenost rovna 10v/2 a mezi prvnf a dru-
hou slozkou je rozdil 10 jednotek, nicméné relativni nérust je rozdilny. U prvni
kompozice je to 300% a u druhé pouze 25%. Tato skutecnost nas vede ke zjisténi,

Nejprve definujeme dvé operace - perturbaci a mocninnou transformaci. Tyto
operace jsou analogii operaci s¢itani vektoru a nasobeni vektoru skalarem. Poté

zavedeme Aitchisonuv skalarni souc¢in, normu a vzdalenost.
Definice 1.2.4 Perturbace kompozice u € AP kompozici v € AP je kompozice
=C T
ud v =C(ugvy, ugvs, ..., upty)" .

Definice 1.2.5 Mocninnd transformace kompozice u € AP konstantou o € R je
kompozice

aou=Cuf,ug,. .., u)’.

Poznamka 1.2.1 Trojice (AP, ®,®) je vektoroviim prostorem nad AP.

Definice 1.2.6 Aitchisonuv skaldarni soucin kompozic u,v € AP definujeme jako

12
(u,v}a:?pz

p
U; V; U; U;
In—In— = E In —In——,
uj vy g(u)  g(v)

p

1

=1 3

kde




Definice 1.2.7 Aitchisonova norma kompozice u € AP je definovdna jako

Jull, = ZZ( ) (u, W

zl]l

Definice 1.2.8 Aitchisonova vzddlenost mezi kompozicemi u,v € AP je defi-

novana jako

1 p p 2
do(w,v)=|luev|,=,|— (ln— —1In —) , (1.1)
p 1

=1 j=
kdenov=ud|[(—1) V]

Vektorovy prostor (AP, @, ®) spolu s operaci Aitchisonova skaldrniho souéinu,
normy a vzdélenosti tvoii eukleidovsky vektorovy prostor na simplexu AP zvany

Aitchisonova geometrie.

1.2.2. Souradnicovy systém, logpodilové souradnice

Vzhledem ke skutecnosti, ze absolutni hodnoty nejsou pti praci s kompozi¢nimi
daty relevantni, zavedl Aitchison transformace kompozic ze simplexu do redlného
prostoru zalozené na pomérech. V tomto kontextu budeme misto o transformacich
hovotit spise o souradnicich, coz 1épe odpovida geometrickému pohledu na kom-
pozicni data v ramci logpodilové metodiky.

Pred popisem jednotlivych souradnicovych systému nejdiive naznac¢ime, jakym
zpusobem lze vytvorit bazi vzhledem k Aitchisonové geometrii na simplexu AP.
Generujici systém této baze muzeme ziskat jako systém kompozic wy, wa, ..., Wy,
pro které plati w; = C(1,1,...,e,..., 1)T, kde Eulerovo cislo e je na pozici i-té

slozky daného vektoru, i = 1,2,...,p. Kompozici u € AP pak lze psat jako

u=Ihnu o (l,..., ) ehuwo(le... . )& - -@lhnu,o(1,1,...,e)F =

p
= @lnuiQWi. (1.2)
i=1
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Je zndmo, Ze toto vyjadreni neni jednoznacné, a proto lze pouzit i nasledujici

ekvivalentni vyjadieni

p
U;
u 62 ng<u)®w

Pak tedy muzeme definovat zobrazeni clr : AP — RP, které kompozici u priradi

redlny vektor clr(u) ve tvaru

clr(u) = <ln£,ln£,...,ln&>ip. (1.3)
g(u)" " g(u) g(u)

Vektor clr(u) nazyvame clr souradnice (z angl. centered logratio) kompozice u.
Zminény vektor pak predstavuje souradnice kompozice u vzhledem ke zvolenému
generujicimu systému {wy, wa, ..., W,}.

Ve vztahu pro clr transformaci (1.3) muzeme g(u) nahradit jednou ze slozek
U, Ug, . .., Upy. Zvolime-li napiiklad u,, pak v tomto piipadé je koeficient od-
povidajici p-té slozce roven nule. Generujici systém {wi, wa, ..., W,_1} potom

tvori bazi a kompozici u € AP lze psat jako
p—1 w

u= In — ®w,. 1.4

ZE_I? u (1.4)

Muzeme tedy definovat zobrazeni alr: AP — RP~! takové, ze kompozici u piitadi

realny vektor

T
alr(u) = (ln E,ln %, ..., In uP_l)

Up Up Up

Pak redlny vektor alr(u) nazyvame alr soufadnice (z angl. additive logratio) kom-
pozice u. Tento vektor udava soutadnice vzhledem k bézi {wy, wa,..., W,_1}.

Z generujictho systému (1.2) lze snadno ziskat bazi zvolenim p — 1 kompo-
zic ze systému kompozic wi, Wy, ..., w,. Pak pro u € AP plati naptiklad vztah
(1.4), kde baze {wy,wa,...,W,_1} ovSem neni ortonormalni. Ortonormalni bazi
lze najit naptiklad pomoci Gram-Schmidtovy metody. Dalsi moznou alternativou

je vyuzit tzv. metodu postupného bindrniho déleni. Zpusob, jakym je vybrana
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ortonormalni baze je dulezity pro naslednou interpretaci souradnic. Metoda po-
stupného bindrnfho déleni je podrobné popsana v literatuie [13].
Pro vybranou ortonormalni bazi {e;,es,...,e,_1} a libovolnou kompozici

u € AP nam zobrazeni ilr: AP — RP~! dané vztahem

ilr(u) = ((u, e1)q, (U, €2)4, ..., (U, €p_1)0)"

pritadi kompozici u realny vektor ilr(u), ktery nazyvame ilr souradnice (z angl.
isometric logratio) kompozice u. Tento vektor tedy vyjadiuje soutfadnice kom-
pozice u vzhledem ke zvolené ortonormalni bazi. Navic se jedna o izomorfismus
vektorovych prostorii.

Porovnejme nyni ve strucnosti vlastnosti uvedenych transformaci. Nevyhodou
alr transformace je skutec¢nost, ze neni izometricka a navic neni symetricka. Clr
transformace sice izometricka je, vede ovsem k singuldrni varianéni matici. Ziejmé
ilr transformace bude z tohoto pohledu nejlepsi, protoze zachovava vsechny met-
rické vlastnosti. Navic pii vhodné volbé ortonormalni baze jsou souradnice velmi
dobfe interpretovatelné. Déle lze ukazat (viz [18]), ze vSechny vyse uvedené trans-
formace jsou linedrni logpodilové transformace (tzv. logkontrasty), tj. kazdou

vyslednou soutadnici 1ze zapsat jako
aplnuy +aglnug +--- +apInuy, kde a; +as +---+a, = 0.

Nakonec uved'me pro tiplnost posledni transformaci, kterd tuto vyse uvedenou

vlastnost nemd. Definujme zobrazeni mir: AP — RP~! vztahem

Uy Ug

T
Up—1
mir(u) = | In ,In ,...,In -2 .
( ?:2 U Z?::s Uj Up )

Pak redlny vektor mir(u) nazyvame mlir soufadnicemi (z angl. multiplicative

logratio) kompozice u.
Podkapitolu ukonéime definovanim dimenzi redukujicich operaci na kompo-
zicich, které uvedl Aitchison v [4]. Nize uvedené operace budeme vyuzivat zejména

v zaveéru celé kapitoly.
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PodmnoZzinou kompozice se rozumi vektor (nikoliv kompozice) S(u) = Su,
kde S je matice nul typu s x p,1 < s < p, takova, ze se v kazdém tadku vysky-
tuje prvek 1 pravé jednou a v kazdém sloupci nejvyse jednou. Celkem je matice
S tvorend pravé s jednickami.

Amalgamaci slozek kompozice se rozumi kompozice A(u) = Au, kde A je
matice nul typu a x p, a < p takova, ze se v kazdém sloupci nachazi prvek 1 prave
jednou a v kazdém tadku alesponl jednou (jednd se o slouceni slozek u).

Podkompozici kompozice u se rozumi kompozice

Su
uls7T1,’

C(S(u)) =C(Su) =
ktera predstavuje kompozici urcenou podvektorem u.

1.3. Prehled alternativnich pristupt ke statistické
analyze kompozi¢nich dat

V [1] Aitchison uvedl pod nazvem ,Pockets of resistance and confusion*
prehled jednotlivych alternativnich pristupu. V nasledujicim textu jsou uvedeny
zakladni alternativni pristupy tak, jak je klasifikoval Aitchison. Jejich jednot-
livd pojmenovani jsou v textu ponechana bez prekladu. Poznamenejme, ze tento
Aitchisonuv souhrn pusobi v origindlnim znéni pfinejmensim kriticky. Vybrané
vyznamné argumenty, na nichz je zalozen jeho kriticky postoj, jsou soucasti po-
pisu jednolivych pristupu. V souvislosti s dnesnim pohledem na definici kom-
pozicnich dat v ramci logpodilové metodiky podotknéme, ze konstantni soucet
slozek predstavuje pouze vhodnou reprezentaci informace obsazené v podilech
mezi slozkami kompozic. Na druhou stranu, jak uvidime pozdéji (viz podkapitola

1.4), v ptipadé alternativnich metod se jedné vskutku o souc¢ast definice kompozic.

The Wishful thinkers: ignoruji omezeni na konstantni soucet nebo vy-
nechavaji jednu slozku kompozice. Pocitaji a interpretuji korelace mezi slozkami

neuzavienych vektoru.
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The Describers: argumentuji tim, ze v popisné statistice je mozné ignorovat
omezeni na konstantni soucet. Popisuji kompozic¢ni soubor pomoci aritmetickych
prumeéru, kovarian¢énich matic puvodnich slozek a pouzivaji linedarni metody jako
je metoda hlavnich komponent. Lze tedy Tict, Ze tento pristup se vyznacuje spise
popisem, nez-li analyzou.

The Openers: hledaji vhodny zpusob jak ,oteviit“ kompozice a provadét
analyzu takto vzniklého statistického souboru. Aitchison tento ptistup odsuzuje
zvlaste kriticky, a to jak z hlediska geometrického, tak predevsim z hlediska
pozadavku invariance na zménu méritka. Pokud bychom totiz provedli libovolnou
operaci invariantni na zménu méritka na ,otevienou“ kompozici, musel by byt
efekt stejny jako pii jejim provedeni na dané kompozici. To hodnoti Aitchison
doslova jako posetilost.

The Null correlationists: pripoustéji, ze kvuli negativnimu biasu v kore-
lacich mezi kompozicemi nulova korelace ,nevede k nezavislosti“. Jejich cilem je
tedy stanovit takovou korelaci, ktera by ,vedla k nezavislosti®. Aitchison komen-
tuje tim, ze cely uvazovany koncept nulové korelace je neopodstatnény a opravdu
zbytecny. VSechny smysluplné koncepty kompozi¢éni zavislosti a nezavislosti mo-
hou byt pozorovany na simplexu a v souvislosti s logpodilovou varian¢ni struk-
turou, ktera je jiz vymezena.

The Pathologists: spise popisuji problémy, nez-li prinaseji reSeni.

The Non-transformationists: neduvéruji transformacim a interpretaci
transformovanych dat a tak radéji pracuji na netransformovanych datech.

The Dirichlet extenders: snazi se zobecnit Dirichletovo rozdéleni na sim-
plexu. Tento pifstup také podlehl znacné kritice, nebot i pres elegantni mate-
matické vlastnosti neni Dirichletovo rozdéleni plné kompatibilni s Aitchisonovou
geometrii.

The Sphericists: transformuji kompozice na body na povrchu hyperkoule
a vyuzivaji smérovych kosintu. Ani tato skupina nebyla uSetfena znacné kritiky.
Blize specifikujeme rozepti v podkapitole 1.5, konkrétni kritice se budeme vénovat

v podkapitole 2.4.
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1.4. Sféricky pristup ke statistické analyze kom-
pozic¢nich dat

Pti tvorbé této podkapitoly jsme ¢erpali predevsim ze zdroje [23], déle jsme
pouzili [16], [21], [26].

Jako nejvyznamnéji rozvijejicim se alternativnim piistupem ke statistické
analyze kompozicnich dat se jevi ptistup skupiny The Sphericists. V dalsim
textu jiz budeme Aitchisonovo pojmenovani této skupiny prekladat do cestiny.
Sféricisty jsou, v publikacich zabyvajicich se kompoziénimi daty, oznacovany
zejména dvé skupiny védcu. Se jmény D. F. Watson, G. M. Philip a C. Stan-
ley se poji alternativni pristup zalozeny na vyuziti tzv. smérovych kosinu a uhla
absolutni reference. Se jmény M. A. Stephens, J. L. Scealy a A. H. Welsh sou-
visi pouziti tzv. odmocninové transformace, ktera zobrazuje kompozi¢ni data na
data smeérova. Zduraznéme hned na zacatku podkapitoly, ze v dalsim textu této

podkapitoly budeme kompozici definovat jinak, nez tomu bylo v definici 1.2.1.

Definice 1.4.1 Sloupcovy vektor u = (uy,us,...,u,)" nazjvime p-slozkovou

kompozici, jestlize plati
p
w>0,i=12..pa » u=L1
i=1

Takto definované kompozice nabyvaji svych hodnot v (p — 1)-rozmérném sim-

plexu

p
Ap:{u:(ul,ug,...,up)T|u1~20, i=1,2,...,p, Zuizl}.
i=1

1.4.1. Hypersférické vyjadireni kompozic

Hlavni myslenka piistupu analyzy kompozic podle Watsona a Philipa v [16],
[26] spociva v transformovani kompozic na tzv. ihly absolutni reference. Nej-
prve se provadi projekce kompozic z jednotkové nadroviny (jak se v tomto kon-

textu simplex také nazyva) na jednotkovou hyperkouli. Tuto projekci ziskdme

19



vydélenim kazdé ze slozek kompozice odmocninou ze souctu ¢étvercu vsech slozek

kompozice, coz muzeme zapsat nasledovné

T
u u u
T 1 2 P
us:(uslau827"'7usp) - > 27 » 2a"'7 » 5 3
\/ijl uj \/23:1 uj 2 jm1 U
kde ug; jsou transformované hodnoty, u; jsou slozky kompozice u, 1 = 1,2,...,p

ap=m+ 1 je pocet slozek kompozice, kde m je pocet nezavislych proménnych.

Timto se omezeni na konstantni soucet ve tvaru

p
i=1
meéni na omezeni ve tvaru
p
2 _
E uy; = 1.
i=1

Proménné ug; se nazyvaji smérové kosiny uhlu definujicich vektor, ktery zacing
v pocatku soustavy soufadnic a konéi v bodé daného prostoru, kde se nachazi
kompozice. Pouzitim smérovych kosinu lze vypocitat ihlovou vzdalenost mezi

dvéma kompozicemi v a w vztahem

p
¢d = arccos Z UsivUsiw |
i=1
kde gy, Ugw znaci hodnoty smérovych kosinu kompozic v, w. Pomoci smérovych
kosinu muzeme urcit stfedni hodnotu a rozptyl kompozic vypoétem souctu téchto
vektoru. Soucet vektoru se pouziva obvykle v prostorech nizsi dimenze (2 ¢i 3)
k popisu orientaci, 1ze jej ovSsem také zobecnit souctem prislusnych smérovych ko-
sind a naslednym vydélenim poc¢tem pozorovani n. Pak tedy k uréeni p-rozmérného
prumérného sméru vysledného vektoru nejprve vypocteme soucty smérovych ko-

sinu tg; vztahem

T

n n n
T
te = (ts1,ts2, ..., tsp) = E Us1yj, E Us2jy« - - E Uspi |
Jj=1 Jj=1 Jj=1
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kde ug;; jsou hodnoty smérovych kosinu. Dale tyto soucty zobrazime na jednot-

kovou hyperkouli a tim ziskdme smérové kosiny prumérného sméru

u; = (aslaﬂs% s 7ﬂsp)

T tsl
p

ts2
) AR
OV Y s

Pouzitim vztahu

T
t t t
A — — \T __ sl s2 sp
ur_(u'r‘hu?"Q;”'au’rp) - D n ’ D t‘7.”’p—t
Zj:l 5j j=1"sJ j=1"sJ

muzeme tyto soucty zobrazit zpét na jednotkovou nadrovinu a tim ziskdme prumeér-

ny smeér vyslednice souc¢tu vektoru u,. Pro délku této vyslednice d plati

d= i (Z?; “SZ‘J’)

i=1

a d € (0,1), vyslednice tedy lezi uvniti jednotkové hyperkoule.

Navzdory tomu, ze miru centrality a rozptylu muzeme vypocéitat pomoci
smérovych kosinu, lze data také zkoumat a popsat ve smyslu jejich uhlu ab-
solutni reference pomoci vztaht, které popisuji zavislost mezi smérovymi kosiny
a jejich prislusnymi geograficky definovanymi thly. Vyse popisovany vztah je ve
tvaru

m
Ugp, = SIN Pp_1 Hcos oi, (1.5)
i=h
kde singg = 1, tj. ¢o = 7/2, h = 1,2,...,p a m = p — 1 je pocet nezavislych
proménnych.
Jako piiklad uved' me sférické geografické souradnice, které dostaneme volbou

p =3 v (1.5). Tyto soutadnice jsou ve tvaru

u, = (ug, USQ,Usg)T = (oS ¢ €OS P, SN P71 COS g, sin ¢2)T.

Uhel ¢; v tomto piipadé nazyvame zemépisnou délkou a ¢, zemépisnou Sitkou.

Situace je zndzornéna na obrazku 1.1.
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Obrazek 1.1: Sférické geografické souradnice

Déle muzeme uvést do souvislosti geograficky definované uihly a jejich piislusné

hypersféricky zobrazené kompozice vztahem

¢, = arcsin (M) : (1.6)

i=g+1COSDi

kde cos¢, =1,tj. opp =0ag=m,m—1,... 1.

Pomoci vztahu (1.5) a (1.6) je mozné kazdy kompoziéni soubor transformo-
vat do thlu hypersférického geografického souradnicového systému a zpét. Pocet
téchto uhlu je urcen poétem nezavislych proménnych (tedy jich je o jednu méné
nez slozek komporzice) a tyto ihly jsou navzdjem nezavislé.

Uhly dané vztahem (1.6) muzeme pouzit ke statistické analyze ihlovych vzdé-
lenosti mezi kompozicemi v ruznych dimenzich. Vzhledem k absenci vhodného
mnohorozmérného rozdéleni, které by bylo mozné ke statistické analyze téchto
uhlu pouzit, postupujeme cisté popisné. Vzniklé tithlové statistiky je mozné posléze
transformovat zpét do prostoru kompozicnich dat za icelem popisu stiednich hod-
not a variability dat ve smyslu slozek kompozice. Stiedni hodnoty slozek kom-
pozice lze transformovat z prumérnych thlu pouzitim (1.5), rozptyl a kovarianci
kompozic musime odvodit z thlového rozptylu a kovariance pouzitim Taylorova
rozvoje

m 2 m m
02 = Z (g—eq]) 032 + 22 Z (g—gj) (g_i) Tk (1.7)

j=1 j=1 | k=1
k#j



[0\ (O 5 = |~ 0q or or 9q
Tar = Z (39j) (89j) Al Z 2 (3‘%) (%k) i (391) (8@) e
(1.8)

kde ¢ a r uvazujeme jako funkce parametru 6; a 6. V nasem piipadé budou
tyto funkce nabyvat svych hodnot v intervalu (—1,1). Vyuzitim vztahu (1.5),
tj. dosazenim za ¢ a r do (1.7), resp. (1.8) lze odvodit vztahy pro rozptyl aﬁsh,
resp. kovarianci oy, u,,, 9 = 1,2,...,h —1T a h = 1,2,...,m + 1. Jejich tvar
je zna¢né rozsahly a proto jsou tyto vztahy uvedeny oddélené v priloze A. Na
zékladé téchto vztahu z piilohy A a vztahu (1.6) je mozné odvodit také rozptyl

a kovarianci pomoci tihlovych vzdéalenosti

o? o
2 Us(gtD) Us(g+1)Us(h+1)

U¢g — g 9 a U¢’g¢h = 9 h :
usz. 2 2
2t S 2,
i=1 j=1

1.4.2. Odmocninova transformace

Hlavni myslenkou piistupu, ktery byl nejprve spojovan se jménem M. A. Ste-
phense, je zalozen na transformaci kompozi¢nich dat na data smérova tzv. od-

mocninovou transformaci ve tvaru
p
y = Vu = (Vur, Vg, .. Up) T, Zui: 1. (1.9)
i=1

Tato transformace zobrazuje kompoziéni data (véetné nul) na povrch (p — 1)-
rozmérné jednotkové hyperkoule a poté data modelujeme vhodnym rozdélenim
na hyperkouli. Scealy a Welsh v [19], [20], [21] vyuzivaji k modelovani takto
transformovanych dat tzv. Kentovo rozdéleni pro smérova data, nebot mé stejny
pocet parametru jako (p — 1)-rozmérné normadlni rozdéleni a tyto parametry lze
smysluplné interpretovat. Dalsimi duvody jsou jiz zminéna prirozend prace s nu-

lami a také dostateéné obecnd variancni struktura. Tomuto pristupu, konkrétné
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regresnim modelum s vyuzitim uvedené odmocninové transformace, je vénovana

celd kapitola 2.

1.5. Principy statistické analyzy kompozi¢nich dat

- jejich vznik a vliv na alternativni pristupy

Nésledujici podkapitola byla vytvofena ze zdroju [2], [3], [4], [5], [14], [18],
23], [24], [25], [26].

Analyza kompoziénich dat se zna¢né rozvinula na zdkladé vymény nazoru
skrze védecky casopis Mathematical Geology v letech 1989 az 1992, a to predevsim
mezi J. Aitchisonem, D. F. Watsonem spolu s G. M. Philipem a C. Stanleym.
Jak jsme naznacili v podkapitole 1.2, tak zakladni Aitchisonuv piistup v [4], [5]
spociva v nahledu na kompozi¢ni data jako na mnozinu vektoru na simplexu.
Tyto vektory nasledné transformuje do eukleidovského prostoru prostrednictvim
transformaci, které jsou zalozeny na logaritmech podilu jednotlivych slozek kom-
pozic. U takto transformovanych dat poté predpoklada vlastnosti standardnich
mnohorozmérnych.

Watson a Philip v [26] méli odlisny pohled, nez jaky mél Aitchison. Pouzivali
smeérové kosiny k zobrazeni kompozic, na které nahlizeli jako na radidlni vek-
tory, do kladného ortantu hyperkoule. Tvrdili, Ze rozdily mezi kompozicemi jsou
rozdily radialnich smért, a tedy je nutné pouziti mér, které zahrnuji jejich thlové
vztahy. Vhodné miry by tedy mély byt rotacné invariantni. Dospéli k nazoru, ze
logpodilové metody k témto vhodnym mirdm nevedou a simplex je tak pro né
nevhodnym prostorem pro analyzu kompozi¢nich dat.

Stanley v [23] vnesl do této problematiky novy pohled. Tvrdil, ze predmétem
analyzy by mél byt neuzavieny vektor b kompozice u = C(b), nebot zachovani
vlastnosti b pii analyze zalozené na u je dulezité. Dale tvrdil, ze stejné jako
poméry, tak i tthly mohou byt pouzity k porovnavani kompozic, protoze jsou
stejné pro u i b. Nasledné uvedl ptiklad, kde u ¢tyt dvouslozkovych kompozic
a= (01,097 b = (0.2,0.8)T,c = (0.5,0.5)",d = (0.6,0.4)" sledoval rozdily

v pomérech a thlech mezi dvojicemi kompozic a,b a c,d. Na zakladé stejnych
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rozdili mezi kompozicemi v absolutnim méfitku a znacéné odlisnych hodnot whla
a pomeéru mezi témito dvojicemi usoudil, ze jsou rozdily v absolutnim méritku ne-
spravné, tedy se ke kompozicim nelze chovat jako k bodum ve standardni eukleid-
ovské geometrii.

Aitchison v [2] komentuje Watsonovy a Philipovy argumenty v [26] odkazem
na tzv. invartanci na zmenu méritka, pro kterou mira variability musi spliovat

vztah
plajuy, agus, ..., azuy) = p(ug, g, ..., uy), a; > 0,0 =1,2,... n.

Poukazal na to, ze p ma tuto vlastnost jen tehdy, lze-li ji vyjadrit ve smyslu
pomeéru slozek v kompozici. Dale uvedl, ze eukleidovska vzdalenost mezi kom-
pozicemi zvand Aitchisonova vzdalenost, kterd je definovana pro dvé kompozice
u, v € AP dle (1.1), tuto invarianéni vlastnost mé. Déle konstatoval, ze ani miry
zalozené na smeérovych kosinech tuto vlastnost nepostradaji, nicméné timto mo-
tivoval k pouziti logpodilového pristupu.

Déle uz komunikace probihala pouze mezi Aitchisonem a Watsonem. Watson
v [24] vysvétlil, Ze invariance na zménu méfitka neni to, co méli s Philipem na
mysli. Jako priklad uvedl ¢tyti rizné kompozice, mezi kterymi naméril stejné thly
a dospél k zaveru, ze Aitchisonova vzdélenost dava desetkrat horsi vysledek nez
eukleidovska vzdalenost, ktera je sama o sobé nespravna. Interpretoval to tak, ze
by kompoziéni data nemeéla byt analyzovana na simplexu, protoze eukleidovska
vzdalenost neni invariantni (na rotaci) a transformace (jiné nez hlové) vytvareji
zkresleni. Tvrdil, Ze jedind spravna a jednoznac¢na mira vzdalenosti mezi dvéma p-
slozkovymi kompozicemi je p-rozmérny prostorovy thel, ktery radidlné navzajem
oddéluje dvé kompozice.

Aitchison v [3] oduvodnéné odpovédél, ze tihly jsou opravdu invariantni mirou
variability mezi kompozicemi, nicméné nejsou jedinou takovou mirou a konstato-
val, ze Watsonovy argumenty prameni z chybného predpokladu jedineénosti tihli
jakozto miry variability mezi kompozicemi. Dale ukézal na piikladu, ze vhodna
mira vzdalenosti zavisi na kontextu.

Watson v [25] nebyl s Aitchisonovym zdvérem spokojen, ale presto pone-
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chal Aitchisonovi posledni slovo. Na zakladé toho uvedl Aitchison jeho pohled
na invarianci na zménu métitka jako na hlavni predpoklad relevantni analyzy
kompozi¢nich dat a navic k ni dodal dalsi kritéria, kterd dohromady tvoii tzv.
principy statistické analyzy kompozi¢nich dat (z angl. The Principles of Com-

positional Data Analysis). Konkrétné se jednd o tyto predpoklady:

— Invariance vuci perturbaci: d(v @ uy, v @ uy) = d(uy, uy) musi platit pro
libovolnou perturbaci v, kde v & u = C(viug, vous, ..., vpu,) pro kazdy

kladny vektor v.

— Invariance vici permutaci: d(Puy, Puy) = d(uy, uz) musi platit pro libo-

volnou permutacni matici P.

— Podkompozicni dominance: Vzdéalenost mezi dvéma podkompozicemi nesmi
byt vétsi nez vzdalenost mezi dvéma kompozicemi. Musi tedy platit nerov-

nost d(uy, uz) > d(C(Suy),C(Suy)).

— Podkompozicni soudrznost: Vysledky analyzy podkompozic musi byt v sou-
ladu s vysledky analyzy celych kompozic. Jinak fe¢eno bychom méli ziskat
stejnou informaci o slozkach podkompozic a vztazich mezi nimi, at uz ana-

lyzujeme cely kompozi¢ni soubor, nebo jen jeho redukovany tvar.

Daéle Aitchison uvedl ptiklad, aby poukazal na skutec¢nost, ze hly nesplnuji
vyse uvedenou podkompozi¢ni dominanci. Tim obh4jil pouzivani logpodilovych
transformaci a logpodilovou analyzu tak povysil nad vSechny znamé alternativni
pristupy.

Po priblizeni vzniku principu statistické analyzy kompozi¢nich dat se nyni
zaméiime predevsim na odlisné nazory v chapani téchto principu a také na to, jak
ovlivnily zastance sférického pristupu. Na zaver celé kapitoly bude uveden priklad,
jehoz cilem je zpochybnit platnost principu statistické analyzy kompozic¢nich dat
jakozto nutné podminky pro relevantni statistickou analyzu téchto dat.

Invariance na zménu méritka a podkompoziéni soudrznost jsou silné zalozeny

na pohledu, ze predmétem analyzy jsou jednotlivé slozky kompozice (samoziejmé
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ve vztahu ke slozkam ostatnim) a jedinym zpusobem, jak je vySettovat jako rela-
tivni hodnoty, je uziti poméru. Alternativnim pohledem, ktery je vlastni transfor-
macim do kladného ortantu hyperkoule, je analyzovat nikoliv jednotlivé slozky;,
ale analyzovat kompozice jako takové. Pak by tedy kompozice mély byt vybrany
zejména na zakladé kontextu a predmétem zajmu neni jejich konkrétni podkom-
pozice. V tomto pripadé neni duvod predpokladat, ze objekty ruznych dimenzi
maji stejné vlastnosti a stejné tak neni diivod predpokladat odvozovani vlastnosti
z téchto navzajem ruznych objekti. Budeme-li tedy pracovat primo s kompozi-
cemi, nevznika nutnost predpokladu podkompoziéni soudrznosti.

Za zminku stoji také pohled na podkompoziéni soudrznost v literatute [14],
kde autori tvrdi, ze podkompozice by se mély chovat jako ortogondlni projekce
ve standardni realné analyze. Podkompozi¢ni soudrznost je dle nich mozné prak-
ticky vyjadrit jako ,shrnuti“ podkompozi¢ni dominance a invariance na zménu
meritka. To se ovsem zda byt dle autoru v [18] slabsi predpoklad, nez jak jej minil
Aitchison.

Zavérem kapitoly naznacime hlavni myslenku ptikladu, ktery je podrobné

popsan ve zdroji [18].

Priklad 1.5.1 Necht q = (q1,q2,q3)" je mormdiné rozdélensyj ndhodny vektor,

ddle necht
e

r; =
T 14 ew’

j=1,2,34.
Necht je ddana kompozice u = (uy, ug, uz, us)’, kde

up =mrry, us = (L—ry)rs, uz=(1—r)(1—r3), us=ri(l—ry).
Standardni logpodilové souradnice jsou ve tvaru

42
alr(u) = | —g1 + @3+ In(14+e?) —In (14 e®)
—q1+In(1+e?)—1In(1+e®B)

2¢1 +3¢2 — g3 —2In (1 4+ e®2) + 2In (1 + %)

—2q1 — @2+ 3¢z +2In (1 + e®) — 2In (1 + B)
—2¢1 — @ —qz3+2In(1+e®) —2In(1+eB) |’
21 — 2 —q3 —2In(1 +e®) 4+ 2In (1 4 %)
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1/V2(@ + a2 — g3 — In (14 e®) +n (1 4 e®))
ilr(u) = 1/vV6 (g1 4+ g+ g3 —In (1 + e%2) + In (1 + e®)) :
1/V12(=2q + g2 + g3 +2In (1 + e®) — 21n (1 + e%))

@+ g —In(1+e?)—In(l+e?/(1+e®))
mir(u) = | gz —In(1+e®B) —In(1/(1 +eB) + e /(1 + €?))
—q1 +1In(1+e?) —In(1+eB)

Je zreymé, Ze margindglni rozdéleni uvedenych souradnic, mimo souradnici
alr(u), = qo, jsou asymetrickd. Tedy Zddnd ze standardnich logpodilovijch trans-
formaci nemd mnohorozmérné normdlni rozdéleni pravdépodobnosti. Budeme-li
wvaZovat podkompozici ' zaloZenou na druhé a treti sloZce kompozice u ve tvaru

u = (13,1 —r3)T, pak jsou jeji logpodilové souradnice ve tvaru
alr(w') = g3, clr(v’) = (1/2 ¢3,—1/2 ¢5)7, ilr(w’) = 1/v/2¢s.

Jedna se tedy o linedrni logpodilové souradnice. Vzhledem k asymetrii se pouzivaji
jako odhady medidny, které jsou melinedrnimi odhady polohy. Median uvedené
linedrni transformace neni (ani asymptoticky) linedrni transformaci medidani
puvodniho rozdéleni. U multiplikativni logpodilové transformace dokonce ani nelze
mlr(w’)y = g3 vyjadrit z mir souradnic pivodni kompozice u. V tomto pripadé
tedy standardni logpodilovd analyza na celé kompozici neni v souladu s analyzou

na podkompozicich, tedy nespliuje podkompoziéni soudrznost.

Na piikladu autoti v [18] demonstrovali sviij pohled zaloZeny na tom, Ze i log-
podilova metodika ma v urcitych pripadech problémy s konzistenci. Konstatuji, ze
podkompoziéni soudrznost tedy v nékterych pripadech nesplinuje ani logpodilova
metodika, ktera byla na zakladé této vlastnosti povysena pred ostatni znamé al-
ternativni pristupy. Autoti navrhuji zamitnuti podkompozi¢ni soudrznosti jakozto
predpokladu relevantni statistické analyzy kompozi¢nich dat, nikoliv vsak zamit-
nuti zaroven logpodilové metodiky, kterou oznacuji jako vhodnou pro uré¢ity typ
problému.

Lze si povsimnout, ze ztézejni rozdil mezi logpodilovym pristupem a alterna-
tivnimi ptistupy v cele se sféricisty je ve skutecnosti, ze logpodilova metodika se

na konstantni soucet nejen ze nefixuje, ale je pro ni dokonce irelevantni. To je
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ziejme i pricinou zavadéjicitho myslenkového postupu v prikladu 1.5.1. Vzhledem
k faktu, ze se kompoziéni data neomezuji na proporcialni reprezentaci, zda se byt

logpodilovy piistup v porovnani s ostatnimi nejobecnéjsim.
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Kapitola 2

Regresni model zaloZzeny na
odmocninové transformaci

Nasledujici podkapitola se zaméruje na specificky regresni model, ktery je
navrzen pro data, kterd ziskdme pouzitim odmocninové transformace definované
vztahem (1.9). Nejprve predstavime model a sezndmime se s vhodnym rozdélenim
pravdépodobnosti pro modelovani téchto dat. Déle se zamérime na jeho asympto-
tické chovani a odhad parametru. Nakonec poukazeme na jeho prednosti a nedo-
statky v porovnani s logpodilovou metodikou.

Hlavnim zdrojem informaci pro tvorbu celé kapitoly byly publikace [20], [21].
Déle bylo ¢erpéno z [12], [19].

2.1. Obecny Kentiv regresni model

Jak jiz bylo zminéno v podkapitole 1.4.2, odmocninova transformace zobrazuje
kompozicni data (a to véetné nul) na povrch (p — 1)-rozmérné hyperkoule. Necht
Sr=t = {y € R? | |ly|| = 1}, kde ||.|| zna¢i eukleidovskou normu, je p-rozmérna
hyperkoule s jednotkovym polomérem. Necht {y;, € SP~' | ¢ = 1,2,...,n}
jsou vysvétlované proménné a {x; € R? | i = 1,2,...,n} jsou vysvétlujici
proménné. Déle necht jsou vysvétlované proménné vzdjemné nezavislé a maji

Kentovo rozdéleni dané hustotou

F(ylx) = c(, B) " exp [kpa(x)"y + Ba(o() Y2+ -+ Byt (7,4 () y)?
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— (Bt Bt Bp) (v, 0TY?], yes (2.1)

kde p(x) je primeérny smer, v,(x), v3(X), . . . ,7,(X) jsou p-rozmérné ortonormalni
vektory (osy), které jsou kolmé na p(x),x >0 a B = (B2, [3,...,Bp-1)" € RF72

jsou parametry urcujici tvar a splnujici nerovnost

g>62253z---25p_1z—<ﬁ2+53+---+ﬁp_1>

a ¢(k,B) je normalizacni konstanta.

Je znamo, ze v regresnich modelech muzeme zvolit, zda jsou na proménné x
zavislé vSechny parametry, nebo jen jejich ¢ast. Tento model predpoklada, ze w
je funkei proménné x (tj. p=p(x)) a ostatni parametry s, 3 a K*(uvedené nize)
jsou konstanty nezavislé na x.

Je zvykem sloucit pu(x), v9(x),...,7,(x) do (p X p)-rozmérné matice
I'(x) = (p(x), 72(x), .., 7,(x))
a ortogonalni matici I'(x) modelujeme jako
I'(x) = Hx)K = (u(x), H (x)K"),
kde

H(x) = (u(x), H'(x)) a K = (01 OK)

p—1
jsou (p X p)-rozmérné ortogonalni matice a 0,1 je (p — 1)-rozmeérny vektor nul.
Déle se definuje D, = diag(0, Ba, B3, - . -, Bp—1, — an—:g 1) a hustotu danou vzta-

hem (2.1) lze psat v tspornéjsim maticovém tvaru

Fylx) = (. 8)exp (wp(x)"y +y ()DL (x)y)

a pro normaliza¢ni konstantu Kentova rozdéleni pak muzeme psat vztah
.8 = [ ep (kubdTy +y TEDLRTY)dy. (22
yesp—1

Nez uvedeme zpusoby, jak zvolit H*(x) a K*, zminime jesté lemma, na jehoz
zakladé definujeme v textu dédle pouzivanou transformaci. Dukaz tohoto lemmatu

lze najit v literatute [21].
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Lemma 2.1.1 Necht y|x md Kentovo rozdéleni s parametry r, 3 a T'(x). Necht
C je (p X p)-rozmérnd ortogondlni matice. Pak transformace y'©) = Cy md opét
Kentovo rozdélent se stejnymi parametry k, 3 avsak s ortogondlni matici rovnou

CI'(x).
Transformace

y'=Tx)"y=(y,v5.....y;) € 5" (2.3)

se nazyva populacni standardizacéni transformace, nebot jeji hustota je funkei
pouze parametri urcujicich tvar a tudiz y* lze povazovat za standardizovanou

formu Kentova rozdéleni s ortogonalni matici rovnou jednotkové matici.

2.2. Multiplikativni a aditivni Kentiv regresni
model

Nésledujici text se bude zabyvat volbou K*, H*(x) a p(x) v obecném modelu
z podkapitoly 2.1 a na zakladé jejich tvaru pak uvedeme multiplikativni a aditivni
Kentuv regresni model.

Jednou z moznych parametrizaci matice K* podle [12] je uréit ji jako vysledek
(p—1)(p—2)/2 rotaci v roviné ur¢enych (p — 1) x (p — 1)-rozmérnymi maticemi
Rj; (1), které jsou funkcemi p—2 rovnikovych dhli (tj. ihlt udavajich zemépisnou
délku) ¢1, 19, ...,y € (—m,m) a (p — 2)(p — 3)/2 polednikovych thla (tj.
tihli udavajicich zemépisnou sitku) v1, v, ..., Vp—2)p-3)/2 € (0, 7). Matice R};(¢))
jsou jednotkové a na pozicich s piislusnymi indexy (1,1), (i,7), (7,7) a (j,7) jsou
prvky po tadé nahrazeny funkcemi cos(1)), —sin(v),sin(¢) a cos(v). Napiiklad
pro p = 4 jsou matice Rj;(¢) ve tvaru

cos(y)) —sin(¢) 0
12() = | sin(¢) cos(¢) 0

0 0 1
a
1 0 0
R3;(¢) = | 0 cos(¢) —sin(v))
0 sin(¢)) cos(v))
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Prop=3je K* =Rj,(¢1) aprop >4

m=1

p—3 p—m—2
K* = { [Rb(qu)p—m—l) H (R;+1,j+2 (Vl—j+(p—m—1)(P—m—2)/2))] }Rb(d}l)'

j=1
(2.4)

Zpusob, jak parametrizovat prumérny smér p(x) spo¢ivd v jeho vyjadieni
pomoci hypersférickych polarnich souradnic a poté ve vyjadreni téchto souradnic
linearni funkci proménné x, kterou nazyvame tzv. spojovaci funkci proménné x.

Prumérny smeér p(x) uvazujeme ve tvaru

(cos(ay(x)) i=1,
Fi—1

lsin(aj(x)): cos(ai(x))  i#Litp—1i#p,

Lj=

sin(a,-1(x)) i = p,

“p—2 ‘

[1 sin(a;(x))
\ ~J=1

kde p;(x) je i-td slozka p(x) a restrikce oy (x), az(x),...,ap_1(x) € (0,7/2) za-
jisti, ze p(x) lez{ v kladném ortantu SP~!. Pak muzeme psét

T
2

gi(aa(x)) = alTxa g2(az(x)) = ayx, ..., gp_1(04p_1(X)) = ;213(7

kde g;, 7 =1,2,...,p—1 jsou spojovaci funkce, A = (af ,af,... al ;) € R&*(F~D
je matice regresnich parametrii. Je vhodné poznamenat, ze nemusime volit stejné
funkce pro kazdé j. Jednim z moznych tvaru spojovaci funkce je log-tangentova

funkce ve tvaru
9;(¢) = —2log(tg(v)).

Pouzitim log-tangentové funkce pro j = 1,2,...,p — 1 dostavame

exp(al'x/2)
Iz (1+exp(alx)

i=1,2,...,p—1,

pi(x) = ,

VT2 (+exp(al x))

33



Dalsi mozny zpusob, jak definovat vztah mezi p(x) a linedrnimi funkcemi

vysvétlujicich proménnych je

- i =1,
V143571 exp(al’x)
) = T 25)
exp(a;_,x/2) i—23 P

V1HS8Z] exp(al'x)

Obecny Kentuv regresni model z podkapitoly 2.1 vyzaduje vybér ortogonalni

matice H(x). Tu je mozné vyjadiit pomoci matic rotaci v roving, a to jako

H(x) = Rip-1)p(p1(¥))Rip-2)p-1) (0p-2(x)) - .- Raa(an(x)). (2.6)

Definice 2.2.1 Multiplikativni Kentiv regresni model je model definovany v pod-
kapitole 2.1 se spojovact funkci oj(x) = cotg(exp(—ajx/2)), j = 1,2,...,p — 1,
kde je kotangentovd funkce definovina na (—m/2,7/2) a s maticit H(x) ve tvaru

(2.6).

Multiplikativni Kentuv model nenf invariantni viuc¢i permutaci. Neni-li predem

rozmysleno konkrétni usporadani slozek, doporucuje se usporadat je tak, ze
_ _ _ 1L o _\T
Y1 Sy? < Syp? kdey: ﬁzyl: (y17y27"'7yp) :
i=1

Duvodem, pro¢ postradd permutaéni invarianci je mimo jiné i skutec¢nost, ze

matice H(x) v (2.6) neni symetricka. Jeji symetrickd varianta je ve tvaru
H1 ML<X>T)
H(x) = ) , 2.7
= (st o 27
kde

1 T

Hj(x) = 700 pr () (x) =Ty, pp(x) = (pa(x), ps(x), .., pp(x)"

I+

Za predpokladu volby symetrické matice H(x) dle (2.7) a p(x) ve tvaru (2.5) je

mozné ziskat permutacni ekvivarianci.
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Definice 2.2.2 Aditivni Kentiuv regresni model je model definovanyj v podkapitole
2.1 s matici H(x) ve tvaru (2.7) a s p(x) ve tvaru (2.5).

Aditivni Kentuv model je tedy permutacné ekvivariantni, plati nasledujici

véta, jenz je dokdzana v [21].

Véta 2.2.1 Predpoklddejme, Ze y|x se 7idi aditivnim Kentovych regresnim mo-
delem a nechl A = (af,aj,...,al ;). Dile necht y© = Cy je permutaci y
takovou, Ze pozice y, zistdvd nezménéna. Pak se y'©) 7di aditivnim Kentovym
regresnim modelem s permutovanymi maticemi A a K* a nezménénym paramet-

rem (3.

2.3. Asymptotické chovani Kentova modelu a od-
had jeho parametrua

Nejprve se zamétrime na momenty Kentova rozdéleni. Pro prvni dva momenty
plati vztahy ve tvaru

E(ylx) = n(x)E(yr) (2.8)

E(yy"[x) = T'(x) diag(E(y;*), E(y5%), .- . E(y,")T(x)" (2.9)

Pii analyzovani kompozi¢nich dat se zajimame zejména o podminénou stiedni

hodnotu E(ulx), kde u = y* = (y?,13, ... ,yz)T. Upravou vztahu (2.9) ziskdame

pro E(u|x) vztah
E(ulx) = T(x)*E(y™).

Ocekavanou hodnotu E(y*?) nelze algebraicky zjednodusit, nebot normalizaéni

konstanta c(k, 3) ve tvaru (2.2) neexistuje v uzavieném tvaru (jedna se o (p—1)-

rozmérny integral). Je vsak mozné stanovit jeji aproximaci za predpokladu, ze

k — oo. K tomuto ucelu se vyuziva nasledujici populacni standardizacni trans-

formace z* = (23,23, ..., 2;)" takova, ze plat

Iz*|I*

* |2
P NP A TS|

5 . 1 zr . kde ||z°]] <2, m=2,3,...,p.

Déle zminime vétu o chovani z* pii k — oo, kterd je dokdzana v [21].
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Véta 2.3.1 Predpoklddejme, Ze k — 00 a By /k — dp, m=2,3,...,p—1

a plati
%>d22d3 > 2dypy > —(dy+dz+ -+ dyp).
Pak 23,23, .. ., 2, jsou asymptoticky nezavislé s rozdélenim
\/Ez:nw./\/'((),;> , m=23,...,p—1
1—2d,
a

1
Kzt ~ N |0, )

Navic také plati

P
Va2, 25, )" = VEWsva, - u) | = 05y,

Z veéty 2.3.1 vyplyva, ze y* = (1,23, 25, ... ,z;)T +Op(1/k) a asymptoticky je
y* tvoreno p — 1 nezavislymi pfiblizné normélné rozdélenymi slozkami. Symbol
Op(a), kde a € R, znaci tvz. O-notaci v pravdépodobnosti, kterd oznacuje
stochastickou ohrani¢enost posloupnosti ndhodnych vektortu. Pro posloupnost
nadhodnych veli¢in se tato notace znaci Op(a), kde a € R,. Necht {X,}.en
je posloupnost nahodnych veli¢in, pak X, = Op(a) pravé tehdy, kdyz plati
Ve > 03c. € Ryn. € N : P(|X,| < ca) > 1 —¢,Yn > n.. Rikdme, ze po-
sloupnost ndhodnych veli¢in {X,,/a},en je stochasticky shora omezend. Potom
pro posloupnost nahodnych vektora {X,, },en plati, ze X,, = Op(a) prave tehdy,
kdyz pro jednotlivé slozky nahodného vektoru X, = (X} X2 ... XP)T plati
X¥=0p(a), k=1,2,...,p. Uvedené informace o O-notaci byly cerpany z [8].

Jelikoz z (2.3) po upravé plyne, ze

y = Hx)Ky" = (p(x), H (x)K")y",

pak
y = p(x) + H (x)K*'z" + Op (1/k)
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aproy’ = (y7,v3,-..,y)" plati
y? = p(x)? + 2diag(p(x)) H* (x)K*z" + Op (1/k) .

Tedy pro # velké a p(x) nenulové ma u = y? ptiblizné mnohorozmérné norm4ln{

rozdéleni a plati
ulx ~ N | ()2, ddiag () H' (x)K* DK H* (x)” diag((x)) |

kde

1 1 1 1
Dg = dia , ey , — .
’ g</'€—2ﬁ2 K — 203 k=201 k42301 m)

Ke stanoveni odhadu a parametru a se vyuzivd asymptotickd metoda ma-
ximalni vérohodnosti. Necht je ddn nezavisly vybér o rozsahu n z modelu defi-
novaném v podkapitole 2.1. Logaritmicka vérohodnostni funkce pro a je pak ve
tvaru

n n
kY )"y + > yIT(x)DI(x) .
i=1 i=1

Z véty 2.3.1 plyne, Ze pro k — oo plati
r(x)Ty =k +0p(1), y'T(x)D.I(x)'y = 0p(1).

Vzhledem k tomu, Ze prvni ze s¢itancu dominuje hodnotu vérohodnostni funkce,

potom odhad a hleddme jako feSeni soustavy rovnic

Xn: 3N(Xz‘)yi _o.

— Oa

Odhad a bude blizky maximélné vérohodnému odhadu, je-li x velké, nebo je-li
Ps/k malé. Lze ukdzat, ze uvedeny odhad je nestranny (viz [21]).

Pro odhad K nejprve definujeme populaéni transformaci ve tvaru

(2.10)
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kde y; je popula¢ni standardizacni transformace z (2.3), plati y; = I'(x;)Ty; =
(YT Ysis - ,y;’i)T, i =1,2,...,n. Z lemmatu 2.1.1 vyplyvéa, ze tato populaéni
standardizacni transformace ma Kentovo rozdéleni s ortogondlni matici ve tvaru

H(x;)'T(x;) = K. Z (2.8) a (2.9) tedy po dosazeni vyplyvd, Ze
E(y;") = w'E(i,) a E(y/"(yi")") = K diag (E(y77), E(y33). - - - E(y,3) K,
kde p* = (1,0,...,0)T. Vybérova verze vztahu (2.10) je tak ve tvaru

S’/;k* - H(XZ)TyZ = (git? g;:‘fn ce 7g;,*i)T) 1= 1a 27 sy

kde matice H(x;) je dana vztahem (2.6) nebo (2.7) dle vybraného modelu a odhad
a nahrazuje a ve vztazich pro vypocet slozek pu(x). Necht S*™* = 1/n Y " | yi*(y;)7T
a dale necht S¥* je (p—1) x (p — 1)-rozmérnd matice, kterd vznikne odstranénim
prvniho fadku a sloupce matice S**. Momentovy odhad matice K* lze ziskat

spektralnim rozkladem

= — K*D,K*7, (2.11)

kde D) = diag(A2, As,...,A,) a vysledné odhady vlastnich ¢isel oznacime tak,
ze 3\\2 > 5\\3 > > /):p. Pro urceni jednoznacného tvaru K* v rozkladu (2.11) je
nutna restrikce rovnikovych thla 1y, s, ..., 1,2 pouze na (0,7) a navic musi
byt det(K*) = 1, protoze se jednd o matici rotace.

Déle tedy budeme pokracovat stanovenim odhadu orienta¢nich uhla. Jak je

stanovit ukazeme na piipadu, kdy p = 4. Pouzitim (2.4) dostdvame

K* = Ri,(¥2) R (v1) Ry (1) =

cos(1)e) —sin(eq) 0 1 0 0 cos(thy) —sin(ey) 0
= | sin(y2) cos(thz) 0O 0 cos(v1) —sin(ry) sin(e1) cos(¢y) 0
0 0 1 0 sin(ry) cos(vq) 0 0 1

(2.12)

Necht F je matice typu 3 x 3 tvorena vlastnimi vektory matice S}* dané vztahem
(2.11), které jsou ve sloupcich sefazeny dle velikosti jejich odpovidajich vlastnich

¢isel. Oznacme F; sloupce matice F, tj. F = (F, Fy, F3). Vytvofime nyni matici
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F* tak, ze

Fr — { -F, je—li 5 < 0, Fr — { —F;3 je—li Fi3 < 0,
S O 2 jinak, 37 L F; jinak

a polozime F* = (F%,F,, F3). Dale necht

o { —F,  jeli det(F*) = —1,
27\ F, jinak,

déle polozime F** = (F1, F3, F3). Momentovym odhadem matice K* je K* = F*

a momentové odhady orienta¢nich thlu v4,11, 19 je mozné jednoduse vyjadrit

vypoctem soucinu matic v (2.12)(staci urcit pouze cleny Ki;, K3, a K35) a z rov-

nosti K* = F** dostdvame

~ F ~ _
vy = arccos(F3y), Yy = arccos | —2— |, 1y = arccos | ——=- ).
sin(7y)

sin(7;)

Nakonec jesté naznacime, jak stanovit maximélné vérohodné odhady para-
metru k a 3. V piipadé, ze by K a kazdé H(x;) byly zndmé, muzeme pomoci

(2.3) vy¢islit hodnoty populaéni standardizacni transformace

yi =Tx) "y =K'Hx:) "y = (0 v5i0 - U00) " (2.13)

kde i =1,2,...,n. Logaritmickd vérohodnostni funkce pro x a 3 je
1 *Ty—1, %
—n(log(c) — k) +Z [—— vl — 1) = 5y1iD; yLz}’

kde yi ;= (U ¥sir - Ups) - S pouzitim véty 2.3.1 dostavame yj ; = O(1/v/k),
yi; = 1+0p(1/k) a tedy vyraz —r/2(y; ; — 1)* lze zanedbat. Pak pro maximalné
vérohodné odhady plati vztahy

1 1
— Y Y= m=23,....p—1 a — y*i:—il _
Z /{—Zﬁm n; K+2Z§:2 j

Vzhledem k tomu, ze K a H(x;) jsou zpravidla nezndmé, vyuzijeme odhadu K

a I/—\I(xz) Nejprve definujeme nasledujici vybérovou standardizacni transformaci,
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ktera vznikne uzitim odhadi K a I/‘\I(XZ) v (2.13), tj.
S’/;k - KTH(XZ)Tyl - (gik,l’ g;,'i’ N 7@;77:)717 /l: - ].7 2, e 77’L.

Lze ukézat (viz [21]), ze A = L/ny 0 g2 prom = 2,3,...,p, a uvedené
odhady pak spliuji nasledujici vztahy

~ 1 ~ 1
)\m:m, m:2,3,...,p—1 a )‘p:

coz vede k maximalné vérohodnym odhadum

1 1
P=153 N
~ 1 1 <1 1
ML — | — N — —— |, m=2,....p—1.
2 p—lj:2 i Am

Tyto asymptotické maximalné vérohodné odhady tvarovych parametru jsou
nevychylené, jsou-li k a n velké. Pro n malé jsou odhady znacné vychylené, a to

i v pripadé, ze k je velké.

2.4. Vlastnosti Kentova regresniho modelu a je-
jich srovnani s logpodilovou metodikou

Oba uvedené Kentovy modely, aditivni i multiplikativni, stejné jako ostatni
mozné varianty predpokladaji, ze slozky p(x) jsou nenulové, jinak by nékteré
z parametru a;, ¢ = 1,2,...,p — 1 mohly nabyvat nekonec¢nych hodnot, nebo
by nebyly definovany viubec. Toto je zasadni rozdil oproti Aitchisonové pristupu
pouziti logistického normalniho rozdéleni (viz [4]), kde se predpokladd, ze slozky
kompozic jsou nenulové, tedy se jedna o predpoklad znacéné striktnéjsi.

S pouzitim Kentovych modelu se poji také jisté problémy, na které poukazali

Scealy a Welsh zejména v [20]. Jednd se konkrétné o skutecnost, ze
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(i) normalizaéni konstanta ¢(k, 3) neexistuje v uzaviené formeé a zahrnuje mno-

honasobné integraly, jejichz feSeni je narocné v pripadé, ze p je velké.

(ii) odmocninova transformace zobrazuje kompoziéni data pouze piimo do klad-
ného ortantu hyperkoule. V ptripadeé, ze se slozky vektoru u nachazeji blizko
hranic simplexu, Kentuv model muze expandovat mimo kladny ortant hy-

perkoule.

Abychom se vypotradali s problémem (ii), lze uvazovat tzv. ,slozené“ Kentovo
rozdéleni. Predpoklddejme, ze y méa Kentovo rozdéleni, pak s vyuzitim abso-
lutnich hodnot ma [y| = (Jy1], |yzl, - - - |yp|)* tzv. slozené Kentovo rozdéleni. Pra-
covat se slozenym Kentovym rozdélenim je pomérné ndrocéné (viz [19]) a proto
se mu v této praci blize vénovat nebudeme. Nicméné pii analyzovani mnoha da-
tovych souboru muzeme predpokladat, ze vétsina slozek u je rozdélena mimo
hranice simplexu, pak tedy parametr koncentrace transformovanych dat x bude
znacné vysoky a to nam dovoli vyuzit aproximace uvedené v podkapitole 2.3.
Timto zpusobem snizime negativni vliv problému (i) a (ii) a pro velké x muzeme
toto slozeni ignorovat.

Nyn{ se jesté vratme k tématu podkapitoly 1.3 o kritice (nejen) sférickych

pristupu ze strany Aitchisona. Jedna se konkrétné o tyto skutecnosti
(a) rozdéleni na hyperkouli nepracuji pfimo v kladném ortantu,

(b) perturbace na simplexu nelze vyjddfit na hyperkouli, protoze rotace nevy-

kazuje zadny vztah k perturbaci,

(¢) mneni splnéna podkompoziéni soudrznost jakozto vztah mezi tihly ve vyssich

a nizsich dimenzich.

Scealy a Welsh v [18] oponuji, ze kazdy pohyb bodu na simplexu je mozné re-
prezentovat jednoznacneé rotaci na hyperkouli a tedy je rotace na hyperkouli vhod-
nou alternativou k perturbaci na simplexu. Zamitaji tedy problém (b). Problém
(a) je totozny s (ii) a je diskutovany vyse. Kritika (c) je opravnéna, nebot podkom-
poziéni soudrznost mezi thly ruznych dimenzi opravdu neni splnena. Nicméné se
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splnénim tohoto predpokladu maji v nékterych pripadech potize vSechny znamé
pristupy, z pohledu sféricistu i véetné samotné logpodilové metodiky (viz priklad
1.5.1).

Druhé kapitola demonstrovala principialni rozdil mezi pohledem logpodilové
metodiky a sféricistt v pripadé regresni analyzy. Zatimco v logpodilovém pripadeé
bychom postupovali vyjadienim vysvétlovanych kompozic v logpodilovych souiad-
nicich a dale uzitim standardnich néstroju vicendsobné regrese (vice o interpretaci
vysledku piimo v souradnicich nebo zpét na simplexu najdeme v [13]), sféricisté
jdou cestou tvorby komplexnich statistickych modelu sitych na miru konkrétnimu
zadani. I to muze byt z praktického hlediska jednou z pti¢in, pro¢ se v prubéhu
uplynulych desetileti stala logpodilovd metodika dominantni volbou, nejen pfi

regresni analyze kompozic.
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Kapitola 3

Robustni metoda hlavnich
komponent v tangentovém
prostoru

Nésledujici podkapitola bude pojednéavat o nové robustni metodé hlavnich
komponent (dédle jen PCA), ktera byla vyvinuta k analyze geochemickych dat.
Vyuziva se pii ni tzv. relativni mocninné transformace s cilem analyzovat kom-
pozicni data, jejichz nékteré slozky jsou malé a relativné hodné variabilni. Kom-
pozice s takovymi slozkami maji rozdéleni blizko hranic simplexu. V souvislosti
s touto metodou budeme v dalsim textu pracovat s pojmy jako jsou tzv. vari-
ety, tangentové vektory a tangentové prostory, a tak se na zacatku této kapitoly
budeme nejprve vénovat struénému seznameni se s témito pojmy z diferencialni
geometrie. Poté metodu popiSeme, odhadneme parametry a v neposledni radé ji
srovname s PCA zalozenou na logpodilovych souradnicich a s PCA na hyperkouli.

V tomto textu budeme povazovat standardni PCA za znamou. Zminime pouze
to, ze se jedna o metodu pro redukci dimenze mnohorozmérnych dat s cilem
vysvétlit co nejvice variability obsazené v datech. Hlavni komponenty jsou vlastné
linearnimi kombinacemi puvodnich slozek ndhodného vektoru, z geometrického
hlediska se jedné o osy nového souradnicového systému. Bazové vektory tohoto
soufadnicového systému nazyvame zatéze. Souradnice vzhledem k témto bazovym
vektorum nazyvame skéry. Vysledky analyzy hlavnich komponent zobrazujeme

pomoci specidlniho grafického nastroje, tzv. biplotu, ktery je dvoudimenzionalnim
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zobrazenim objektu (skéru) a proménnych (z&tézi) prvnich dvou hlavnich kom-

ponent v jednom grafu. Pro pripadné detaily se odkazujeme na literaturu [9].

3.1. Zakladni pojmy z diferencialni geometrie

Vzhledem ke skutecnosti, ze budeme v dalsi podkapitole pracovat s prostory
obecnéjsimi nez je hyperkoule, pfiblizime zejména tzv. varietu, k tomu bude za-
potfebi nejprve definovat tzv. topologicky prostor a nékteré dalsi pojmy. Pii

tvorbé celé této podkapitoly byla vyuzita literatura [22].

3.1.1. Topologicky prostor, topologicka a diferencialni va-
rieta

Definice 3.1.1 Mnozina N spolu se systémem T = {T} podmnozin mnoziny N

takovych, Ze plati:
1. 0eT,NeT,
2.T,eT,iel: Uy TieT,
3. T,eT,icl, I jekonecnd mnoZina: (e, T; €T,

se nazyvd topologickym prostorem na N. Systém podmnozin T = {T} se nazgvd

topologie.

Definice 3.1.2 Mnoziny z N nazyvame oteviené mnoziny. Podmnoziny N se

nazyvaji uzaviené, je-li jejich doplikem oteviend mnoZina.

Definice 3.1.3 Zobrazeni f : T — R se nazijvd homeomorfismus, je-li zobrazeni

f bijektioni a obé zobrazeni f, f~! jsou spojitd.

Definice 3.1.4 Zobrazeni f : T — R se nazjvd C"-difeomorfismus, jsou-li f, f~1

spojité diferencovatelné funkce az do Tddu r véetné.
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Necht NP je p-rozmérny topologicky prostor s otevienymi podmnoZinami

{Ui|i € I} takovymi, ze |J,c; U; = N? a s funkcemi ¢; : U; — RP, které jsou
homeomorfismy na oteviené podmnoziny f(U;) € RP. Funkce ¢;, 7 € I nazyvame

mapami na N? za predpokladu, ze
CjOCi_1 :ci(UiﬂUj) —>cj(UiﬂUj) (31)

je homeomorfismus Vi,j € I. Mapy lze interpretovat jako lokdlni soutradnicovy

systém na NP.

Definice 3.1.5 Podmnoziny {U;}icr spolu s mapami {c;}ier tvori atlas na NP,
Mnozina NP spolu s atlasem {(U;,¢;)|i € I} se nazgvd topologickou varietou di-

menze p.

Definice 3.1.6 Mnozina NP spolu s atlasem {(U;, ¢;)|i € I} se nazgvd C”-diferen-

cidlni varietou dimenze p, je-li zobrazeni c; o ¢t v (3.1) C"-difeomorfismus.

3.1.2. Tangentové vektory, tangentovy prostor

Nejprve se zaméfime na intuitivni predstavu variety. Varietu chapeme jako
zobecnéni vnimani zakfivené plochy v 3-rozmérném prostoru. Zakiivenou plochu
si obvykle pfedstavujeme jako podmnozinu v R3, kterd zachovavéa geometrické
vlastnosti struktury eukleidovského prostoru, kterému nélezi.

Diferencidln{ varietu v R? lze uvazovat jako feseni rovnice f(xy,xs,x3) = 0,
kde f je redlnd funkce definovana na R?. Tuto plochu ozna¢ime N2, bod této plo-
chy muzeme oznacit © = (1, Te, v3)". Je-li gradient V f(z) # 0, potom odpovida
normélovému vektoru k plose N2. Tangentové vektory v bodé x budou tedy vek-
tory v R? takové, které jsou na tento normalovy vektor kolmé. Mnozina vSech
tangentovych vektoru vzhledem k dané plose v bodé x se nazyvé tangentovym
prostorem plochy N? v bodé z. Pak tedy vektor u = (uy, us, u3)” je tangentovym

vektorem k plose N? v bodé = prave tehdy, kdyz

3
0
u-Vf(z) = 5 uja—j = 0.
j=1 !
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Obréazek 3.1: Tangentovy a normalovy vektor k diferencialni varieté.

Pro prechod k obecnym diferencialnim varietam tato konstrukce nelze zobec-
nit a pristupuje se tak k abstraktnéjsimu vyjadieni. Tangentové vektory lze totiz
uvést do souvislosti s ekvivalentnimi tfidami tzv. cest prochéazejicich bodem z.

Necht xq je bod na plose N? a dédle necht z(t) = (z1(t), x2(t), z3(¢))” je cestou
na plose prochdzejici bodem zy v ¢ = 0 a definovanou pro t € (—n,n). Dale Vt

necht je definovan vektor

dzi(t) dao(t) das(t)\"
X(t):< at ’ dt  dt )

Lze tedy pozorovat, ze x(0) je tangentovy vektor k plose N? v bodé zg, tedy
kazda hladka cesta prochazejici bodem x( definuje tangentovy vektor v bodé z.
Tento tangentovy vektor neni jednoznaény k cesté, nebot existuje mnoho cest
skrze xq, které maji v daném bodé stejny tangentovy vektor. Nicméné, vSechny
cesty skrze bod z( se stejnym tangentovym vektorem tvori tiidu ekvivalence cest
v daném bodé. Situaci znazornuji obrazky 3.1 a 3.2.

Necht NP je diferencidlni varieta. Déle necht z(t) a y(¢) jsou dvé hladké cesty
v NP prochazejici spolecnym bodem zy v ¢ = 0 a soufadnicovy systém je dan

mapou okolo g tak, ze uvedené cesty maji souradnice

ZL‘(t) = (xl(t)> xQ(t% s 7xp(t))T7 ?/(t) = (y1<t)7 y2(t>7 s ayp(t))T’
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Obrazek 3.2: Tangentovy vektor jako ttida ekvivalence cest prochazejicich skrze
bod na varieté.

a To = ($017$027 e ,ﬁﬂop)T‘

Cesty z(t) a y(t) jsou hladké, jsou-li jejich souradnice diferencovatelné funkce

proménné t. Cesty x(t) a y(t) nazyvame tangentové v xqy za predpokladu, ze

dx;(0) _ dy;(0) =19

dt - dt Y Y 7"'7p‘

Zde si muzeme povsimnout, ze vlastnost ,tangentnosti“ je nezavisla na vybéru

souradnicového systému.

Definice 3.1.7 Tangentovy vektor x k cesté x(t) v bodé xy = x(0) je definovdn
jako trida ekvivalence vech cest y(t) takovych, Ze y(0) = xy a cesta y(t) je tan-

gentovd vt = 0.

Definice 3.1.8 Vektorovy prostor vsech tangentouvijch vektori vzhledem k varieté
NP v daném bodé x € NP nazijvame tangentovym prostorem v bodé x a znacime

jej To(NP).

Lze také ukézat, ze T,(INP) je stejné dimenze jako varieta NP. Navic plati, ze

T, (NP) je izomorfni k eukleidovskému prostoru R?.
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3.2. Robustni PCA v tangentovém prostoru

Nyni popiseme robustni PCA uzitim transformace z variety na eukleidovsky
tangentovy prostor. Jak jiz bylo zminéno, tato robustni metoda byla navrzena
pro geochemicka data, ktera maji casto nékteré slozky malé a relativné hodné
variabilni. Takové slozky maji ,asymetrické” rozdéleni blizko hranic simplexu.
Cilem metody uvedené v néasledujicim textu je pomoci tzv. relativni mocninné
transformace data presunout a symetrizovat. Jesté pred samotnou transformaci
se data relativné centruji vudi tzv. centrovacimu parametru, ktery je odhadovan
z celého kompozicniho datového souboru. Zde lze pozorovat zasadni rozdil oproti
tradicnim metodam, které ke zméné méritka pouzivaji pomeéry slozek z kazdé
kompozice oddélené. Aplikovanim vySe zminéné transformace se data zobrazuji
na varietu, kterd muze byt znaéné komplikovanou plochou. Data jsou transfor-
movana z variety na eukleidovsky tangentovy prostor a v tomto prostoru se pak
s nimi dale pracuje.

Tato podkapitola byla vytvorena zejména na zékladé publikace [17].

3.2.1. Popis metody

Pro libovolné a € R nejprve definujeme a-tou mocninu p-rozmérného vektoru
u vztahem

T
o a .«
u —(ul,uz,... u) .

Déle pouzijeme tzv. Box-Coxovu mocninnou transformaci

V souladu se znacenim v definici 1.4.1 budeme p-rozmérné kompozice nabyvajici
hodnot v (p — 1)-rozmérném simplexu AP znacit u = (uy,us,...,u,)’ € AP,
Mnozinou SP~! = {y € R? | |ly|| = 1} budeme rozumét (p — 1)-rozmérnou

jednotkovou hyperkouli. Pak pro libovolny vektor y = (y1,va, ..., 4,)", ktery lezi
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v kladném ortantu hyperkoule S?' = {y € S»~' | y; >0, j = 1,2,...,p} plati,
7e y? € AP. Naopak pro kazdou kompozici u € AP plati, ze y/u € Sﬁ_l.

Pro p € Sﬁ_l s kladnymi slozkami p; > 0, 7 = 1,2, ..., p definujeme relativni
mocninnou transformaci, kterd zobrazuje kompozice u € AP na vektory z =

(21, 29, .., 2p)" vztahem

1. i 1
z = §d1ag(u)Ta (dlag (E) u) =

Ldiag(p) [(diag () u) = 1,] a0,

= (3.2)
sdiag(p)In |diag (#) u a=
Invertovanim (3.2) dostavame
u® = p? + 2adiag (u?* ') z a#0,
In(u) = In(p?) + 2diag <ﬁ z a=0. (3:3)
Transformace (3.2) zobrazuje kompozice ze simplexu AP na varietu
zeRP:z; > -5, (z)zl} a >0,
Ne-t = ZERP:f(z)zl} a=0,
z e RP:z; < —4L (z)zl} a <0,
kde
17 diag(p?) (1 + 2adiag <i> z) e a#0
P )
flz)=9 7 K (3-4)

1] diag(p?) exp (Zdiag (ﬁ) z) a=0.

Vsimnéme si, ze dosazenim u = p? do (3.2) se pu? zobraz{ Va na z = 0,. Pro

gradient funkce f(z) plati

. . 1 1/a—1
Vf(z) = 2diag(p) (1p + 2adiag (;) z> .

Na varieté je z = 0, definovdn dle (3.4), tj. Va je f(0,) = 1 a déle plati
Vf(0,) = 2u. To znamend, ze p je normalou k varieté N2~! v z = 0,. Tan-

gentové vektory k varieté N2~! v z = 0, jsou tedy vektory v RP ortogonéln{ k .
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Tyto tangentové vektory tvori tangentovy prostor Tp, (N271). K promitnuti z na

tangentovy prostor, ktery je kolmy k u, se pouziva projekce ve tvaru

E=z—pp'z=1,—pp')z, (3.5)

kde I, je (p x p)-rozmérnd jednotkova matice.
Vektor z muzeme (ptictenim pp’z k obéma strandm rovnice a tipravou) za-

psat pomoci (3.5) v soutadnicich tangentového prostoru jako

z=(pp" +1, — pp')z = pd + &, (3.6)

kde § = p’'z a po zpétné substituci do (3.3) dostdvame u® v soufadnicich tan-

gentového prostoru

u® = p? + p?*2ad + 2adiag(p?t)€ a#0,

In(u) = In(p?) + 1,25 + 2diag (ﬁ) a=0.

(3.7)

PCA v tangentovém prostoru T, (N271) je zalozena na analyze spektralniho
rozkladu odhadu matice var(€). Aby bylo mozné rozklad provést, je potieba sta-
novit urcité predpoklady o € a poté je prostrednictvim (3.3) a (3.6) prenést
zpét pres z k u® (resp. In(u)). Relativni mocninnou transformaci (3.2) chceme
presunout data dale od hranic simplexu a transformovat kompozice blizké nule
za Ucelem dosazeni aproximativné symetrického rozdéleni. Predpokladame, ze
(P) transformovany ndhodny vektor & ma elipticky symetrické rozdélent s nulovou
stredni hodnotou a konecnym rozptylem.

Tento predpoklad je uzitecny, ale v praxi vétsinou nelze o¢ekavat jeho platnost.
Préaveé z tohoto duvodu se pouziva robustnich odhadu stiedni hodnoty a rozptylu,
které dovoli ignorovat mirné odchylky od predpokladu (P).

Prvni vlastni ¢islo var(€) je nula, protoze jedna dimenze byla ztracena pro-
jekef na tangentovy prostor. Necht Ay > A3 > -+ > )\, > 0 jsou zbyvajici vlastni
cisla, déle necht Dy = diag(Xg, Ag, ..., Ap) a I = (75,7y3,...,7,) je p X (p — 1)-
rozmérna matice pifslusnych vlastnich vektorii. Pak lze psat var(€) = T*D,I*7.

Komponenta pu’z ve sméru norméalového vektoru g je ortogonalni k tangen-
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tovému prostoru, tj. I' = (u,T™) = (u,72,73,.--,7,) je (p X p)-rozmérnd or-

togondlni matice

177 = (#?ZZ > = (F*T{:;Z i 5)) = (FfT£> , (3.8)

nebot T = 0,_;. Z toho déle plyne, ze

* * kT
T _ m T.N _ [V €
E(I'z) = ( 5—1) a var(I'z) = <c: D,\)’ (3.9)

kde m* = E(§), v* = var(d) jsou ¢isla a ¢ = cov(I*€,6) je (p — 1)-rozmérny
vektor.

Lze dokazat, ze plati vztahy
E(z) = um* a var(z) = v'pup’ + Tcip’ + pc' T + T°D, I,
z nichz s vyuzitim (3.3) pfejdeme k u®, resp. In(u). Plati
E(u®) = p**(14+2am*) a var(u®) = 4a’diag(p®* )var(z)diag(pu?* ). (3.10)

Pro a = 0 jsou momenty v (3.10) ve tvaru

E(ln(u)) = In(p?) + 1,2m* a var(In(u)) = 4diag (%) var(z)diag (é) .

Pomeér vysvétlené variability v tangentovém prostoru ve sméru j-tého vlastniho

vektoru matice var(&) je

=, 2<j<p. (3.11)
k=2 Ak

Déle nas bude zajimat, jak tangentovy prostor To, (N2~!) aproximuje varietu
N1 Uréime tedy celkovou variabilitu z. Platf, ze tr(var(z)) = v* + > % _y M.

Pomeér celkové variability ve sméru j-tého vlastniho vektoru je pak

A ‘
A 2<i<np 3.12
IS J<p (3.12)
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3.2.2. Odhady parametru

Necht jsou data tvofena p-rozmérnymi kompozicemi uy, ..., u,. Pouzijeme-li
PCA jako metodu pro redukci dimenze, neni nutné predpokladat zadné jejich
explicitni rozdéleni.

Nejprve odhadneme parametr «, aby bylo mozné pro slozky rozdélené blizko

nuly vytvorit rozdéleni transformovanych slozek
yi=ulproa#0, y;=In(w) proa=0,i=1,2,...,n,

tak symetrické, jak je to jen mozné. Tento odhad muzeme provést graficky.

Pro zvolenou hodnotu o odhadneme p. Pti odhadu g se pouzije odhad m
stfedni hodnoty E (u®). Poté z (3.10) plyne, ze ¥/m je odhadem p */1 + 2am*.
Normovanim dostdvame

%/m Vem
[[%/m]| Ve ||
Z toho vyplyva, ze u muzeme odhadnout jako
I P
= ———-proa , Tesp. i = —
Iyl Ve

pro a # 0 , resp. pro a = 0.

171
pro =0, ke =13y (319

Bohuzel data blizka nule nejsou po transformaci iplné symetricka a jsou zde ob-
vykle odlehld pozorovani. Z tohoto duvodu jsou preferovany robustni odhady. Ro-
bustni odhad muzeme ziskat tak, ze nahradime y v (3.13) prostorovym medidnem

y za ucelem minimalizovat vyraz
1 n
>y =3I
n <
=1

Je-li vybrano a a stanoveno i, je mozné vypocitat odhady Ez = (I,— ﬁﬁT)Ei,
kde z; se ziskd substituci p za p v (3.2).
Dale potiebujeme odhadnout I'* a D). Muzeme je ziskat z vlastnich vektoru

a vlastnich éisel z
1 o~ AT
—> EE, . (3.14)
N
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Odhady z (3.14) jsou ovSem nerobustni. Robustni odhady obdrzime z vlastnich

vektoru a ¢isel z

n ~ AT
1 ~ £
=D 1(&#0)=", (3.15)
”; 1€:11°

kde I(-) je indikétorova funkce. Tento odhad oslabi vliv tangentovych vektort,
které jsou daleko od nuly, a tak budou mit mensi vliv na vysledny odhad. Ro-
bustni PCA v tangentovém prostoru lze pouzit i na data kolinearni a velkych
rozméru. Metoda ma vysokou robustnost a je eficientni i pro rozdéleni s tézkymi

chvosty. Lze ukazat, ze

T «T Tk
r r
1€ T 2|2

kde ¥ je diagonalni matice. Jak uz bylo uvedeno, prvni vlastni ¢islo je rovno
nule. Tedy necht 122 > 123 > > 1@, > 0 jsou odhady zbylych vlastnich ¢isel a
nechf T = (Y2535 - - - »¥,) je odhad matice vlastnich vektort, které prislusi vyse
uvedenym odhadum vlastnich cisel.

K odhadnuti Dy se pouzivé speciélni odhad uvedeny v [11]

2
T . T . ATA‘/ C_
Aj = {qu‘glégn (I'Yj z; Iglgglggn(vj Zz)l):| pro j=2,3,...,p, (3.16)
D, = diag(Aa, As, . .-, Ap). (3.17)

Protoze § = pu’'z, mizeme odhadnout m* = E (§) a pouzit odhad pro zpétnou
transformaci k v* = var(9). K robustnimu odhadu téchto hodnot je nutno nejdiive

vypocitat odhadnuté vzdalenosti
~ sk N ~xT __
di=7T D,'T % (3.18)

a definovat vybérové vahy I((iZ <q),1<i<n, kde P(x}_; <q)=0.9. Robustni

odhady m* a v* jsou pak ve tvaru
P I(d < 'z P I(d < q)(f'Z — m*)?
T/T\l* — Zz:ln ( — Q)H Z a i)\* — Zz:l ( n— q)/(\/"’ m ) ) (319>
>im L(di < q) dim I(di < q)
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3.3. Porovnani metody s dalsimi znamymi pristupy

3.3.1. Vztah k logpodilovému pristupu

V podkapitole 1.2 byly predstaveny logpodilové soutradnice. Mezi zékladni log-
podilové soutadnice patii alr, clr a ilr souradnice. Tyto transformace lze vyjadrit

také maticove ve tvaru
alr(u) =F,In(u) , cr(u) = G,In(u) a ir(u) = H,In(u), (3.20)

kde F = (I,-1,—1,-1), G, =L, — 1/p1,1] a H, je (p — 1) X p-rozmérna matice,
jejiz fadky jsou ortogonalni k 1,. Logpodilové soufadnice alr(u), clr(u), ilr(u) je
mozné vyjadiit v soufadnicich tangentového prostoru po radé jako F,, G, a H,

vynéasobené vyrazem In(u) dle (3.7), tj. vyrazem
2 - 1
In(p®) + 2diag | — ) €,
w
kde & je s vyuzitim vztahu (3.2) a (3.5) mozné mozné psét ve tvaru
N i 1
E= (1, — pp )Edlag(u) In ( diag E u .

Logpodilové transformace jsou tedy linearni v £ a nezavisi na parametru kiivosti
0. Co se tyce vhodnosti téchto transformaci pro PCA, tak alr transformace se
nedoporucuje, protoze vysledky nejsou invariantni na poradi slozek kompozice u.
Ilr transformaci zase nelze aplikovat na kolinearni data. Nejvhodnéjsi bude tedy
porovnat PCA v tangentovém protoru a centrovanou logpodilovou PCA, ktera je
pro PCA v ramci logpodilové metodiky vyuzivana nejcastéji. Hlavni rozdil mezi
témito dvéma metodami spoc¢iva v tom, ze PCA v tangentovém prostoru zacing
s relativni transformaci centrovanou v u, kdezto centrovana logpodilova trans-
formace nestandardizuje data piimo, ale misto toho logaritmuje a poté centruje
kazdou transformovanou kompozici zvlast.

Abychom mohli prakticky porovnat vyse zminéné metody, bude nejprve nutné
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zavést tzv. symetrickou verzi mocninné tranformace a dale jeji izometrickou po-

dobu. Jedné se o transformace

U = ﬁ(}pua a U, = ﬁHpua.
p p
Pro a — 0 platf uy,) — clr(u), uj,) — ilr(u). Nyni pokra¢ujeme zndmym po-
stupem pii robustni PCA zalozené na ilr transformaci. Vzhledem k tomu, ze pro
a = 0 platiilr(u) = Hyclr(u), odhadneme nejprve var(ilr(u)) a zpétnou transfor-
maci ziskdme odhad var(clr(u)) = H] var(ilr(u))H,, ze kterého obdrzime zatéze.
Prislusné skéry muzeme vzit ptimo z ilr transformovanych dat. Pii volbé a 2 0
postupujeme stejné, vyuzijeme ovSem symetrickou variantu mocninné transfor-
))Hp.

L4~ 7 z * _ T *
mace a zatéze ziskdme z odhadu var(uy ) = H, var(uj,

3.3.2. Vztah k PCA na hyperkouli

Jak jiz bylo zminéno v druhé kapitole, odmocninova transformace zobrazuje
kompozicni data do kladného ortantu hyperkoule. Dale za predpokladu, ze data
nejsou prilis blizko k hranicim simplexu a jsou dostatecné malo rozptylena, lze
modelovat tato kompoziéni data Kentovym rozdélenim.

Momenty v (3.9), odvozené pro I'"z za pfedpokladu (P), plati pro Kentovo
rozdéleni s volbou ¢ = 0,_;. Tedy odhadovani parametru Kentova rozdéleni
je samo o sobé PCA. Podstatou analyzy kompozic na hyperkouli je absolutni
odmocninova transformace, narozdil od relativni odmocninové transformace pii
PCA v tangentovém prostoru. Navzdory tomuto rozdilu, volbou @ = 1/2 u PCA
v tangentovém prostoru davaji obé analyzy stejné vysledky:.

Hlavni vyhoda PCA v tangentovém prostoru spoc¢iva v tom, ze staci odhad-
nout pouze prvni dva momenty, které jsou pro analyzu v tangentovém prostoru
postacujici. Dalsi parametry muzeme ignorovat. Toto zjednoduseni umoznuje pra-
covat ve vysSich dimenzich a stanovit robustni odhady. Takovym odhadem je
napiiklad normalizovany prostorovy medidan zminény v podkapitole 3.2.2, ktery

je standardnim robustnim odhadem stfedniho sméru.
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3.4. Priklad: priciny umrti v evropskych zemich

Vychazime z datového souboru z prilohy B. Tato data byla prevzata z da-
tabdze Eurostatu z webové stranky [6]. Byla zvolena data pro rok 2011 a vybrano
31 evropskych zemi. Uvazujeme dohromady muze i Zeny vSech vékovych kategorii.
Databaze Eurostatu je znacné rozsahla a proto se omezime jen na nasledujicich
10 nejcastéji se vyskytujicich pri¢in smrti. Mezi né patii malignant neoplasms -
zhoubné novotvary, endocrine, nutritional and metabolic diseases - endokrinni,
vyzivovaci a metabolické choroby, mental and behavioural disorders - dusevni po-
ruchy a poruchy chovani, diseases of the nervous system and the sense organs
- choroby nervového systému a smyslovych organu, diseases of the circulatory
system - nemoci obéhové soustavy, diseases of the respiratory system - nemoci
dychaci soustavy, diseases of the digestive system - nemoci travici soustavy, disea-
ses of the genitourinary system - nemoci pohlavniho a mocového ustroji, accidents
- nehody, intentional self-harm - sebevrazdy.

I kdyz byla puvodni data obdrzena v absolutnich poctech imrti na jednotlivé
nemoci, zjevné nas zajima spise jejich relativni struktura, proto se vskutku jedna
o kompozi¢ni data. Pro aplikaci PCA v kontextu podkapitoly 3.2 tyto kompozice
vyjadiime v proporcialni reprezentaci, viz ptiloha C.

Cilem analyzy téchto dat bude tedy najit vzajemné vztahy mezi jednotlivymi
staty a pricinami smrti. Pro pfehlednost biplotu (grafickych vystupu PCA) pii in-
terpretaci vysledku byly zvoleny (v souladu s poradim vyse) nésledujici zkratky
pricin smrti: Neoplasms, Endocrine, Mental, Nerves, Circulatory, Respiratory,
Digestive, Genital, Accidents, Suicide. Jednotlivd pozorovani (stéty) byla také
ozna¢ena zkratkami (viz piilohy B - E).

Pii tvorbé tohoto prikladu jsem vyuzil programy, které mi zprostiedkoval
vedouci diplomové prace od spoluautorky [17], Dr. J. L. Scealy, Ph.D. Tyto pro-
gramy v softwaru R jsem uzpusobil pro analyzu zvolenych dat a prilozil je na
CD.

Prvnim krokem robustni PCA v tangentovém prostoru je provést odhad

parametru «. Ten provedeme graficky pro nékolik zvolenych hodnot, naptiklad
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Obrazek 3.3: Boxploty transformovanych dat y = u®. Vlevo nahore
y = u, vpravo nahofe y = y/u, vlevo dole y = {/u, vpravo dole y = In(u).

pro o = 1,1/2,1/4,0. Pro konkrétni volbu a vypocteme relativni mocninnou
transformaci z podle (3.2) a poté pomoci (3.3) vy¢islime y = u®. Vyslednd data
zobrazime pomoci boxplotu a rozhodneme. 7 obrazku 3.3 vidime, ze zadné «
neodstran{ viechno zakiiveni, nebot data jsou zna¢né variabilni a jiz pouhym po-
hledem na proporcialni datovy soubor v piiloze C muzeme vidét, ze je zde nékolik
budeme provadét na In(u). Z duvodu uspory mista uvadime datovy soubor po
logaritmické transformaci v ptiloze D.

Dalsi krok je odhadnuti stfedniho sméru g a hlavnich smeéru vy, v3, ..., 7,

Pro vypocet p pouzijeme vztah (3.13), kde misto ¥ uvazujeme prostorovy medidn
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y = (—1.266, —3.574, —3.781, —3.397, —0.891,
—2.626, —3.118, —3.983, —3.299, —4.261)"

Funkei pro jeho vypocet lze najit v R (funkce spatial.median, knihovna ICSNP).
Pak tedy

B = (0.541,0.171,0.154, 0.187, 0.653, 0.274, 0.214, 0.139, 0.196, 0.121)" .

Méme-li zvoleno « a stanoveno i, muzeme pokracovat projekei na tangentovy

prostor
&=L, —pap )z, i=1,2,...,31.
Vyse uvedené vektory jsou vycisleny v podobé datového souboru po provedeni

projekce na tangentovy prostor v piiloze E, pomoci nich nésledné odhadneme I'.

K urcenf odhadii hlavnich smért v,, s, . . .,7, budeme potiebovat urcit vlastni

¢isla a vlastni vektory matice (3.15). Prvni vlastni ¢islo je rovno nule, nebot jsme

ztratili jednu dimenzi projekci na tangentovy prostor. Dalsi vlastni ¢isla jsou

(zapiSeme je pro tsporu mista pomoci matice W)

\/I} = diag({/}\% {D\S? < 772}\10) =
— diag(0.514,0.163, 0.120, 0.090, 0.043, 0.022, 0.019, 0.017, 0.012).

Matici odhadit vlastnich vektord pak uvazujeme ve tvaru T' = (Fay V35 -+ -y Y10)

a vypoctem dostavame

—0.178 0.144 0.218 0.118 —0.166 0.105 —0.241 0.689 0.147
—0.053 0.266 —0.506 —0.540 —0.541 —0.135 —0.028 —0.105 0.164
—0.560 —0.679 —0.302 0.232 —0.157 —0.136 —0.009 —0.070 —0.086
—0.379 —0.112 0.150 —0.605 0.464 0.412 0.044 —-0.128 0.130
= 0.587 —0.259 —0.238 0.039 0.262 —0.050 0.057 —0.160 0.058
—0.383 0.532 —0.040 0.381 0.251 —0.245 0.027 —0.418 0.222
0.020 0.087 0.157 0.196 —0.413 0.634 —0.095 —0.418 —0.356
—0.123 0.243 —-0.232 —0.056 0.167 —0.043 0.497 0.263 —0.710
—0.017 —=0.066 0.517 —0.294 —0.084 —0.555 —0.294 —0.211 —0.397
0.002 —0.117 0.423 —-0.013 —0.319 —0.090 0.770 —0.057 0.294

Vyuzitim téchto vektoru a pouzitim specidlniho odhadu (3.16) muzeme od-
hadnout D,. Plati

ﬁ)x - diag(}:?a /):3a s 7/A\10>
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a vypoctem dle (3.16) ziskdame

f)A = diag(0.0241, 0.0023, 0.0017, 0.0012, 0.0006, 0.0002, 0.0002, 0.0005, 0.0001).

Nakonec jesté odhadneme skalary m* a v*. Vyuzijeme k tomu vztahu (3.18),

(3.19) a vypoctem ziskdme
m* = 0.9834, v* = 0.00009.

Konecné muzeme vyjadrit podily vysvétlené variability, tedy

100\ 100\
VY 4D o Ak VYD s Ak
1005*
v 0.29%.

7+ 3 M

Vidime tedy, ze prvni dvé komponenty vysvétluji dostatecné dobre variabilitu
v datech, nebot soucet prvnich dvou komponent je ptiblizné 85%, coz bude velmi
dobte odrazet strukturu datového souboru.

Nyni ukézeme zkonstruovany biplot na zakladé této robustni PCA a inter-
pretujeme jej. Pii tvorbé biplotu jsme v souladu s literaturou [17] na z-ovou osu
umistili komponentu, kterda vysvétluje méné variability nez druhd, coz se muze
zdat nezvyklé vzhledem ke konvenci ve znaceni os. Na interpretaci vysledku tato
skutec¢nost ovSéem nema zadny vliv. Pii samotné interpretaci jsme vyuzili po-
znatky o biplotech z literatury [10]. Na obrazku 3.4 si muzeme vSimnout, ze ne-
daleko stiedu lezi Némecko (DE). Je to ddno tim, Ze mé u vSech nemoci hodnoty
blizké prumérnym. Vzdalenost mezi staty muzeme interpretovat tim zpusobem,
ze ¢im jsou si staty blize, tim jsou si podobnéjsi. Jedna se totiz o aproximovanou
Mahalanobisovu vzdalenost. Muzeme si tedy vsimat tvoficich se shluku statu.
Napiiklad z geografického hlediska jsou si blizké stéty Ceska republika (CZ), Slo-
vensko (SK), Polsko (PL) a dédle pobaltské zemé Estonsko (EE) a Litva (LV).
Také Dansko (DK), Spojené krélovstvi (UK) a Nizozemsko (NL) jsou si blizké.
O téchto skupinach lze tict, ze je zde zivotni styl, lékarska péce a nehodovost
na srovnatelné rovni. Zajimava jsou také odlehld pozorovéani Portugalsko (PT),

Turecko (TR) a Recko (EL), ve kterych je vyskyt mentélnich poruch vyrazné nizsf
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Obrézek 3.4: Biplot diag(p!)vy; proti diag(p=1)~,

nez priumér. Naopak Finsko (FI), Svédsko (SE) a Svycarsko (CH) se nachdzeji
na opac¢né strané biplotu a vyskyt téchto onemocnéni je zde vyssi nez je prumer.
Muze to byt dano naptiklad nadprumérnou lékarskou péci a proto se lidé dozivaji
vyssiho véku, ve kterém potom na tyto nemoci casto trpi. Kvuli velikosti paprsku
(tedy smérodatné odchylce) pravé mentalni choroby vyznacné ovliviiuji redukei
dimenze celého datového souboru. Nejkratsi paprsek maji zhoubné nadory, ne-
moci travici soustavy a smrt nasledkem nehody. O nich muzeme tvrdit, ze jejich
poméry jsou stabilni.

Podivame-li se na vertikalni usporadani statu, tak postup zdola nahoru ovliv-
nuje celd fada pricin. V tomto sméru postupné klesa vyskyt chorob obéhové sou-
stavy, frekvence nehod a sebevrazd a naopak vzrusta vyskyt endokrinnich, po-
hlavnich a dychacich chorob. Co se tyce horizontalniho usporadani pricin smrti,
nejvice je postup zleva doprava ovliviiovan mentalnimi nemocemi a chorobami
nervové soustavy a smyslovych organu. V tomto sméru postupné vyskyt obou
zminénych pticin smrti klesa.

Na zavér jesté porovname vysledky nasi analyzy s analyzou, ktera je zalozena
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Obrazek 3.5: Biplot PC2 proti PC1

na logpodilovém pftistupu. Konkrétné budeme porovnavat se znamou robustni
PCA, ktera je zalozena na tzv. MCD odhadu. Jeji princip je popsan v podka-
pitole 3.3.1. Pripomenme, ze se zac¢ina ilr transformaci dat, poté odhadneme
var(ilr(u)) a zpétné transformujeme na odhad var(clr(u)) = H] var(ilr(u))H,,
ze kterého obdrzime zatéze. Piislusné skory vezmeme piimo z ilr transformo-
vanych dat. Aplikaci tohoto pfistupu zjistime, Ze prvni komponenta vysvétluje
59,32% a druhd 21,31% celkové variability. Dohromady tedy prvni dvé kompo-
nenty vysveétluji 80,62% celkové variability v datech.

Podivejme se jesté, v ¢em se lisi biploty z obrazku 3.4 a 3.5. Na prvni pohled si
muzeme vsimnout, ze jsou si biploty velmi podobné (jsou pouze oba jinak orien-
tované, coz na interpretaci nemd vliv). Vidime také, ze Némecko (DE) se vzdélilo
od pruméru celého kompoziéniho souboru. Shluky statu zustaly zachovany, jen
Polsko (PL) se lehce vzdalilo. Vsimneme-li si paprsku, tak muzeme pozorovat, ze
smrt nasledkem nervovych poruch se znacné odklonila od mentalnich poruch. Co
se tyce horizontalniho usporadani, tak zhruba souhlasi s vertikalnim usporadanim

z minulého grafu. Postupem zprava doleva postupné klesa vyskyt mentalnich po-
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ruch. Vertikalni usporadani smérem zdola nahoru nejvice ovliviiuje skupina ner-
vovych, respirac¢nich, pohlavnich, endokrinnich chorob v sestupném charakteru
a dalsi skupina nehod, sebevrazd a nemoci obéhové soustavy v charakteru vze-

stupném.
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Zaver

Oblast analyzy kompozi¢nich dat pro mé byla zpoc¢atku iplné novym pojmem.
Kdyz jsem zacal psat tuto diplomovou praci, obaval jsem se, ze nebudu mit k dis-
pozici dostatek zdroji, nebot je toto téma pomérné nové a stédle se rozvijejici.
Seznameni se s logpodilovym pristupem analyzy kompozi¢nich dat mi netrvalo
dlouho. Logpodilovy piistup je jiz dobfe zpracovan v mnoha publikacich v an-
glictiné, dokonce existuji i zdroje v cestiné mezi kvalifikacnimi pracemi na nasi
univerzité. Musim ovSem priznat, ze posledni dvé kapitoly pro mé byly z teo-
retického hlediska pomérné naroéné. Nastudovat a nésledné zprostifedkovat tyto
teoretické poznatky ¢tenaium se mi zpocatku zdalo slozité.

Ptesto jsem rad, ze jsem si zvolil pravé toto téma a nahlédnul tak mimo jiné
i do historie kompozi¢nich dat. Zajimavé pro mé bylo zejména to, jak probihala
komunikace mezi J. Aitchisonem a dalsimi statistiky, ze které posléze vznikly dis-
kutované principy statistické analyzy kompozic¢nich dat. Je zajimavé, jak vyvoj
analyzy kompozicnich dat ovlivnil pozadavek podkompoziéni soudrznosti jako
podminky relevantni statistické analyzy kompoziénich dat. Tento pozadavek ve
své podstaté zamital alternativni pristupy i pfesto, ze i samotna logpodilova me-
todika mé se splnénim tohoto pozadavku v nékterych piipadech (pfi fixaci na
konstantni soucet slozek kompozice) potize. Jeji sila totiz spocivd v pozadavku
dusledného respektovani invariance na zménu métitka, kde ostatni pristupy nutné
selhavaji. Dale jsem se dozvédél, ze regresni analyza kompozi¢nich dat zalozena na
odmocninové transformaci je pomérné naro¢nou metodou ve srovnani s regresni
analyzou zalozenou na logpodilovych souradnicich. Zajimavou metodou pro mé
byla zejména robustni PCA v tangentovém prostoru. Zpocatku se mi metoda
zdala znacné slozita, predevsim kvuli transformovani dat na tézko predstavitelné
a komplikované plochy, ale pii tvorbé ptikladu se mi jeji princip dostatecné
oztejmil. Potésilo mé, ze vysledky analyzy realnych dat zalozené na aplikaci této

robustni PCA byly smysluplné, dobie interpretovatelné a porovnatelné s robustni
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PCA vyuzivajici logpodilové souradnice. Presto, stejné jako u regresni analyzy, je
zrejmé, ze logpodilova metodika umoznuje dosazeni relevantnich vysledku daleko
jednodussi cestou.

V zavéru si tedy myslim, ze cil prace - seznamit sebe i ¢tendre s alterna-
tivnimi pristupy ke statistické analyze kompozi¢nich dat - se mi povedlo splnit.
Samoziejmeé je zde urcité prostor pro dalsi zkoumani. Naptiklad zamérit se de-
tailnéji na ostatni alternativni pristupy, nejen na pristup sféricky, ¢i blize po-
psat problematiku slozeného Kentova rozdéleni. To jiz ale rad pfenecham svym

nasledovnikum.
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Priloha A

Rekurzivni vztahy pro vypocet tihlového rozptylu a kovariance

Nésledujici vztahy byly prevzaty z literatury [23]. Plati

m m m
oo, = II (cos®¢;) ap,  + 3 <sin2 ¢n_1sin? ¢; ] (cos? ¢;) ai)
i=h ;
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] h—2 ) m
Ousgugy = —SiNPg_1 ] (cos ¢;) cos ¢y sin ¢p—1 [] (cos® ¢;) U(%h—l
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+ in: (sin bg_1 hff(cos ¢;)(sin ¢y, — cos? ¢p_1) %
i=h

Jj=g

m
X COS ¢z sin sz H (COS2 qb]) 0¢h—1¢i>

j=h
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kde sin ¢y = 1,020 =0,0409, =0,9=1,2,...,h—1lah=12,..., m+1, kdem

je pocet nezavislych proménnych, m + 1 je pocet slozek kompozice.
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Priloha B

Priklad: pri

ic

iny imrti - datovy soubor

. Endocrine, nutri- Mental and Diseases Diseases of the
Malignant . ’ . . A
tional and meta- behavioural of the nervous system and circu-
neoplasms bolic diseases disorders the sense organs latory system
BE Belgium 27639 2693 3903 4757 31382
CZ Czech Republic 27244 2801 939 2145 52963
DK Denmark 15481 1692 3052 1868 13459
DE Germany 221693 29835 27123 22741 342373
EE Estonia 3629 191 122 266 8173
IE Ireland 8667 634 808 1113 9236
EL Greece 27341 1513 126 1517 47741
ES Spain 105432 12789 15276 20254 118326
FR France 155160 19263 19474 33769 141355
HR Croatia 13701 1241 1048 877 25109
IT Italy 167883 26801 15970 23257 223107
CY Cyprus 1151 426 81 164 2119
LV Latvia 5890 519 319 267 15703
LT Lithuania 8070 313 77 551 23021
LU Luxembourg 1060 86 99 162 1292
HU Hungary 32670 3131 2764 1693 64249
MT Malta 875 55 138 96 1491
NL Netherlands 43017 3581 7600 5078 38460
AT Austria 20104 3861 946 2473 32720
PL Poland 92270 7137 1800 5400 170184
PT Portugal 25593 5520 181 3107 31669
ST Slovenia 5865 350 131 337 7298
SK Slovakia 12917 941 445 991 23777
F1 Finland 11580 595 2071 5772 20226
SE Sweden 21747 2355 5446 3564 34921
UK United Kingdom 159674 7704 35378 21338 159256
LI Liechtenstein 36 3 3 13 55
NO Norway 10839 1017 2045 1649 12961
CH Switzerland 16736 1569 4379 3307 21279
RS Serbia 21007 3270 1120 1518 55513
TR Turkey 65997 19634 512 11621 121143
Diseasesof the respi- Diseases of the Diseases of the genito- Intentional Accid
ratory system digestive system urinary system self-harm ccidents
BE Belgium 10580 4680 2561 4230 2118
CZ Czech Republic 5726 4562 1218 4046 1622
DK Denmark 5839 2470 795 1465 598
DE Germany 60047 40536 19670 19254 10166
EE Estonia 418 557 105 776 218
IE Ireland 3438 1048 689 1011 554
EL Greece 10335 2772 1782 2774 477
ES Spain 42243 19577 11011 10253 3180
FR France 34621 22971 8416 25486 10574
HR Croatia 2062 2325 807 2048 712
IT Ttaly 40559 22924 11103 18634 4156
CcY Cyprus 366 196 174 212 31
LV Latvia 728 987 321 1145 441
LT Lithuania 1241 2049 286 2097 1009
LU Luxembourg 311 171 64 171 61
HU Hungary 6594 7307 910 3939 2422
MT Malta 234 104 81 71 22
NL Netherlands 13343 5165 3510 4057 1709
AT Austria 4076 3003 1320 2655 1308
PL Poland 20006 16458 5226 14557 6120
PT Portugal 11930 4556 2812 1823 1018
ST Slovenia 1201 1113 322 971 443
SK Slovakia 3072 3272 655 1637 536
FI Finland 2027 2437 407 2755 910
SE Sweden 5703 2658 1085 2992 1114
UK United Kingdom 76070 27996 10881 13472 4157
LI Lichtenstein 5 4 3 6 3
NO Norway 4026 1283 860 1890 598
CH Switzerland 3773 2485 931 2580 1067
RS Serbia 5032 3513 2208 1591 1256
TR Turkey 31384 7916 10094 10610 1148
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Priloha C

Priklad: prt

~ 2

i¢in

y umrti - proporcialni datovy soubor

Malignant E'ndocrinc, nutri- l\/lcntaAl and Diseases Disca§cs of the
tional and meta- behavioural of the nervous system and circu-

neoplasms bolic diseases disorders the sense organs latory system
BE Belgium 0.292343 0.028484 0.041283 0.050316 0.331934
CZ Czech Republic 0.263824 0.027124 0.009093 0.020772 0.512879
DK Denmark 0.331364 0.036217 0.065327 0.039984 0.288084
DE Germany 0.279408 0.037602 0.034184 0.028661 0.431506
EE Estonia 0.251055 0.013213 0.008440 0.018402 0.565410
IE Ireland 0.318663 0.023311 0.029708 0.040922 0.339584
EL Greece 0.283685 0.015699 0.001307 0.015740 0.495352
ES Spain 0.294223 0.035689 0.042630 0.056522 0.330205
FR France 0.329365 0.040890 0.041338 0.071683 0.300060
HR Croatia 0.274404 0.024855 0.020989 0.017565 0.502884
IT Italy 0.302823 0.048343 0.028806 0.041950 0.402434
CY Cyprus 0.233943 0.086585 0.016463 0.033333 0.430691
LV Latvia 0.223784 0.019719 0.012120 0.010144 0.596619
LT Lithuania 0.208452 0.008085 0.001989 0.014233 0.594643
LU Luxembourg 0.304861 0.024734 0.028473 0.046592 0.371585
HU Hungary 0.259948 0.024913 0.021993 0.013471 0.511215
MT Malta 0.276287 0.017367 0.043574 0.030313 0.470793
NL Netherlands 0.342710 0.028529 0.060548 0.040456 0.306405
AT Austria 0.277427 0.053280 0.013054 0.034126 0.451522
PL Poland 0.272056 0.021043 0.005307 0.015922 0.501784
PT Portugal 0.290140 0.062579 0.002052 0.035223 0.359022
ST Slovenia 0.325273 0.019411 0.007265 0.018690 0.404747
SK Slovakia 0.267749 0.019505 0.009224 0.020542 0.492859
F1 Finland 0.237392 0.012198 0.042456 0.118327 0.414637
SE Sweden 0.266556 0.028866 0.066752 0.043685 0.428032
UK United Kingdom 0.309490 0.014932 0.068572 0.041359 0.308680
LI Lichtenstein 0.274809 0.022901 0.022901 0.099237 0.419847
NO Norway 0.291622 0.027362 0.055020 0.044366 0.348714
CH Switzerland 0.288025 0.027002 0.075362 0.056913 0.366210
RS Serbia 0.218759 0.034053 0.011663 0.015808 0.578092
TR Turkey 0.235654 0.070107 0.001828 0.041495 0.432562

Diseasesof the respi- Diseases of the Diseases of the genito- Intentional Acci
. . f ccidents

ratory system digestive system urinary system self-harm

BE Belgium 0.111907 0.049501 0.027088 0.044742 0.022403
CZ Czech Republic 0.055449 0.044177 0.011795 0.039180 0.015707
DK Denmark 0.124981 0.052869 0.017017 0.031358 0.012800
DE Germany 0.075680 0.051089 0.024791 0.024267 0.012813
EE Estonia 0.028917 0.038533 0.007264 0.053684 0.015081
IE Ireland 0.126406 0.038532 0.025333 0.037172 0.020369
EL Greece 0.107234 0.028762 0.018490 0.028783 0.004949
ES Spain 0.117885 0.054632 0.030728 0.028612 0.008874
FR France 0.073491 0.048761 0.017865 0.054100 0.022446
HR Croatia 0.041298 0.046565 0.016163 0.041017 0.014260
IT Ttaly 0.073159 0.041350 0.020027 0.033611 0.007496
CY Cyprus 0.074390 0.039837 0.035366 0.043089 0.006301
LV Latvia 0.027660 0.037500 0.012196 0.043503 0.016755
LT Lithuania 0.032056 0.052927 0.007388 0.054166 0.026063
LU Luxembourg 0.089445 0.049180 0.018407 0.049180 0.017544
HU Hungary 0.052467 0.058140 0.007241 0.031342 0.019271
MT Malta 0.073887 0.032839 0.025576 0.022419 0.006947
NL Netherlands 0.106302 0.041149 0.027964 0.032322 0.013615
AT Austria 0.056247 0.041440 0.018215 0.036638 0.018050
PL Poland 0.058987 0.048526 0.015409 0.042921 0.018045
PT Portugal 0.135247 0.051650 0.031879 0.020667 0.011541
ST Slovenia, 0.066608 0.061727 0.017858 0.053852 0.024569
SK Slovakia 0.063678 0.067823 0.013577 0.033932 0.011110
FI Finland 0.041554 0.049959 0.008344 0.056478 0.018655
SE Sweden 0.069903 0.032580 0.013299 0.036673 0.013654
UK United Kingdom 0.147444 0.054264 0.021090 0.026112 0.008057
LI Lichtenstein 0.038168 0.030534 0.022901 0.045802 0.022901
NO Norway 0.108319 0.034519 0.023138 0.050850 0.016089
CH Switzerland 0.064933 0.042767 0.016022 0.044402 0.018363
RS Serbia 0.052401 0.036583 0.022993 0.016568 0.013080
TR Turkey 0.112062 0.028265 0.036042 0.037885 0.004099
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Priloha D

Piiklad: priciny iamrti - datovy soubor po logaritmické transformaci

Malignant E'ndocrinc, nutri- l\/lcnta-l and Diseases Disca§cs of the
tional and meta- behavioural of the nervous system and circu-

neoplasms bolic diseases disorders the sense organs latory system
BE Belgium -1.229827 -3.558399 -3.187309 -2.989438 -1.102820
CZ Czech Republic -1.332475 -3.607332 -4.700248 -3.874169 -0.667715
DK Denmark -1.104537 -3.318240 -2.728354 -3.219283 -1.244503
DE Germany -1.275082 -3.280693 -3.375993 -3.552206 -0.840475
EE Estonia -1.382083 -4.326522 -4.774775 -3.995299 -0.570204
IE Ireland -1.143621 -3.758850 -3.516337 -3.196084 -1.080035
EL Greece -1.259891 -4.154184 -6.639751 -4.151543 -0.702487
ES Spain -1.223419 -3.332900 -3.155202 -2.873133 -1.108042
FR France -1.110590 -3.196861 -3.185967 -2.635504 -1.203773
HR Croatia -1.293153 -3.694705 -3.863738 -4.041870 -0.687396
IT Italy -1.194608 -3.029436 -3.547164 -3.171269 -0.910224
CY Cyprus -1.452677 -2.446624 -4.106615 -3.401197 -0.842364
LV Latvia -1.497073 -3.926181 -4.412893 -4.590836 -0.516477
LT Lithuania -1.568048 -4.817753 -6.220151 -4.252222 -0.519794
LU Luxembourg -1.187901 -3.699578 -3.558805 -3.066329 -0.989978
HU Hungary -1.347274 -3.692379 -3.817052 -4.307229 -0.670965
MT Malta -1.286316 -4.053207 -3.133286 -3.496192 -0.753338
NL Netherlands -1.070870 -3.556823 -2.804317 -3.207548 -1.182846
AT Austria -1.282199 -2.932191 -4.338630 -3.377685 -0.795131
PL Poland -1.301747 -3.861174 -5.238679 -4.140067 -0.689586
PT Portugal -1.237390 -2.771331 -6.188967 -3.346051 -1.024371
ST Slovenia -1.123090 -3.941915 -4.924650 -3.979765 -0.904492
SK Slovakia -1.317706 -3.937063 -4.685932 -3.885291 -0.707532
FI Finland -1.438041 -4.406514 -3.159289 -2.134302 -0.880351
SE Sweden -1.322170 -3.545105 -2.706764 -3.130762 -0.848557
UK United Kingdom -1.172829 -4.204224 -2.679873 -3.185474 -1.175450
LI Lichtenstein -1.291678 -3.776585 -3.776585 -2.310248 -0.867864
NO Norway -1.232297 -3.598591 -2.900050 -3.115279 -1.053503
CH Switzerland -1.244707 -3.611830 -2.585449 -2.866227 -1.004548
RS Serbia -1.519784 -3.379850 -4.451311 -4.147246 -0.548023
TR Turkey -1.445391 -2.657738 -6.304431 -3.182186 -0.838029

Diseasesof the respi- Diseases of the Diseases of the genito- Intentional Acci
. . f ccidents

ratory system digestive system urinary system self-harm

BE Belgium -2.190089 -3.005757 -3.608657 -3.106853 -3.798583
CZ Czech Republic -2.892291 -3.119547 -4.440098 -3.239579 -4.153648
DK Denmark -2.079591 -2.939933 -4.073564 -3.462296 -4.358315
DE Germany -2.581248 -2.974185 -3.697281 -3.718657 -4.357327
EE Estonia -3.543314 -3.256230 -4.924835 -2.924643 -4.194301
IE Ireland -2.068254 -3.256260 -3.675657 -3.292204 -3.893734
EL Greece -2.232742 -3.548709 -3.990542 -3.547988 -5.308517
ES Spain -2.138046 -2.907130 -3.482590 -3.553915 -4.724604
FR France -2.610587 -3.020814 -4.024912 -2.916918 -3.796649
HR Croatia -3.186946 -3.066902 -4.125054 -3.193758 -4.250299
IT Ttaly -2.615118 -3.185691 -3.910660 -3.392888 -4.893323
CY Cyprus -2.598430 -3.222949 -3.342009 -3.144478 -5.067077
LV Latvia -3.587783 -3.283414 -4.406643 -3.134924 -4.089040
LT Lithuania -3.440284 -2.938849 -4.907965 -2.915694 -3.647242
LU Luxembourg -2.414132 -3.012262 -3.995042 -3.012262 -4.043051
HU Hungary -2.947571 -2.844898 -4.928042 -3.462804 -3.949137
MT Malta -2.605219 -3.416149 -3.666091 -3.797860 -4.969498
NL Netherlands -2.241473 -3.190560 -3.576849 -3.432021 -4.296557
AT Austria -2.878001 -3.183506 -4.005486 -3.306673 -4.014618
PL Poland -2.830434 -3.025654 -4.172820 -3.148394 -4.014904
PT Portugal -2.000653 -2.963264 -3.445813 -3.879226 -4.461869
ST Slovenia, -2.708938 -2.785033 -4.025296 -2.921521 -3.706278
SK Slovakia -2.753922 -2.690849 -4.299371 -3.383385 -4.499872
FI Finland -3.180764 -2.996553 -4.786262 -2.873903 -3.981631
SE Sweden -2.660653 -3.424071 -4.320065 -3.305703 -4.293688
UK United Kingdom -1.914309 -2.913902 -3.858945 -3.645350 -4.821170
LI Lichtenstein -3.265759 -3.488903 -3.776585 -3.083438 -3.776585
NO Norway -2.222675 -3.366247 -3.766271 -2.978871 -4.129613
CH Switzerland -2.734398 -3.151996 -4.133765 -3.114480 -3.997418
RS Serbia -2.948822 -3.308169 -3.772553 -4.100277 -4.336708
TR Turkey -2.188702 -3.566114 -3.323059 -3.273203 -5.496979
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Priloha E

Piiklad: priciny imrti - projekce na tangentovy prostor

Malignant E'ndocrinc, nutri- l\/lcntaAl and Diseases Disca§cs of the
tional and meta- behavioural of the nervous system and circu-

neoplasms bolic diseases disorders the sense organs latory system
BE Belgium 0.063968 0.005305 0.381653 0.315436 -0.609089
CZ Czech Republic -0.171419 -0.030973 -0.584508 -0.371672 0.564758
DK Denmark -0.171419 -0.030973 -0.584508 -0.371672 0.564758
DE Germany 0.297980 0.141506 0.489591 0.111494 -0.633191
EE Estonia -0.160124 0.344913 0.442187 -0.264315 0.104936
IE Ireland -0.093351 -0.281827 -0.340661 -0.241238 0.550060
EL Greece 0.267066 -0.146569 0.172029 0.156291 -0.572696
ES Spain 0.087221 0.154216 0.360220 0.365506 -0.528543
FR France 0.297423 0.219556 0.309203 0.477913 -0.656792
HR Croatia -0.089459 -0.094836 -0.061480 -0.511821 0.520779
IT Italy 0.169454 0.638064 0.228649 0.266406 -0.223824
CY Cyprus -0.371871 0.732267 -0.187080 0.000580 0.133295
LV Latvia -0.208416 -0.110724 -0.193786 -0.462847 0.609334
LT Lithuania -0.179643 -0.322395 -0.595156 -0.232557 0.509985
LU Luxembourg 0.198514 -0.194377 0.219882 0.416302 -0.615200
HU Hungary -0.157237 -0.071587 -0.020798 -0.591690 0.493998
MT Malta -0.087440 -0.385358 0.444548 -0.097549 0.365643
NL Netherlands 0.376194 0.015346 0.515947 0.125872 -0.627516
AT Austria -0.125507 0.622907 -0.527790 -0.004463 0.280140
PL Poland -0.064531 -0.159088 -0.726323 -0.448900 0.422729
PT Portugal 0.081920 0.312761 -0.791438 0.037174 -0.130836
ST Slovenia 0.277523 -0.245881 -0.678733 -0.422098 -0.055706
SK Slovakia -0.139730 -0.262403 -0.579731 -0.382898 0.462254
F1 Finland -0.189657 -0.365430 0.277118 0.659961 0.094564
SE Sweden -0.192705 0.013780 0.838119 0.242033 0.098029
UK United Kingdom 0.194719 -0.284911 0.490398 0.128881 -0.456613
LI Lichtenstein -0.026170 -0.111366 0.008113 0.699396 0.077262
NO Norway 0.060944 -0.024060 0.584531 0.222072 -0.483865
CH Switzerland 0.045872 -0.029351 0.797898 0.428331 -0.327045
RS Serbia -0.336723 0.102044 -0.270622 -0.368340 0.654870
TR Turkey -0.145498 0.335987 -0.778373 0.099889 0.134243

Diseasesof the respi- Diseases of the Diseases of the genito- Intentional Acci
. . f ccidents

ratory system digestive system urinary system self-harm

BE Belgium 0.496699 0.094228 0.215943 0.152485 0.232937
CZ Czech Republic -0.310702 -0.011376 -0.265578 0.038388 0.047367
DK Denmark 0.462420 0.128392 -0.026849 -0.080078 -0.025940
DE Germany 0.031301 0.187253 0.273188 -0.674264 -0.116982
EE Estonia -0.558017 -0.048158 -0.290819 0.189320 0.030465
IE Ireland 0.660445 -0.140444 0.182002 -0.003154 0.190119
EL Greece 0.228464 -0.158138 0.009743 -0.076566 -0.231653
ES Spain 0.500552 0.169259 0.260643 -0.186443 -0.209768
FR France 0.022856 0.076154 -0.014672 0.255027 0.190724
HR Croatia -0.656595 0.034331 -0.089589 0.075693 -0.001015
IT Ttaly -0.034874 -0.149171 0.044693 -0.173265 -0.579071
CY Cyprus 0.033789 -0.081181 0.340606 0.118409 -0.367375
LV Latvia -0.542056 -0.052052 -0.111832 0.092995 0.059549
LT Lithuania -0.323414 0.099321 -0.189393 0.156865 0.143091
LU Luxembourg 0.371150 0.122020 -0.041488 0.373679 0.169366
HU Hungary -0.309004 0.201598 -0.457935 -0.113212 0.130158
MT Malta 0.006785 -0.307060 0.191932 -0.459976 -0.400340
NL Netherlands 0.366977 -0.046386 0.196616 -0.082585 -0.010944
AT Austria -0.445527 -0.112442 -0.037266 -0.035786 0.159272
PL Poland -0.182539 0.063042 -0.085797 0.094537 0.095796
PT Portugal 0.396704 0.091057 0.174746 -0.229400 -0.042080
ST Slovenia, -0.096551 0.265564 -0.027092 0.275983 0.252644
SK Slovakia -0.157030 0.366273 -0.187076 -0.077016 -0.124498
FI Finland -0.380876 0.095310 -0.286728 0.248348 0.105666
SE Sweden -0.067794 -0.351741 -0.249988 -0.020189 -0.028675
UK United Kingdom 0.574190 0.143695 0.062169 -0.171100 -0.178412
LI Lichtenstein -0.588693 -0.263390 0.103625 0.151777 0.204975
NO Norway 0.471572 -0.239187 0.126561 0.266009 0.064966
CH Switzerland -0.131615 -0.033582 -0.092060 0.155309 0.137554
RS Serbia -0.222414 -0.096420 0.089400 -0.414009 -0.016692
TR Turkey 0.271429 -0.175427 0.201065 0.029334 -0.293843
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