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Uvod

Eulerova metoda je numerickd metoda pro feSeni pocatecni ulohy obycejnych
diferencidlnich rovnic. Regit diferencidln{ rovnici numericky znamend najit priblizné
hodnoty ptresného feseni. Duvodem pro hledani ptibliznych feSeni je skutecnost,
Ze najit presné feseni pomoci metod matematické analyzy je casto nemozné.

Priblizné teseni hleddame pouze pokud vime o existenci feSeni presného.

Numerické metody pro feSeni pocatecnich loh diferencialnich rovnic prvniho
fadu se déli do dvou skupin: metody jednokrokové a mmnohokrokové. Jednokro-
kova metoda k nalezeni dalsi ptiblizné hodnoty vyuzivé pouze informace ziskané
z jedné ptredchozi ptiblizné hodnoty. Mnohokrokova metoda vyuzije informace
ziskané z nékolika predchozich kroku. Eulerova metoda je nejjednodussi metodou
jednokrokovou a spada do tiidy metod kterym se fikd Runge-Kutta. Prednosti
Eulerovy metody spocivaji v jednoduchém zéapisu, na kterém se daji ukazat kon-
til v technickych detailech. Dalo by se namitnout, ze Eulerova metoda je za-
starald ¢i naivni. Dumyslnéjsi metody totiz rychleji konverguji a pouzivaji se
tak jako standartni nastroj pro feseni pocatec¢nich tloh v softwarech jako je
Matlab. Nicméné chceme-li vytesit slozitéjsi problém obsahujici pocatecni tlohu,
tak si radéji zvolime metodu, jejiz zapis neni piili§ komplikovany. Lze se tak
lépe soustiedit na detaily problému, které se numerické metody piimo netykaji.
Prikladem budiz modelovani trajektorie pohybujici se castice uvniti prostoru
ohrani¢eného né¢jakou bariérou, ktery fesim v kapitole Numerické experimenty.

Vyhoda Eulerovy metody by se tedy dala shrnout frazi v jednoduchosti je sila.






1 Zakladni pojmy

V této ¢asti definujeme nékteré dale pouzivané pojmy z teorie diferencidlnich

rovnic, aby bylo jasné, co se témito pojmy rozumi.

Definice 1.1. Systémem n diferencialnich rovnic 1. fddu rozumime systém,

y& = fl(tayb 7yn)
yé = f2(t7y17 ;yn)

y’;], = fn(tayla -*-73/71)7

kde fi :GCR"™ - R 3, : R =R, ty <t <baG je oblast (oteviend, souvisld
mnozina).

Pro zkraceni se pouziva vektorovy zépis:
y =f(t,y),

kde f = (f1,...,fn) ay = (Y1, -, Yn)-

Definice 1.2. Analytickym (pfesnym) feSenim systému (1), na intervalu [¢g, 0]

je funkce y = (y1(t), ..., yn(t)) pokud spliiuje

1. y; € C'([to,b]), tj. jeji slozky jsou na tomto intervalu definované, spojité a

maji spojité derivace prvniho rfadu
2. (t,y(t) € G C R"™ Vi € [to, b]

3. y'(t) = f(t, y (1)) Vi € [to, 0]



Definice 1.3. Poc¢ateéni iilohou rozumime systém (1) spolu s poé¢ateéni podminkou

y(to) = Yo = (v1(to), .-, Yn(to)) (1.2)

Definice 1.4. ReSenim pocatecni tlohy je feSeni systému (1), které spliuje

pocéatecni podminku (1.2).

Pocétecni ilohu budeme déle zapisovat néasledujicim zpusobem:

y' =£(t.y), t € [t, D]
y(to) = Yo

Véta 1.1. ([1], str. 19, Véta 1.1) Véta o existenci a jednoznacnosti
Necht Yy je libovolny bod v R™ a plati:

1. f je definovana a spojitd jako funkce n+1 proménnych v

G={(t,y) eRxR"to <t <b, [yl < oo}

2. f spliuje v G Lipschitzovu podminku vzhledem k y, tj. existuje L > 0 a
plati:
1t y1) — £t y2)l| < Lllyr — y2l

pro kazdé ¢ € [to, b] a libovolnd y; a ya.

Pak existuje jediné feseni pocatecni tlohy (1.3).

Druhy ptredpoklad o pravé strané diferencialni rovnice je globdlni a znacné
silny, a tak se casto stane, ze nebude splnén. Vétsinou vsak predem mame néjakou
predstavu o poloze presného teseni. Diky tomu lze upravit definici pravé strany
v téch castech mnoziny G, kde feSeni zarucené nelezi. Tim dosahneme splnéni

druhého predpokladu.

Definice 1.5. Diferencialni rovnici n-tého rddu v normalnim tvaru rozumime

rovnici

y™ = [t y), Y (1), -y (1), (1.4)
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kde f: R"" — R.
Tuto rovnici 1ze pfevést na systém n rovnic prvniho fadu. Zavedeme substituci
=y, o =y, x5 =", ..., x, = y" V. Pak dostavame soustavu n dife-

rencianich rovnic prvniho radu

(1.5)

= f(t,xy, ..., z,).

Kazdou diferencialni rovnici n-tého radu lze prevést na systém n rovnic prvniho

radu. Staci tedy dale uvazovat pouze soustavu rovnic prvniho fadu.

Protoze se budeme zabyvat rychlosti konvergence Eulerovy metody, déale de-
finujeme symbol velké O. Pismeno O je z anglického slova order znamenajici

rad.

Definice 1.6. Necht ¢(h) je funkce definovand v intervalu (0,h] a p > 1.
Rekneme, 7e funkce ¢(h) je fadu O(hP?) a piseme ¢(h) = O(hP), jestlize exis-
tuje C' > 0 takové, ze pro vSechna 0 < h < hg plati |¢(h)| < ChP.

Na zavér této ¢asti jesté uvedme jedno pomocné lemma, které pozdéji vyuzijeme

pii odvozovani odhadu tzv. celkové diskretizacni chyby.

Lemma 1.1. (Bernoulliho nerovnost)([2], str. 270, Lemma 5.7)
Vm € Ngax>—1, x € R plati

0<(14x)"<e™
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2 Explicitni Eulerova metoda

V této kapitole odvodime algoritmus znamy pod nazvem explicitni Eulerova
metoda. Odvozeni provedeme pro ptipad, kdy diferencialni rovnice v pocatecni
uloze (1.3) je skalarni. Nedilnou soucésti kazdého priblizného tesent je také analyza
chyby. Budeme se vénovat jejich popisu a vlivu na konvergenci. Na zavér této ka-

pitoly ilustrujeme pouziti Eulerovy metody na prikladech.

Ptibliznym teSenim dale budeme oznacovat kone¢nou posloupnost hodnot

Yo, Y1, ---, Yn, kde y; je ptriblizna hodnota presného feseni v bodé t;, tj.

yi = y(ti).

Prozatim si zjednodusime situaci a omezime se na pripad, kdy je interval [¢g, b]

rozdélen na sit stejné vzddlenych bodiu, pro které plati
ti :to +Zh, 1= 0,...,N.

To je zajisténo zvolenim kladného pfirozeného ¢isla N > 0. Pro velikost inte-
gracniho kroku h, tak plati h = (b — ty)/N. Rekurzivni predpis pro posloupnost
bodu sité pak je

tii=t;+h, i=0,.,N—1. (2.6)

Odvozeni

Predpis explicitni Eulerovy metody lze napiiklad odvodit pomoci geomet-
rického vyznamu pocatecni ilohy. JednodusSe feceno: zacnéte v bodé pocatecni

podminky a malymi kroky sledujte smérové pole dané diferencidlni rovnice. Presnéji
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feCeno: na zacatku zname souradnice bodu Ay = (%o, yo) a smérnici tecny ke grafu
presného feseni v tomto bodé, tedy f(to,y0). Po teéné se posuneme do bodu
Ay = (t1,y1), jehoz druhd soufadnice je prvni ¢len ve vyse zminéné posloupnosti.

Oznacme usecku spojujici body Ay a Ay jako Tj.

Obrazek 2.1: grafické odvozeni explicitni Eulerovy metody

presne

reseni

Pro jeji smérnici plati
Y1 — Yo
t1 — 1o

= f(to.%0).

upravou dostavame
Y1 =yo +h- f(to, %),

kde o je hodnota z pocétecni podminky. Hodnota y; je To(t1). Ve druhém kroku
bychom se chtéli posunout do bodu Ay = (3, y2). Usecku spojujici body A; a A

13



oznac¢me T. Pro jeji smérnici plati

Y2 — 1
ty — t1

= f(t1, ).

Hodnota f(t1, y1) je uz pouze pribliznou hodnotou smérnice te¢ny ke grafu presného
feseni. Hodnota ys je opét Ti(ts). Tento postup je shrnut na Obréazku 2.1. Takto
pokracujeme pro dalsi A;. Predpis Eulerovy metody je tedy rekurzivni vztah pro

(¢ + 1)-ni ¢len posloupnosti priblizného tesent, tj.

{ =t (2.7)

Yiyr = yi +hf(tiyi), Vi=0,..,N—1, t; € [to,b]

Prvni ¢len, 1o, je dany z pocatecni ilohy.

K rekurzivnimu piedpisu lze dojit i jinymi postupy. Uved'me alespon jeden z
nich.
O presném feSeni pocatecéni tlohy (1.3) predpoklddame, ze ma spojité derivace

do tadu dva. Tayloruv polynom takové funkce v okoli bodu t = ¢; je

y(t; +h) =y(t;) + 9 (t:)h + #hz‘ + O(h?), (2.8)

Dosazenim y(t;+h) = y(tiy1) ay/(t;) = f(t;,y(t;)) a zanedbanim poslednich dvou
sCitancu, tak dostaneme:

Yir1 = yi + hf(ti, vi).
Prave kvuli vyse zminénému zanedbéani rovnost neplati presné, jiz tedy nelze psat

y(tiy1), ale je nutné pouzit oznaceni pro pribliznou hodnotu y; .

Chyba a konvergence

Kazda ptiblizna hodnota se od té presné lisi o néjakou chybu. V tomto pripadé
chyby délime na diskretizacni a zaokrouhlovaci. Chybu diskretizacni dale rozliSujeme

celkovou a lokalni.
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Definice 2.7. Celkovou diskretiza¢ni chybou v bodeé t; rozumime

e =y —y(ti).

Pti vysetfovani konvergence uvazujeme celkovou diskretiza¢ni chybu v pevném

t; jako funkci integra¢niho kroku, pticemz pii h — 0 je ¢+ — oo.

Definice 2.8. Rekneme, 7e jednokrokova metoda je konvergentni, jestlize pro
kazdou pocatecni tlohu (1.3), kde f splauje Lipschitzovu podminku a pro kazdé
t € [to, b] plati

lim y; = y(t;).

h— 0T
t; =t

Véta 2.2. ([1], str.22, Véta 2.1) Necht jsou splnény predpoklady 1. a 2. z Véty
1.1, necht y; je priblizné reseni tlohy (1.3) ziskané Eulerovou metodou (2.7) s

integracnim krokem A a necht y je pfesné feseni. Pak plati

kde N je nejveétsi prirozené ¢islo, pro néz je ty € [to, b], funke Ey, je definovana
jako
1
EL(t) = , proL >0
L
=t, pro L=0.

Funkce w je modul spojitosti prvni derivace presného teseni, tj.

w(h) = sup [y (t) —y'(t")].
|t—t*|<h
t,t*€[to,b]
Diikaz Véty 2.2 lze najit v [1], strana 22 Véta 2.1. Véta 2.2 udéva (formélni)
odhad celkové diskretiza¢ni chyby. Diky tomu, ze E}, je omezena funkce, a modul
spojitosti je funkce zprava spojita konvergujici pro h — 0 k nule, z této véty

konvergence vyplyva. Odhad chyby je vSak pouze formdlni, protoze casto nevime
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presny tvar modulu spojitosti. Na presné feseni lze klast piisnéjsi predpoklady
nez jsou ve Vété 2.2. Odvozeni odhadu celkové chyby je tak jednodussi a navic
tento odhad nebude pouze formalni. Bude z néj plynout nejen konvergence, ale
také jeji rychlost. Na nasledujicich fadcich odvozeni takového odhadu celkové

diskretizacni chyby provedeme.

Predpokladame, ze prava strana diferencialni rovnice spliiuje predpoklady

Véty 1.1, a ze presné feSeni ma spojité derivace do fadu dva. Oznacme

M = max |y (t)] = of 6_f@

= — ) 2.9
tEfto,b] tIeI[lt%?l()] ot + Oy dt (2.9)

Také plati

y(ti) = y(tioa) +hf(tir, y(tioa)) + 53/"(77@'71) Ni-1 € [ti-i, ti] - (2.10)

Chceme ukazat, ze
hm+ le;] = 0.

h— 0
ti =t

Vsimneme si, ze f(t;_1,vi—1) = f(ti—1,y(ti—1)+e;_1). Pak lze rekurzivni vztah
(2.7) psét ve tvaru y; = y;—1 + hf(ti—1, y(ti—1) + €;-1). Odecteme od néj (2.10):

Yi — y(tz) =Yi—1— y(tifl) + h[f(@'fl; y(tifl) + 61‘71) - f(tifla y(tifl))] - %y”(nil)

Pouzijeme Lipschitzovu podminku, predpoklady o 3" a priddme absolutni hod-
noty:

Mhn? Mhn?
d = |e;|(1 4 Lh) + i

lei| < lei1| + Lhle; | +
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Zaroven vsak |e;_1| < |e;—o|(1 4+ Lh) + MThQ a tedy

2}(1+Lh)+ "

Mh?

= leio|(1+ LA®) + [(1+Lh*)° + (1 + Lr*)Y

2

. Mh .
< |eo|(1 + Lh)" + [(14+ Lh)°+ ...+ (1 + Lh)

Jenomze |eg| = |yo — y(to)| =0 a

—_

= 1 (1+LhY 1 .
(1+Lh)]=%:5[(1+m)2—1],

I
o

J
tedy je treba ukazat, ze

Mh ,

Predchozi nerovnost dokdzeme matematickou indukei.
1 =0":
Mh
=0< —[1+Lh)"—=1]=0.
ol =0 < S (1 + LR — 1]

Predpokladédme, ze nerovnost plati pro ¢ a ukazeme, ze plati také pro ¢ + 1. Vyse
jsme ukdazali, ze |e;11| < |ei\(1+Lh)—|—MTh2. Pouzijeme na |e;| indukéni predpoklad

a mame:
Mh?
2

el < (14 Lh) (0104 ZBY —1]) +

po roznasobeni

Mh ,
el = 57 [(1+ Lh)™t —1].

Tim jsme ukdazali, Ze nerovnost plati také pro (7 + 1)-ni ¢len. Podle lemmatu 1.1

plati 0 < (1 + Lh)? < ekih. Jelikoz t; = to + ih, tak

Mh
il < (M) — 1), (2.11)
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Vyraz na pravé strané nerovnosti je hledany horni odhad celkové chyby. Ten pfti
h — 0, t; = t konverguje k nule, nebot 2Z(eL(~*) — 1) je pro viechna ; € [to, D]
omezena. Tedy plati |e;| — 0.

Horni odhad (2.11) je piilis hruby. Jeho hlavni vyznam spo¢ivd v tom, ze je
linearni funkci h, fikame tedy ze Eulerova metoda ma linedrni rychlost konver-
gence. Nebo také, ze (teoreticky) rad konvergence je jedna. Teoreticky tad kon-
vergence lze pozorovat pii feSeni konkrétniho piikladu spoctenim numerického

radu konvergence.

Oznacme p hledany numericky fad konvergence. V piipadé Eulerovy metody
ocekavame, ze p s h — 0 bude konvergovat k jednic¢ce. Predpokladame, ze celkova
chyba v i-tém kroku je funkei h; a p v ndsledujicim smyslu: e; = Ch?, C' > 0.

Pro pomeér dvou po sobé jdoucich vypoctu tak dostavame

€it1 his1

e; h;

n : =p-ln !
(€i+1> b (hi+1>

ln( L )
€i41
P=—7F
hi
n <hi+1>

Pozndmka: Vypocet numerického fadu konvergence podle vzorce (2.12) lze pouzit

(2.12)

jen pro Eulerovu metodu s pevnym integracnim krokem.

Priiklad 2.1. Uvazujme tulohu

y =y-cost, t €[0,1]
y(0) =1.
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K nalezeni Lipschitzovy konstanty pouzijeme Vétu o sttedni hodnoté v proménné
y, kdyz t je pevné. ¥Vt € [0,1], & € (y1,v2):

[f(ty2) — f(t ) ‘8_f ‘
Y2 — v1 dy (t:¢)

|f(t,y2) — f(t, )| = costlya —yn| < 1+ |y2 — w1l

Lipschitzova konstanta je L = 1. Pfesnym feSenim je y(t) = e*™. Hodnota

presného teseni v koncovém bodé intervalu je
y(1) = 2.3198.
Diky znalosti presného feseni spo¢teme konstantu M.

M: sint Qt o1 t
ma [ (cos*(1) — sin (1))

Nebot 3 (t) = ¢/ () - cos(t) —y(t) - sin(t) = y(t)(cos?(t) — sin(t)). Oznacme funkei
uvnit absolutni hodnty w(t). Plati w'(t) = e¥! cost(cos®t — 3sint — 1), nulové
body ma w'(t) vt =0 aty, = n/2+ km, k je celé ¢islo. Plati [0,1] C (0,7/2).
Funkce w'(t) je na (0,7/2) zapornd, tedy w(t) je zde klesajici. Pro krajni body
intervalu platf w(0) =1 a w(1) = —1.2748. Tedy lze tvrdit, ze M = 1.2748.

Budeme zkoumat ptibliznou hodnotu v koncovém bodé intervalu, tj. pro ¢t = 1,

Tabulka 2.1: Chyba v t = 1, numericky tad konvergence

h, | 1/2  1/4  1/8  1/16 1/32 1/64 1/128 1/256
yi | 2.1582 2.2398 2.2803 2.3002 2.3100 2.3149 2.3173 2.3186
e; | 0.1616 0.0800 0.0395 0.0196 0.0098 0.0049 0.0024 0.0012
& | 0.5476 0.2738 0.1369 0.0685 0.0342 0.0171 0.0086 0.0043
p | 0  1.0150 1.0169 1.0118 1.0069 1.0037 1.0019 1.0010

s postupné se zmensujicim krokem. V Tabulce 2.1 jsou shrnuté vysledky. Nume-
ricky tad konvergence p je vzdy spocten podle vzorce (2.12) a je vidét, ze podle
ocekavani se posloupnost hodnot p blizi k 1. K vypoctu é; jsme pouzili vzorec

pro odhad (2.11).
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Obrazek 2.2: Graf priblizného a ptresného teseni piikladu 2.1

h =1/32
2.6 T T T
= = numericke
— presne
24 b
22 n
o | |
>18[ —
1.6 7
y(t) = exp(sin t)
1.4 b
12 i
1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Priklad 2.2. Uvazujme tlohu

{y/ — ¥ (12 te(1,2
y(1) = 1.

Presnym fesenfm této pocatecni ulohy je y(t) = ¢/(1 + In(t)). Pro ¢ € [1,2] hod-
noty této funkce neopusti interval [1,2]. Pokud bychom chtéli nalézt Lipschitzovu

konstantu analogicky jako v predchozim ptikladé méme
Vi e [1,2] 3¢ € (yi,92) C [1,2]:
’6 f 1 2

B B t—2¢
ay(t"‘c)‘_‘ft_ﬂ _‘ P '

Pro t € [1,2] a £ € [1,2] bude jmenovatel vyrazu v absolutni hodnoté vzdy
kladny a ¢itatel bude vzdy zaporny. Nejvétsi zaporna hodnota nastane pro £ = 2

at =1 Tedy L = 3 a plati pouze ve ¢tverci D = {(t,y) € [1,2] x [1,2]}. Na

20



zakladé znalosti presného feseni také spocteme konstantu M:

1—Int

M = el
t(1+1Int)3

ax
te(1,2]
Ozna¢me opét funkci v absolutni hodnoté jako w(t). Pak

W(t) = —542Int + In?¢
 #2(1+Int)d

Polozime-li w'(t) = 0, tak najdeme nulové body v ¢ = e=V8~1 a ¢ = ¢V6-1_ Plat{
[1,2] € (e7V51, evY6-1). Funkce w'(t) je na tomto intervalu zdporné, tedy w(t) je
na intervalu [1, 2] klesajici, w(1) =1 a w(2) ~ 0.0316, tedy M = 1.

Opét budeme zkoumat ptibliznou hodnotu v koncovém bodé intervalu, tj. pro
t =1, s postupné se zmensujicim krokem. Tabulka 2.2 je analogicka Tabulce 2.1

z predchoziho prikladu.

Obrazek 2.3: Graf priblizného a presného feseni prikladu 2.2

h=1/32

T T T T

= = numericke
— presne
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Tabulka 2.2: Chyba v t = 2, numericky tad konvergence

h, | 1/2  1/4  1/8  1/16 1/32 1/64 1/128 1/256
y; | 11111 1.1518 1.1678 1.1748 1.1781 1.1797 1.1805 1.1808
e; | 0.0701 0.0295 0.0135 0.0064 0.0032 0.0016 0.0008 0.00004
& | 1.5905 0.7952 0.3976 0.1988 0.0994 0.0497 0.0249 0.0124
P 0 12510 1.1298 1.0639 1.0316 1.0157 1.0078 1.0039

Celkova diskretiza¢ni chyba je vysledkem nahromadéni tzv. lokalnich diskre-
tizacnich chyb. Lokalni diskretizacni chyby se dopoustime provedenim jednoho

kroku metody za predpokladu, ze pocitame s presnymi udaji.

Definice 2.9. Lokalni diskretizacni chybu zavadime vztahem

Ti = y(tiv1) — (W) + hf (i, y(t:)),
kde y(t) je presné reseni.
Pokud méme piipad jedné rovnice v poc¢atecni tloze (1.3), 1ze vyjadiit lok&lni
diskretizacni chybu v zavislosti na h nasledujicim zpusobem.
Podobné jako vyse pouzijeme Tayloruv polynom:
h2 !
y(tiv1) = y(t) + hf (L, y(t:)) + oY (m) mi € (i, tisa).
Dosadime do definice ||
h2 "
il = 5 ly” (mi)]-

Tato rovnost znamend, ze lokalni diskretizacni chyba je imérna druhé mocniné

integracniho kroku. To plati i pti pouziti explicitni Eulerovy metody na systém,

vvvvvv

Vliv zaokrouhlovani

Nyni se budeme struéné vénovat vlivu zaokrouhlovani na vypocet priblizného

feSeni. V dusledku toho, ze aritmetické operace lze provadét jen s koneénym
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poctem c¢isel o koneéném poctu cifer, tak misto y; vlastné spoc¢teme y;, které ne-
spliuje rekurzivni vztah (2.7) presné. Blize skutecnosti je zadani pocédtecni ulohy
v podobné (2.13). Piiblizné feseni je tedy zatizeno nejen chybou diskretizaéni,

ale navic také celkovou zaokrouhlovaci chybou.

{go =Y (2.13)

Ui =Yi1 +hf(tic1, Yi1) + 0ia

Symbol §; oznacuje lokalni zaokrouhlovaci chybu. Lokalni zaokrouhlovaci chyba
je ovlivnéna ptredevsim presnosti s jakou spocitame soucet, soucin a funkéni hod-
notu ve druhé rovnici. O lokélni zaokrouhlovaci chybé budeme déle predpokladat,

ze je v kazdém kroku omezend, tj. 36 > 0 : |4;] < 4.

Celkovou chybu definujeme nésledovné: r; = y; — y(t;). Analogicky jako u
celkové diskretizacni chyby budeme chtit najit horni odhad celkové chyby. Jak je
vidét z rovnic (2.13), predpokladame, Ze pocdtecni podminka je zadéna presné,
takze plati:

To = Yo — Yo = Yo — Y(to) = 0.
Odecteme druhou z rovnic (2.13) od (2.10)

2
Yi —y(ts) = i1 — y(tic1) + hf(tior, Yio1) — f(tic1, yio1)] + 61 — %y”(ml),
kde n;_1 € [t;_1,t;]. Dale budeme predpoklddat, ze Feseni spliuje predpoklady
Véty 1.1. Analogicky jako u hledani odhadu celkové diskretiza¢ni chyby navic
predpokladdme splnéni podminky nutné k existenci konstanty M ze vztahu (2.9).
Pridanim absolutni hodnoty a vyuzitim predpokladu omezenosti 9; prechozi rov-
nici prevedeme na nerovnost
2

Mh

Protoze |ro| = |yo — y(to)| je podle predpokladu nula, pouzijeme stejny argument

jako dtive v odvozeni odhadu celkové diskretizacni chyby a dojdeme k zavéru

I n T

1 Mh
| < Z<5 —) (elti—t0)y i =1, . N.
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Nyni vsak dostavame:

. (5 Mh)
Iim { -4+ — ] = 00.

h— 0t \ h 2
ti =t

To znamend, ze pii zmensovani integracniho kroku lze dospét k urcité spodni
hranici, kterou jiz vétSinou neméa smysl prekracovat. Zaokrouhlovaci chyba by
prevladla, a zvétsovala chybu celkovou. Tato spodni hranice zavisi na dané nume-

rické metodé a velikosti d;, fikdme j{ mezn{ presnost. Definujme E(h) = 22 + %.
Potom polozme E'(h) = 0, abychom nasli staciondrni bod h = /22, Protoze

E(h) je pro h > 0 konvexni funkei, tak staciondrni bod je bodem minima, tj.

mezni presnosti.

Priklad 2.3. Méjme pocatecni tlohu z Prikladu 2.2. Spoc¢teme hodnotu ptiblizného
feseni v ¢ = 2 a uzijeme pritom integracni kroky hy = 1/2%, s =1,...,9. Pro kazdy
hs spocteme celkovou chybu, tj. rs = |yny —(2)|. Navic budeme pocitat s presnosti
binary16, kde kazdé ¢islo je v pocitaci reprezentovano pomoci 16 bitu. To je oproti
bézné reprezentaci pomoci 64 bitu nepresné, takze zaokrouhlovaci chyba se pro-
jevi jiz na relativné velkych krocich. V Tabulce 2.3 jsou uvedené celkové chyby pro
jednotlivé velikosti kroki. Pokud chceme vypocist mezni presnost, je tieba zjistit
0, tj. horni odhad lokalni zaokrouhlovaci chyby ¢;. Jako & se voli tzv. strojové
epsilon. To je rozdil mezi jednickou a dalsim nejblizsim ¢islem, které se da v dané

presnosti reprezentovat na pocitaci. V presnosti binaryl6 je § = 9.7656 - 1074
Pak mezni ptresnost vychazi hy, = w/% = 0.0442. P1i pouziti hg = 0.0156 < hy,
jesté zaokrouhlovaci chyba nepievladne, ale pii pouziti A7 = 0.0078 jiz ano. Mezni

presnost hys tedy 1ze chapat jako odhad nejmensiho pouzitelného kroku.

Na Obrazku 2.4 je graf r, jako funkce h,. Vétsina hodnot je vSak nakupend v
oblasti blizko nuly, protoze zde dochazi k néjvétsim zménam. Graf se da rozdélit
na dvé casti. V prvni ¢asti, nez prevazi zaokrouhlovaci chyba, je celkova chyba

hlavné tvaru Ah, kde A > 0 je néjaka konstanta. Podobné ve druhé c¢asti, po
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Tabulka 2.3: Celkova chyba v zdvislosti na velikosti kroku

s 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
1/2¢ 0.5 0.25 0.125 0.0625 0.0312 0.0156 0.0078 0.0039 0.002
e 0.0703 0.0303 0.0127 0.0068 0.0029 0.002 0.0098 0.0244 0.1816

Obrazek 2.4: Celkovéa chyba v zavisloti na h

0.0 01 02 03 0.4 05
krok

prevazeni zaokrouhlovaci chyby, je celkovd chyba tvaru B/h, B > 0. To jsou
obecné mocninné funkce f(z) = 2P, kde |p| = 1. Vezmeme-li jejich logaritmus,
tak dostaneme rovnici dvou pifmek. Zéklad logaritmu zvolime dva, nebot

log, hs = log, 1/2°

log, hy = —s.

Na Obrazku 2.5 v prvni ¢asti odpovidd smérnice grafu (tj. &~ 1) rddu Eulerovy
metody, ktery plyne z faktu, ze celkova diskretiza¢ni chyba je O(h). Podobné
ve druhé ¢asti, kde prevazuje chyba zaokrouhlovaci, smérnice grafu (tj. ~ —1)

odpovida fadu zaokrouhlovaci chyby, kterd je O(3).

Jak jiz bylo zminéno, bézné se pocita s presnosti 64 bitu, kde strojové epsilon
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Obrazek 2.5: loglog graf, abs. hodnota smérnice je priblizné jedna

log2({chyba)

3 -8 -1 -6 -5 -4 -3 -2 -1
log2(h)

je dostatecné mala hodnota. Tedy se nestava, ze bychom museli zvolit tak malé

h, aby byla ptekrocena mezni presnost.
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3 Implicitni Eulerova metoda

Rekurzivni predpis pro (i + 1)-ni ¢len posloupnosti pribliznych hodnot je v
explicitni metodé vyjadien pomoci jiz spoctenych hodnot. V metodé implicitni
je y;v1 vyjadieno v obecné nelinearni implicitni rovnici, kterou je tieba v kazdém
kroce vyfesit pomoci jiné numerické metody (napiiklad Newtonova metoda a
jeji modifikace). V této kapitole odvodime predpis implicitni Eulerovy metody,
které se nékdy také iika zpétna Eulerova metoda, struéné popiseme tvar diskre-
tizac¢nich chyb a uvedeme motivaéni piiklad. Implicitni Eulerova metoda je nékdy

oznacovana jako zpétna Eulerova metoda.

Uvazujme pocatecni tilohu (1.3), ptipad skaldrni rovnice. Interval [to, b] rozdélime
na sit stejné vzdéalenych bodu. Zndme souradnice bodu Ay = (to, yo) z pocatecni
podminky. Tec¢nu vsSak tentokrat pouze symbolicky sestrojime v bodé A; =
(t1,91). Pro¢ symbolicky? Nebot nezndme hodnotu y;, tak ve skutecnosti tecnu
v tomto bodé sestrojit nelze. Jeji smérnice, hodnoda f(t1, ), je nezndmé ¢islo.
Predstavme si vSak, Zze se po této symbolické tecné chceme posunout zpéet do
bodu Ay = (to,yo). Odsud plyne duvod pro druhy nézev zpétnd Eulerova me-

toda. Porovnanim dvou vyrazu pro smérnici

Y1 — Yo
= f(t
h f(layl)

a upravou dostavame

y1 =190+ hf(ti, ).

Nyni je tfeba najit hodnotu ;. Uvazujeme funkci g(y1) = y1 — yo — hf(t1,v1)

a hleddme feSeni rovnice g(y;) = 0 pomoci numerické metody pro feSeni ne-
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linedrnich rovnic.

Rekurzivni predpis pro (¢ + 1)-ni ¢len posloupnosti piibliznych feseni je tvaru
Yirr = Yi + hf(tivs, Yir1) i1=0,...N—-1, (3.14)

tedy predpis implicitni Eulerovy metody tvoii vztahy ¢;.1 = t; + h a (3.14). V
kazdém kroku je tfeba vyfesit rovnici ¢g(y;41) = 0, coz je vypocetné narocné. To
je nevyhoda implicitni metody. O jeji vyhodé se dozvime v motivaénim piikladeé,

ktery je uveden déle v této kapitole.

Rekurzivni predpis lze odvodit i pomoci Taylorova polynomu. Ve vyrazu (2.8)

provedeme substituci t; + h =t;,1 — h, t; = t;41.

, 1 tz
Y(tiyr — h) = y(tiy1) — ¥ (tig1)h — %,)hQ + O(h?)

Dosadime za y(t;11 — h) = y(t;) a v/ (tix1) = f(tit1,y(tir1)). Zanedbanim po-

slednich dvou scitancu a prevedenim sou¢inu na druhou stranu dostavame
Yi + hf(tiv1s Yiv1) = Yira, (3.15)
tedy stejny vzorec jako (3.14).

Nyni odvodime zavislost lokalni diskretizacni chyby na integra¢nim kroku.

Podle definice
1Tl = ly(tiv1) — y(ts) — hf(tizr, y(tiz1))|

K osamostatnéni vyrazu s h opét pouzijeme Tayloruv polynom:

Y o
2!

y(ti) = y(tivr) — hf (tigr, y(tina)) —

Zpétnym dosazenim dostavame

h2
|7i| = g!y”(m)!-

28



To je stejny vysledek jako u metody explicitni. Odvozeni zavislosti celkové dis-
kretiza¢ni chyby na velikosti h provadét nebudeme. AvsSak z nasledujici uvahy
plyne, ze také celkova chyba je opét linearné zavisla na h.
Pokud celkem provedeme N kroku, kdy se v kazdém dopustime lokélni chyby
fddu O(h?), mame celkem chybu fddu O(h), nebot

NER = o,

h

Zatim jsme videéli, ze implicitni metoda ma stejny fad konvergence jako metoda
explicitni. Navic ma nevyhodu - je tieba najit kofen rovnice g(y;11) = 0 pro kazdé
0 <i < N — 1. Mohlo by se tedy zdat, ze je zbytecné ji zavadét. Existuji vSak
ulohy, které je lepsi fesit implicitni metodou, protoze se v téchto tilohach projevi

velky nedostatek metody explicitni.

Priklad 3.4.

y' = —20y
y(0) =1, t €]0,1]

~20¢ Budeme tento pifklad fesit explicitni Eulero-

Presnym fesenim je y(t) = e
vou metodou s velikostmi kroku postupné 1/7, 1/8 a 1/9. Na Obrézku 3.6 jsou

vykresleny grafy pribliznych feseni spolu s grafem ptresného feseni.

Na prvni pohled je vidét, ze je néco Spatné. Explicitni metoda by si samoziejmé
vedla 1épe s mensimi velikostmi kroki. Pojdme se vsak podivat, jak si s témito

relativné velkymi h vede implicitni Eulerova metoda.

Rozdily v chovani téchto dvou metod jsou projevem vlastnosti, které se rika
stabilita. Na zékladé srovnani grafu ptibliznych feseni na Obrazcich 3.6, kde je
priklad fesen explicitni metodou, a 3.7, kde je feSen implicitni metodou, bychom
mohli intuitivné usoudit, ze implicitni Eulerova metoda je néjakym zpusobem

stabilnéjsi nez ta explicitni. Pfesné definici pojmu stabilita se vénuji nasledujici
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Obréazek 3.6: Porovnani ptibliznych teseni spoctené explicitni metodou, Priklad

3.4
10 T T T
— presne
—h=1/7
h=1/8
—h=1/9
51 _

odstavce.

Stabilita

Existuje vice druhu stability; ddle se podivame na absolutni stabilitu. Analyza
této vlastnosti u numerické metody, je zalozena na analyze nasledujici testovaci

diferencialni rovnice spolu s poc¢ateéni podminkou:

Y =y, y(0) =yo (3.16)

Tato pocéatecni tiloha mé piesné feseni y(t) = yoe, kde A € C. Cislo A lze psit

v algebraickém tvaru A\ = a + ib. Pfesné TeSeni prepiseme do tvaru

y(t) = yoe @ Tt — yoe™ (cos bt + isin bt).
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Obrazek 3.7: Porovnani pribliznych feseni spoctené implicitni metodou, Priklad
3.4

— presene
—h=1/7

h=1/8
—h=1/9

0.6 0.8 1

Pro t — oo je scitanec v zavorce vzdy omezeny, diky vlastnostem funkei sinus a
cosinus. Vyraz yoe® bude rust nad vSechny meze pro a > 0, naopak bude kon-
vergovat k nule pro a = Re(\) < 0. Je zadouci, aby priblizné reseni mélo stejnou

vlastnost, coz z grafu pribliznych reSeni na Obrazku 3.6 nepozorujeme.

Uvazujme diferen¢ni rovnici

Yir1 = E(AR)y; (3.17)

Jak explicitni, tak implicitni Eulerova metoda ma tento tvar. Aplikujeme-li ex-

plicitni metodu na rovnici (3.16), dostavame
Yir1 = Yi + hAy;.
Potom &(Ah) = (1 + hA). Podobné pro implicitni metodu dostdvame

Yir1 = Yi + hAYit1,
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a&(\h) = L.

1-hA

Déle aplikujeme rovnici (3.17) rekurzivné. Pro explicitni metodu ziskame:
podobné pro implicitni Eulerovu metodu:

Yi Yi—1 Y

. |
oy = _ N ———_N)
YT T T T (1 ha)2 = oy~ e

Definice 3.10. Jednokrokova metoda je absolutné stabilni, jestlize pro Ah € C
plati |£(AR)| < 1. Oblasti absolutni stability rozumime mnozinu A = {\h €
C; [g(An)| < 1}.

Uvazujeme-li pevné realné A < 0, tak podle predchozi definice je oblasti ab-
solutni stability explicitni Eulerovy metody interval A\h € (—2,0). Pro krok h
odsud plyne —1 <14+ hA <1 < —-2<hA<( <=

2
h < ok (3.18)

Pro implicitni metodu dostavame:

-1< <1

1—hA
—(1—=hA\) <1<1-—hA
1—hA>—-1>—-14+hA
2—hXA>0>hA

Protoze A < 0 a h > 0, tak vzdy plati 0 > h\, ze stejného duvodu také plati
2 — hA > 0. Implicitni Eulerova metoda je absolutné stabilni pii pevném A\ < 0

pro vSechna h > 0.

Pro takto zvolend A\ a h ma priblizné teseni testovaci tlohy (3.16) stejnou

vlastnost jako TeSeni presné, tj. s t — oo je y; — 0.
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Vratime-li se nyni k piikladu 3.1, tak |[A\| = 20 a tudiz explicitni Eulerova
metoda bude pro tento piiklad stabilni, zvolime-li A < —. Velikosti kroka 1/7,
1/8 a 1/9 tuto podminku nespliuji. Zkusime pouzit kroky 1/11, 1/12 a 1/20,
které splnuji podminku stability. Vysledky jsou uvedeny na Obrazku 3.8. Na
prvni pohled je situace jind nez u Obrazku 3.6, kde se s t; — 1 bylo y; — oo,

nyni pozorujeme y; — 0, coz je v souladu s definici absolutni stability.

Obrazek 3.8: Explicitni metoda - stabilni

= presne
=—h=1/11

h=1/12
=—h=1/20

0/\\//\/\/\/\\
¢V

0.5

-0.5

Tabulka 3.4: Srovnani implicitni a explicitni metody

) e; explicitni  e; implicitni
1 1/30 0.1801 0.0964
2 1/40 0.1179 0.0766
3 1/50 0.0893 0.0632
4 1/60 0.0716 0.0540

Pojdme se podivat na srovnani implicitni a explicitni metody s velikostmi
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kroku, pro které je explicitni metoda stabilni. Vysledky jsou uvedeny v Tabulce
3.4. Je zde uvedend maximalni celkova chyba e; na intervalu [0,1] pfi pouziti
prislusného h;. Z Tabulky pozorujeme, ze pro kazdou velikost kroku si implicitni

metoda vedla 1épe.

V této kapitole jsme ilustrovali koncept implicitni numerické metody na piipadé
implicitni Eulerovy metody. Vyhoda implicitni Eulerovy metody je velkd oblast
absolutni stability, je tedy mozné uzivat velkych integracnich kroku. Priblizné
vysledky pfitom zustdvaji rozumné. Pouzivani relativné velkych integracnich kroku
u explicitni metody naproti tomu vede k velmi $spatnym pfibliznym hodnotam,

protoze ma mensi oblast absolutni stability.
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4 Adaptivni krok

V této casti opustime myslenku déleni intervalu [t,b] na stejné vzdalené
body. Toho dosdhneme tak, ze v kazdé iteraci zménime velikost kroku. Duvodem
pro zmeény velikosti kroku je splnéni dvou pozadavku. Zaprvé pozadujeme, aby
feSeni bylo spocteno s predem zvolenou presnosti. Zaroven chceme volit délku
kroku nejvétsi moznou, aby objem vypoctu byl co nejmensi. Postup je zhruba
nasledujici. Pfi vypoctu vzdy spocteme dvé ruzné priblizné hodnoty a porovname
odhad chyby s toleranci. Je-li odhad prilis velky, zmensime krok a zopakujeme
vypocet. Novou pribliznou hodnotu pfijmeme pouze pokud je odhad chyby mensi

nez povolena tolerance.

Odhad globélni chyby (2.11) uvedeny diive neni ptili§ vhodny, protoze je dost
hruby. Proto odvodime jiny odhad globalni chyby zalozeny na asymptotickém

vzorci pro chybu.

Véta 4.3. ([1], str. 27, Véta 2.4) Asymptoticky vzorec pro chybu

Necht jsou splnény predpoklady (a) a (b) Véty 1.1 a necht navic ma pravé strana
f dané diferencialni rovnice spojité prvni a druhé parcialni derivace podle obou
proménnych. Pak celkova diskretizacni chyba e; priblizného teSeni spocteného

Eulerovou metodou se da psat ve tvaru
€; = €<t1)h + O(h2>,

kde funkce e je fesenim diferencialni rovnice

¢ = fyltylt)e = 34" (0)
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s pocéatecni podminkou e(ty) = 0.

Na zakladé ptredchoziho tvrzeni odvodime odhad celkové chyby pomoci me-
tody poloviéniho kroku.
Zvolme pevny bod t € [to, b]. Znacenim y(h;t) pro tuto chvili budeme rozumét
priblizné Teseni v tomto bodé spoctené s krokem h. Jsou-li splnény predpoklady

predchozi véty, pak plati
y(h;t) = y(t) + e(t)h + O(h?).

Pouzijeme-li krok polovi¢ni, dostavame
u(h/2:1) = y(t) + et + ().
Odectenim ptedchozich rovnic:
(k1) — y(h/2:1) = Sel)h + O,
a tedy pro asymptoticky odhad celkové diskretizacni chyby plati
e(t)h = 2[y(h;t) — y(h/2;1)] + O(h?). (4.19)

Déle ukazeme, jak odhad (4.19) pouzijeme pii vypoctu.

Je déna pocatecni uloha y' = f(t,y),y(to) = wo, startovni velikost kroku hg
a tolerance €. V i-tém kroce algoritmu z trojice t;,y;, h; spocitame dvé ruzné
hodnoty y;,1 spoctené s ruznym h, pojmenujme je A; a A,.

Aj: spocteno pomoci jedné iterace explicitni Eulerovy metody s krokem h;,

A=y + hif(ts, y:)-

Asy: spocteno pomoci dvou iteraci, kazda provedena s krokem h;/2,

Ay =y + gf(tz»yz‘) + 5f<tz' + 5 Y + §f<tz7yz)>'
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Provedeme tedy dva poloviéni kroky takto: [ti, yi] = [ty 1,9i1] = [tiv1, As],

kde
hi
t. i
2

1+ :t2+

ol

h;
Yirs = Y+ 5 [t vi)

Na obrazku (4.9) jsou zndzornény hodnoty A; a Ay, modra kiivka je graf presného
feSeni, ¢ervend usecka znazornuje vypocet hodnoty A; s krokem h a cerna tsecka

znézornuje vypocet hodnoty Ay s krokem h/2.

Obrazek 4.9: Srovnani jednoho celého a dvou polovicénich kroku

. yd
/

Al

12

posledniho séitance ve vztahu (4.19) tak dostaneme nésledujici pravidlo: je-li

é; = 2|A1 — A2 > ¢, (4.20)
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zmensime krok h; na

B, = 0.9 h; - min <maX (i, 0.3) , 2) (4.21)

€;
a zopakujeme vypocet hodnot Aq, As a é; s timto novym krokem, dokud ¢é; < e.

V tomto piipadé polozime t;11 = t; + hi, y;+1 = A2 a h;yq zvolime podle (4.21).

Poznamky:

Odhad (4.19) je odhadem celkové chyby. Je zkonstruovany tak, ze nejprve viechno
spocteme s krokem A, tim ziskame jednu posloupnost pribliznych feseni. Pak s
krokem h/2, tim ziskdme jinou posloupnost. Rozdil téchto dvou posloupnosti je
odhad celkové chyby v ptislusném ¢;. Pti pouziti metody adaptivniho kroku vsak
takto nepostupujeme, misto toho v kazdém bodé vzdy spocteme dvé priblizné
hodnoty jednou pomoci h a jednou pomoci h/2. V dalsi iteraci uz pocitame
vétsinou s jinym h. Z tohoto duvodu mé pouzivany odhad (4.21) lokélni charak-
ter a nékdy se v litearatufe uvadi jako odhad lokalni diskretiza¢ni chyby, ackoli
vychazi z odhadu celkové chyby.

Vzorcu jako je (4.21) existuje vice. Maji spoleéné to, ze pokud je momentélni od-
had lokalni diskretiza¢ni chyby mensi nez tolerance €, tak muze byt krok zvétsen,
protoze £ > 1. Zaroveil ho ale nechceme zvétsit prilis, tedy volime min(éii, Umaz),
kde @paz je maximalni zvétseni kroku v pripadé dodrzeni tolerance pro chybu.
Ve vzorci (4.21) je Gmar = 2. Pokud tolerance splnéna nebyla, je tieba krok
zmensit, ale opét ho nechceme zmensit prilis. Vybirame proto max(éii, Qmin ), kde
Gmin je minimélni zmenseni kroku pii nedodrzeni zadané tolerance. Ve vyrazu
(4.21) je ¢min = 0.3. Pokud je + ~ 1, tak je lepsi krok trochu zmensit, proto
prenasobeni ¢islem 0.9. Misto zlomku e% se také casto pouziva jeho druhd odmoc-
nina. Duvodem je lokalni charakter odhadu é; vysvétlen v predchozim odstavci a
fakt, ze lokéln{ diskretizacni chyba u Eulerovy metody je O(h?), takze chceme-li

z ni vyjadrit h, je tfeba vzit jeji odmocninu.

Priklad 4.5. Méjme opét pocatecni ilohu z Prikladu 2.2. Ukazeme srovnani
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Tabulka 4.5: Srovnani odhadu chyb

h; /2 1/4 1/8 1/16  1/32 1/64 1/128 1/256
Ui 1.1111 1.1518 1.1678 1.1748 1.1781 1.1797 1.1808 1.1808
e 0.0701 0.0295 0.0135 0.0064 0.0032 0.0016 0.0008 0.0004

¢;(4.19) | 0.0813 0.0320 0.0140 0.0066 0.0032 0.0016 0.0008 0.0004
¢;(2.11) | 1.5905 0.7952 0.3976 0.1988 0.0.994 0.0497 0.0249 0.0124

odhadu celkové diskretizaéni chyby pomoci vzorcu (2.11) a (4.19). Pfipomenme,
ze presna hodnota v t = 2 je 1.1812. V Tabulce 4.5 jsou vysledky. Je vidét, ze
pii kazdé velikosti h je odhad chyby (4.19) v koncovém bodé intervalu mensi nez

odhad (2.11).

Obrazek 4.10: Srovnani grafu presného a priblizného feSeni spoc¢teného pomoci
metody adaptivniho kroku

h0 = 0.02, tol = 0.001

1.2 T T T T

X adapt
= presne

Piiklad 4.6. V tomto piikladé ukazeme, jak adaptivni Eulerova metoda voli

39



maly krok v oblastech, kde je feSeni proménlivé, a velky krok jinde.

Yy =sint —y
y(0) =1, t € [0,10]
Nejprve ovérime existenci a jednoznaénost feseni Vt € [0, 10], Yy1,y2 36 € (y1,v2) -

0

of

Ay

tedy L = 1 a existuje jediné teSeni pocatecni tlohy. Na Obrazku 4.11 je vidét
Obréazek 4.11: Efekt proménlivosti kroku, piiklad 4.6

hO =0.2, tol = 0.01

HIR. e e e s s s e e e B e TT T T T 11111171 T T T T T T T 1T T T T 1T T T

X

xXXx
x x %

$ 2.3%
Xy X x T

05 x x x

-0.5 ]

_1IIJ\IIIIIllIIIIIJlI ) Y N

proménlivost délky kroku, protoze priblizné hodnoty nejsou od sebe stejné vzdaleny.

Priklad byl spocten s pocatecnim krokem hy = 0.2 a toleranci e = 0.01.
Pozndmka: Na zavér této ¢asti uvedme, Ze v literatuie, zabyvajici se adap-

tivnim krokem, se jako dalsi ¢len posloupnosti {y;} bere hodnota, kterd je jistym

zpusobem upravend na zakladé znalosti odhadu chyby. Této tupravée se rika lokalni

neboli Richardsonova extrapolace. Takto zvolené ;1 vSak neni vzdy presnéjsi.
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5 Systém rovnic

Uvazujme nyni piipad, kdy pocatecni loha (1.3) je systém n rovnic prvniho
fadu (1). Definice diskretizacnich chyb a konvergence zustavaji stejné jako ve

skalarnim ptipadeé.

Pribliznym fesenim budeme oznacovat konecnou posloupnost vektoru

kde yf je priblizna hodnota j-té slozky presného teseni v bodé ¢;, tj. ylzj ~ 1y (t;).

Déle zaved me oznacen{

fl (tla YZ)

F;, = :

f " (tiv Yl)

Pro kazdou z n slozek je rekurzivni predpis Eulerovy metody
Y, 1 =Y,;+hF; Vi=0,...,N —1,

po slozkach pak

vl =yl + hf (sl u7) 1<j<n 0<i<N-1

Priklad 5.7. Méjme pocatecni ilohu

yi(t) = 2y(t) — 4t
Ya(t) = = (1) + ys(t) — et + 2
Y3 (t) = y1(t) — 2ya(t) + ys(t) + 4t
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y(0) = (=1,0,2)T ¢ € [0,1].
Presnym fesenim je y(t) = (—cos(2t), sin(2t) + 2t, cos(2t) + €'). Pouzijeme ten-

Obrézek 5.12: Porovnéani s presnym feSenim, h = 1/64. Presné feSeni je plnou
carou.

3.810ZKa  ——e

1. slozka

tokrat implicitni metodu pro vypocet priblizné hodnoty v koncovém bodé s
h; = 1/2'i = 1,..,8. Také opét ovéifme numericky Fad konvergence podle
vzorce (2.12). Vypoéty porovname pii pouziti Euklidovy a maximové normy (tj.

[ 2]l = maz(|zal, ... [xn]))-

Tabulka 5.6: Srovnani norem

h; /2 1/4  1/8 1/16  1/32 1/64 1/128 1/256
e, | 1.2861 0.7278 0.4236 0.2323 0.1220 0.0626 0.0317 0.0159
P2 0  0.8214 0.7808 0.8667 0.9290 0.9637 0.9817 0.9908
[eillo | 0.9217 0.5883 0.3504 0.1902 0.0988 0.0503 0.0254 0.0127
Poo 0 0.6476 0.7477 0.8814 0.9452 0.9742 0.9876 0.9939
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Oznacenim p, rozumime numericky fad konvergence vypocteny s hodnotami
llei]|2, analogicky pro ps. Pro tplnost jsou v Tabulce 5.7 uvedeny pfiblizné hod-

noty vt = 1 pro vybrané kroky. Piesna hodnota je y(1) = (0.4161,2.9093,2.3021)7".

Tabulka 5.7: Ptiblizné hodnoty vt = 1

h; Y,

1/2 1.3378  2.0878  2.6622
1/4 | 0.84431 2.32096 2.31618
1/8 | 0.65044 2.55893 2.25985
1/16 | 0.54406 2.71910 2.26434
1/32 | 0.48369 2.81052 2.27832
1/64 | 0.45093 2.85902 2.28889
1/128 | 0.43381 2.88394 2.29517
1/256 | 0.42505 2.89656  2.29856

00 ~J O Ul = W N =

Obrazku 5.12 odpovida fddek 6 Tabulky 5.7. Pferusovanou carou je znazornén
graf priblizného feseni a plnou ¢arou graf presného teseni. Lze vidét, ze piiblizné
feSeni s presnym souhlasi velmi dobie ve tteti slozce, ale v prvni a ve druhé se
ke konci intervalu podékud 1isi. To potvrdi vypocet celkové chyby v ¢ = 1: |e| =
(0.034787,0.050280,0.013241)T, jeji tiet{ slozka je skuteéné nejmensi. Piiklad byl
spocten pomoci implicitni Eulerovy metody, kterd pro feseni implicitni rovnice
pouziva upravenou Newtonovu metodu spolu s numerickym vypoétem Jacobiho

matice. Viz Kapitola 8 Kdédy.
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6 Modifikace Eulerovy metody

V této casti uvedeme dve upravy Eulerovy metody. Konkrétné Heunovu me-

todu a Euler-Cromerovu metodu. Moznych tprav vsak existuje vice.

Heunova metoda

Heunova metoda vychézi z metody Eulerovy, ale bere v potaz dodate¢nou in-
formaci, kterd ptibliznou hodnotu y; znacné zlepsi. Déle popiseme odvozeni jejitho

predpisu, které je zndzornéno na Obrazku 6.13.

Obrazek 6.13: Odvozeni Heunovy metody
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Sledujme teénu ke grafu presného feseni z bodu [tg,yo]. Oznacme ji jako T'1.
Sledujeme tuto linearni funkci do ¢t; = ty + h, kde zaznamename hodnotu A.
Kdybychom pouzili Eulerovu metodu, tak bychom za y; pfijali A. Nicméné nyni
misto toho vy¢islime f(t1, A), kde f(t,y) je pravé strana diferencidlni rovnice
z pocatecéni ulohy (1.3). Tato hodnota je smérnici piimky, kterou oznac¢ime T2.
Jelikoz navic vime, ze na ni lezi bod (t1, A), tak lze najit jeji smérnicovy tvar.
Ptiblizna hodnota y; ziskand pomoci Heunovy metody je pak tvaru y; = yo+h-S.
To odpovidé schematu metody Eulerovy. Zména je v hodnoté S, coz neni ten-
tokrat smérnice f(to,yo), ale prumér smérnice f(to,yo) piimky 771 a f(t1,A) =
flti,y0 + h - f(to,yo)) piimky T2. Takto spoctena pfibliznd hodnota je blize
pfesnému feseni nez hodnota spocétend explicitni Eulerovou metodou. R4d kon-
vergence Heunovy metody je dva. To znamend, ze celkova diskretizacni chyba
je O(h?). Piipomeiime, Ze explicitni Eulerova metoda je fddu jedna. Analo-
gicky jako v pfedchozich piipadech je rekurzivnim predpisem zobecnéni na index
1=1,..,N —1, tedy
S yi) + f(ti, v+ he f(t,0)

Yirr =Y+ h- 5 :

Priiklad 6.8. Uvazujme nésledujici poc¢atecni tilohu, systém dvou rovnic.

uh = —66u; — 133uy — %t - %, uy(0) = 1

{ug = 32uy + 66us + 2t + 2, uy(0) = 1
3

t € [0,0.5]. Presnym fesenim je ui(t) = 3t — Ze~' — 3710 wy(t) = —5t —
se '+ 2¢719% Priklad spocitdme pomoci Heunovy a implicitni Eulerovy metody.
Nejdiive s krokem h; = 0.025 a pak s hy = 0.00625. Na Obrazku 6.14 je srovnani
grafu priblizného a presného teseni spoc¢teného implicitni Eulerovou metodou.
Tento systém diferencidlnich rovnic je podobny Piikladu 3.4 v tom smyslu, ze
explicitni metody budou dobte fungovat jen s malymi kroky. Na Obrazku 6.15 je
srovnani prvnich slozek presného a ptiblizného feseni spocteného Heunovou me-

todou, které ovsem diverguje. Nyni pouzijeme mensi velikost kroku h = 0.00625.

Srovnéani pribliznych vysledku je vidét na Obrazku 6.16. Spo¢teme-li maximalni
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Obrazek 6.14: Implicitni metoda, presné reseni plnou ¢arou

Implicitni h = 0.025
0.8 T T T

1. slozka ]

0.4 :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

celkovou chybu (tj. nejvétsi rozdil mezi pribliznou a piesnou hodnotou) na inter-
valu ¢t € [0,0.5], tak pro implicitni Eulerovu metodu dostavame 0.092232 a pro
Heunovu metodu 0.038751.

Euler-Cromerova metoda

V této casti uvedeme motivacni piiklad pro zavedeni Euler-Cromerovy me-
tody, které se nékdy tika Eulerova metoda semi-implicitni. M4 linedrni rychlost
konvergence a také lokdlni chyba je fadu O(h?).

Motivaénim piikladem budiz matematické kyvadlo. To je model kyvadla skuteé¢ného.
Uvazujeme hmotny bod, ktery je zavésen na pevném dratku zanedbatelné hmost-
nosti. Bod pfi pohybu opisuje oblouk, jedné se tedy pouze o pohyb ve dvou di-

menzich. Zanedbavame tireni a zadnd energie neni v prubéhu pohybu dodavéna.
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Obrazek 6.15: Heunova metoda, pouze 1. slozka

Heun, h = 0.025
1000 T T T
0 ===
-~ ~—
1. slozka =~ N
~
L S |
-1000 N
\
\
-2000 \ .
\
\
\
-3000 \
\
\
-4000 [ v
\
\
-5000 Y
\
'6000 Il 1 Il 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Hmotny bod ma hmotnost m a drétek m4 délku I Uhel # zna&f vychyleni ze
svislé polohy. Predpokladame, ze jediné sily pusobici na kulicku jsou gravitace a

napéti v dratku. Vysledna sila je
Fy = —mgsinf

Znaménko minus znaci, ze sila ma vzdy opacny smér nez je vychyleni ze svislé
polohy. Podle Newtonova druhého pohybového zdkona vsak zaroven Fy = ma =
ms"(t), kde s(t) = 16(t) je vychyleni v ¢ase. Porovnanim dostdvame

d*0 g

= —Zginé.

arr
Pokud uvazujeme jen dostatec¢né malé vychylky, tak sinf ~ 6 a tudiz dostavame
0"(t) = —%0. To je linedrni rovnice, jeji piesné feseni v obecném tvaru je 0(t) =
€1 COS ﬂt+02 sin \/?t. Protoze budeme ptiklad fesit Eulerovou metodou, je tfeba

. . . ~ 2’ 2’ . ’ ~ 7 Y ~ ’
si rovnici prevést na systém dvou rovnic prvniho fadu. Zaved me znaceni 0(t) = x;
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Obrézek 6.16: Srovnani Heunovy a implicitni Eulerovy metody s pfesnym fesenim

h = 0.00625
0.8 T T T
06" 4 1. slozka l
0.4 .
0.2 | i
I
|
|
orn n
i
\
n
02 \ 2. slozka
ARY
N
- e e e e e e e e e e e e
_0 4 Il 1 Il 1 -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

thel vychyleni vuéi svislé poloze a ¢'(t) = x4 rychlost.

{x’l =Ty

Ty = —41;

Budeme fesit pocatecni tlohu s podminkou x;(0) = 0.2 (pocatecni vychylka),
25(0) = 0 (pocatecni rychlost). Piesnym feSenim je 6(t) = 0.2cos \/%t. Délku
dratku uvazujeme [ = 1. Nejprve zkusime najit priblizné feseni Eulerovou meto-
dou s krokem h = 0.04.

Jak je vidét na Obrazku 6.17, kde jsme piiklad tesili explicitni Eulerovou
metodou, tak amplitudy pfiblizného teSeni s Casem rostou, zatimco u feSeni
presného zustavaji konstantni. Pokud zmensime krok, tak na stejném intervalu
sice dosahneme lepsich hodnot, ale na vétsim ¢asovém intervalu je vidét, ze jsme
pouze zpomalili rychlost narustani chyb. Pokud pouzijeme implicitni metodu,

je chyba stejna, i kdyz v opa¢ném sméru: amplitudy se tentokrat zmeénsuji, viz
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Obrazek 6.17: Explicitni metoda

= presne
= euler, h=0.04

Obrazek 6.18: Implicitni metoda

0.2

-0.1

= presne
— implicit, h=0.04

-0.2
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Obréazek 6.18. Piiklad matematického kyvadla je zjednodusenim fyzické reality.
Zjednoduseni napiiklad v tom, Ze neuvazujeme tieni a odpor vzduchu, tedy z
modelu se zadna energie neztraci. Zaroven zadnou energii nedodavame, takze
proto se amplitudy presného feseni neméni. V piibliznych fesenich se vsak energie
zvétsuje nebo ztraci. Podle [1] neni Eulerova metoda vhodnd pro problémy zahr-
nujici kmitavy pohyb. Metody Runge-Kutta, které maji vyssi rad konvergence,
napiiklad také Heunova metoda, si s témito problémy vedou lépe. Smyslem to-
hoto ptikladu vsak je ukazat drobnou tpravu Eulerovy metody, kterd sice nema
lepsi fad konvergence, ale je vice vhodna pro problémy tohoto typu. Této tipraveée

se Tika Euler-Cromerova metoda, nebo také semi-implicitni metoda.

Oznac¢me Y (i, 1) vychylku v ¢ase t; a Y (7,2) rychlost. Myslenka této tipravy
je nasledujici: pouzijeme Y (i,1) a Y (4,2) k nalezeni Y (i + 1,2). Pak pouzijeme
Y (i,1) a Y(i+1,2) k nalezeni Y(i + 1,1). Zapséno v kédu:

while t(i) < t_f
Y(i+1,2) =Y(i,2) — (g/1) = Y(i,1) * h;
Y(i+1,1) =Y(i,1) + Y(i+1,2) % h;
t(i+1) = t(i) + h;
1 =14+ 1;
end

Euler-Cromerova metoda patii mezi tzv. symplektické numerické metody pro
feSeni diferencidlnich rovnic. Také metody Runge-Kutta vyssich fadu se daji
upravit do symplektické podoby. Jsou to metody pouzivané zejména pro feseni
diferencialnich rovnic, které se objevuji ve fyzice. Zhruba teceno: symplektické
fesice zajistuji, Ze primérnd zména energie na relativné velkém casovém inter-
valu je mala. Tento jev je vidét na Obrazku 6.20, kde je graf energie v zavislosti
na Case pii reSeni prikladu semi-implicitni metodou s h = 0.04.

Pocétecni celkova energie je E(0) = 0.19620 a celkova energie na konci ¢asového
intervalu je F(10) = 0.19495. Cisla by se ligila méné, pokud bychom zvolili mensf
krok. Dulezité vsak je, ze jednoduchou upravou jsme dosahli mnohem lepsich

vysledku nez u bézné explicitni ¢i implicitni Eulerovy metody.
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Obréazek 6.19: Srovnani grafi presného a ptiblizného feseni, Euler-Cromerova
metoda
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Obrazek 6.20: Zachovéani energie pro semi-implicitni metodu

energie

IUUUUEEr
UYL

cas
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7 Numerické experimenty

V této kapitole budeme hledat numerické feseni tzv. rovnic s impulzy. Nejdrive
fesime pocatecni tlohu, navic vSak mame zadanou jistou funkci G(t,y(t)), které
budeme fikat funkce bariéry. Pokud v ur¢itém bodeé (¢, y(tx)) nastane G(tg, y(tx)) =
0, tak doslo k dotyku s bariérou. Presna fesSeni rovnic s impulzy nemaji pfi do-
tyku se zadanou bariérou spojité derivace. Body dotyku zavisi na feseni a nejsou

predem znamy.

Priklady v této kapitole budeme obecné fesit nasledujicim postupem:
1. Je t¥eba najit interval [t;,t;11], ve kterém dojde k dotyku, tj. tento interval
obsahuje bod (tx,yx), kde G(tg, yx) = 0. To znamend, ze ovéreni, zdali se v ta-
kovém intervalu nachézime, lze provést porovnanim znamének hodnot G(¢;,v;) a
G(tiv1, Yisr1)-
2. Bod (tx, yx) zpresnime metodou bisekce. Iteraéni proces zptesinovani zastavime,
kdyz |G(t, yx)| < tol.

3. Resfme novou pocétecni tlohu na intervalu [y, ).

Priklad 7.9. Uvazujme padajici téleso, které se odrazi od bariéry s koeficientem
restituce, cor. Pokud je cor € (0,1), tak dochazi ke ztrété energie pfi odrazu.
Pocatecni vysku zvolime 1 m a pocateéni rychlost nulovou. Také budeme brat v

potaz odpor vzduchu. Resime tak poc¢ateéni ilohu

y'(t) = —g —by'(t), t € [0,t]
y(0) =1,4/(0) = 0
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Kde y(t) je vyska nad zemi v ¢ase t a b a ¢ jsou fyzikdlni konstanty, g gra-
vitacni zrychleni a b odpor vzduchu. Tuto rovnici druhého fadu opét prevedeme

na systém dvou rovnic prvntho fddu. Zavedme znaceni z1 = y(t) a zo = y/(¢).

{x’l =u1x9, 1(0)=1

xh = —g—bry, x2(0) =0

V tomto pifkladé je bariérou povrch zemé. Resenf mé dvé slozky: vysku nad zemi
a rychlost. Zajima nés, kdy dojde k dotyku se zemi, tedy kdy je prvni slozka
nulova. Proto zvolime bariéru tvaru G(¢,Y) = —Yi(t).

Protoze se v pocitaci pohybujeme v diskrétnich krocich, tak se ndm nepodaii
presné spocitat okamzik dotyku télesa s bariérou. Hodnotu G(¢;,y;) = 0 tak
budeme brét s jistou toleranci tol. Zajima nas tak podminka |G(¢;,Y;)| < tol.
Jak bylo feceno v iivodu této kapitoly, v kazdé iteraci je tieba zkontrolovat, zdali
numerické feseni jiz bariéru neptreskocilo. K tomu dojde je-li splnéna podminka
(zapsédno v Matlabu):

if G(t(i),Y(i,:))*G(t(i+1),Y(i+1,:)) < 0.

V takovém piipadé si zapamatujeme pocatecni bod ¢; intervalu [t;, ;1 1] a pfibliznou
hodnotu Y; v tomto bodé. Budeme pocitat nové ¢; a Y; vzdy s polovicni velikosti
predchoziho kroku a to dokud plati

abs(G(t(1),Y(i,:)) > tol).

Jakmile tato podminka neplati, nasli jsme dostatecné presny bod dotyku s bariérou.
Nyni fesime novou pocatecéni ulohu. Nova pocatecni podminka je ddna odrazem
télesa od bariéry. Vzdy je tfeba rychlost télesa rozlozit na dvé slozky. Jedna
slozka je vzhledem k bariéte kolmd a druha rovnobézna. Pii odraze dochazi ke
zméné znaménka v kolmé slozce, zatimco rovnobézna slozka zustava beze zmény.
V tomto ptipadé uvazujeme pouze vertikalni pohyb, tedy vektor rychlosti ma jen

jednu slozku. Neni tteba zkoumat, ktera je kolma a ktera rovnobézna.

Nyni popiseme detailné popiseme program vypoctu v Matlabu. (Pozndmka:

Komentaie v programu uvadim v angli¢ting, nebot neni mozné psat diaktriku,
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navic prikazy jako while a if jsou také anglicky.)

function [t Y] = bar_puleni(F,G,Y0,tf h,tol, cor)
%input: F — function handle, right hand side of diff. eqn

% G — function handle, barrier

% YO — initial condition at t = 0
% tf — final time

% h — stepsize

% tol — error tolerance

1= 1;

t(i) = 0;

Y(i,:) = YO0,

Dokud nejsme na konci intervalu, po¢itame nové ptiblizné hodnoty pomoci ex-
plicitni Eulerovy metody s adaptivnim krokem.

while (i) < tf

f1 = F(t(i),Y(i,:));
+

£2 = F(t(i) + (h/2),Y(i,:) + (h/2).xf1");
Al = Y(i,:) + h.xfl";
A2 = Y(i,:) + (h/2).%f1" + (h/2).#f2;

r = norm(Al1-A2, inf);

if r > tol
h = 0.9xhsxmax(tol/r,0.3);
else
t(i+1,:) = t(i) + h;
Y(i+1,:) = A2;
h = 0.9xhxmin(tol/r,2);

V kazdych po sobé jdoucich dvou iteracich kontrolujeme, zda-li nejsme v intervalu
obsahujici bod dotyku, tedy posledni else obsahuje ponékud vice tadku kédu.

Jeho prislusné end také zvyraznim modre.

if G(t(1),Y(i,:))*G(t(i+1),Y(i+1,:)) <0
tos = t(i);
Ys =Y(i,:);

25



hod = G(t_s ,Y_s);

h_new = h;
Pokud jsme v intervalu obsahujici bod dotyku, zapamatujeme si krajni hodnoty
(viz popis v predchozich odstavcich).

while abs(G(t(i),Y(i,:))) > tol

h_new = h_new /2;

t.1 = t(i) + h_new;

Y1 =Y(i,:) + hnew.xF(t(i),Y(i,:))’;
Dokud nemame dostatecné presny bod dotyku, pocitame nové hodnoty s po-

loviénim krokem.

if hod«G(t-1,Y_1) > 0
t(i4+1) = t_1;
Y(i+1,:) = Y_1;
i =1 +1;

end

end

Nové hodnota G(t1, Y1) muze mit stejné znaménko jako hodnota funkce bariéry v
krajnim bodé intervalu. V takovém ptipadé ji pifijmeme do posloupnosti piibliznych
feseni. V opacném pripadé nic nedélame, tj. hodnoty t¢;,Y; si nezapamatujeme
nebot podminka neprojde. Vratime se do cyklu while, opét zmensime krok na po-
lovicni velikost a spoc¢itame novou hodnotu. Timto postupem se ptiblizné hodnoty
nedostanou pod bariéru.

Y(i,2) = —corxY(i,2);

else
i =14+ 1;
end

end
Neni-li splnéna ¢ervend podminka, tj. ptiblizna hodnota neni blizko bariéry, pouze
posuneme index a dale pocitame ptiblizné hodnoty pomoci adaptivniho kroku.
Na Obrazku 7.21 je vidét zavislost vysky télesa na ¢ase v intervalu [0, 1], pouzili
jsme pocatecéni krok hy = 0.5 a toleranci tol = 0.01. Zvétsime-li graf v oblasti

okolo bodu dotyku, je vidét vétsi hustota sité. Pak se téleso odrazi a dale po-

krac¢ujeme s velkym krokem, viz Obrazek 7.22.

26



Obrazek 7.21: Zavislost vysky na case

h=0.5,tv[0,1], tol = 0.01

1 T T T T T T LU T T T T T LU

0.6 [

0.4

Piiklad 7.10. Nasledujici tloha je prevzata z ¢lanku [3] (str. 679, Piiklad 2.1),
kde je fesena jako okrajova tloha. Autor se nezabyva numerickym fesenim danych
uloh, ale zkouma vlastnosti analytickych feseni. Uvazovana okrajové tloha ve [3]
je tvaru:

it)=2 tel0,1],]x(t)] < i

)=—i(s), |a(s)l=g

=z(1) =0,

8 8
—~~
S »

=

kde s je bod, kde je splnéna podminka bariéry. Okrajovou tlohu druhého tadu

prepiseme na systém dvou rovnic prvniho fadu

{x’l(t) = Iy
zh(t) =2,

t €10,1], |z(t)| < 1/8. Tedy chceme, aby se ¢astice pohybovala v pasu [—1/8,1/8].
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Obrazek 7.22: Zvétseni - hustsi sit okolo bodu dotyku

//

0.2

0.15 /

0.1 5

0.05 x

Funkce bariéry tak ma tvar
G(t,x) = (z1(t) — 1/8)(x1(t) + 1/8).

Pifklad budeme nejdifve fesit s pocdtecni podminkou x} = (0, —0.8568), a pak
s podminkou x3 = (0, —1.76579). Hodnoty pocdtecnich podminek jsou prevzaty
z ¢lanku a jsou voleny tak, aby feSeni dané pocatecéni ulohy splnovalo okrajovou
podminku.

Pro pocatecni podminku x; nastal prvni dotyk s bariérou v ¢ase t = 0.176875.
V ¢lanku [3] je uveden bod dotyku presného fFeseni s bariérou jako t = 0.186475.
Dalsi priblizny cas dotyku jsme nasli vt = 0.487812, piesny cas by mél byt presné
1/2. Posledni pfiblizny cas dotyku je 0.773437, pricemz presny c¢as je priblizné
0.81353.

Pii feSeni pifkladu s poc¢dtecni podminkou x3 ziskdme sedm bodu dotyku. Na

Obrazku 7.23 jsou znazornény ptiblizné hodnoty v ¢ase pro obé pocateéni podminky.
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Ve vsech pripadech je pouzit krok h = 0.04, tolerance tol = 0.001 a cor = 1,
uvazujeme tedy totalné elasticky odraz.

V obou pripadech poc¢ateénich podminek jsme dostali priblizna feSeni splnujici
Obrazek 7.23: Zavislost vysky télesa na case

h = 0.04, tol = 0.001, cor =1

X v0 =-0.8568

1/8
v0 =-1.76579

0.1

0.05

-0.1

-1/8

0.15

okrajovou tlohu s jistou toleranci.

Piiklad 7.11. Uvazujme opét piiklad z [3] (str. 680, Piiklad 2.2). Okrajové uloha
je tvaru
Z(t) =6t, te]l0,1], |z(t)|
(s+) = —i(s), |a(s)] =3
z(1) =0

3
<3

8
—~

(e
~—

I

Tentokrat pozadujeme |x(t)| < 3/8, tedy funkce bariéry je

G(t,x) = (z1(t) — 3/8)(x1(t) + 3/8).
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Okrajovou tlohu opét prepiSeme na soustavu dvou rovnic prvniho fadu

{x’l(t) — 1

xh(t) = 6t.

Prvni poc¢éteéni podminka xj = (0, —1) je zvolena bez ohledu na splnéni okra-
jové podminky. Bod dotyku presného teseni impulzni ilohy s bariérou nastane
podle [3] v case t = 0.5. Ptiblizny bod dotyku vysel t = 0.472944. Pouzijeme-li
pocdtecni podminku x3 = (0, —1.218), tak dostaneme ptiblizné fesen{ impulzni
rovnice splnujici okrajové podminky s jistou toleranci. Ptiblizna hodnota v kon-
covém bodé intervalu je yi = —0.012594, horn{ index 1 zna¢i vysku nad nulou,

druhd slozka (rychlost) neni sou¢asti okrajové podminky. Ptiblizné hodnoty obou

pocétecnich 1loh jsou znazornény na Obréazku 7.24. Zvoleni druhé pocatecni rych-

Obrazek 7.24: Zavislost vysky télesa na case

h =0.04, tol = 0.001, cor =1

0.4 T T T T
3/8

0.2

-0.2

-3/8
0.4 I I I 1

losti, pro kterou ptiblizné feseni spliuje okrajovou podminku, ma své oduvodnéni

plynouci z analyzy presného teseni.
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8 Priloha: Kédy

Tato ¢ast obsahuje programy napsané v Matlabu, které jsem pouzila k feseni
piikladi v této praci. Vystupem kazdé funkce je sloupcovy vektor t, coZ je sit
bodu ¢;, i =0,...,N — 1 z intervalu [to, b] (nékde znaceno jako [to,ts]. A matice
¢i vektor pribliznych hodnot Y (N, n), ktery ma N tadku a n sloupcti. Matice (¢i
vektor) Y obsahuje ptiblizné hodnoty spoctené pravé v casech t, pocet sloupcu
odpovida poctu slozek feseni. Pocet fadku N odpovida poctu pribliznych hodnot

spoctenych danou metodou.

Explicitni Eulerova metoda

function [t Y] = euler (F,Y0,T,h)
% explicit euler method

%input :
% = @(t,X) function handle
% = [t0 tf] t0 = starting time, tf = final time

% YO row wvector or a point, initial condition
% h stepsize; optional argument, default h = 0.02

Y%check input

if “exist(’h’,’var’) || isempty(h)
h = 0.02;
end

if (T(1) >=T(2))
fprintf(’Chyba:_neplatny.interval.\n’);
return

end

if h >= norm(T(2) — T(1),2)
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fprintf( ’Chyba:_neplatne_h.\n");
return
end

%divide time interval

t = [T(1):h:T(2)]";

n = length(t);

if t(n) < T(2)
t(n+1) = T(2);

elseif t(n) > T(2)
t(n) =T(2);

end

%initialize for approximate values
N = length(t);

vars = length(Y0);

Y = zeros (N, vars);

Y(1,:) = YO;

for i = 1:(N-1)
%forward euler iteration
Y(i+1,:) =Y(i,:) + h«F(t(i),Y(i,:)) ;%F(t,Y) column
end

end

Implicitni Eulerova metoda

Implicitni Eulerovu metodu jsem napsala dvéma zpusoby. Prvni verze vyuziva
funkce fsolve, ktera je soucasti Matlabu. Tato funkce najde numerické feseni sou-
stavy n nelinedrnich rovnic o n neznamych tvaru g(x) = 0. Jeji zakladni vstupni
argumenty jsou function handle funkce g z levé strany rovnice a vektor (¢ je-
dind hodnota ve skaldrnim piipadé) pocatecniho odhadu teseni. Funkci fsolve
volam navic v piikaze evalc, ktery zachyti veskery vystup urceny pro terminal
v proménné extra, kterou jiz déle nevypisuji, takze se tento vystup v terminale
neobjevi. Tento vystup je naptiklad zpréva, ze TeSeni rovnice bylo nalezeno s
danou ptesnosti. Jelikoz je funkce v prubéhu itera¢niho procesu Eulerovy me-

tody volana nékolikrat, tak by tyto zpravy zbytecné zabiraly misto v terminale
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Matlabu. Druha verze vyuziva k nalezeni feseni implicitni rovnice upravenou verzi
Newtonovy metody. Piipomenme, ze v implicitni Eulerové metodé je nasledujici

ptiblizna hodnota Y (i + 1,:) spoctend jako FeSeni rovnice
Y(i+1,:)=Y(,:)+h xF(t@),Y(i+1,:))

Abychom mohli pouzit funkci fsolve, nebo Newtonovu metodu, je tfeba tuto
rovnici prevést na tvar g(x) = 0. Definuji tedy nové function handle

g =Q(x) (x — h.xF(t(i+1),x) — Y(i,:)"),

které pak pfedam jako argument funkci fsolve spolu s pocatecnim odhadem
korene. Jako odhad zvolim aktudlni pfibliznou hodnotu Y (4, :).

function [t Y] = implicit_euler (F,Y0,T, h)

%backward euler method for systems/or scalar equation
%using built—in function fsolve

% input:

% F =@(t,X) function handle

% YO row wvector or a point, initial condition

% T = [t0 tf] t0 = starting time, tf = final time
% h stepsize; optional argument, default h = 0.02
%

%check input

if “exist(’h’,’var’) || isempty(h)
h = 0.02;

end

if (T(1) >=T(2))
fprintf(’Chyba: _neplatny._interval.\n’);
return

end

if h >= norm(T(2) — T(1),2)
fprintf(’Chyba:_neplatne_h.\n’);
return

end

%divide time interval

t = [T(1):h:T(2)]";
n = length(t);
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if t(n) < T(2
(

t(n+1) = T(2);
elseif t(n) > T(2)
3(H) = T(2);

%initialize for approximate values
N = length(t);

vars = length(Y0);

Y = zeros (N, vars);

Y(1,:) = YO;

m = 0;

for i=1:(N-1)
%first guess

x0 =Y(i,:)’;
g =Q(x) (x — h«F(t(i+1),x) — Y(i,:));
[extra x1] = evalc(’'fsolve(g,x0);");

m=m + 1;
Y(i+1,:) = x17;
end

fprintf(’pocet_reseni_rovnice_pro_y_i+1.%f\n’ m)

end

Ve druhé verzi budeme koten funkce definované jako

g =Q(x) (x — hxF(t(i+1),x) — Y(i,:)")
hledat pomoci Newtonova iteracniho procesu
Tpy1 = Tp — Jg_l(:vk) * ().

Jy 1je inverze Jacobiho matice, i-ty fadek obsahuje derivace funkce g podle i-té
proménné. Pritom nederivujeme podle ¢. Jelikoz pocitat inverzi matice je ndro¢na

operace, upravime itera¢n{ proces na soustavu linedrnich rovnic (nebot J,(zy) je

¢iselnd matice a 0y = T — xp) tvarw:

Jog(zr)0k = —g(xk).
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Reseni soustav linedrnich rovnic je daleko jednodussi nez feseni soustav rovnic
nelinearnich. Také Newtonova metoda potiebuje pocateéni odhad korene, ktery
zvolim jako aktudlni ptribliznou hodnotu Y;. Jacobiho matice funkce g se pocita z

Jacobiho matice pravé strany diferencialni rovnice z pocatecni tilohy, nebot plati
g(x) =x — hF(x) — %o
Jg=1—"hJp

function [t Y] = implicit_euler_newton (F,Y0,T,h,dF)
%backward euler method for systems/or scalar equation
%using Newton’s method

% input :

% = @(t,X) function handle

% YO row wvector or a point, initial condition

% = [t0 tf] t0 = starting time, tf = final time
% h stepsize; optional argument default h = 0.02

% dF optional argument, funtion handle, Jacobi of F

Y%check input

if “exist(’'h’,’var’) || isempty(h)
h=0.02;

end

if (T(1) >=T(2))
fprintf(’Chyba:_neplatny.interval.\n’);
return

end

if h >= norm(T(2) — T(1),2)
fprintf(’Chyba:_neplatne_.h.\n’);
return

end

%divide time interval
t = [T(1):h:T(2)]";

)

n = length(t);
if t(n) < T(2)
t(n+1) = T(2)

elseif t(n) > T(2)
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t(n) =T(2);
end

%initialize for approximate values
N = length(t);

vars = length(Y0);

Y = zeros (N, vars);

Y(1,:) = YO0,

for i=1:(N-1)
g =@Q(t,x) (x — h.xF(t,x)— Y(i,:));

%newton method set wup

tol = le—3;
max_iters = 50;
¢ = true;

k = 1;

%initial guess
x0 =Y(i,:)’;
t0 = t(i);

Y%check if dF provided
if “exist(’dF’, var’)
%if mot, compute numerical jacobian
J = jacobian (F,t0,x0,h);
else
J = eye(length(x0)) — h.xdF(t0,x0);
end
%no inverse wversion
delta = J \ (—g(t0,x0));
xl = x0 + delta;

%Newton
while norm(x1—x0,inf) > tol && c
x0 = x1;

Y%check if dF provided
if “exist(’'dF’, var’)
%if mnot compute numerical Jacobian
J = jacobian (F,t0,x0,h);
else
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J = eye(length(x0)) — h.xdF(t0,x0);
end

delta = J \ (—g(t0,x0));
x1 = x0 + delta;

k =k + 1;
if k = max_iters

c = false;

fprintf( 'newton_reached _max_iters\n’)
end

end
Y(i+1,:) = x17;
end
end

Pokud programu nedodédme derivace pravé strany diferencialni rovnice z pocatecni

ulohy, tak spocita Jacobiho matici pro Newtonovu metodu numericky pomoci

nasledujici funkce.

function [J] = jacobian (F,t,Y,h)

% numerical jacobian of

gg(y(iﬂ)) =y(i+l) — y(i) — (hF(t(i+1),y(i+1)))
vinput:

% F =@(z) function handle
% t = a single value
% Y = column wvector
% h = stepsize
Y=Y,
eps = le—5;
X = [t Y];
Xd = X;

fx = feval (F,t,Y);

n = length (X);

for j=1:n
Xd(j) = Xd(j) + eps;
J(:,j) = (feval(F,X.d(1),X.d(2:n))—fx)/eps;
Xd(j) =X(j);

end
J=1J(:,2:n);
n = size(J,1);
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I = eye(n);
J=1-h.xJ;

end

Derivace je aproximovana diferenci vpred. Mame-li

o1 OTn
Fy=1: . :

OF,  OF,

ox1 Oxn

Pak
OF; _ Fi(xy, ...,z +eps,...v,) — Fi(21, ..., i, ..., Tn)

~

0x; eps

Adaptivni krok

V kapitole Adaptivni krok byl uveden vzorec pro vypocet nové velikosti kroku
v piipadé, ze odhad chyby je vetsi nez povolend tolerance. Jedna se o vzorec (4.21),
ktery je v nasledujicim kédu upraven. Komentar k této upravé je vzdy uveden
pod ptislusnym radkem.
function [t-n Y.n| = adapt(F,Y0,T,h0, tol)
% F =a@(t,X)
% T = [t.0 tf] t0 = starting time, tf = final time
% Y0 row vector or a point, initial condition

% ho initial stepsize; default = 0.02
% tol error tolerance; default = 10°-3

%kontrola vstupu
if “exist(’h0’,’var’) || isempty(hO)

hO = 0.02;

end

if “exist(’tol’,’var’) || isempty(tol)
tol = 0.001:

end
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t0 = T(1);

b =T(2);

i =1;

m = 0;

t = t0;

Y = Y0'; %Y = column
h = ho:

while(t < b)
f1 = F(t,Y);%column
Al =Y + hxfl;
f2 =F(t + (h/2),Y + (h/2)xf1);%column
A2 =Y + (h/2)*fl + (h/2)f2;
m = m+2;

r = norm(Al1-A2, inf);

if(r > tol)
h = 0.9xhsmax(tol/r,0.3);

Pro jistotu znovu uvedme vzorec (4.21):

h. = 0.9 - h; - min (max (@,0.3),2).
T

Pokud plati, ze r > tol, tak 1 > 2. Tedy z = max(%,0.3) < 1 a min(z,2) bude
vzdy z. Proto staci vzit pouze maximum. Podobné ve vétvi else této podminky,

kde r < tol bude 1 < tq%l a uvazované maximum bude vzdy tento zlomek, pak
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stacf brat pouze min(‘%, 2).

count = count + 1;
else

1= 1i+1;

t = t+h;

Y = A2;

tn(i,l) = t;

Yn(i,:) =Y;

%after accepting Y._n, can increase stepsize
h = 0.9xhxmin(tol/r,2);

end
end

%while can owverstep tf
N = length(t_n);

if t.n(N) "= T(2)
tn(N) = T(2);

end

h=tn(N)— t.n(N-1);

cor = Yn(N=1,:) + h.«F(t.n(N-1),Yn(N—=1,:))’;
Yn(N,:) = cor;

fprintf( ' pocet.vyhodnoceni.F_%f\n’ m)
fprintf( ' pocet_zamitnuti_kroku _%d\n’,count)
end

Heunova metoda

function [t Y] = heun(F,Y0,T,h)

%Heun method for systems/or scalar equation

% input:

% F =@(t,X) function handle

% YO row wector or a point, initial condition

% = [t0 tf] t0 = starting time, tf = final time
% h stepsize; optional argument; default h = 0.02

70



Y%check input

if “exist(’'h’,’var’) || isempty(h)
h=0.02;

end

if (T(1) >=T(2))
fprintf(’Chyba:_neplatny._interval.\n’);
return

end

if h >= norm(T(2) — T(1),2)
fprintf(’Chyba: _neplatne_h.\n’);
return

end

%divide time interval
t = [T(1):h:T(2)]";
n = length(

t(n+1) = T(2);

elseif t(n) > T(2)
t(n) =T(2);
end

Z%initialize for approximate values
N = length(t);

vars = length (Y0);

Y = zeros (N, vars);

for i = 1:(N-1)
f1 = feval(F,t(i),Y(i,:));
f2 = feval (F,t(i+1),Y(i,:) + h.xfl");
m = 4 2;
Y(i+1,:) =Y(i,:) + hox((f1" + £27)/2);
end
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[t Y];
fprintf(’pocet_vyhodnoceni_F: _%f\n’ m)

end
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Zaver

Tématem této prace byla Eulerova metoda. Je to nejjednodussi numerickd me-

toda pro Teseni pocatecni ulohy systému n diferencidlnich rovnic prvntho radu.
Tuto praci jsem si vybrala, nebot mi Eulerova metoda pifisla jako dobry tivod
do numerickych metod pro teseni diferencialnich rovnic. Timto tématem jsem
se v zadném kurzu bakalarského studia nezabyvala, takze jsem se naucila néco
nového. Explicitni Eulerova metoda je zakladem numerickych fesi¢u pocateénich
uloh, navic jeji zapis neni piilis komplikovany. Tato meotda se da jednoduse upra-
vit do jinych podob vhodnych pro ruzné typy problému.
Prvni takova uprava uvedend v této préci je implicitni verze. Vyhoda implicitni
Eulerovy metody je stabilita, nevyhodou je vypocetni narocnost. Dalsi ipravou
byla myslenka ménit délku kroku v prubéhu vypoctu. Adaptivita kroku se bézné
pouziva ve funkcich, které jsou soucasti Matlabu a jinych softwaru. V kapitole
Modifikace Eulerovy metody jsem uvedla dalsi dvé tdpravy. Jedna z nich, Euler-
Cromerova metoda, ma stejny fad konvergence jako Eulerova metoda. Fuler-
Cromerova metoda je zastupcem numerickych metod pro feseni diferencialnich
rovnic objevujicich se v nékterych oblastech fyziky. Témto metodam se 7ika sym-
plektické. Tyto metody v jistém smyslu berou ohled na fyzikalni zdkony, jako
je napt. zakon zachovani energie. Druha z tprav predstavenych v této kapitole,
Heunova metoda, ma fad konvergence o stupen vyssi. Heunova a Eulerova me-
toda patii do skupiny metod souhrnné oznacovanych jako Runge-Kutta. Vsechny
tyto metody jsou jednokrokové, k urceni nové priblizné hodnoty vyuzivaji pouze
data spoctend z aktudlni priblizné hodnoty.

Kromé vyuziti jednoduchého zapisu Eulerovy metody z teoretickych duvodu, tj.
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odvozeni ruznych dalsich numerickych metod, jsem také vyuzila jednoduchosti
zapisu pro vypocet prikladu uvedenych v kapitole Numerické experimenty. V
této kapitole jsem hledala priblizna feSeni pocatecnich uloh, které se ménily v
prubéhu vypoctu. Najit pfiblizny bod nové pocatecni tlohy s danou presnosti
lze riznymi zpusoby. Ja jsem pouzila metodu bisekce, coz je sice procedura dost

pomala, ale zato si myslim, ze kéd je prehledny.

74



Literatura

Vitasek, E.: Zaklady teorie numerickych metod pro feseni diferencidlnich
rovnic, Academia, Praha 1994

Burden, Richard L., Faires, Douglas J.: Numerical Analysis, Brooks Cole,
Boston, MA, 2011

Gabor, G.: On the Dirichlet problem in billiard spaces, J. Math. Anal. Appl.
440, 677-691 (2016).

Giordano, Nicholas J.: Computational Physics, Prentice-Hall, 1997
I. Horova, J. Zelinka: Numerické metody, Brno, Masarykova univerzita, 2004

Cermék, L.: Numerické metody pro feseni diferencidlnich rovnic , Brno :
Litera Brno, 2013

75



	Úvod
	1  Základní pojmy
	2  Explicitní Eulerova metoda
	Odvození
	Chyba a konvergence
	Vliv zaokrouhlování

	3  Implicitní Eulerova metoda
	Stabilita

	4  Adaptivní krok
	5  Systém rovnic
	6  Modifikace Eulerovy metody
	7  Numerické experimenty
	8  Príloha: Kódy
	Záver
	Literatura

