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Uvod

S rozvojem vypocetni techniky se rozviji i metody numerického vypoctu urcitého
integralu. Numericka integrace se pouziva u ur€itych integrald, u nichZ nelze nalézt primitivni
funkci, ptipadné je pfili§ obtizné najit primitivni funkci, nebo v piipadé, ze funkce je zadana
tabulkou. Ve své bakalaiské praci se zaméfim na numerickou integraci pomoci
obdélnikového, lichobéznikového a Simpsonova pravidla. Metod pro numerickou integraci

existuje sice vice, nicmén¢ tyto metody patii k nejcastéji pouzivanym.

Cilem bakalatské prace je podat vysvétleni, jak jednotlivé numerické metody funguji

a predevsim jak se pouzivaji pii priblizném vypoctu urcitého integralu.
Cela prace je rozdé€lena na teoretickou ¢ast a praktickou cast.

V teoretické Casti je zpracovédna literarni reSerSe na dané téma. V prvni kapitole
postupné odvodim Newton-Cotesovy vzorce pro obdélnikové, lichobéznikové a Simpsonovo
pravidlo a jejich chyby. Ve druhé kapitole navazu na zakladni vzorce a odvodim slozené
vzorce pro tato pravidla, kterd se pouZivaji pro presnéjsi vypocet integralll. Ve treti kapitole
struéné shrnu geometrickou aplikaci urcitého integralu, nebot’ v praktické ¢asti uvedu také

piiklady zamétené na tuto problematiku.

Praktickd ¢ast obsahuje sadu feSenych ptikladd, v nichZ vysvétlim a zpracuji konkrétni
pouziti jednotlivych metod pfi vypoctu urcitého integralu. U piikladu, které Ize fesit i ptimo,

tedy podle definice, vysledek porovnam s vysledky numerickych metod.



Teoreticka cast
1 Metody numerické integrace

Kazda funkce, ktera je spojitd na intervalu <a,b>, je integrace schopnad (Kienek a

Ostravsky, 2009). Pro vypocet nékterych integrali mizeme vyuzit tabulek a klasickych
integracnich metod jako je per partes nebo substituce (Kucera, 2006). Existuji vSak také
integraly, které nelze analyticky spocitat, protoze nelze stanovit jejich primitivni funkce, nebo
sice existuje feSeni, nicmén¢ je velmi zdlouhavé. V ptipadé, ze funkce bude zadana tabulkou,
urcity integral nelze s vyuzitim klasickych integra¢nich metod spocitat viibec.

Numericka integrace se také Casto pouziva v pfipad€, kdy nepotiebujeme znat zcela

presny vysledek, ale staci nam pouze vysledek s pozadovanou presnosti (Tkadlec, 2011).

Metody numerické integrace tedy vyuzivame v piipadech, kdy:
o Integral nelze spocitat klasickymi analytickymi metodami.
e Reseni sice existuje, nicméné je naro¢né a zdlouhavé.

e Funkce je zadana tabulkou.

Vysledek numerické integrace ovliviiuji dva faktory, a sice vybér samotné metody a
nepiesny vypocet, ktery je ddn zaokrouhlenim pii riiznych operacich ¢i vypoctem funkéni

hodnoty. Neptesny vypocet eliminujeme volbou piesnosti vypoctu.

Mezi nejpouzivanéjsi piiblizné metody vypoctu uréitého integralu | =| f(X)dx pati

D ey T

metoda obdélnikova, lichobéznikovd a Simpsonova (Laitochova, 2009). Tyto metody
vychazeji z definice urcitého integralu spojité funkce v intervalu <a,b> jako limity
integralnich souctli. Tedy za piibliznou hodnotu integrdlu miZeme povaZovat hodnotu

integralniho souctu v ptipad¢, Ze je délka vSech Castecnych intervalll dostatecné mala.

Z geometrického hlediska si lze ¢islo | pfestavit jako velikost plochy obrazce, ktera
vznikne vymezenim grafem funkce f(x), osou X a pfimkami x=a a x=b (Kucera, 2006).
Numerickymi metodami 1ze vypocitat velikost plochy pfiblizného obrazce pomoci nékolika

funkénich hodnot. Postupuje se tak, ze se d¢licimi body, jejichz vzdalenost je konstantni,



vedou rovnobézky s osou y (Laitochova, 2009). Vznika tak n kiivocarych lichobézniki, které
se nahrazuji v ptfipad¢ obdélnikové metody obdélniky, v pfipadé lichobéznikové metody
lichobézniky a v pfipadé Simpsonovy metody se nahrazuji lichobézniky, které jsou

ohrani¢eny obloukem paraboly o rovnici y =ax® +bx+c.

1.1 Newton — Cotesovy vzorce

Vime, ze pomérné jednoduse Ize integrovat polynomy (Kucera, 2006). Postupujeme tak,
ze k funkci f (x) najdeme interpolacni polynom p,(x) a ten integrujeme misto funkce f(x).

Tedy

D C— T

f(x)dx = T p, (x) dx (1.2)

Na intervalu <a,b> uvazujeme ekvidistantni uzly

x —a+ih, i=012 ..n kdeh=2"2
n

Interpolaéni polynom k funkci f (x) pak zapiSeme v Lagrangeové tvaru

X=X

P00=31()a00, ke (=[] (1.2)

J#i

i
X — X

Dosazenim vyrazu p,(X) do pravé strany piiblizné nerovnosti (1.1) dostaneme Newton—

Cotesovy Vvzorce.
b n
[Toodx= > wf(x), (1.3)
2 i=0
b
kde W, :I(pi(x) dx, i=01 ..n (1.4)

jsou integra¢ni vahy.



Chybu integrace R, na intervalu <a,b> vyjadiime pomoci chyby interpolace (Hasik,

2008, s. 94): Predpokladame, ze funkce f(x) je (n+1)-krat diferencovatelna. Pak chyba

integrace je
b b
Rn(f)zjf(x)dx—jpn(x)dx

o) xox o w5

kde & e <a,b>, X je libovolny bod z intervalu <a,b> a tento interval <a,b> obsahuje vSechny

uzly x; interpolace. Dale je nutné provést netrivialni tivahy zvlast’ pro n liché, resp. sudé:

Existuje cislo & e <a, b> takové, ze pro chybu jednoduchého Newtonova-Cotesova vzorce

n-tého stupné pro n liché plati

f(n+l) b
Rn(f)=Ti)§!).[(x—xo)(x—xl)...(x—xn)dx (1.6)
a pro n sudé plati
f(n+2) b ,
Rn(f)zrz(i)_[(x—xo) (x=%)...(x—x,)dx. (1.7)

1.1.1 Obdélnikové pravidlo

Toto pravidlo ziskdme, jestlize do vztahu (1.2) dosadime n=0 a x, =a_42-b (Kucera,

2006). Interpolac¢nim polynomem je pak konstantni funkce p,(Xx)= f (aT_'_bj
Dostavame tedy
[ a+b
[ () dx~(b-a)f | = ow (1.8)



Diikaz: T () dx zj- f (aT”’J dx = f (aT”’][x]z —(b-a)f (a—zbj = Ty

Pro interpolac¢ni chybu obdélnikového pravidla za ptedpokladu, Ze funkce f(x) ma

na intervalu <a, b> spojitou druhou derivaci, plati:

4 @y
I =l = >4 (b—a) (1.9)

Dtikaz: Zptsob odvozeni chyby provedeme podle Dalika (2008).

Podle Taylorovy véty existuje takovy bod & e(a,b), ze
4 1 "”
f(x)=f(x,)+f (xo)(x—xo)+E f (5)(X—XO)2

Odvozeni chyby tedy pro x, = aT+b je

D C— T

f (X) dx=Hf(xo)+ f’(xo)(x—xo)+% f”((f)(x—xo)z}dx=

- f<xo><b—a>+f’(xo{(x‘;ﬁ } +%f”(§){(x_3x°) } _

_ _ l " (b_XO)s_(a_XO)3 _
= f(x,)(b a)+2f (§)|: 3 3 }—

3

:f(xo)(b—a)+¥(b—a)

_F©) oy
| —lgy = ” (b—a)



Grafické zndzornéni obdélnikového pravidla je uvedeno na obr. 1.

a a+b b

2
Obr. 1: Obdélnikové pravidlo

1.1.2 Lichobéznikové pravidlo
Dosazenim n=1, x,=a, x =b do vztahu (1.2) ziskame lichobéznikové pravidlo

(Kucera, 2006). Interpolacni polynom je ptimka p,(x) = —f( )+ ﬁ f(b)

Pak

if(x) dm@{f(aﬂ £(0)] =10 - (1.10)

Dukaz: Podle Hasika (2008) pouzijeme substituci: Xx=a+(b—a)t, kde t (0;1) :

dx = (b—a) dt

jlf(x)dXz

D e T

[—f() nf(b)}dx=%f(x—b)dx+%j(x—a)dx:

:@j[a+(b_a)t_b](b_a) dt+@j[a+(b—a)t—a](b—a) dt =
a—b0 b_ao

(b—a)?(t-1) dt+ f(b)j(b a)’t dt =

Il
QJ —

A
CTV
O Ly

-10 -



:—(b—a)f(a)[g—t} +(b—a)f(b){§} -

_(b-a)

> [f@)+f®)]= 1

Pro interpolacni chybu lichobéznikového pravidla za predpokladu, ze funkce f(x) ma

na intervalu <a, b> spojitou druhou derivaci, plati (Cermak a Hlavicka, 2008) ::

IR (5 T
| =l === (b-2) (1.12)

Dtikaz: Zptsob odvozeni chyby provedeme podle Hasika (2008).

Interpolaéni chyba ma podle vztahu (1.6) pro interpolacni polynom p,(x) s uzly

X,=a, X =b tvar: R(f)=@i(x—a)(x—b)dx.

Tedy

=1 = f”(é):[(x—a)(x—b)dx= frlég){%s—(aer)X?erabx} =

-11-



Grafické zndzornéni lichobéznikového pravidla je uvedeno na obr. 2.

a b

Obr. 2: LichobéZnikové pravidlo

1.1.3 Simpsonovo pravidlo

Dosazenim n=2, x,=a, X1=a%b, X, =b do vztahu (1.2) ziskame Simpsonovo

pravidlo. Interpolacni polynom je kvadratickd funkce

(x—a;b)(x—b)

P, (X) =
[a—a;bj(a—b)

fays . Xma)(x-b) bjf(a+bj+

(a+b j(a+b 2
_a —
2 2

Vypocteme integracni vahy, pfiCemz pouzijeme substituci (Kucera, 2006):

x:a—+b+b;at, kde te(-11),
2 2
2

b b(X—a_'_b)(X—b)
W, = [ 0, (x) dx = [—2 d

-12 -



a+b b-a, a+b)a+b b-a
+ t— + t-b
2 2 2 2 2 b-a

Z-Il (a—aerj(a—b) 2

2

dt =

Il
—_—
\ |
~—~
[

_I_
~t
N—"
—~~
i
—
N
o
—t
Il

O
N
@
1
—
|
w| %
1
o)
IR
Il
|
—~
O
|
)
N—

a+b b-a a+b b-a, a+b
a + t—
2 2 2 ~b_adt

Tedy

if(x)dXzb‘Ta[f (a)+af (a—;t’]+ f(b)}: Lnoe (1.12)

-13 -



Pro interpolacni chybu Simpsonova pravidla za ptedpokladu, ze funkce f(x) ma

na intervalu (a, b> spojitou étvrtou derivaci, plati (Cermék a Hlavitka, 2008) :

=g = —w(b‘—aj (L.13)
P 90 2

Dtikaz: Zpusob odvozeni chyby provedeme podle Hasika (2008).

Interpolaéni chyba ma podle vztahu (1.7) pro interpolacni polynom p,(X) s uzly

a+b _ f@(&)h (. a+b
X =2, %=, X,=b tvar: R(f)= ” ;[(x—a) (X—Tj(x—b)dx.

Pouzijeme substituci x =a+ b_Tat ,kde te <0; 2> ,

dX:Tdt
Tedy
@) o a+b _
I_ISimpS 24 .!-(X_a) (X——J(X—b)dX—
(4) b 2
_ ((’Z)J‘(a+ﬁt—aj (a+ﬁt—a—+bj( +b_—at—bjb_—adt=
24 4 2 2 2 2 2
(4) 2 2
f (f)j[b—atJ [a_b+b_atj(a—b b_at)b_adt:
24 3\ 2 2 2
93 b-a), -
S ﬂ . jt(t_l)(t_z)dt_
_ f(4)(§) (b—a)s i_3t_4+2_t3 2_ f(4)(§).(b_aj5 (_ijz
24 2 5 4 3 0 24 2 15
_ 19 (b—_a}
90 2

-14 -



Grafické zndzornéni Simpsonova pravidla je uvedeno na obr. 3.

Obr. 3: Simpsonovo pravidlo

1.2 SloZené vzorce
SloZené vzorce se pouzivaji pro presnéjsi vypocet integrald.
U sloZeného obdélnikového a sloZeného lichobéZnikového pravidla rozdélime interval

( a, b> ekvidistantné na n mensich podintervald s krokem déleni h

x —a+ih, i=0,1,2 ..n kdeh=2"2
n

a na kazdém podintervalu pak pouzijeme jedno z pravidel (obdélnikové nebo

lichob&znikové) (Cermék a Hlavicka, 2008)

I=if(x)dx=zn:ffif(x)dx. (2.1)

=1 %
V ptipadé slozeného Simpsonova pravidla rozd€lime interval <a, b> ekvidistantné na 2n
mensSich podintervall s krokem déleni h

x —a+ih, i=0 12 .. 2n, kde h:?
n

-15-



a na kazdém podintervalu pak pouZzijeme Simpsonovo pravidlo (Kucera, 2006)

Xpi

:if(x)dx Zj fO) dx~ ) Zh[f Xai )+ 4T (%) + (%) ]

=1 %, i=1

(2.2)

1.2.1 Slozené obdélnikové pravidlo

Slozené obdélnikové pravidlo ziskame, jestlize nahradime kazdy z integralt (2.1)

jednoduchym obdélnikovym pravidlem

so :h[f [Xo +1hj+ f (X1+lhj+...+ f (Xn—ﬁ‘lhj}:
2 2 2

Chybu dostaneme tak, Ze secteme n-krat dil¢i chybu jednoduchého pravidla ZL f"(&)h’

za predpokladu, ze funkce f(x) ma na intervalu <a, b> spojitou druhou derivaci:

Ro(f)=—, 1"’(51)h3 Z—f"(é)h3+ +2a f"(é)hs

1 hZ(b_a){f"(aHf"<§2)+...+f"(«:n)}:
24

n

- u fr(&)h?,  kde &e(a,b). (2.4)

fr"(&)+f"(&)+..+ "
Pozn. Ze spojitosti T "(X) plyne, ze aritmeticky pramér [ (&) (S2) (fn)]
n

je roven druhé derivaci f ! (f ) v libovolném bodé & € < a, b> (Cermak a Hlavicka, 2008, s.70).

druhych derivaci

-16 -



ProtoZe se ve vztahu (2.4) vyskytuje blize neurcené ¢islo &, které lezi kdekoliv v intervalu

(a, b) , ozna¢ime

M, = max
xe(a,b)

f(x)|

a chybu pak odhadneme podle vztahu (Cermak a Hlavicka, 2008)

n b-a 2
Ro(f)\s?wlzh . (2.5)

Grafické zndzornéni slozeného obdélnikového pravidla je uvedeno na obr. 4.

T T

Obr. 4: Slozené obdélnikové pravidlo

-17 -



1.2.2 Slozené lichobéznikové pravidlo

Slozené lichobéznikové pravidlo ziskame, jestlize nahradime kazdy z integrala (2.1)

jednoduchym lichobéznikovym pravidlem (Kucera, 2006)
l, = hB f(%)+F(x)++f(X)+f (xn)}=

1

:Eh{f(x0)+22f(xi)+f(xn)} (2.6)

Chybu dostaneme tak, Ze se€teme n-krat dil¢i chybu jednoduchého pravidla —é f"(&)h°

za piedpokladu, ze funkce f(X) ma na intervalu <a, b> spojitou druhou derivaci:

RE(F) === F(Eh =5 FH(E = F(E)h° =

__ 1 (b_a){ fr'( &)+ f"(5) +...+ f”(én)} _
12 n

= _b1__2a f"(&)h*,  kde £e(ab). (2.7)

ProtozZe se ve vzorci (2.7) vyskytuje blize neuréené Cislo &, které lezi kdekoliv v intervalu

<a, b> , oznac¢ime

M, = max
xe(a,b)

f ”(X)|
a chybu pak odhadneme podle vztahu (Cerméak a Hlavicka, 2008)

b-a
——M,h?%. 2.8
12 2 (28)

RY(f)]<

-18 -



Grafické zndzornéni slozeného lichobéznikového pravidla je uvedeno na obr. 5.
\\

i i+1 n

Obr. 5: SloZené lichob&znikové pravidlo

1.2.3 Slozené Simpsonovo pravidlo

V ptipadé pouZiti sloZzeného Simpsonova pravidla rozdélime interval <a,b> na 2n stejné

dlouhych dilkd. Ziskame tak lichy pocet uzli a na kazdém podintervalu pouzijeme

Simpsonovo pravidlo (Kucera, 2006)

I =2[f () +4F (%) +2F (%,)+ 4F (%) 2F (%) +ot F (X50)] =

:%h[f(xo)+4§f(x2i_1)+2§f(x2i)+f (xzn)} (2.9)

Chybu dostaneme tak, Ze seteme chyby na podintervalech —% @) za

ptedpokladu, ze funkce f(X) ma na intervalu <a, b> spojitou ¢tvrtou derivaci:

1 1 1
RI(f)=—— f@(E)h° == F@O(E)h°— .- — f@(&, )h° =
{(f) =55 TGN~ TG o F(E,)

-19-



- B[O+ FO(E) 4t FO(E) ] =

n

__1,.b-a FOE)+ 9 +..+ 19
90 2

[FOE)+ (&) +..+ 19 ]

n

Primér ¢tvrtych derivaci

nahradime ¢lenem @ (5 )

Vv libovolném bodé & € (a, b) a dostavame tak (Cermék a Hlavicka, 2008)

R? (f)—— 180 2t@)ht,  kde Ee(ab). (2.10)

Protoze se ve vzorci (2.10) vyskytuje blize neurcené Ccislo &, které lezi kdekoliv

vintervalu (a,b), ozna¢ime

M, =

xe(a,b)

a chybu pak odhadneme podle vztahu

<—|v| h*. (2.11)

-20-



Grafické znazornéni slozeného Simpsonova pravidla je uvedeno na obr. 6.

e

Obr. 6: Slozené Simpsonovo pravidlo

1.3 Geometricka aplikace urcitého integralu

Urcity integral se pouZziva nejen v geometrii, kde slouzi k ur€eni obsahu rovinné plochy,
délky kiivky, obsahu plasté rotaniho télesa, objemu rotacnich téles, ale také ve fyzice
k urCeni velikosti vykonané prace, statickych momentt, ¢i soufadnic t€zisté (Laitochova,
2009).

V praktické ¢asti bakalafské prace jsou uvedeny ptiklady, které jsou zaméfeny na aplikaci
urcitého integralu v geometrii. Z toho divodu pouze struén¢ shrnu vzorce, které potfebujeme

pro jejich feSeni. Vztahy uvadim bez diikazi, ty jsou ponechany k samostatnému studiu.

Obsah rovinné plochy

Je-li funkce f(x) na intervalu <a,b> nezépornd a integrovatelnd, pak obsah obrazce
kiivo¢arého lichobéZnika ohrani¢ena shora grafem funkce f(x), pfimkami x=a, Xx=Db

a osou X je dan vztahem

S= j f (x) dx. (2.12)

-21-



Délka kiivky
Je-li funkce f(x) a jeji derivace f’(x) na intervalu <a,b> spojita, pak délka rovinné

kiivky je dana vztahem

| = j 1+(£'(x))" dx (2.13)

a

Objem rota¢niho télesa

Je-li funkce f(x) na intervalu <a,b> spojita a nezaporna, pak objem rota¢niho télesa,

které vznikne rotaci hladkého oblouku AB kiivky y= f(x), f(x)>0, Xe<a, b> kolem

osy X, je dan vztahem
b

Vv =7zj [£()] dx. (2.14)

a

-22-



Prakticka cast
2 ReSené priklady

2.1 Priklad 1

Vypocitejte integral | = |sin x dx obdélnikovym, lichobéinikovym a Simpsonovym

O |y

pravidlem. Vysledky porovnejte s piesnou hodnotou (Hasik, 2008, s. 103).

Reseni
Vypocet podle definice
4 .
I = [sin x dx=—[cos x]¢ = {g—q =1—g =0,292893
0

Vypocet numerickymi metodami

Vypocitdame funkéni hodnoty, které potiebujeme pro dosazeni do vzorcl

jednotlivych metod:

f(a)=f(0)=sin0=0

f[a+b): f(zjzsin 7 +0,382683
2 8 8

Vypocet integralu obdélnikovou metodou:

a+b T . T
l,, =(b—a)f| —— |==-sin ==0,300559
oos =(0-2) ( 2) 4 8
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Pouzitim vzorce (1.8) jsme se dopustili absolutni chyby

|1 = Ipg| =|0, 292893 - 0,300559] = 0,007666.

Dosazenim do vzorce (1.9) pro odhad

f"(x)| = max |-sin X :%,

M, = max
ab> xe( 0,~
4

xe(a,

dostavame

=0,014274.

ﬁj”ﬁ
o (x]

I —ly,|<—4 =] =
1= Towa| < 24 (4. 3072

Vypocet integralu lichob&Znikovou metodou:

N
2

o = 2@+ )] =22 20,277680

™[N

Pouzitim vzorce (1.10) jsme se dopustili absolutni chyby

|1 = 1| =(0,292893-0,277680| = 0,015213.

Xe<a,b>

Dosazenim do vzorce (1.11) pro odhad
M, = max | f"(x)| = max |-sin x|:%,
Xe 0,z

dostavame
2o 5
=1 <2 Z] =2 2 - 0,028548.
12 \4) 1536
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Vypocet integralu Simpsonovou metodou:

Iy = 22 a{f() 4f( ) f(b)} {4S|n—+£j‘0,292933.
6 2 8 2

Pouzitim vzorce (1.12) jsme se dopustili absolutni chyby

=10,292893-0, 292933 = 0,000040.

‘ I Slmps

Dosazenim do vzorce (1.13) pro odhad chyby, kde

M, = max f(“’(x)‘z max |sin x|=£,
refad) o 2

dostavame

180-8°

5 5
(fj N2 0,000074.

Porovname vysledky dosaZené jednotlivymi metodami s vysledkem ziskanym podle

definice:
Obdélnikovéa metoda: 0,300559
Lichobéznikova metoda: 0,277680
Simpsonova metoda: 0,292933
Hodnota integralu podle definice: 0,292893

Porovnanim vysledki je ziejmé, Ze nejptesnéjsi vysledky v tomto piikladé dostavame
pouzitim Simpsonovy metody, pak obdélnikovou metodou a nejméné presna

je lichobéznikova metoda.
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2.2 Priklad 2

3
S vyuZitim sloZeného Simpsonova pravidla vypocitejte integral | = I X1+ X2 dX.
0

Pro vypocet zvolte n = 6. Vysledky porovnejte s piesnymi hodnotami (Hasik, 2008, s. 104).

Reseni

Vypocet podle definice

2 . _ 101 § 10
L= [x T dx = 1+x° =t X_O_H_l‘:%jtzdtzé{%tz} -
1

" 2xdx=dt x=3—>t=10 )

O ey

_ %(10\/1_0 )-1=10,207592

Vypocet s vyuzitim sloZeného Simpsonova pravidla

Interval |=<O, 3> rozdélime na 12 menSich podintervali s krokem déleni

h:—:—_

3 E:0,25.
2n 26 4

Sestavime tabulku funké&nich hodnot funkce f(X) = xy/1+X” :

i X; f(x) i X; f(xi+%hj
0 0 0 1| 0,25 0,2576941016
2 |05 0,5590169944 3| 0,75 0,9375

4 1 1,4142135624 5| 1,25 2,0009763242
6 | 15 2,7041634566 71 1,75 3,5272377649
8 2 4,4721359550 91 2,25 5,5399825135
10 | 2,5 6,7314560089 11| 2,75 8,0469811886
12 3 9,4868329805

Tabulka 1: Tabulka funkénich hodnot pro funkci f (X) = Xy/1+ X?
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Vypocitame soucty, které potiebujeme pro dosazeni do vzorct:

5
D" f(xy) =15,880985977

i=1

6
Z f(x,_,) =20,310371893

i=1

Podle vzorce (2.9) dostavame

1

les :gh[f (x0)+4§ f (xzi_l)JFZZ1 f(x;)+f (in)}=

= % . % -(4-20,310371893+2-15,880985977 +9, 4868329805) = 10, 207524.

Pouzitim vzorce (2.9) jsme se dopustili absolutni chyby

|1 — 15| =[10,207592 10, 207524] = 0,000068.

Dosazenim do vzorce (2.11) pro odhad chyby, kde

-15x ‘

M, = max | f @ (x)| = max =
4 xe(ab) ( )‘ xe(0,3) (1+X2 )3 A+ x2
1
~ Bye _ 15 3240
2P > (7 [ 3437
(BT T (e
6 6
dostavame

3 3240 4 27

- . = .0,25'=—"—"_ =0,000232.
180 3437 43904+/7

b—a
R2(f)<——M h*
2(1) a0 M
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Skute¢na hodnota integralu je 10,207592. Pouzitim Simpsonova pravidla jsme vypocitali,

ze analyticky vysledek lezi v intervalu (10,207524—0,000232; 10, 207524 +0,000232), tedy

v intervalu (10, 207292:10, 207756). Ziskali jsme tak vysledek s chybou mensi nez 103,

2.3 Priklad 3

Vypocitejte hodnotu integrdlu | = |tg xdx pomoci sloZeného lichobéZnikového

Ot Yy

pravidla pro n = 4 a n = 8. Urlete chybu obou vypoctii, porovnejte vypoctené hodnoty

s piesnymi hodnotami (Hasik, 2008, s. 104).

Jak velké n je nutné zvolit, abychom dosahli vysledku s piesnosti 1 0%?

Reseni

Vypocet podle definice

a

4sin x 2

tg xdx = | s = —[ In|cos x|]§ =1-—-=0,3465735003

0

O [ N

Vypocet pomoci sloZeného lichobéznikového pravidla

n=4

Interval <0, %> rozdélime na 4 mensi podintervaly s krokem déleni
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Sestavime tabulku funkénich hodnot funkce f(x)=tg x:

i X, f(x)
0 0 0
T
1 — 0,198912367
16
T
2 g 0,414213562
3z
3 — 0,668178638
16
4 z 1
4

Tabulka 2: Tabulka funké&nich hodnot pro funkci f(X) =tg X pron=4

Vypocitame soucet, ktery potiebujeme pro dosazeni do vzorce:

3
> f(x)=1,281304568

i=1

Dosazenim do vzorce (2.6) dostavame

o :%h[f (x0)+2?2_11: F(x)+f (xn)}:%.

&N

Pouzitim vzorce (2.6) jsme se dopustili absolutni chyby

| I - ISL| = |O, 3465735903 -0, 3497583340| =0,0031847437.

Dosazenim do vzorce (2.8) pro odhad chyby, kde

f”(x)|= max 2sin x

re(0) cos’x 4

M, = max
Xe<a,b>

-29-

(2-1,281304568 +1) = 0,3497583340.



dostavame

T
— o 2 3
\Rf(f)\S—b aM2h2=i-4-(1j =% 20,010093189.
12 12 \16) " 3072

T .
Interval <0, Z> rozdélime na 8 mensich podintervalt s krokem déleni

T

3

N

Sestavime tabulku funk¢nich hodnot funkce f(x)=tg x:

i X; f(x) i X; f(x)

0 0 0

1 | Z | 0098491403 5 | 2 | 0534511136
32 32

2 | Z | 0198912367 6 | > | 0668178638
16 16

3 | 3= | 0303346684 7 | = | 0820678701
32 32

4 | Z | 0414213562 g | Z 1
8 4

Tabulka 3: Tabulka funkénich hodnot pro funkci f(X) =tg X pron=8

Vypocitame soucet, ktery potfebujeme pro dosazeni do vzorce:

,
> f(x)=3,038332581

i=1
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Dosazenim do vzorce (2.6) dostavame

n-1
SL:%h{f(XO) ZZf(xi)+f(xn)}:%-3%-(2-3,03833258“1)£0,3473749889.

Pouzitim vzorce (2.6) jsme se dopustili absolutni chyby

| I - ISL| = |O, 3465735903 -0, 3473749889| =0,0008013986.

Dosazenim do vzorce (2.8) pro odhad chyby, kde

M, = f"(x)| Zsm X 4,
< > cos® x
dostavame
V4
\Rs(f)\< Am,p2=4 .42 =0,0025232973.
12 32 12288
Porovname jednotlivé vysledky:
SloZené¢ lichobéZnikové pravidlo
pron = 4: 0,349758
pron = 8: 0,347375
Hodnota integralu podle definice: 0,346574

Zvysledkt je patrné, ze rozdéleni intervalu na vice menSich podintervall vede

K pfesnéjsim vypoctim integralu.
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Stanoveni n pro vypocet integralu s piesnosti 1 08

Ze vzorce (2.8) vyjadiime n:

3
ns [0=3)
12R"(f) ?

Dosazenim dopocitame n:

3
(ﬂj
3
A4 4o A - 401850,

12.10° 768-10°

Abychom dosahli piesnosti 10, musime zvolit n > 4019.

2.4 Priklad 4

Vypocitejte obsah plochy vymezené kiivkou Y = exz, 0SOU X, 0SOU y a piimkou X=1.
yap

Pro vypocet pouiijte sloZené obdélnikové, lichobéinikové a Simpsonovo pravidlo s krokem

déleni h=0,1.

Reseni

Jak jiz bylo uvedeno v teoretické casti: je-li funkce f(x) na intervalu <a,b> nezaporna

a integrovatelna, pak obsah obrazce kiivocarého lichobéZnika ohranicena shora grafem funkce

f (x), pfimkami X=a, Xx=Db a osou x je dan vztahem (Laitochova, 2009)

Sz_Tf(x)dx.
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. W 2 W . w7 M
Pro lepsi predstavu si nacrtneme graf funkce y =€ do soustavy soufadnic a vyty¢ime si

obrazec, jehoz plochu mame spocitat.

A
[}
s
ot
'

el
=,
i

Obr. 7: Graf funkce Y = ¥

Z nacrtu je zfejmé, Ze mame pocitat integral

1
szjexz dx.
0
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Sestavime tabulku funk¢nich hodnot funkce y = e

i X; f(x) xi+lh f[xgﬁhj
2 2

0 0 1

1 0,1 1,010050 0,05 1,002503
2 0,2 1,040811 0,15 1,022755
3 |03 1,094174 0,25 1,064494
4 104 1,173511 0,35 1,130319
5 | 05 1,284025 0,45 1,224460
6 | 0,6 1,433329 0,55 1,353238
7 0,7 1,632316 0,65 1,525771
8 | 08 1,896481 0,75 1,755055
9 0,9 2,247908 0,85 2,059576
10 1 2,718282 0,95 2,465760

Tabulka 4: Tabulka funkénich hodnot pro funkci Y = €%

Vypocitame soucty, které potfebujeme pro dosazeni do vzorct:

9 9
> f(x)=12,812606 > f (xi +%hj =14,603931
i=1 i=0
5 4
D (%) =7,268474 D" f(x,)=5,544132
i=1 i=1

SloZené obdélnikové pravidlo

Dosazenim do vzorce (2.3) dostavame

_hZf(x += hjz%-14,603931i1,460393.

Dosazenim do vzorce (2.5) pro odhad chyby, kde

M=rr}

f"(x)| = max(2e (2x2+1))=6e,

Xe Ol>
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dostavame

‘Réo(f)‘< M h2_2—14-69'0,12=&i01006796'

SloZené lichobéZnikové pravidlo

Podle vzorce (2.6) dostdvame
1 n-1
o :Eh{f (%)+2D f(x)+f (xn)} =
i=1

:% % (l+2 -12,812606 + 2, 718282) 1,467175.

Dosazenim do vzorce (2.8) pro odhad chyby, kde

_ 2 _
M, _m< X Q%(Ze (2x +1))_6e,
dostavame
\Rm(f)\< M hz—i 6e-0,12 = —— = 0,013591.
12 200

SloZené Simpsonovo pravidlo

Podle vzorce (2.9) dostavame

s :%h[f (%) 42 f (X2i1)+2:]2_11 f (%, )+f (in)}:

1
10

-(1+4-7,268474+2-5,544132 + 2,718282) = 1,462681

OOII—‘

-35-



Dosazenim do vzorce (2.11) pro odhad chyby, kde

M, rT2a>b<>‘ W(x)‘ = max(4e (4x4 +12x° +3)) = 76e,

Xe 01>

dostavame

=0,000115.

\R“’(f)\ b=y hi=Lt .76e.0,1¢ = 1
180 180 450000

Protoze v tomto piikladé nemtzeme spravnost vysledku ovétit pomoci vypoctu podle
definice, pouZzijeme program Analyza. Pro vyss§i pfesnost zvolime v programu Analyza krok

vypoctu 0,00001.

S Analjza - — LI—H:

e Funkcel @) Param. kFivkal = Implic. kfivka P, Uity interal l&ﬁ Difer. r-:uvnicel

f(x) = |expics) | x..[a b]
a=|l b=l
Fo&itat kool wipodtu
|Dbsah obrazce j ’m
Wisledek -

1.45265174595

W Gaze [z]

Pogtup : 0z 0,25

@ M apovéda

X Konec f [ programu

Obr. 8: Vypocet obsahu zadaného obrazce v programu Analyza
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Porovname vysledky dosazené jednotlivymi metodami s vysledkem ziskanym

Z programu Analyza:

Slozené obdélnikové pravidlo: 1,460393
Slozené lichobéznikové pravidlo: 1,467175
Slozené Simpsonovo pravidlo: 1,462681

Hodnota integralu (program Analyza): 1,462652

Ze ziskanych vysledki je ziejmé, Ze v tomto piikladé dava nejpiesnéjsi vysledky slozené

Simpsonovo pravidlo. Touto metodou ziskame vysledek s piesnosti 10,

2.5 Priklad 5

Vypocitejte délku rovinné kiivky y=li na intervalu | =<0,1> s piesnosti 107,
+ X

Pro vypocet integralu zvolte sloZené lichobéinikové pravidlo.

ReSeni
Jak jiz bylo uvedeno v teoretické casti: je-li funkce f(x) a jeji derivace f'(X)
na intervalu (a,b) spojita, pak délka rovinné kfivky je ddna vztahem (Laitochové, 2009)
b

= [\1+(F/(9)" dx.

a
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Pro lepsi pfedstavu si nacrtneme graf funkce y = Ty do soustavy soufadnic.
+ X

Obr. 9: Graf funkce y = i
1+ X

Nejprve si vypocitame prvni derivaci zadané funkce:

1 1 11 4 1
Iz‘[ 1+| - L > dx—I 1+ 1 - dx I (ex) + X
0 (1+x) 5 (1+x) o (1+x)

Pro vypocet integralu mame pouzit slozené lichobéznikové pravidlo.
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Nejprve stanovime n pro vypo&et integralu s piesnosti 10,

Ze vzorce (2.8) vyjadiime n:

3
hs [o-a)
12R'(f) °
4
kde Mzzrr}aé|f”(x)|:max 10(1+x) +6 =42.

(o [(1+ x)* +1} (1+x)" J(1+x)" +1

Dosazenim dopocitame n:
n> /—1 442 = 68,66
~ V12107 T

Abychom dosahli piesnosti 10™, musime zvolit n > 69.

Interval | = <0,1> rozdélime na 69 mensich podintervall s krokem déleni h = b_Ta = 6_19
) - (1+ x)4 +1
Sestavime tabulku funk¢nich hodnot funkce y = ———-—5—:
(1+x)

i X; f(x) i X; f(x)
0 0 1,414214 35 | 0,507246 1,092593
1 | 0,014493 1,394299 36 | 0,521739 1,089258
2 | 0,028986 1,375499 37 | 0,536232 1,086069
3 | 0,043478 1,357742 38 | 0,550725 1,083017
4 | 0,057971 1,340965 39 | 0,565217 1,080097
5 | 0,072464 1,325107 40 | 0,579710 1,077302
6 | 0,086957 1,310112 41 | 0,594203 1,074625
7 | 0,101449 1,295927 42 | 0,608696 1,072061
8 | 0,115942 1,282502 43 | 0,623188 1,069604
9 | 0,130435 1,269794 44 | 0,637681 1,067250
10 | 0,144928 1,257757 45 | 0,652174 1,064992
11 | 0,159420 1,246353 46 | 0,666667 1,062826
12 | 0,173913 1,235545 47 | 0,681159 1,060749
13 | 0,188406 1,225296 48 | 0,695652 1,058755
14 | 0,202899 1,215575 49 | 0,710145 1,056842
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Vypocitame soucet, ktery potiebujeme pro dosazeni do vzorce:

68
> f(x)=76,893377

i=1

Dosazenim do vzorce (2.6) dostdvame

1
2

1

1 .
69

-40-

. =Eh{f (xo)+2?z_ll:f(xi)+f (xn)}z

— (l, 414214 +2-76,893377 +1, 030776) =1,132114

15 | 0,217391 1,206350 50 | 0,724638 1,055004
16 | 0,231884 1,197594 51 | 0,739130 1,053239
17 | 0,246377 1,189279 52 | 0,753623 1,051544
18 | 0,260870 1,181379 53 | 0,768116 1,049914
19 | 0,275362 1,173873 54 | 0,782609 1,048347
20 | 0,289855 1,166736 55 | 0,797101 1,046841
21 | 0,304348 1,159949 56 | 0,811594 1,045392
22 | 0,318841 1,153493 57 | 0,826087 1,043998
23 | 0,333333 1,147347 58 | 0,840580 1,042657
24 | 0,347826 1,141497 59 | 0,855072 1,041365
25 | 0,362319 1,135925 60 | 0,869565 1,040122
26 | 0,376812 1,130616 61 | 0,884058 1,038924
27 | 0,391304 1,125556 62 | 0,898551 1,037771
28 | 0,405797 1,120732 63 | 0,913043 1,036659
29 | 0,420290 1,116131 64 | 0,927536 1,035588
30 | 0,434783 1,111742 65 | 0,942029 1,034555
31 | 0,449275 1,107552 66 | 0,956522 1,033559
32 | 0,463768 1,103552 67 | 0,971014 1,032598
33 | 0,478261 1,099731 68 | 0,985507 1,031671
34 | 0,492754 1,096081 69 1 1,030776
» _ (1+x)" +1
Tabulka 5: Tabulka funkénich hodnot pro funkci y = ————
(1+x)




Protoze v tomto piikladé nemtzeme spravnost vysledku ovéfit pomoci vypoctu podle

definice, pouZzijeme program Analyza, pfi¢emz volime krok vypoctu 0,0001.

(e Analyza = |

. Funku:el @) Param. kfivkal 5 Implic. kfivka P, Uiritg inkegral lm Difer. rwnicel

6 = [1/(1+x) | x..[a.b]
a=|0 b=l
Poditat : Kok wppodtu :
| Délka Krivky - nooo ~|
Wisledek :

|1,13209039313

W Saze (3]

Poztup : 0 0.08

X FKonec Z Dprugramu| @ M apovéda | ..... Wopodt

Obr. 10: Vypocet délky zadané ktivky v programu Analyza

Hodnota ziskand programem Analyza je piiblizn€ rovna 1,132090. Pro vypocet délky

kfivky y = % na intervalu | =(0,1) jsme zvolili slozené lichob&znikové pravidlo s krokem
+ X

déleni h =6—19, pficemz jsme ziskali vysledek |=1,132114; dosahli jsme tak pozadované

presnosti 10,
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2.6 Priklad 6

Vypocitejte objem télesa s piesnosti 1 0°, které vinikne rotaci plochy ohranicené
kiivkou yzxe’xz,XE<0,2>, kolem osy X. Pro vypocet integrilu pouZijte sloZené

Simpsonovo pravidlo.

ReSeni
Jak jiz bylo uvedeno v teoretické casti: je-li funkce f(x) na intervalu <a,b> spojita

a nezaporna, pak objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci hladkého oblouku AB kiivky

y=f(x), f(x)>0, xe(a,b) kolem osy x, je ddn vztahem (Laitochovd, 2009)

% =ET[ f ()] dx.

a

Pro lepsi pfedstavu si do soustavy soufadnic nacrtneme graf kiivky y = xe X xe <0, 2>,

kterou nechame rotovat kolem o0sy X.

Obr. 11: Graf funkce Y = xe ™
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Nejprve si vypocitame druhou mocninu zadané funkce:

Dosazenim do vzorce pro vypocet objemu rota¢niho télesa dostavame
b 2

V= 7[“ f (x)]2 dx = nj X2 dx.

a

Vypocet integralu

Pro vypocet integralu pouzijeme slozené Simpsonovo pravidlo.

Nejprve stanovime 2n pro vypocet integralu s presnosti 10°°,

Ze vzorce (2.11) vyjadiime 2n:

5
>4MM

nz 4
180R! ()

kde M, = max HOE @%‘e*ZXZ (256%° ~896x" +624x° —48)‘ — 48.

Dosazenim dopocitame 2n:

5
2n241802T~48=54,05.

Abychom  dosdhli  pfesnosti 10°, musime interval rozdé&lit

na 56 podintervali.

-43-
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Interval I:<0, 2> rozdélime na 56 menSich podintervald s krokem d¢leni

Sestavime tabulku funk¢nich hodnot funkce y = xe 2

2
Tabulka 6: Tabulka funkénich hodnot pro funkci Y = X’

-44 -

i X f(x) i X f(x)
0 0 0 1 [0,035714286| 0,00127226
2 | 0071429 | 0,00505024 3 10,107142857| 0,01121903
4 | 0,142857 | 0,01959195 5 10,178571429| 0,02991759
6 | 0214286 | 0,04188922 7 0,25 0,05515606
8 | 0285714 | 0,06933599 9 10,321428571| 0,08402907
10 | 0,357143 | 0,09883130 11 0,392857143| 0,11334807
12 | 0,428571 | 0,12720661 13 0,464285714| 0,14006723
14 05 0,15163266 15 |0,535714286| 0,16165543
16 | 0571429 | 0,16994290 17 0,607142857| 0,17636012
18 | 0,642857 | 0,18083033 19 |0,678571429| 0,18333331
20 | 0,714286 | 0,18390193 21 0,75 0,18261701
22 | 0,785714 | 0,17960092 23 |0,821428571| 0,17501031
24 | 0,857143 | 0,16902830 25 |0,892857143| 0,16185650
26 | 0,928571 | 0,15370721 27 0,964285714| 0,14479604
28 1 0,13533528 29 {1,035714286| 0,12552811
30 | 1,071429 | 0,11556379 31 |1,107142857| 0,10561391
32 | 1,142857 | 0,09582975 33 |1,178571429| 0,08634062
34 | 1,214286 | 0,07725315 35 1,25 0,06865146
36 | 1,285714 | 0,06059799 37 |1,321428571| 0,05313496
38 | 1,357143 | 0,04628626 39 |1,392857143| 0,04005957
40 | 1,428571 | 0,03444874 41 |1,464285714| 0,02943620
42 1,5 0,02499524 43 |1,535714286| 0,02109234
44 | 1571429 | 0,01768912 45 |1,607142857| 0,01474428
46 | 1642857 | 0,01221506 47 |1,678571429| 0,01005869
48 | 1,714286 | 0,00823339 49 1,75 0,00669919
50 | 1,785714 | 0,00541862 51 |1,821428571| 0,00435704
52 | 1,857143 | 0,00348293 53 |1,892857143| 0,00276797
54 | 1,928571 | 0,00218702 55 |1,964285714| 0,00171803
56 2 0,00134185




Vypocitame soucty, které potiebujeme pro dosazeni do vzorct:

27
D" () =2,19008591

i=1

28
> f (%) = 2,19084038

i=1

Pro vypocet integralu pouzijeme vzorec (2.9)

1

. =§h[f ()43 (x2i_1)+22 f (%, )+f (m)}:

% . % (4-2,19084038+2-2,19008591+ 0,00134185) = 0,15648661

Vypocet objemu télesa

b

2 2
V=z[[f (0] dx=x[|xe™ ]2 dx =7z [ %> dx = 7-0,15648661=0,49161718.
0 0

a

ProtoZe v tomto piikladé nemizeme spravnost vysledku ovéfit pomoci vypoctu podle

definice, pouzijeme program Analyza. Pro vyssi piesnost zvolime v programu Analyza krok
vypoctu 0,000001.
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Obr. 12: Vypocet objemu zadaného té€lesa v programu Analyza

Hodnota ziskana programem Analyza je ptiblizné rovna 0,49161719. Pro vypocet objemu

télesa, které vzniklo rotaci plochy ohrani¢ené kiivkou y=xe™, x (0,2), kolem osy x, jsme

zvolili slozené Simpsonovo pravidlo s krokem déleni h = 2—:; , pricemz jsme ziskali vysledek

V =0,49161718; dosahli jsme tak pozadované presnosti 10°®,
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Z7.avér

V bakalarské praci jsem se zaméfila na numerickou integraci, konkrétné na popis

a aplikaci obdélnikového, lichobéznikového a Simpsonova pravidla.

Cilem bakalarské prace bylo popsat a odvodit vzorce pro jednotlivé numerické metody

integrace a predevsim zpracovat jejich nasledné pouziti u konkrétnich ptiklada.

Cela prace byla rozd€lena na dvé Casti. V teoretické casti jsem odvodila Newton-
Cotesovy vzorce pro obdélnikové, lichobéznikové a Simpsonovo pravidlo a jejich chyby,
navazala jsem odvozenim slozenych vzorcl pro tato pravidla a celou ¢ast jsem zakoncila
struénym shrnutim geometrické aplikace urcitého integralu. V praktické ¢asti jsem feSila Sest
riznych ptikladd, v nichz jsem vysvétlila a zpracovala konkrétni pouziti jednotlivych metod
pii vypoctu ur€itého integralu. U kazdého ptikladu jsem na zavér provedla kratké shrnuti, aby
bylo zcela zfejmé, k jakym vysledklim jsem dospéla. Prvni ptiklad byl zamétfen na pouziti
vSech tii zékladnich pravidel, ve druhém a tfetim ptikladu byla v zadani stanovena konkrétni
metoda, kterd ma byt k feSeni pouzita. V dalSich tfech ptikladech bylo demonstrovano vyuziti

geometrické aplikace urcitého integralu.

Na zaklad¢ této prace by se mohlo zdat, Ze pfi numerické integraci je nejvyhodné;si
pouzivat sloZzené Simpsonovo pravidlo, protoze dava nejpresnéjsi vysledky. Nicméné je nutné
si uvédomit, Ze prace obsahuje pouze nepatrnou ¢ast vSech moZnych ptikladl, coz je pro
vysloveni takovéhoto zavéru nedostatecné. Vzdy je dileZzité si danou funkcei nacrtnout a podle

toho stanovit, kterou metodu je pfi numerickém vypoctu urcitého integralu vhodné pouzit.

U ptikladi zaméfenych na geometrickou aplikaci urcitého integralu jsem pro piedstavu
vykreslila, jak vypada graf zadané funkce. K tomu jsem pouzila volné¢ dostupny software
Graph. Protoze u téchto ptikladii nebylo mozné ovéfit spravnost vysledku pomoci vypoctu
podle definice, k ovéfeni a porovnani s vysledky jednotlivych metod jsem pouzila volné

dostupny program Analyza.

Bakalarska prace by mohla slouzit jako studijni material nejen pro studenty
Pedagogické fakulty Univerzity Palackého, ktefi se seznamuji se zadklady numerické integrace

v ramci Integralniho poctu ¢i v rdmci predmétu Seminaf z matematické analyzy, v némz si

vvvvv
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