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Kapitola 1
Uvod

Bakalatrska prace pojednava o feseni soustav dvou rovnic 2. fadu. Po tvodu nasleduje ka-
pitola, ve které budou vysvétleny zakladni véty, definice a tvrzeni potfebna k objasnéni
vypoctu v celé praci. Specidlné je zde odvozena existence a jednoznacnost reSeni soustav
dvou rovnic 2. radu.

Kapitola treti obsahuje fyzikdlni motivaci modelového situace a jejich specidlnich pripadu.
Jelikoz fyzikalni kontext rovnic pracuje s pruzinami, bude zde vyvétlen i k tomu potfebny
Hookuv zakon a odvozeny nami pocitané soustavy rovnic.

Kapitola c¢tvrta se vénuje Modelové situaci. Objasnuje problematiku na obecném piipadu,
zavadi pojmy a postupy, které budou pouzivany i pro néasledné specialni pripady v kapitole
ctvrté a paté. Zvlastni pozornost je vénovana existenci periodickych reseni.

Poznamky, tvrzeni a véty jsou cislovany podle poradi a umisténi v kapitole. Dukazy
nasleduji bezprostiredné po tvrzeni ¢i vété a jsou ukonceny symbolem H.

Préace je vysazena systémem IXTEX a obrézky kresleny v programu GeoGebra.



Kapitola 2

ResSeni soustav obycejnych

diferencialnich rovnic

Jesté, nez prejdeme k samotnému pocitani prikladu, proberme teorii obycejnych diferencidlnich
rovnic, ze které budeme v ptikladech vychéazet. V této kapitole se budeme zabyvat existenci
a jednoznacnosti feSeni pro soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic, zavedeni Cauchyovy

ulohy a tvarem obecného fesSeni.

2.1 Soustavy ODR 1. radu

Definice 2.1.1 Necht je ddna vektorovd funkce f : RY™ — R. Rekneme, Ze vektorovd

funkce ¢ : R — R" je resenim soustavy ODR

¥ = f(t,x) (2.1)
na otevreném intervalu J C R, jestlize pro kazdé t € J plati rovnost
¢'(t) = [(t, (1))
Meéjme soustavu (2.1), kterou muzeme zapsat po slozkach ve tvaru
) = fi(t,x1, xe, ..., 7))

xh = fot,x1, 29, ..., Ty
5= [at, 21,72 ) (2.2)

l’;l = fn(t7$17x2a "'7xn)7
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Necht je ddno &fslo ty € J a vektor zp € R™. K soustavé rovnic (2.1) pfipojme pozadavek,

aby hledéana vektorova funkce v bodé ty nabyvala hodnoty z:

Pozadavku (2.3) se iké po¢atecni podminka. Ulohu (2.1), (2.3) nazgvame Cauchyovou, nebo

téz pocatecni ulohou.

Poznamka 2.1.2 Rekneme, ze funkce je fesenim Cauchyovy ilohy (2.1), (2.3) (na otevieném
intervalu J ), jestlize ¢ je reSenim (2.1) (na J) a navic plati o(ty) = xo.

Véta 2.1.3 Existence a jednoznaénost.[1] Predpokladejme, Ze

f=(f1,fo, s [n) : R = R™ je spojitd vektorovd funkce definovand na oteviené mnoZiné

of 9f

Q C RY™, pricemZ (to, zo) € 2. Necht na Q jsou navic spojité vektorové funkce Fol’ Doy

of

ceey 81’77,7

to znamend, Ze jsou zde spojité parcidlni derivace vsech slozek funkce podle druhé az

n-té promeénné. Potom Cauchyova tiloha (2.1), (2.3) md prdvé jedno mazimdlni Tesent.

Dikaz Véty 2.1.3 viz. dukaz uvedeny v [1].

2.1.1 Homogenni soustavy ODR 1. fadu s konstantnimi koefici-

enty
Definice 2.1.4 Necht pro vSechna i =1,2,...n a j =1,2,...n jsou a;; € R konstantni

Pak soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic tvaru

/
Ty = 0117 + a9 + ...+ A1y,

/
Lo = Q2171 + A929T9 4+ ...+ A9n Ly,

(2.4)
T = Ap1T1 + Ao + .+ AT,
nazyvame homogenni systém linedrnich diferencidlnich rovnic.
Jejiz tvar lze zapsat strucnéji jako
1 = Ax. (2.5)



Pro homogenni soustavy lze formulovat zesileni obecného tvrzeni o existenci a jednoznacnosti.

Véta 2.1.5 Existence a jednoznacénost pro homogenni soustavy.[1] Necht J je
otevieny interval, to € J, xy € R™. Uvazujme Cauchyovu dlohu (2.4) s pocdtecni podminkou

Predpokldadejme, Ze pro kazdé i =1,2,...,n a pro vsechna j =1,2,...,n jsou a;; € R . Pak
existuje pravé jedno teseni ¢ Cauchyovy dlohy (2.4) s poédteéni podminkou (2.3), které je

definovdno na celém intervalu J.

Dikaz této Véty, viz. diukaz uvedeny v [1].

Definice 2.1.6 Necht matice A € R™ ", pak éislo X € C nazjvdme vlastnim c¢islem matice

A, prdvé kdyz existuje nenulovyj vektor v € R™ takovy, Ze

Av = .

Véta 2.1.7 Tvar TeSeni homogenni soustavy. Necht A € R"™™", pak reseni soustavy

(2.4) je tvaru

z(t) = eMo, (2.6)
kde X\ je vlastni cislo matice A a v € R je vlastni vektor odpovidajici cislu \.
Dikaz: vychazejme z rovnice (2.5) a za = dosadime funkci (2.6), pak

o' (t) = XeMv = eMAv = Ax(t), (2.7)

kde pro druhou rovnost jsme vyuzili vztahu z Definice 2.1.6. Tedy x(t) tvaru (2.6) je Fesenim

systému (2.5).



Definice 2.1.8 Méjme a;; € R pro vsechna t =1,2,...,n, a vsechna j =1,2,...,n.
N@Cht’ A= (CLZ']').

Oznacéme:

H = {¢: ¢ je redlngm tesenim (2.4) na J},
He = {u: v je komplexnim tesenim (2.4) na J}.

Potom plati:

H je vektorovy prostor dimenze n.

He je vektorovy prostor dimenze n.

Definice 2.1.9 Fundamentdlni systém reSeni homogenniho systému (2.4).[1] KaZdou
bazi prostoru H nebo H¢ z prdvé uvedené Definice nazyvime fundamentdlnim systémem
reseni homogenniho systému (2.4) na J.

Necht o o) tvort fundamentdlni systém Feseni homogenniho systému (2.4) na J.

pak funkci

bt T =R () = cioll(2)
=1

nazgvdme obecnym resenim (2.4) na J.

Jakékoliv feseni soustavy (2.4) lze vajidiit libovolnou kombinaci prvku fundamentdlniho

systému.



2.2 Reseni soustav ODR 2. ¥adu

V nasledujici ¢asti prace se pokusime odvodit, zda lze tesit soustavy diferencidlnich rovnic

2. tadu obdobné, jako soustavy rovnic 1. tadu.

2.2.1 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic 2. radu

Jesté nez budeme moci pocitat TeSeni soustav 2. fddu, musime zjistit, zda existuje je-
jich tTeSeni. Ptevedenim soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu na soustavu
obycejnych diferencialnich rovnic 1. fadu ukazeme, ze za pomoci Véty 2.1.3 o existenci a
jednoznacnosti Teseni lze odvodit vétu o existenci a jednoznacnosti i pro soustavu 2. fadu.

Méjme soustavu dvou rovnic 2. fadu
g = APy (2.8)

s matici A tvaru

—a b
A2 = ¢ : (2.9)

c —d

Soustavu (2.8) muzeme vektorové rozepsat jako

"

T —a b T
o= . (2.10)
T c —d Zo
Zavedeme dalsi souradnice
T3 = xlla
Ty =
a matici B*** tvaru
0 0 10
B _ 0 0 01
—-a b 00
¢c —d 00

Je vidét ze (z1, x2) je FeSenim soustavy (2.8), respektive (2.10), prave kdyz, (z1, za, ), %)

je feSenim soustavy ¢tyt rovnic 1. fadu

v’ = BYr, (2.11)



kterou lze zapsat vektorové jako

/ /

1 1 0O 0 10 1
T 2 B 0 0 01 To
T3 B x} - —a b 00 T3
Ty @ c —d 00 Ty

Tim jsme dokazali nasledujici vétu.

Véta 2.2.1 Funkce

T (t)
o (t)

x(t) =

je resenim soustavy (2.10), pravé kdyz funkce

yi(?) z1(t)
y(t) = Ya(t) _ x5(1)
ys(t) 4 (t)
ya(t) 5(t)

je reSenim soustavy (2.12).

(2.12)

Tvrzeni 2.2.2 Cislo o € C je vlastnim c¢islem matice B soustavy (2.12) prave kdyz X = o?

je vlastnim ¢islem matice A soustavy (2.10).

Dukaz:

1. Vlastni ¢isla pro soustavu rovnic 2. fadu (2.10) vypocitame z nésledujici charakteris-

tické rovnice, kde polynom

—(a+A) b )
Py(\) :=|A—=)\E| = =N+ (a+ d)\+ (ad — cb)
c —(d+ )

polozime rovno nule. Dostaneme rovnici

0= M+ (a+d)X+ (ad — cb).

(2.13)



2. Vlastni ¢isla o pro soustavu rovnic (2.12) spoéitame z charakteristického polynomu

polozeného rovno nule

—a 0 1 0
0O —a 0 1 A )

Py(a) :==|B —aFE| = =a "+ (a+d)a” + (ad — cb). (2.14)
—a b —a 0

Vlastni ¢isla matic B soustavy rovnic (2.12) jsou kofeny charakteristického polynomu

0=a*+ (a+d)a*+ (ad — cb).
Vidime, ze Py(a?) = Py(a). Kofeny, a tedy i vlastni ¢isla A pro A a a pro B si odpovidaji
jako
A =a (2.15)
|

Nyni odvodime vzdjemny vztah vlastnich vektoru soustav (2.10) a (2.12).

Tvrzeni 2.2.3 Vektor u pro vlastni ¢islo o soustavy rovnic (2.10) je stejny jako treti a

ctortd slozka vlastniho vektoru v pro soustavu rovnic (2.12).

Dikaz: Vlastni vektory w spliuji rovnici

(B—aFE)w =0,
kterou lze rozepsat jako
—Q 0 1 0 w1 0
0 —a 0 1 Wa 0
—a b —a 0 W3 0
c —-d 0 -« Wy 0
Rédkovymi dpravami vyrazu z piedchozi strénky dostdvéame
—a 0 1 0 w1 0
0 —« 0 1 Wa 0
0 0 —<Oé2 + d) b Ws 0
0 0 0 —(a?+a)(a® +d) + be wy 0
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7 tohoto tvaru dopocitame slozky vlastnich vektoru vyreSenim soustavy rovnic naslednym

postupem

—ow; +wz = 0,
—owy +wy = 0,
—(CY + d)wg +bwy = 0,

(@ +a)(®+d) +bJuw, = 0.

Vyraz v hranatych zdvorkach posledni rovnice je charakteristicky polynom, tedy bude vzdy
nulovy pro jakékoliv vlastni ¢islo «, které je jeho kofenem. Na zakladé toho si zvolme za wy
parametr s € R. Zpétnym dosazovanim do dalsich rovnic ziskanych Gaussovou eliminaci,
dostaneme zbylé slozky vektoru v.

Hledany vlastni vektor pro soustavu rovnic (2.12) tedy je

bs

aila+ o?)

kde s € R.

Nyni spoc¢teme vlastni vektory pro soustavu dvou rovnic 2. fadu, odpovidajici prislusnym

;. Zacnéme soustavou rovnic

(A= AE)u = 0,
—(a+ M) b (7 0
c —(d+ ) U 0

Rédky matice jsou linerdrné zévislé a tedy stacf rovnice
—(a+ Nuy + buy = 0.

9



Zvolme si proto us = s, kde parametr s € R je libovony, a pokracujme ve vypoctu u,

bs
(a+ M)

Uy = a UuUg =S,

vektorovym zapisem

(a+X)
t

Vidime, ze slozky u; a us vektoru u pro soustavu dvou rovnic 2. fadu jsou stejné jako slozky

vg a v4 vektoru v pro soustavu ¢tyt rovnic 1. fadu

Kde mezi A; a o; plati (2.15). ]

Definice 2.2.4 Necht matice A je tvaru (2.9), pak éislo X € C nazyvdme vlastnim éislem

matice A, pravé kdyz existuje nenulovy vektor v € R™ takovy, Ze

Av = .

Véta 2.2.5 Tvar TeSeni soustavy (2.8). Necht A € R**? pak reseni soustavy (2.8) je

tvaru

z(t) = e, (2.16)

kde o je vlastni ¢islo a v je odpovidajict vlastni vektor matice A .

Dikaz: Vychézejme z rovnice (2.5) a dosadime funkci (2.6), pak

2" (t) = a’ev = e Av = Ax(t), (2.17)

kde jsme vyuzili, Ze ov je vlastni ¢islo a opovidajici vliastni vektor matice A. [ |
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Véta 2.2.6 Soustava rovnic (2.8) s pocdtecnimi podminkami tvaru

21(0) = 71,
xfig; i? (2.18)

ma pravé jedno resent.

Dukaz: Soustava (2.8) s poc¢dtecnimi podminkami (2.18) je ekvivalentni se soustavou ¢ty

rovnic 1. fadu tvaru (2.12) s poc¢ateénimi podminkami

21(0) = 71,
xQEg; izz (2.19)
I4(O) = (52,

kde

r3 =1 a x4y = 1.

Pro Cauchyovu tlohu (2.12), (2.19) m4 soustava podle Véty 2.1.3 prave jedno fesend.
Protoze Cauchyova tloha (2.8), (2.18) je ekvivalentni Cauchyové uloze (2.12), (2.19), zna-

mend to, ze i (2.8) ma praveé jedno feseni. [
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Kapitola 3

Teorie k Modelové situaci

V nasledujici kapitole bakalarské prace se budeme zpocatku zabyvat modelem n téles a n+1
pruzin (viz. obrazek nize). V feSenych situacich se ale zaméirime predevsim na piipad n = 2
neboli dvou hmotnych téles.

Konkrétné se potom zamérime na vypocty Modelové situace a jejich podptipadi. Vypocty
budou spocivat v pozorovani jejich podobnosti ¢i odlisnosti, v ramci dil¢ich zmén v zadani,
popiipadé ve vysledné komplikovanosti feseni. Déle bude diskutovana periodicita feseni Cau-
chyovy tlohy.

Podptipady si rozdélime na dvé skupiny. Prvni skupina s obecné navzajem ruznymi hod-
notami pro k a m. To jest Modelova situace a Specialni piipad 1, které rozebirame velmi
podrobné a ve vsi obecnosti. Druhou skupinu tvoii dva podptipady Modelové situace, kde
vSechna k a vSechna m jsou stejnd. Druhd skupina je jiz dopocitana konkrétnéji.

Jesté nez pristoupime k samotnému teseni jednotlivych piipadu, podivejme se na jejich

fyzikalni motivaci a odvozeni puvodu ndmi pocitanych soustav diferencialnich rovnic 2. fadu.

3.1 Hookuv zakon

Jelikoz se v bakalaiské praci zabyvame pripady, kde hlavni roli hraji hmotna télesa a pruziny,

nemuzeme opomenout Hookuv zakon.
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Hookuv zakon je jeden z nejzdkladnéjsich principu fyziky. Tvrdi, ze sila F' potifebna k

roztazeni nebo stlaceni pruziny o urcitou vzdalenost X je umeérna vzdalenosti zpusobem

F = kX,

kde £ je charakteristickd konstanta pruziny neboli jeji tvrdost.

Hookova rovnice se také vyuziva v mnoha jinych situacich, kde je deformovéano elastické
téleso. Napriklad vitr opirajici se do stén budovy, muzikant drnkajici na strunu housli, nebo
proces nafukovani mice.

Hookuv zékon je pouhou linearni aproximaci 1. fadu pro odezvu pruzin a jinych pruznych
téles, na které je vyvijen tlak. Coz ovSem znamend, ze zakon selhava, jakmile sila pfesdhne
urcité limity (stlac¢eni na minimum nebo roztazeni na maximum). Ve skutecnosti se ovsem
mnoho meteridli pozorovatelné odchyluje od Hookova zdkona jesté pred dosazenim téchto
hranic. Na druhou stranu je Hookuv zékon pomérné presnou aproximaci pro vétsinu pevnych
téles. Z tohoto duvodu je pouzivani Hookova zakona Siroce rozsiteno ve védé a inzenyrstvi
a je zakladem pro mnoho védnich disciplin jako jsou seismologie a akustika, ¢i jako zakladni
princip v pruzinové skdle, manometru (piistroj na méreni tlaku) a balanénim kolecku me-

chanickych hodin.

3.1.1 Hookuv zakon pro linearni pruziny

Uvazujme obycejnou spiralni pruzinu, kterda ma jeden konec pripevnény k stalému objektu.
Mezitim druhy konec natahujeme silou F'. Az do chvile, kdy jiz nelze vice ménit délku pruziny.
Nyni bude vzdélenost, o kterou se vychylila z klidového stavu, vzdalenosti X. Hookuv zakon

tvrdi ze pravée F = kX.

3.2 Fyzikalni motivace

Jako vétsina matematickych vypoctu, maji i diferencidlni rovnice 2. fadu své uplatnéni.
Napriklad jako model kyvadla a kmitani nebo skakani kulicky. Pro soustavy diferencialnich
rovnic 2. fadu je to pak napiiklad soustava hmotnych bodu na pruzinach. A pravé takovymi

soustavami se budeme v nésledujici kapitole zabyvat.
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Pro lepsi vysvétleni si popiSeme obrazek.

kl k 2 k};; kn +1

mq w .« . /\
ma My,
Q@ 0O

@ Q@ @ @
I I Ty

Obrazek 3.1: Grafické znazornéni obecné soustavy rovnic pro n hmotnych bodu

Predpokladame, ze méame

e Hmotna télesa s hmotnostmi m;, ¢+ = 1,2, ..., n.

e Pruziny s tuhostmi k; pro j = 1,2,...,n,n+1 v pfipadé, Ze jsou uchycené z obou stran

ke zdi, nebo 7 = 1,2, ..., n, jestlize jsou prichycené ke zdi jen z jedné strany.

e Jejich natazeni/stlaceni jsou postupné vzdélenosti x1, (22 — x1), ..., (T — Tp_1), Tp.

e Hmotné body jsou ve vodorovné poloze a na koleckach. Pro jednoduchost totiz u
soustav zanedbame jakykoliv vliv tfeni nebo gravitace. Od toho se da ocekavat zjed-

noduseni vypoctu a lepsi vhled do probiranych situaci.

3.3 Pripad tri hmotnych téles a ¢tyr pruzin

Zamérme se na to, jak vypada soustava rovnic pro tii hmotna télesa a ¢tyfi pruziny, z nichz
posledni je prichycena k pevné zdi, a vSechny dodrzuji Hookuv zakon. Ziskame nésledujici

soustavu t{ diferencidlnich rovnic 2. fadu [2]:

mla:l = —]{311’1 + /{ZQ(LUQ — Il),
maty = —ky(xy — 1) + ks(ws — 12), (3.1)
mgﬂfg = —k’g(ng — 272) — k‘4[L’3.
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Pro lepsi predstavu o soustavé (3.1) ji prepiseme do tvaru

"

mizy = —(k1 + k2)xy + kowo,
mzl'lz/ = kawy — (k3 + ko)xo + kszs,
mgfL’g = k’gl’g — (k’g + l{?4)ZL‘3,
coz vede na maticovy tvar
MX' =KX

Zde matice M, K a X jsou

3.4 Twvar soustavy pro n hmotnych bodua a n+ 1 pruzin

Tvar matic K, M a X vySe nam, jak lze vytusit z jejich podoby, urcuje nasledné tvary matic

pro n hmotnych bodu a obecné n + 1 pruzin, kdy matice M,, budou diagonalniho tvaru

mq 0 0
0 mo 0
M, =
0 0 ... M3

Poznamka 3.4.1 Pocet hmotnych bodu urcéuje, kolik bude mit soustava rovnic.
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Matici K,, lze uvazovat tvaru

— (k1 + k) ks 0 0
ky — (ko + k3) ks 0
0 ks — (ks + kq) 0
K, = 0 0 k4 0
0 0 —(kn—1 + k) k.,
0 0 ke — (ko + Fopga)

Poznamka 3.4.2 Pozorujeme, Ze kdyz posledni pruzina bude chybét, pak clen a,, matice

K, bude pouze

3.5 ResSeni soustav o n rovnicich

Resenfm se budeme zabyvat predevsim u konkrétnich pifklada dvou téles vedoucich na sou-

stavu dvou rovnic. Proto feSeni u soustav n rovnic pouze vysvétlime, nikoliv vSak vyfesime.

Poté, co soustavu s n rovnicemi vyjadiime maticové

MX" =KX
a upravime
M *Mz" = M 'Ku,
" = M 'Kz,
neboli
x’ = Ax,

kde A™*"™ je matice soustavy s n prvky.
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Vypocitame jeji vlastni ¢isla A zpusobem, ze polozime
|A— \E| =0,

a vyjadiime k nim prislusny vlastni vektor v. Samotné feSeni pak bude tvaru
z(t) = ve™,

kde o = ) je vlastni &fslo a v jemu odpovidajici vlastni vektor.
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Kapitola 4

Modelova situace

Od obecnych pripadu n téles vedoucich na soustavu n-rovnic nyni pristupme k feseni pripadu
o dvou télesech vedouci na soustavu dvou rovnic (dle Pozndmky 3.4.1).

Tvary soustav rovnic pro jednotlivé situace budou vychéazet z predchozich obecnych sou-
stav n-rovnic.

Nasledujici modelova situace je probirana detailnéji a ve vsi obecnosti. Obecnost ma ale
za nasledek, ze TeSeni soustavy diferencidlnich rovnic 2. fadu budou komplikované. Proto
budeme pouzivat substituce, které opticky zkrati vysledné formule a feseni proto nebudeme

vyjadfrovat vzhledem k puvodnim proménnym.

4.1 Modelova Situace

Prvni situace bude pojata nejobecnéji a bude rozebirdna podrobné, aby bylo mozné odhalit

vSechny jeji vlastnosti a charakteristiky.

4.1.1 Zadani

Méjme dvé hmotna télesa s hmotnostmi my, msy obecné ruznymi. Méjme dale dané tii pruziny

s tvrdostmi kq, ks, k3 také obecné navzajem ruznymi, u nichz budeme predpokladat ze

0< /{ilk‘z + kflk’g + ]{32]{73. (41)
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Soustava rovnic pro takovéto zadani je nasledujici

mix] = —kywy + ka(xe — 1), (42)
Mmooy = —kQ(SL’Q — 1'1) — kgl'g
kl k? k‘3
m /\/\AF mo
| ® ‘ ®© O -
| ml ‘ T2

Obréazek 4.1: Grafické znazornéni Modelové situace

Poznamka 4.1.1 Pokud wvaZujeme pouze dvé télesa na dvou pruzindch, polozime v souladu

s Pozndmkou 3.4.2 hodnotu ks = 0.

4.1.2 Maticovy tvar soustavy (4.2)
Po roznédsobeni soustavy rovnic (4.2) dostaneme néasledujici tvar

mix] = —(ki + ko)xy + ko,

mQIg = ]{?2131 - (kz + k?gxg),
jenz lze snadno prevést na tvar maticovy
Mz" = Kz,

kde

0 — (k1 + K k
M= my K (k1 2) 2 . 1

Y Y

0 mo kQ —(kg -+ k‘g) i)

Maticovou rovnici upravime a postupné dostaneme

M 'Mz" = M 'Kz, (4.3)
" = M 'Kz,
¥ = Ax,



kde matice soustavy A je tvaru

_ (k1tk2) ko
A= oo (4.4)
ko _ (k2+ks)
mo mo

Matici soustavy A hledame proto, ze predpokladany tvar feseni soustavy dle Véty 2.2.5 je
z(t) = ve™, (4.5)

kde o2 jsou pravé vlastni ¢fsla A matice A a v k nim pifslugné vlastni vektory.

Pro nésledujici vypocty zjednodusime zépis matice A z (4.4) na tvar

—a b
A= . (4.6)
c —d

Poznamka 4.1.2 Pro matice A tvaru (4.6) jsou a, b, ¢, d ve vyjadient (4.6) kladnd ¢isla.

Tvrzeni 4.1.3 Existuje prdvé jedno teseni Cauchyovy tlohy (4.2), (2.18), které plyne z
Vety 2.1.5.

4.1.3 Vlastni ¢isla matice A:

Tvrzeni 4.1.4 Viastni ¢isla matice A tvaru (4.6) jsou

—(a+d) F /(a+ d)? — 4(ad — cb)
5 :

A1 = (4.7)

Dikaz: Vlastni ¢isla A matice A najdeme pomoci determinantu

—(a+A) b
c —(d+X)

A~ E) =

z néhoz zistame charakteristicky polynom
|A— EX =M+ (a+d)\+ (ad — cb).

Ten polozime rovny nule a vyfesime pro neznamé A

0= M+ (a+d)X+ (ad — cb).

Vlastni éisla A\q, Ao jakozto kofeny kvadratického charakteristického polynomu jsou tvaru

(4.7). ]
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Véta 4.1.5 Za predpokladu (4.1) pro matice A tvaru (4.4) plati, Ze obé vlastni ¢isla jsou

zapornd.

Dikaz: Podle Tvrzeni 4.1.4 jsou vlastni ¢isla tvaru (4.7). Ovéfime proto nerovnost

0~ —(a—l—d):l:\/(a;—d)Z—él(ad—cb). (48)

Je vidét, ze staci dokazat nerovnost

0> —(a+d)++/(a+d)?—4(ad — cb),

protoze i druhd nerovnost

0> —(a+d) — /(a+d)?—4(ad — cb)

bude okamzité platit. Ukazeme ze plati (4.8) pomoci nésledujicich tvah. Vsimnéme si, ze

plati
(a +d) > 0 prave kdyz —(a+d) <0,

a zaroven také
Via+d)?=|a+d.
Pokud navic bude platit i
—4(ad — ¢b) < 0. (4.9)

Znamena to, ze automaticky plati i nerovnost

V(a+d)? —4(ad — cb) < (a+d),

ze které lze povazovat nerovnost (4.8) za splnénou. VSechny nerovnosti jsou ziejmé az na
(4.9). Dokazeme, ze (4.9) plati pro matice A tvaru (4.4). Poznamenejme jenom, ze (ad — cb)
je determinat matice A. Po dosazeni puvodnich vyrazu z matice A za a,b,c,d, dle (4.4),
postupné ekvivalentnimi tpravami dostavame

ko ke (ki k) (ke t k)
my1 Mo mq mo

k’% < (kl + k’z)(/{iz + ]{73),

Y

0 < klkg + k?lkfg + ]{?2]{33. (410)

Nerovnost (4.10) plati diky predpokladu (4.1), tedy i nerovnost (4.9) je splnéna. Zapornost

vlastnich cisel je timto dokéazana. [ |
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Poznamka 4.1.6 Navic jsme si ukdzali podstatu podminky (4.1), kterd rikd, Ze determinant

matice A musi byt kladny a nenulovy.

Poznamka 4.1.7 V celé bakaldrské praci pocitame pouze s pripady, ve kterych ki, ko, ks > 0,

nebo ki, ko >0 a ks = 0. Nerovnost (4.1) je splnéna v obou téchto pripadech.
Véta 4.1.8 Resend soustavy (4.2) jsou tvaru (2.16) kde o jsou ryze imagindrn.
Dikaz: Podle Véty 2.2.5 dostavame feseni tvaru (2.16) a vztah (2.15). Vlastni ¢isla A matice

A jsou dle Véty 4.1.5 zapornd, a tedy jejich odmocniny jsou ryze imaginarni. [ |

4.1.4 Vlastni vektory soustavy (4.2)

Veéta 4.1.9 Matice A tvaru (4.6) md vlastni vektory

bs br
(CL + )\1) ((Z + )\2)
u = , U= : (4.11)
s T

odpovidagici vlastnim cislum \i respektive Ay kde koeficienty s, r € R jsou libovolné redlné a

a, b jsou proky matice A tvaru (4.6).

Diikaz: Vyfesime rovnici
(A=ME)u=0

neboli

—(a+X\) b Uy 0

c —(d+\y) Usg 0

pro néznamé u = (uy, us). Po dosazeni vlastnich ¢isel A\; vyjde, Ze prvni fadek matice je
nasobkem druhého. To znamena, ze pro vypocet vlastniho vektoru stac¢i uvazovat pouze
rovnici

—(CL + )\1)U1 + bUQ = 0.

Zvolime souradnici us = s, kde ¢islo s € R je libovoné. Pak souradnice vlastniho vektoru

jsou
bs
U =———, Up=S§
1 a+ A17 2 )
¢imz jsme ziskali vlastni vektor u = (uy, ug) tvaru (4.11). Obdobné pro v a As. ]
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4.1.5 Obecné teseni soustavy (4.2)

Nyni, kdyz zndme vlastni ¢isla \; a vektory w;, nic ndm nebrani vypocitat obecné feseni v

komplexnim tvaru. Predpokladané obecné feseni je podle Véty 2.2.5 tvaru

2(t) = ve™,

kde o® = X je vlastn{ &fslo matice A. Do tohoto tvaru dosadime nami spocitand vlastni éisla
A1, A2 a pro né odpovidajici vlastni vektory u a v.

Tim ziskdme komplexni fundamentalni systém
FSc = {6_“ TArtyy eV Ay eIV Aty ey _)‘Qtv} . (4.12)

Ten lze prevést pomoci goniometrickych funkci a separaci realnych a imaginarnich ¢asti na

realny fundamentalni systém

FSg = {cos( —At)u; sin (v/—Ait)u; cos (v/—Aot)v; sin ( —)\gt)v}. (4.13)
Podle Definice 2.1.9 je linearni kombinace prvku fundamentalniho systému vysledny tvar
obecného teseni. Obecné teseni tedy vypada v komplexni podobé

I(t) — i/ —A1t i/ —A1t i/ —Aat i/ — t

pie Y+ poe’™Y T+ pae” 20 + pye’
a feSeni v realné podobé nasledné takto

x(t) = p1cos (v/ —Ait)u + posin (v/ —Ai1t)u + p3 cos (\/ —A2t)v + pysin (v/—Aot)v, (4.14)
kde p1, p2, p3, ps jsou v obou pripadech redlné konstanty.

Prvky F'Sg jsou periodické funkce, které pravdépodobné daji periodické feseni (4.14). Ne-

bude tomu vsak vzdy, podrobnosti viz. dalsi kapitola.
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Poznamka 4.1.10 Resend (4.14) lze prevést do tvaru, ze kterého bude patrny fdzovy posun.

Preved'me proto teseni za pomoci souctového vzorce
cos 31 coswy + sin By sinw; = cos (wy — fy).

Pro prehlednost rozdélme obecné reseni na dvé casti a p; preznacme na a,, obdobné ps = by,
P3 = ayg a py = by. Redend proni cédsti ziskdme ndslednym postupem
x1(t) = (ajcos(y/—Ait) + bysin(v/—Ait))u

1 aq bl .
t) = —————=cos\/ Mt + ——=sin v/ -\t | u,
© (\/a%%—b% L@ 1)

1
C—£B1(t) = (cos (1 cos\/—Ait + sin f; sin \/ —A1t)u,

1

1
C—xl(t) = cos (v =Mt — B1)u,

1

r1(t) = c¢rcos(v/ =it — Br)u, (4.15)
kde ¢; = —= sinfB; = 24— qcosff = —4

Obdobneé prevedeme i druhou ¢dst reseni

\/a%-f—b% ’

x2(t) = (agcosy/—Aaot + bysin\/—Not)v,

xo(t) = cocos(v/—Aat — B2)v, (4.16)

kde o = ———, sin By = —2— a cos ffy = — 2

w/a%-l—b%’ \/a%-‘rb% \/a%—f—b%.
Celkové tesend s fdzovym posunem je spojenim vyslednijch teseni (4.15) a (4.16), tedy
2(t) = 21(t) + 2(0),

x(t) = ¢y cos (\/ =M\t — B1)u + co cos (/—Aat — Ba2)v.

Vysvétleni: Proc¢ jsme v predchozich prevodech ndsobili reseni prdavé konstantou \/ﬁ ¢
a; o

Potrebovali jsme ziskat stejny uhel (8 jak pro funkci sin, tak pro funkci cos. Uhly 712 byly

cdastecné dany koeficienty a; a b;. Vyslednd konstanta pochdzi z Pythdgorovy véty.

212
az+b;
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Pro ilustraci viz. obrazek

Obrazek 4.2: Odvozeni konstanty c;.

Jak je vidét, odvésny jsou prihodné zvolené jako a; a b; a vyslednd prepona pravotuhlého

trogihelniku je \/a? + b?.

Pak tedy ziskdvdm stejny thel 5; pro sin f; = —24—

4.1.6 Reseni Cauchyovy tilohy pro soustavu (4.2)

Soustavu (4.2) doplnime o po¢étecni podminky, které jsou dle Véty 2.2.6 tvaru (2.18).
Dosazenim prvnich dvou podminek do feseni (4.14), kde mame u = (uy, uz) a v = (vy, vy)

vznikne soustava rovnic

pirur + p3vr = Y, (4.17)
P1uz + p3vz = 72,
pro neznamé koeficienty py, ps.

Po zderivovani feseni (4.14) dosadime druhé dvé pocateéni podminky a vznikne soustava

P2V =Aur + pav/—Aov1 = 01, (4.18)
P2V =AUz + pa/— Aoz = 0y,

pro koeficienty ps a py.

Determinanty matic soustav (4.17) a (4.18) jsou nenulové, z ¢ehoz vyplyva, ze soustavy

rovnic budou jednoznac¢né tesitelné pro neznamé p, pa, ps3, Pa-
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Zvolime-li poc¢atecni podminky

371(0) =71,
xz}(OO)):_zj’ (4.19)
25(0) = 0,

to jest 0y = 0y = 0 v (2.18), ziskdme z rovnice (4.18) hodnoty ps = p, = 0. Pokud zvolime
zaroven y; # 2 # 0, dostaneme z rovnice (4.17) konkrétni nenulové hodnoty py, ps.

Jejich dosazenim do (4.14) ziskdme vysledné feseni Cauchyovy pocatecni tlohy

z(t) = p1cos (v —Ait)u + pscos (v —Aat)v. (4.20)

¢ 0, v ~ o~

Diky tomu, Ze obecné fesSeni je linearni kombinace goniometrickych, tedy specialné perio-

dickych funkei, pak feseni samotné muze byt periodické.

Definice 4.1.11 Nechf T € R, T > 0. Funkce f je periodickd s periodou T, jestlize pro
kazdé x € D(f) plati
x+T e D(f)

a zdrovern

F@) = fla+T).

Definice 4.1.12 Reseni Cauchyovy lohy (4.2), (2.18) nazveme periodické, pokud
z(t+T)=az(T)

pro vsechna t > 0.

Veéta 4.1.13 Méjme funkce f a g periodické, s periodami Ty a T,. Linedrni kombinace

h=cf+cayg, c1, ca € R je periodickd prave kdyz pomeér period Ty /T, je raciondlni ¢islo.

Poznamka 4.1.14 Pokud je pomér period ve Véte 4.1.13 neraciondlni, dostaneme neperi-

odickou funkci.

Tvrzeni 4.1.15 Méjme a € R libovolné nenulové, potom funkce sinat a cosat maji obé

periodu 27 /a.
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Tvrzeni 4.1.16 Méjme a € R libovolné nenulové, potom funkce h(t) = ¢y sin at+cy cos atmd

periodu 27 /a.

Tvrzeni 4.1.17 Méjme a, b € R libovolné nenulové, potom funkce h(t) = ¢ sin at + c5 cos bt

je periodickad kdyz a/b je raciondlnd.
Dukaz plyne z Véty 4.1.13 a Tvrzeni 4.1.15. [ |
Tvrzeni 4.1.18 Reseni (4.14) je periodické pokud pomér \/Xi /Xy je raciondini.

Dikaz plyne z Tvrzeni 4.1.17. [ |

Vezmeme v ivahu feSeni (4.20). V piipadé ze pomeér frekvenci /A1 /Ay bude raciondlni, pak

podle Tvrzeni 4.1.18 je toto feseni periodické.

Jestlize neni, a presto chceme, aby x(t) bylo periodické, musime pomoci po¢ateénich podminek
vynulovat bud p; nebo ps jakozto koeficienty zavislé na ~y;, v2. V takovém pifpadé v Feseni

(4.20) zbyde pouze jedna goniometricka funkce cosinu, kterd je bezpochyby periodicka.
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4.2 Specialni pripad 1

Tento podpripad, ostatné stejné jako vsechny dalsi, je specialnim pripadem Modelové situace,

proto bude hojné vyuzivano tvrzeni a formuli z pfedchozi situace a nebude tieba jiz opakovat

nékteré vypocty.

Specidlni ptipad 1 modeluje soustavu o dvou télesech a dvou pruzindch. Narozdil od

obecné Modelové situace odstranime tiet{ pruzinu, ktera v Modelové situaci spojovala zed a

druhé hmotné téleso, tedy polozime k3 = 0. Stédle ale uvazujeme hodnoty Specidlniho piipadu 1

k a m obecné navzajem ruzné.

4.2.1 Zadani

Tvrdosti pruzin jsou tedy ki, ko > 0 obecné navzdjem ruzné. Pruzina treti chybi, polozime

ji tedy k3 = 0, coz je v souladu s podminkou (4.1) a my, mg > 0 zustavaji obecné navzajem

ruzné. Poznamenejme, ze predpoklad (4.1) tedy zustane zachovén i pro soustavu (4.21) viz.

Poznamka 4.1.7.

Soustava (4.2) ptrejde na tvar

mry = —kll’l + kQ(IQ - 131),
mgﬂﬁg = —kg(l'g — l’l). (421)
kl kQ
! 7
ma
| [ @ | ®@ ©® -~
[ T | I

Obrazek 4.3: Grafické znazornéni pro Specialni ptipad 1
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4.2.2 Maticovy tvar soustavy (4.21)

Dosazenim k = 0 do (4.4) a jeho dpravou ziskdme tvar matice A, ktery je

_k1+k:2 ﬁ

_ m m
Sl N Y
ma ma

(odvozeni viz. (4.3) v Modelové Situaci).

Pro zjednoduseni uvazujme matici A opét ve tvaru

A:

4.2.3 Vlastni cisla a vlastni vektory matice A

Podle Tvrzeni 4.1.4 jsou vlastni ¢isla matice A tvaru (4.7) a dle Véty 4.1.5 z Modelové situ-

ace jsou zaporna.

Dle Véty 4.1.9 jsou vlastni vektory tvaru (4.11).

4.2.4 Obecné teseni soustavy (4.21)

Reseni soustavy bude i v tomto piipadé obdobné s fesenim Modelové situace. Nejprve si
opét vytvorime fundamentalni systém postupnym dosazovanim vlastnich ¢isel A; a Ay a jim
odpovidajicich vlastnich vektoru v a v do tvaru teseni (2.16) dle Véty 2.2.5. Komplexni

fundamentalni systém v tomto ptripadé bude

FSC — {efi\/f)\lt,u/; e’i\/f/\ltu; efi\/f)\ztv; ei\/*)\gtv}. (422)

Podle Definice 2.1.9 je linearni kombinace prvku fundamentalniho systému vysledny tvar

obecného teseni. Obecné feseni tedy je

l’(t) _ ple—i\/—)\ltu + p2€i\/—)\1tu 4 p3€—i\/ —)\Qt,v + p4ei\/ —)xztv7

kde koeficienty pi, po, p3, ps jsou libovolné realné.
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Reseni 1ze prevést pomoci goniometrickych funkei a rozdéleni na komplexni a redlné argu-

menty na tvar
z(t) = p1 cos (v/ —Ait)u + posin (v/—Ait)u + pg cos (v/ —Aat)v + pasin (v/ —Aot)v.  (4.23)
V piipadé potieby lze feseni prevést na tvar s patrnym fazovym posunem (viz. Pozndmka 4.1.10).

Poznamka 4.2.1 Ackoliv jsou teseni Modelové situace a Specidlniho pripadu 1 na proni
pohled totoznd, je treba brdt v potaz, Ze matice A je pro kaZdou soustavu rovnic jind. Tento

rozdil viak po zjednoduSeni matice A na tvar (4.6) neni patrny.

4.2.5 Cauchyova tloha pro soustavu (4.21)

Reseni Cauchyovy tlohy (4.21), (4.19), bude opét tvaru (4.20) a bude periodické, prave kdyz
pomeér /A1 /Ay bude raciondlni.
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Kapitola 5
Specialni pripady o stejnych m a &

Modelova situace a jeji Specidlni ptipad 1 byly pocitany s obecnymi m a k. Nyni se zamérime
na specialni piipady, kdy hmotnosti téles a tuhosti pruzin jsou stejné. Nemaji tak kompli-

kované tvary feseni, lze je tedy snaze pocitat a postupy zustavaji stale stejné.

5.1 Specialni pripad 2
Rozdil od Modelové situace je, ze budeme uvazovat dva hmotné body stejné hmotnosti m a

stejné tak maji tii pruziny stejnou miru tuhosti k.

5.1.1 Zadani

Tentokrat tedy uvazujeme hmotnd télesa m; = m pro ¢ = 1,2 a pruziny tuhosti k; = k pro
j =1,2,3. Stéle plati, ze m, k > 0 a predpoklad (4.1). Soustava piejde (4.2) na tvar

17

mzx, = —kxy+ k(xe —x1),
mzy, = —k(ry—x1)— ko (5.1)
k k k
m W\ﬁ m
® O @ O -
| 1 | T2

Obrazek 5.1: Grafické znazornéni pro Specialni pripad 2.
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5.1.2 Maticovy tvar soustavy (5.1)

Prevedenim soustavy (5.1) do maticového tvaru (4.3) a jeho ndslednou tupravou, obdobné

jako v Modelové situaci, ziskdme matici A tvaru

LA
m m

déle uvazujme jen zkraceny tvar (4.6).

5.1.3 Vlastni ¢isla matice A

Vsimnéme si, ze zjednodusend matice A je tvaru (4.6) z Modelové situace. Jeji vlastni ¢isla
tedy budou podle Tvrzeni 4.1.4 tvaru (4.7) a podle Véty 4.1.5 plati, ze jsou zaporna.

Nyni ziskdme konkrétni formu A\; a Ay jednoduchym dosazenim za a, b, ¢, d z vyjadieni (5.2)
do vyrazu (4.7).

Dosazenim méame A; 5 jako

_4k + \/(%y _4(4_k2 — k_z)

2 2
/\12 — m m 5 m m ;
4k 4k?
- 4+ —
)\12 = b 1
2 )
4k | 2k
-+ —
Alg = m2 m>
2k k
)\172 = —— 4+ —.
m m

Vlastni ¢isla matice A tedy jsou

)\1:—

5.1.4 Vldastni vektory matice A

Vypocitame vlastni vektory podle Véty 4.1.9, ktera nam tikd, ze tvary vlastnich vektoru

u, v pro odpovidajici A\; a Ay jsou (4.11) (viz. Modelova situace).
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Dosazenim A; do tvaru vlastniho vektoru podle Véty 4.1.9 dostavame

bs
(a—l-)\l)

S

po dosazeni za \; a koeficienty a, b a vypocitani ma tvar

k
—S
m

2k k

___) S

u = m m - )
S

S

kde s € R je libovolné ¢islo.

Obdobné spocteme i vlastni vektor v odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay, z rovnice

bs

V= (a+/\2) ,

S

ktery po dosazeni a pokraceni zlomkt méa tvar

kde s € R je libovolné ¢islo.

Polozime naptiklad s = 1, pak vlastni vektory u, v jsou

5.1.5 Obecné tfeSeni soustavy (5.1)

Vlastni ¢isla A\; o a vlastni vektory u, v matice A jsou jiz znamy, a proto lze pfistoupit k
samotnému obecnému feseni soustavy (5.1).

Postupnym dosazenim vlastnich ¢isel A; 2 a jim odpovidajicich vlastnich vektort u a v si vy-
tvorime fundamentalni systém, jehoz linedrni kombinace ndm umozni sestavit obecné feseni

dle Definice 2.1.9.
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Komplexni fundamentalni systém je

FScz{e_i\/%tU; ¢Vomty; " Vomty; ¢ %tv}' (5.3)

Pievedenim na redlny fundamentalni systém ziskdame

FSg = {Cos 1/ Etu; sin 4/ Etu; cos 4/ %tv; sin 4/ %tv} . (5.4)
m m m m

Jiz zminovanou linedrni kombinaci fundamentalniho systému dostaneme obecny tvar realného

reseni
( [k [k ) 1 ( [3k 3k )
x(t) =  prcosy/ —t+ pasiny/ —t + | p3cosq/ —t + pysiny/ —t
m m 1 m m

kde p1, p2, p3s a ps jsou realné koeficienty.

1
1]’
(5.5)

5.1.6 Cauchyova iloha pro soustavu (5.1)

Pro Specidlni piipad 2, vzhledem k jednodussimu fesSeni, uz nebude tak slozité dosadit
do obecného teseni pocatecni podminky. Podle Véty 2.2.6 existuje pravé jedno teSeni pro
pocatecni podminky tvaru (2.18).

Pro nas konkrétni piipad budeme volit podminky d; = d, = 0. Pozadujeme tedy pocatecni

podminky obdobné jako v Modelové situaci

21(0) = 71,
xQ/((OO)):_?;’ (5.6)
x4 (0) = 0.

Nyni dosadime pocédteéni podminky do redlného obecného feseni (5.5), které 1ze rozepsat po

slozkach jako

x1(t) = p; cos \/%t + po sin \/%t + p3 COS 4/ %t + py sin /%t, -
xo(t) = py cos \/%t—Fpg sin \/gt — p3 cos\/%t — pysin /i’n_kt' )
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Dosadime do rovnic (5.7) prvni dvé pocéteéni podminky

21(0) = 71, 22(0) =7

a dostaneme soustavu

p1+p3 =,

P1— P3 = 72,

jejimz vysledkem jsou koeficienty

Y1t )2 M T
p =

b1 = 2 ) 3 9

Po zderivovéani soustavy (5.7) a dosazeni po¢dtecnich podminek

dostavame
k 3k
pp—+pi— = 0,
m m
k 3k
P —pi = 0.
m m
Determinant této soustavy je _72’;2 < 0 pak
p2=0, ps=0.

Zpétnym dosazenim vypocitanych koeficientu do rovnic (5.7) dostdvame jedno feseni Cau-

chyovy lohy (5.1), (5.6)

k — 3k
x1(t) = nrEy cos |/ —t + L2 cog —t,
A o9
xo(t) = NTD2 o5/t — L2 0654 204,
2 m 2 m

. . ~ ~ ~ Id

5.1.7 Diskuze o periodicité reseni

Prvky F'Sg jsou goniometrické funkce, které mohou vytvorit periodické teseni Cauchyovy
ulohy. Neni vsak ale stale jasné, zda vysledné feseni bude periodické. Pomér frekvenci period

cosinu Feseni (5.8) je
k- m



Obrazek 5.2: Graf: x;(t) ¢drkované, xo(t) spojité, pro hodnoty 1 =2, =1, k=1, m = 1.

Vysledny pomér neni racionalni, a proto podle Tvrzeni 4.1.18 neni feSeni periodické.
Pokud bychom chtéli periodické feseni, musime vynulovat p; nebo ps3, které jsou zavislé na

pocatecnich podminkach. Zvolime-li v tomto piipadé hodnoty pocatecnich podminek stejné

=72 =7,
to jest pocatecni podminky
21(0) =, (5.9)
22(0) =~

a dosadime je do rovnic (5.8), vynulujeme p3 a zredukuje se ndm feseni Cauchyovy ilohy na

r1(t) = ~ycosy/ Et

1 = 7 m ’
[k

x9(t) = ~ycosy/—t.
m

Jak je vidét, TeSeni rovnic v tomto ptipadé jsou jiz automaticky periodicka a maji totozné

tvar

slozky. Naptiklad pro

je TeSenim klasicka kiivka cosinu.

T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 \3\9

Obrazek 5.3: Graf obou feseni
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Poznamka 5.1.1 Zvolime-li pocdtecni podminky (5.9), muzeme je fyzikdlné interpretovat
jako pocdtecni vychylku obou téles najednou ve steném smeru. Z reseni je vidéet, Ze za

danngch podminek kmaitaji soubézné.
Stejné tak dostaneme periodické feseni vynulujeme-li p;, coz nastane kdyz

Y2 =7 =7

To jest podminky
(0=~ (5.10)
1’2(0) =7

Pak dostaneme z (5.8) tvar feseni Cauchyovy tlohy

3k
z1(t) = 7ycosy/—t,
m
k
xo(t) = —ycosy/g—t.
m

Jak je vidét, i v tomto pripadé jsou slozky feSeni periodické ale opacné. Viz. vykresleny graf

pro hodnoty

o

1 - -< -
/ /
// \ / \ /7 \
/ \ / \ / \
o N 2 /3 ! 5 5/\ T} 9 o,
/ /
\ \ \

/ / /
NI N, \

-~ ~

L~

Obrazek 5.4: Graf: x1(t) spojité, zo(t) ¢arkovaneé.

Poznamka 5.1.2 Pocdtecni podminky (5.10) lze fyzikdlné interpretovat jako vychylend obou
téles na opacnou stranu o stejnou vzddlenost. Z reseni lze odvodit, Ze za dannich podminek

kmitagi proti sobé (opacné).
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5.2 Specialni pripad 3

Treti varianta Modelové situace je reprezentovana dvéma hmotnymi body o stejnych hmot-

nostech a dvémi pruzinami stejné tuhosti nebot ks = 0.

5.2.1 Zadani

Meéjme specidlni pripad Modelové situace, uvazejme hmotna télesa m; = m a pruziny k; = k
pro ¢ = 1,2 a k3 = 0. Plati predpoklad (4.1).

Nyni prechézi soustava (4.2) na tvar

ma] = —kxy + k(zy — 1),

! (5.11)
mx, = —k(xg — 7).

Grafickd reprezentace soustavy

© 0o © 0

Obrazek 5.5: Grafické znazornéni pro Specialni pripad 3.

5.2.2 Maticovy tvar soustavy (5.11)

Opétovnym dosazenim do tvaru (4.3) a jeho tupravou ziskdme matici A pro soustavu rovnic

(5.11)

2k k
A=1" "k
m m
zjednoduseny zapis matice A budiz opét
—a b
A —
c —d
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5.2.3 Vlastni ¢isla matice A

Podle Tvrzeni 4.1.4 maji vlastn{ ¢isla tvar (4.7), dosadime-li do tohoto tvaru, ziskame vlastni
¢isla A1, Ao, pro kterd taktéz plati, ze jsou zaporna dle véty Véta 4.1.5. Snadno se o tom
presvédéime dosazenim koeficientu z matice A za a, b, ¢, d.

Po vypocteni ziskavame dvé zaporna vlastni cisla

3k + /5k 3k — /5k
T 5 o M T T — -

2m 2m

A =

5.2.4 Vlastni vektory

Vlastni vektory vypocéitame podle Véty 4.1.9, kterad tika, ze vlastni vektory v a v pro od-
povidajici vlastni ¢islo A; a Ay jsou tvaru (4.11). Dosazenim do (4.11) dostavame vektor u

pro Ay tvaru

k
—s5
m 2 p
2k 3k + 5k 1++/5
u= m 2m = ’
s
s
a odpovidajici vektor v pro \s jest
k
—s
m 2 s
2k 3k — 5k 1—+5
v= m 2m = )
S
5
kde koeficient s € R je libovolny.
Vlastni vektory u a v tedy jsou
2 2
s S
1++5 1-+/5
u= , U=
s s
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1-+5 1+ /5
pro vektoru u a s =

Dosazenim za s = pro vektor v vyjdou vektory tvaru

1 1
2 2

Cisla s tak byla zvolena proto, abychom méli usmérnény zlomky ve vyslednych vektorech.

5.2.5 Obecné feseni soustavy rovnic (5.11)

Nyni lze pfistoupit k samotnému obecnému feseni soustavy (5.11).

Podle Véty 2.2.5 zndme tvar feSeni. Postupnym dosazenim vlastnich ¢isel A;, A\ a jim
odpovidajicich vlastnich vektoru u, v do tvaru (2.16), vytvorime fundamentalni systém.
Linearni kombinace prvku fundamentdlniho systému nam umozni sestavit obecné feseni dle
Definice 2.1.9.

Komplexni fundamentalni systém je

FSc = {eiV 3;9;71\/5%% etV Skgfktu; etV 3k5fktv; etV 3k2fktv} ) (5.13)

Prevedenim na realny fundamentalni systém ziskame

k k k k k — 5k k — 5k
FSg = {cos %tu; sin ﬂtu; oS itv; sin ﬂtv} . (5.14)

2m m 2m

Linedarni kombinaci prvku fundamentalniho systému FSg (5.14) dostdvame obecny tvar

realného feseni

t) = ; SN VOR
x(t) pasin —— - + pysin

3k k
pl COS +—\/gt +
2m 2

3k:+\/5k> ( 3k — \/5k , 3k—\/5k>
——— 1t | u+| p3cos ——— t]w,
m

(5.15)

kde u a v je tvaru (5.12) a koeficienty py, pa, ps a py jsou reélné.

5.2.6 Reseni Cauchyovy tilohy pro soustavu (5.11)

Obdobné jako v Specidlnim piipadé 2, jiz nebude komplikované dosadit do obecného teseni

pocéateéni podminky. Podle Véty 2.2.6 existuje pravé jedno feseni pro po¢. podminky (2.18).
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Jako v predchozim pripadé si zvolime d; = d5 = 0 a pozadujeme tedy pocateéni podminky

$1(0> = 71,
29(0) = 79,
2(0) =2 (5.16)
1(0) =0,
z5(0) =0,
pak feseni Cauchyovy ulohy dostaneme po jejich dosazeni do rovnice (5.11) a vyjde
V645 5-v5 _
MY — 155 3+ VBk, M52 — /5 3% — /5k
x1(t) cos t+ cos |\ ———t,
) 2m 5) 2m
N 5 1—V6 3k VBE, mYEE — VB 14VE 3k — Bk
xo(t) : cos t— . cos |\ ————t.
) 2 2m ) 2 2m

¢« e, v - ~

Jak jsme se ptresvédcili v Specidlnim piipadé 2, ne vzdy vznika periodické feseni. Prozkou-

mejme za jakych podminek vznikne periodické teseni Specialniho piipadu 3.
Pozorujeme, ze ani v tomto pripadé nejsou frekvence period souctu funkci cosinu v ra-

VESPE Bkt Bk 3445
3—V5

N 3k — 5k

2m

cionalnim pomeéru

Podle Tvrzeni 4.1.18 za takové situace feSeni nemuze byt periodické.

Obrazek 5.6: Demonstrace teseni x;(t), z2(t) pro vhodné zvolené hodnoty k, m, 1, Ys.

Pokud pozadujeme periodické feseni, musime opét hledat situace, kdy se vynuluje jeden z
koeficientu p; nebo ps. polozime tedy p; = 0, pak musi platit rovnost

’Yl@ - 72\/5 .

0 2.17
5 ? ( )
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kterd nam zjednodusi feseni Cauchyovy tlohy (5.11), (5.16) na

x1(t) n 5_2\/5 — 25 cos 3k — \/gkt
! 5 2m ’
71\/52_5 —%V5 1+45 3k — \/5k
xo(t) = — : cos || ——t.
5 2 2m

Jak pro x1(t), tak i pro xo(t) vychézi jedna goniometricka funkce, coz znamen4, ze dostaneme

periodické TeSeni.

Druha moznost jak ziskat periodické feseni je zvolit p3 = 0. Podminka spliujici rovnost je

tedy

gil \/5275 —12V5 B

- 0 (5.18)

a feSeni vypada nasledovné

N¥EE — 151/5 3k + v/5k
cos\| ———t,
5 2m

71\/5;5—72\/5_ 1_\/5005 3k+\/5kt
5 2 2m ’

I (t) =

T2 (t) =

Znovu se v ném vyskytuje pouze jedna periodickd funkce cos. Regeni je periodické.
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Zaver

V bakalarské praci jsme zavedli teorii nutnou k vypoctu soustav dvou rovnic 2.7adu a dokazali
jsme, existenci a jednoznacnost feseni pro tyto soustavy. Vysvétlili jsme princip Hookova
zakona, kterého je vyuzivano ve fyzikalni motivaci nami pocitanych piikladi a také sa-
motny puvod soustavy rovnic pro Modelovou situaci dvou téles a tii pruzin. Popsali jsme
podrobné feseni Cauchyovy tlohy Modelové situace véetné vypoctu vlastnich ¢isel a vektoru
prislusné matice soustavy. Ve vsech piipadech jsme se zamérili predevsim na existenci peri-
odického teSeni. Ukazali jsme, navzdory tomu zZe feSeni je linedarni kombinaci periodickych
funkci, nemusi byt vysledné feseni periodické. Ukazali jsme, v jakych ptipadech a za jakych

podminek periodické bude a tyto pripady konkrétné vypocitali.
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