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1 Uvod

Fuzzy cisla se pouzivaji v mnoha matematickych modelech k vyjadfeni neu-
r¢ité hodnoty dané veliciny. Jako priklad mizeme uvést model vicekriteridlniho
hodnoceni a rozhodovani, viz [6]. V jeho ramci se predpoklada, ze vstupni hod-
noty kritérii mohou byt u jednotlivych variant z dtivodu své neurcitosti vyjadieny
pomoci fuzzy ¢isel. Dale pak i zavislost celkového hodnoceni na hodnotach jed-
notlivych kritérii mtze byt pro svou komplikovanost popsédna pomoci tzv. baze
pravidel. Z téchto dtvodu je vysledné hodnoceni varianty dano v podobé fuzzy
¢isla. Mame-li si pak vybrat nejlepsi variantu, musime byt schopni fuzzy cisla
mezi sebou porovnavat.

Cilem této bakalarské prace je seznamit ctenafe s metodami porovnavani fuzzy
¢isel. Cela prace je rozdélena na dvé casti. Prvni ¢ast je zamérena na zaklady
mnozin, jez je nutné znat k dalsi praci s fuzzy cisly. Déle si zavedeme fuzzy ¢isla,
ktera jsou specialni tfidou fuzzy mnozin definovanych na mnoziné vsech realnych
Cisel, a také je nutné nadefinovat relace usporadani a fuzzy relace usporadani, jez
budeme potiebovat k tomu, abychom umeéli urcit, jaké vlastnosti splnuji metody
uspofadani na mnoziné fuzzy ¢isel. Ve druhé c¢asti se sezndmime s jednotlivymi
metodami usporadani na mnoziné vsech fuzzy cisel, to je usporadani podle a-fezii,
usporadani podle ciselné charakteristiky a fuzzy relace usporadani na mnoziné
vSech fuzzy ¢isel. Na nazornych ptikladech budou vysvétleny vyhody a nevyhody
kazdé z nich. Na zavér se pak pokusime zjistit, zda mezi jednotlivymi pfistupy

plati néjaky vztah.



2 Uzité pojmy teorie fuzzy mnozin
2.1 Fuzzy mnoziny

V této kapitole se sezndmime se zadkladnimi pojmy teorie fuzzy mnozin, se
kterymi budeme pracovat v nasledujicich kapitolach. Tato kapitola je zpracovana
podle [6].

Klasickd mnozina mtze byt definovana vyc¢tem vsech prvki, které do mnoziny
patii, definici vlastnosti, jez urcuje ptislusnost prvku do mnoziny, nebo definici

mnoziny A pomoci charakteristické funkce.
Definice 2.1. Charakteristickd funkce x 4 mnoziny A je definovana vztahem

1 z€A,
Xa(w) = {0 jinak. (1)

Fuzzy mnozina je analogicky uréena pomoci tzv. funkce pfislusnosti, ktera
predstavuje zobecnéni charakteristické funkce. Tato funkce nemusi nabyvat jen
hodnot 0 a 1, ale také spojité hodnot mezi 0 a 1. To znamené, ze se da uvazovat
pripad, kdy prvek mtze do mnoziny patfit jen c¢astecné. Tim se lisi od klasické
teorie mnozin, kde se predpoklada, ze kazdy prvek daného univerza do mnoziny

bud patfi nebo nepatii.

Definice 2.2. Nechf je dana mnozina U, tzv. univerzum. Pak fuzzy mnozina A

na univerzu U je definovana zobrazenim
pa U —0,1]. (2)

Funkci pa nazyvame funkci prislusnosti fuzzy mnoziny A. Pro kazdé x € U

nazveme hodnotu p4(x) stupném prislusnosti prvku x k fuzzy mnoziné A.

Poznamka 2.1. 7 duvodu jednodussiho zapisu budeme funkci prislusnosti znace-
nou jako pa zapisovat jako A(.). Stupen prislusnosti pa(x) budeme potom znacit

jako A(z), kde x € U.



Priklad 2.1. Jako priklad si muzZeme predstavit stomililitrovou sklenici, ve ktere
je 20 ml vody. Zde miuZeme uvaZovat napriklad fuzzy mnoziny ,plna sklenice® a
,prazdnd sklenice“. NaSe castecne naplnena sklenice vody patri do fuzzy mno-
zZiny ,plnd sklenice® se stupnem prislusnosti 0.2. Stupné prislusnosti predstavuji
procentni naplnéni sklenice, to znamend, Ze sklenice je plnd z 20%. Do mnoZiny
Lprazdnd sklenice® patri se stupném prislusnosti 0.8, takzZe je z 80% prdzdnd.
Ddle muzZeme wvazovat, Ze je ve sklenict 50 ml vody. Nékdo by rekl, Ze je spise
plnd, a neékdo jiny spise prazdnd. Timto jsem chtéla zdiraznit subjektivni pohled

kazdeho cloveka na problém.

Priklad 2.2. Jako dalsi priklad si wvedme fuzzy mnoZinu ,vyska primérné vyso-
kého cloveka“. Ja si napriklad predstavugi, Ze se vyska prumerné vysokého cloveka
pohybuje od 160 cm do 180 cm, potom si vsimnéme na Obr. 1, Ze u intervalu
[160,180] je stuperi prislusnosti roven 1. Dadle jesté mizu pFipustit, Ze by vyska

mohla leZet © trochu mimo tento interval, ale uZ tomu moc nevérim.
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Obrazek 1: Vyska c¢loveka



Poznamka 2.2. Systém vsech fuzzy mnozin definovanich na univerzu U budeme

oznacovat F(U). Zdpis A € F(U) vyjadruje, Ze A je fuzzy mnozina na U.

Nyni definujeme néasledujici pojmy popisujici fuzzy mnozinu, které je nutné

znat pro dalsi praci s fuzzy mnozinami.

Definice 2.3. Nechf je dana fuzzy mnozina A definovana na univerzu U a realné

¢islo a € [0, 1]. Pak a-rezem fuzzy mnoZiny A nazyvame ostrou mnozinu
Ay ={2z €U | A(z) > a}. (3)

Definice 2.4. Jddrem fuzzy mnoZiny A na univerzu U rozumime (ostrou) mno-
Zinu

KerA={xeU| A(x) = 1}. (4)

Definice 2.5. Nosicem fuzzy mnoZiny A na univerzu U nazyvame (ostrou) mno-
Zinu

SuppA ={zx e U | A(z) > 0}. (5)
Definice 2.6. Vyska hgt(A) fuzzy mnoZiny A na univerzu U je definovand formuli

hgt(A) = sup A(z). (6)

zeU

Definice 2.7. Fuzzy mnozina A na univerzu U se nazyva normdlni, jestlize
KerA # 1. (7)

Jednotlivé pojmy jsou znazornény na fuzzy mnoziné A na Obr. 2.
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Obrazek 2: Fuzzy mnozina, jeji nosic, jadro, 0,6-fez a vyska

2.2 Fuzzy cisla

Fuzzy ¢isla jsou specialni tf¥idou fuzzy mnozin definovanych na mnoziné real-
nych cisel R. Fuzzy ¢isla vyjadiuji neurcité mnozstvi, nepresné vysledky méreni,

atd. Tato kapitola byla zpracovéana podle [3, 5, 6].

Definice 2.8. Fuzzy mnozina C definovand na mnoziné redlnych ¢isel R, ktera

ma nasledujici vlastnosti:
1. C' je normalni fuzzy mnozina,
2. a-tfezy C, jsou pro vSechna a € (0, 1] uzaviené intervaly,
3. nosi¢ Supp C' je ohraniceny,

se nazyva fuzzy ¢islem. Mnozinu vSech fuzzy ¢isel budeme déale oznacovat Fy (R).



Priklad 2.3. Specidlnim pripadem fuzzy cisla je cislo redlné. Podle predchozi
definice se da ovérit, zda libovolné redalné cislo, napriklad cislo 7, spliuje jeji
vlastnosti. Cislo 7 zcela ndle#i do fuzzy mnoZiny, proto je tato mnoZina normdlni,
a-Tezy jsou uzaviené intervaly [7,7] a nosi¢ je ohraniceny. Funkce prislusnosti je

znazornéna na Obr. 3.

Obrazek 3: Funkce ptislusnosti redlného cisla

Lepsi predstavu o charakteru funkci pfislusnosti fuzzy ¢isel poskytuje nasle-
dujici véta.
Véta 2.1. Necht C je fuzzy mnoZina na R. Pak C je fuzzy cislem tehdy a jen
tehdy, existuji-li redlna cisla v1 < x9 < x3 < x4 tak, Ze pro funkci prislusnosti
C(.) plati
L(x) pro x € (—00, xg)
Cx)=4 1 prox € [z, 3] (8)
P(x) pro x € (x3,00),
kde funkce L : (—oo,z3) — [0,1] je neklesajici, spojitd zprava a plati pro ni
L(z) = 0 pro x € (—o0, 1), funkce P : (x3,00) — [0, 1] je nerostouct, spojitd

zleva a plati pro ni P(x) =0 pro x € (14, 00).
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Dukaz: Viz [3]. =
Nyni si ukdzeme, ze kazdé fuzzy Cislo 1ze jednoznacné charakterizovat pomoci
dvojice funkei ¢(a) a ¢(a) definovanych na [0, 1], jez popisuji nejmensi a nejvétsi

hodnoty jednotlivych a-tezt.

Véta 2.2. Necht C' je fuzzy cislo. Necht jsou funkce ¢ : [0,1] - R ac:[0,1] - R
definované tak, Ze plati C,, = [c(a),¢(a)] pro vSechna a € (0,1] a Supp C =
(c(0),2(0)], kde Supp C' znaci uzdvér nosice fuzzy ¢isla C. Pak jsou funkce ¢ a ¢

zleva spojité na (0, 1], zprava spojité v 0 a splriugi

cla) < ¢(B) <e(B) <e(a) (9)
pro vsechna 0 < a < B < 1.
Dukaz: Viz [5]. m

Véta 2.3. Necht funkce ¢ : [0,1] — R a ¢ : [0,1] — R jsou zleva spojité na
(0,1], zprava spojité v 0 a spliugi vztah (9). Potom fuzzy mnoZina, jejiz funkce

prislusnosti je definovdna pro kazde r € R predpisem

O(e) = {n(;ax{a o2 € o), T} = € [e0) 0] 0)

je fuzzy ¢islo. Navic plati, Ze C, = [c(),¢(a)] a uzdver Supp C' = [¢(0),¢(0)].
Dukaz: Viz [5]. =

Poznamka 2.3. Pro fuzzy cislo, jehoz funkce prislusnosti je definovana predpi-

sem (10), budeme pouZivat znaceni C = {[c(a),¢()] | @ € [0, 1]}.

V tlohéch se pro modelovani neurcitych vstupnich hodnot pouziva nejjedno-

vvvvv

(¢1,0), (c2,1), (e3,1), (¢4,0). Z divodu snadnosti vypocti jsou téZ vyuzivany tvary

funkci prislusnosti, které se skladaji z lomenych car.

Definice 2.9. Linedarnim fuzzy cislem uréenym ctvetici bodi

10



(0170)7(6271)7(03’1)7(0470)’ (11)

kde c1, ¢, c3, ¢4 jsou realna cisla splnujici ¢; < ¢o < ¢3 < ¢4, rozumime fuzzy
c¢islo C, jehoz funkce piislusnosti zavisi na parametrech cy, cs, c3, ¢4 nasledujicim

zpusobem:

0 prozx<c

=L procy < x < ¢
co—cC1

Ve e R:C(x,c1,09,c3,¢4) = 1 proce <z <cs (12)
Y=L procg < T <y
ca—c3

0 procy <.

Poznamka 2.4. V ndsledujicim textu budeme linedrni fuzzy c¢islo urcené ctverici
bodi (11) oznacovat jako C' = (cy,ca,c3,cq). Nazev linedrniho fuzzy cisla C' =
(€1, o, c3,c4) je odvozen z faktu, Ze pouZijeme-li reprezentaci C = {[c(«),¢(a)] |
a € [0,1]}, pak obé funkce c a € jsou linedrni. Funkce ¢ a € jsou v takovém pripadé

ddny pro vsechna o € [0, 1] ndsledovné:
cla)=cr+alca—c1) a ¢a)=cs—alcs—c3). (13)

Priklad 2.4. Linedrni fuzzy ¢islo mize mit rizné typy. Podle tvaru je to bud
fuzzy cislo typu Z, pro které plati ¢ = co, fuzzy cislo typu S, kde c3 = ¢4, li-
chobéznikové, kde co # c3, nebo trojuhelnikové, kde co = c3. Jednotlivé typy fuzzy

cisel jsou zndzornény na Obr. 4.

Poznamka 2.5. V [6] je uvazovana i dalsi t¥ida fuzzy ¢isel. Jsou to kvadraticka
fuzzy cisla, které se vyznacuji hladkym tvarem funkce prislusnosti fuzzy mnoziny.
2.3 Relace usporadani a fuzzy relace usporadani

Néplni této kapitoly budou jak relace uspotadani, tak i fuzzy relace uspo-
fadani, kde preference nejsou dané jednoznacné. Tato kapitola byla zpracovana

podle [2, 4, 6].

11
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Obrazek 4: Typy linearnich fuzzy cisel

Definice 2.10. Bindrni relaci mezi mnozinami A a B nazyvame libovolnou pod-
mnozinu R kartézského soucinu Ax B. Specialng, jestlize R C A?, pak se R nazyva

bindrni relace na mnoziné A.
Poznamka 2.6. Necht R C A x B. Pak misto (a,b) € R budeme psdt aRb.

Piiklad 2.5. Je-li A = {Karel, Martin, Petr} univerzum chlapci a B = {Ewva,
Kldra, Zuzana} univerzum divek, potom relace ,tanecni par“ mize byt napriklad

mnozina uspordadanych dvojic
R = {(Karel, Zuzana),(Petr, Eva),(Matin, Kldra)}.
V nasledujici definici budou zavedeny dtlezité vlastnosti binarnich relaci.

Definice 2.11. Relace R na mnoziné A se nazyva

12



o reflexivni, jestlize

Va € A: (a,a) € R, (14)
e symetrickd, jestlize
(a,b) € R= (b,a) € R, (15)
e tranzitivni, jestlize
((a,b) € RA (b,c) € R) = (a,c) € R, (16)
e antisymetricka, jestlize
((a,b) € RA (bya) € R) = a=b, (17)
e uplnd, jestlize
V(a,b) € A: (a,b) € RV (b,a) € R. (18)

Priklad 2.6. Nazorngm prikladem jsou primky v rovin€ a relace 1 meboli ,kol-
most“. Tato relace neni reflexivni, protoZe primka neni kolma sama na sebe, je
symetricka, protoZe a 1L b Ab L a, neni antisymetrickd, tzn. za L bAb L a
neplyne a = b, a nent ani tranzitivni, protoze za 1L b A b L c neplyne, Ze a L c,

ale a || c.

Dilezitym typem binarnich relaci jsou relace usporadani, které vyjadiuji ur-

¢itou preferenci mezi prvky dané mnoziny.

Definice 2.12. Bindrni relace < na mnoziné A # (), ktera je reflexivni a tran-
zitivni, se nazyva kvaziusporadani na A. Mnozina A, na niz je definovano kva-
ziusporadéani <, se nazyva kvaziusporadana a znaci se (A, <).

Definice 2.13. Kvaziusporddand mnozina (A, <) takova, ze relace < je antisy-

metricka, se nazyva usporadana a relace < se v tomto pripadé nazyva cdstecne

uspordddni na A. Je-li relace < navic Uplna, nazyva se linedrnim usporaddnim.

Véta 2.4. Necht (A, <) je kvaziuspordadand mnoZina. Definujeme binarni relaci
R na A takto: aRb < a < bAb < a. Pak R je relace ekvivalence na A, tj. R je

reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

13



Dukaz: Viz [4]. =

Priklad 2.7. Typickym prikladem relace linedrniho uspordddni je relace ,vétsi

nebo rovno nez“, znacime ,>“ definovana na mnozZiné redlnych cisel ndasledovné
R> = {(a,b) € R* | a > b}. (19)

Neurcity vztah mezi prvky jednoho nebo vice univerz umime popsat pomoci

tzv. fuzzy relace.

Definice 2.14. Necht U = U x U. Pak bindrni fuzzy relaci rozumime libovolnou

fuzzy mnozinu R definovanou na tomto univerzu U.

Poznamka 2.7. Stuperni prislusnosti R(zx,y) vyjadiuje miru vztahu R mezi proky

dvojice (x,y).

Vlastnosti ostrych relaci mizeme zobecnit i na fuzzy relace.
Vyznamné misto mezi fuzzy relacemi maji fuzzy relace na U x U, zejména

pak fuzzifikace klasickych relaci ekvivalence a usporadani.

Definice 2.15. Necht R je bindrni fuzzy relace definovana na U x U. Pak tek-

neme, ze R je

o reflexivni, jestlize

VeeU: R(z,z) =1, (20)

o symetrickd, jestlize
Ve,y € U: R(x,y) = R(y, x), (21)

e antisymetrickd, jestlize

Ve,y € U : (R(x,y) > 0) A (R(y,x) >0) =z =y, (22)

e tranzitivni, jestlize
Ve,z€ U : R(x,z) > sgg{mm{R(x,y),R(y,z)}}, (23)

y
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e uplnd, jestlize
Vae,y € U: (R(x,y) >0)V (R(y,x) > 0). (24)
Definice 2.16. Binarni fuzzy relace R na U x U se nazyva fuzzy kvaziuspordddni,

je-li reflexivni a tranzitivni. Je-li R navic antisymetricna, nazyva se c¢dstecné fuzzy

usporaddni a je-li R navic Uplnd, nazyva se linedrni fuzzy usporaddni.

Definice 2.17. Binarni fuzzy relace R na U x U se nazyva fuzzy ekvivalence,

je-li reflexivni, symetricka a tranzitivni.

15



3 Metody usporadani na mnoziné fuzzy cCisel

V této kapitole se zaméiime na porovnavani fuzzy ¢isel. Pro usporadani fuzzy
¢isel existuje mnoho metod. My si uvedeme tii zptisoby, jak lze fuzzy ¢isla porov-
navat, a ukazeme si vyhody a nevyhody kazdé metody. Metody usporadani na

mnoziné fuzzy ¢isel jsou nasledujici:
e usporadani pomoci a-fezi
e usporadani podle ¢iselné charakteristiky

o fuzzy relace usporadani na mnoziné fuzzy cisel.

3.1 Usporadani pomoci a-fezu

Usporadani fuzzy cisel podle a-fezti vychazi z relace usporadani definované

na mnoziné uzavienych intervali. Tato kapitola byla zpracovana s vyuzitim [6].

Definice 3.1. Rekneme, ze uzavieny interval [a,b] je mensi nebo roven uzavre-

nému intervalu [c, d], znacime [a,b] < [c, d], jestlize plati

a<cAb<d. (25)

s

Plati-li navic [a,b] < [c,d] a [a, b] # [c, d], pak Fekneme, Ze interval [a,b] je mens:

neZ interval [c, d|, znacime [a,b] < [c, d].

Poznamka 3.1. Relace < definovand na mnoziné vsech uzavrenych intervali M
predpisem (25) je cdstecnym uspordddnim, to znamend, Ze je reflexivni, antisy-
metrickd a tranzitivni, ale neni uplnd. Ne vsechny uzavrené intervaly jsou totiZ
pomoci relace < srovnatelné. Jestlize pro [a,b] € M, [c,d] € M plati ¢ < a a zd-
roven b < d, pak neplati ani [a,b] < [c,d] ani [c,d] < |a,b]. Priklad srovnatelnych

a nesrovnatelnych intervali je zndzornén na Obr. 5.

Protoze a-tezy fuzzy cisel jsou uzaviené intervaly, mizeme vyuzit relaci <
definovanou na mnoziné vSech uzavienych intervali M k definovani relace uspo-
fadani na mnoziné fuzzy ¢isel Fy(R).
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Obrazek 5: Srovnatelné a nesrovnatelné intervaly na mnoziné M

Definice 3.2. Rekneme, Ze fuzzy c¢islo C' je mensi nebo rovno podle a-tezu fuzzy

¢islu D, znacime C <, D, jestlize plati
Va € (0,1] : C, < D,,. (26)

Plati-li navic C' <, D a C # D, potom fuzzy cislo C' je mensi nez fuzzy cislo D

podle a-rezu, znacime C' <, D.

Poznamka 3.2. PouZijeme-li reprezentaci fuzzy c¢isel pomoci dvojice funkci, tj.
C = {lc(a),e(@)] | @ € [0.1]} @ D = {[d(a),d(a)] | a € [0,1]}, pak C' <o D
pravé tehdy, kdyz pro kazdé o € [0, 1] plati

¢(a) < () AE(a) < (). (27)

Poznamka 3.3. Relace usporaddni fuzzy cisel podle a-tezi definovand na mno-
zine Fn(R) je pouze cdstecnd, protoZe meni uplnd. To znamend, Ze memizZeme
vSechna fuzzy ¢isla podle a-fezi porovndvat. Méjme fuzzy cisla C = {[c(a), ¢(a)] |
a € 10,1} a D = {[d(a),d(a)] | @ € [0,1]}. JestliZe alespori pro jedno o € [0, 1]
plati d(a) < c(a) a zdroven ¢(a) < d(a), potom neplati Co < Dy ani Dy < C,.
Priklad srovnatelnyjch fuzzy cisel je uveden na Obr. 6 a nesrovnatelnych fuzzy

¢isel na Obr. 7.

17



as9r .

a7 .

asr .

04r .

a2r .

Obrazek 6: Srovnatelna fuzzy ¢isla C' a D, C <, D

3.2 Usporadani podle ciselné charakteristiky

Dalsi ptistup spociva v tom, ze fuzzy ¢isla nahradime redlnymi ¢isly, které je

dle urcitého hlediska nejlépe vystihuji. K aproximaci fuzzy ¢isel se nejcastéji vyu-

vvvvvvvv

vvvvvvvv

Definice 3.3. Necht je dano fuzzy ¢islo C' = {[c(«a),¢(a)] | a € [0,1]}. Medidnem

fuzzy ¢isla C' nazveme realné ¢islo m¢ definované formuli
1 _
0

Poznamka 3.4. Median rozdéluje plochu pod funkci prislusnosti na dvé stejné
casti.

V nésledujici vété je ukazané, ze v ptipadé linearnich fuzzy cisel lze vypocet
medianu vyrazné zjednodusit.
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Obrazek 7: Nesrovnatelna fuzzy ¢isla C' a D

Véta 3.1. Necht C je linedrni fuzzy cislo uréené ¢tverict bodi C' = (c1, Co, €3, C4).

Pak pro median m¢ fuzzy c¢isla C plati vztah

_01+Cz+63+C4

mg 4

(29)

Dukaz:

mc:/lwda:/lCl+0‘(02—01)‘504—04(04—c3)d
0 0

= %/Ol(cl + a(ep — ¢1))da + % /01(64 —a(eq — ¢3))da =

c1+c+tc3+cy
1 .

Definice 3.4. Necht je dano fuzzy ¢islo C, které neni ¢islem redlnym. Jeho té-

zistém nazveme realné Cislo ¢ definované vztahem
[Z C(z)zdx
to= T
i . C(x)dx
19
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Pokud C je redlné ¢islo, pak klademe to = C.

Zobecnénym tezistem radu k nazveme realné cislo ¢, dané vzorcem

* CHY(g)xdx
o= ff&f C’““((x))dx ke {1,2,...}. (31)

Ly

Pokud C' je realné ¢islo, pak klademe t = ¢, = C.

Poznamka 3.5. T¢Zisté fuzzy cisla je analogické jako stredni hodnota spojité
nahodné veliciny, jejiz rozdeélent pravdépodobnosti je popsdno funkci hustoty. Zo-
becnén€ tézisteé pak davd vétsi vahu hodnotdam s vetsima stupni prislusnosti a po-
tlacuje vliv hodnot s malymi stupni prislusnosti. Cim vétsi je parametr k, tim
vice se ty, blizi stredu jadra fuzzy cisla.

a zobecnéného tézisté radu k zjednodusit.
Véta 3.2. Necht C je linedrni fuzzy ¢islo uréené ctverici bodi C' = {(c1, ¢a, C3,¢4)-

Potom pro tézisté to fuzzy cisla C plati vztah

2 2 2 2
b 1 cj+c5—c5—cf+ccs— e (32)
c=73" .
3 C4+C3—C—C
Dukaz:
oo €2 x—cy c3 C4 cy—x
. 2 Clx)xd B fCI rdy + f@ xdr + fcg atady
) - C2 x—cy c3 C4 cyp—x -
f—oo C($)d$ fc1 c2—cC1 dx + fCQ ldv + €3 C4—C3 dz
2 2 2 2 2 2
© _ac 49 &8 _ %, G 4 cacs G
_ 3 6 s T3 > T 51T 76 3 _
%2—%"‘03—024‘%4_%3
1l d+g -G —cdtas—aa .
3 C4+C3—Cy—C '

Véta 3.3. Necht C je linedrni fuzzy ¢islo uréené ctverict bodi C' = (c1, Co, €3, C4).
Pak pro zobecnéné€ tézisteé ty,, radu k fuzzy cisla C' plati vztah

2-(A+ A3 —c—cf+c3eq — 109+ kesey — keyes) + (¢ — c3) - (K + 3k)
2'(k+3)'(C4+63_02_Cl+k63_k02) '

the =
(33)
20



Dukaz:

. [ CF Y (2)adx
he [2 CF Y (2)de

fq (2= Ccll)k“xdmjtf xd:zc+f (=2 )kl ydy

ca—c3

[ () e+ [ 1o+ [ (522

C4—03

ca—c1 | kea42co+c1 + C3 _ C2 4 ca—cs . kes+2c3+cq
k+2 k+3 k+2 k+3

c2—C1 _ c4—C3
k+2 +03 Cz+ k12

2- (A +B—c—c+c3eq— crea + kesey — keyen) + (3 — c3) - (kK + 3k)

2-(k+3) (cs+c3—co—c1+ kes — kea) "

Piiklad 3.1. Fuzzy ¢islo C = (1,5,7,9) ma median mo = 5.5, téZisté tc = 5.4 a
zobecnénd téziste radu ti, = 5.6 a ty, = 5.8. Medidn, téZisté a zobecnéné teziste

radu k=1 a k =4 fuzzy cisla C' je zndzornén na Obr. 8.

Priklad 3.2. Na Obr. 9 je zndazornén medidn a tézisté symetrickych fuzzy cisel
A, B, C. V tomto pFipadé neni mezi hodnotami tézist t 5, tg, tc a medidni m 4,
mpg, mg rozdil. Je zrejmée, Ze tato rovnost plati 1 pro zobecnéne téziste libovolného

radu.
Definice 3.5. Rekneme, Ze fuzzy cislo C je mensi nebo rovno fuzzy Cislu D
vzhledem k jejich medidnim, znacime C' <,, D, jestlize plati m¢ < mp.

Definice 3.6. Necht C a D jsou fuzzy ¢isla. Fuzzy ¢islo C' je mensi nebo rovno

fuzzy cislu D vzhledem k jejich tézistim, znac¢ime C' <; D, jestlize plati to < tp.

Definice 3.7. Necht C a D jsou fuzzy ¢isla. Fuzzy cislo C' je mensi nebo rovno
fuzzy cislu D vzhledem k jejich zobecnénym tézistim tdadu k, znacime C' <, D,
jestlize plati t5, < {t,.

Poznamka 3.6. Usporadani fuzzy cisel podle téZisté, zobecnéného téZisté radu

k a medianu je kvaziusporadani. Rizné typy fuzzy cisel miZou mit stejné tézisté
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€zisté a median fuzzy cisla C'

nebo medidan, to znamend, Ze muze platit A =,, B 1 kdyZ A # B, kde A =,, B
znamend, ze A <,, BA B <,,, A. Relace <,,, <; a <, jsou uplné, z toho plyne,

ze vsechna fuzzy c¢isla jsou pomoct téchto relaci porovnatelnd.

Priklad 3.3. Symetrickd fuzzy cisla A, B a C' zndzornénd na Obr. 9 jsou pri-
klady nestejnych fuzzy cisel se stejnymi charakteristikami. U téchto fuzzy cisel

nemuzeme podle ani jedné z téchto relaci Tici, ktere je vetst.

Priklad 3.4. Porovndvdni dvou fuzzy cisel C' a D pomoci téZisté, zobecnéného
tezisté radu k a medidnu nemusi dat vidy stejny vysledek. Na Obr. 10 jsou znd-
zornéna fuzzy cisla C = (3,4,5,11) a D = (1,7,8,9). Medidny C a D jsou
me = 5,75 amp = 6,25, takze C' <, D. TéZisté fuzzy cisel C a D jsouts = 6,1
atp =>5,9, podle teziste plati C >; D. U zobecneného tézZisté radu k = 1 dosta-
neme t1, = 5,6 aty, = 6,4, tedy D >, C a u zobecnéneho tézisteé radu k = 4

je tae, = 5,1 aty, = 6,9, to znamend D >;, C. Na Obr. 10 lze vidét, Ze pri
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Obrazek 9: Tézisté a median fuzzy cisel A, B, C

rostoucim k se tézisté blizi ke stredu jadra, protoZe zobecnéné tezisté dava temto

hodnotam veétsi vahu.

3.3 Fuzzy relace usporadani na mnoziné vSech fuzzy cisel

Dalsi moznosti, jak lze fuzzy ¢isla porovnavat, predstavuje zavedeni fuzzy re-
laci =, > a ~ na mnoziné fuzzy ¢isel Fy(R). Tyto fuzzy relace vyjadiuji pro
dvojice fuzzy cisel stupen neostré ¢i ostré preference. Tato kapitola byla zpraco-

vana s vyuzitim [6].

Definice 3.8. Fuzzy relace = (vétsi nebo srovnatelné), > (vétsi) a ~ (srovna-
telné) na mnoziné fuzzy ¢isel jsou definovany takto: Necht C' a D jsou fuzzy disla.

Pak C' je vétsi nebo srovnatelné s D ve stupni

C = D =sup{min{C(z),D(y)} | z > y,x,y € R}, (34)
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C je vétsi nez D ve stupni
C > D =sup{min{C(z), D(y)} | = > y,z,y € R}, (35)
C' je srovnatelné s D ve stupni
C ~ D = sup{min{C(z), D(x)} | = € R}. (36)

Poznamka 3.7. Stupern prislusnosti C' > D znaci miru moznosti, Ze C' je vétsi
nebo srovnatelné s D. C ~ D znaci stupen moznosti, Ze C je srovnatelné s D.
Plati, Ze fuzzy relace > je sjednocenti fuzzy relaci = a ~. To znamend, Ze staci
popsat vztah mezi fuzzy cisly C a D pomoci relaci = a ~. Pro fuzzy cisla vZdy
platy

(C=D=1)Vv(D>=C=1), (37)

oba pripady pritom mohou nastat soucasné.
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Nasledujici ptiklady objasnuji porovnavani riiznych fuzzy c¢isel C' a D s vyu-

zitim fuzzy relaci >, = a ~.

Piiklad 3.5. Na Obr. 11 jsou zndzornéna linedrni fuzzy ¢isla C' = (1,3,5) a D =
(6,7,9,10). S vyuzitim Definice 3.8 dostaneme stupné preference a indiference
mezi fuzzy Cisly C a D, atoC = D =0,D > C =1aC ~D =0. To
lze interpretovat tak, Ze je zcela mozné, Ze hodnota popsand fuzzy cislem D je
vetst nez hodnota popsand fuzzy cislem C'. Naopak je zcela vyloucené, Ze hodnota
popsand fuzzy cislem C' je vétsi neZ hodnota popsand fuzzy cislem D nebo Ze by
st dané hodnoty byly rovny. Z toho vyplyvd, Ze fuzzy cislo D je vétsi neZ fuzzy

c¢islo C'.
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Obrazek 11: Fuzzy preference a indiference fuzzy ¢isel C' a D

Piiklad 3.6. Jako dalsi priklad si uvedme fuzzy ¢isla C' = (2,3,5) a D = (1,4,6),
ktera jsou zakreslena na Obr. 12. Fuzzy preference a indiference fuzzy cisel C' a

D jsouC =D =08 D>=C=1aC~ D =0,8 V tomto pripadé, pokud
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bychom se chtéli rozhodnout, které fuzzy cislo je vétsi, musime se zamyslet nad
stupni preference a indiference fuzzy cisel C a D. D je vétsi nebo srovnatelné s
C se stupnéem prislusnosti 1, tak by se dalo uvazovat, Ze D je vétsi nez C. Ale lze
brat v wvahu, Ze by C' mohlo byt vétsi nez D, protoZe C' je vetsi nebo srovnatelné

s D se stupném prislusnosti 0,8, coZ nesmime zanedbat.
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Obrazek 12: Fuzzy preference a indiference fuzzy cisel C' a D

Piiklad 3.7. Na Obr. 13 jsou zndzornéna fuzzy cisla C = (1,3,5,7) a D =
(2,4,6,8). S vyuZitim fuzzy relaci dostaneme C = D =1, D = C =1 a C ~
D = 1. U takovych fuzzy cisel C' a D se nemiZeme na zdkladeé téchto fuzzy relaci
rozhodnout, které fuzzy cislo je vétsi, protoze vsechny pripady (C' = D, D = C a
C' ~ D) jsou zcela mozné. Podle obrdzku pritom mizZeme predpokldidat, Ze D bude

vetsi nez C'. Lze vyuzit yinou metodu, napr. uspordddni fuzzy cisel podle c-rezi.

Priklad 3.8. Jako dalsi priklad jsou na Obr. 14 zndzornéna fuzzy c¢isla C a D s
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Obrazek 13: Fuzzy preference a indiference fuzzy c¢isel C' a D

nespojitou funkci prislusnosti, kterd je

dana nasledovné

z—1
Tpr01§x<4
1 prox=4

Clz)=< &2 prod<az<6 (38)
1015’3 pro6 < x <10
0 jinde

a

52 pro3d <z <6
277_21)7“06§x<7

Dxz)=<¢ 1 prox=7 (39)
12—z
=L pro7 <z <12
0 jinde.

Fuzzy preference a indiference nespojitych fuzzy cisel C a D jsou C' = D = 0,5,
C=D=0,6,D>=C=1,D>C=1aC ~ D =0,6. MuZeme tedy rici, Ze

spise je vetsi fuzzy cislo D neZ fuzzy cislo C.

Nasledujici véty ukazuji vlastnosti fuzzy relaci ~, > a ».
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Obréazek 14: Fuzzy preference a indiference nespojitych fuzzy cisel C' a D

Véta 3.4. Fuzzy relace ~ na mnoziné Fy(R) je reflexivni a symetrickd.
Dukaz: Ze (36) plyne, Ze pro vSechna fuzzy ¢isla C, D € Fn(R) plati
o O~ (C =sup{min{C(z),C(x)} |z € R} =1,

o C' ~ D = sup{min{C(z), D(z)} | z € R} = sup{min{D(z),C(z)} | = €
R}=D~C. m

Poznamka 3.8. Fuzzy relace ~ neni antisymetrickd, protoze zC ~ D = D ~ C
neplyne, Ze fuzzy cisla C' a D jsou totoznd. Neni ani tranzitivni, protoZe neplati
(C ~ E) > min{C ~ D,D ~ E} a neni ani uplnd, protoZe nemusi platit
VC,D : (C ~ D >0)V (D~ C >0), protoZe mize nastat, Ze obé hodnoty jsou

nulove, viz napt. fuzzy c¢isla C a D z prikladu 3.5.
Véta 3.5. Fuzzy relace = na mnoziné Fy(R) je uplnd.
Dukaz: Dle Poznamky 3.7 vzdy plati (37), tj. fuzzy relace > je uplnd. m
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Poznamka 3.9. Fuzzy relace = neni reflexivni, protoZe existuje fuzzy cislo C
takové, ze C' = C # 1. Prikladem takového fuzzy c¢isla je napr. redlné cislo ¢, pro
které plati c = ¢ = 0. Neni symetricka, protoZe C' = D a D = C miZou byt rizné,
viz. fuzzy cisla C' a D v prikladu 3.6. Neni antisymetrickd, 2 C - D = D = C
neplyne, Ze fuzzy c¢isla C' a D jsou totoznd, napr. fuzzy cisla C' a D z prikladu 3.7.

Nent ani tranzitivni, protoZe obecné neplati (C' > E) > min{C > D,D > E}.

Poznamka 3.10. ProtoZe je fuzzy relace > sjednocenim fuzzy relaci ~ a >, je

reflexivni a uplnd.

Z vlastnosti relaci >, > a ~ plyne, ze se nejedna o relace fuzzy usporadani
ani fuzzy ekvivalence, protoze tyto fuzzy relace nesplnuji podminku tranzitivity
a dale relace > a > nejsou ani symetrické. Nyni se pokusime definovat takovou
relaci, ktera by byla zaloZzena na fuzzy relacich a pfitom by spliiovala potiebné

vlastnosti relace usporadani.
Nasledujici definice zavadi relaci, s jejiz pomoci se miizeme na zakladé fuzzy
relace rozhodnout, které fuzzy cislo je vétsi.

Definice 3.9. Reknéme, ze fuzzy cislo C' je vétsi nebo rovno fuzzy cislu D na

zdkladé fuzzy relace =, znacime C' >, D, jestlize plati
(C=D-D=C)>0. (40)

Plati-li C' = D — D = C' > 0, potom fekneme, ze fuzzy ¢islo C' je vétsi nez fuzzy
¢islo D na zakladé fuzzy relaci a plati-li C' > D — D > C' = 0, potom fekneme,

ze fuzzy ¢islo C je rovno fuzzy ¢islo D na zékladé fuzzy relaci.
Véta 3.6. Relace >, je kvaziuspordddnsi.
Dukaz: Musime dokéazat, ze relace >, je reflexivni, tranzitivni a tplna.

o 7 reflexivity relace >~ plyne reflexivita relace >, protoze C' = C' — C >
C>0,tj.1—-1>0.
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e Necht C >, D a D >, E. Pak ze (37) a (40) plyne, z2e C = D = D »
E = 1. Ze vztahu (34) pak plyne, 7e C' = E =1, a protoze F = C < 1, tak
C>. E.

e Uplnost této relace plyne z toho, Ze plati vztah (37), to znamen4, Ze nemfize

nastat piipad C = D =0 a zaroven D = C'=0. =

Priklad 3.9. Na Obr. 11 jsou vykreslena fuzzy c¢isla C a D. Stupné preference a
indiference jsou C = D=0a D >C=1,tzn.C =D —-D >C=0—-1=—1.
Lze tedy vici, Ze fuzzy cislo D je vétsi neZ fuzzy cislo C' na zdkladé fuzzy relace

~.

Priklad 3.10. Na Obr. 12 jsou zndzornéna takovd fuzzy cisla C a D, kterd maji
C>=D=08aD>C=1aC>=D—-D>C=08-1=—-0.2. Cislo je
zdporné, takZe se rozhodneme, Ze D je vétsi nez C na zdkladé fuzzy relace =, i
kdyz musime brdt v dvahu, Ze je blizké nule, z toho muzeme usoudit, Ze preference

nebude tak silnd.

Priklad 3.11. Na Obr. 18 jsou fuzzy c¢isla C' a D, pro kterd plati C = D =1 a
D>C=1aC>=D—-D>C=1-1=0. V tomto pripadé jsou fuzzy cisla C
a D na zdkladé fuzzy relace > stejnd. V takovém pripadé se pomoci této metody

nemuzeme rozhodnout, ktere fuzzy cislo je vétsi.

3.4 Srovnani jednotlivych pristupu

V této podkapitole si porovname jednotlivé metody uspotradani pii porovna-
vani fuzzy cisel. Na nazornych obrazcich budou vysvétleny vyhody a nevyhody

kazdé z téchto metod. Pokusime se najit, jestli mezi nimi existuje néjaky vztah.

Piiklad 3.12. Na Obr. 15 jsou zndzornéna fuzzy cisla C = (1,3,5,7) a D =
(2,4,6,8). Vztah (27) plati pro vSechny a-tezy, protoze d(a) —c(a) =1 >0 a
d(a) —¢(a) = 1 > 0. Potom lze ¥ici, Ze fuzzy ¢islo D je vétsi neZ fuzzy cislo
C podle a-rezii. Pokud nam vyjde D >, C, pak je fuzzy cislo D vétsi nez fuzzy
cislo C' podle vsech uwvedenych ciselnych charakteristik, jak lze vidét na Obr. 15,
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kde jsou zndzornény medidny a tézisté fuzzy cisel C' a D. Stejny vysledek bychom
zpistili také u zobecnenéeho téZiste radu k. Uspordddni s vyuZitim a-rezi je ze
vsech uvedenych metod nejsilnéjsi. Pokud tato fuzzy cisla usporadame podle fuzzy
relace =, zjistime, Ze C' = D — D = C =1—1 = 0. Fuzzy ¢isla C a D jsou
si podle fuzzy relace = rovny. To je zpusobeno skutecnosti, Ze prunik jader obou
fuzzy cisel je neprdzdny. Je vsak zrejmé, Ze memizZe nastat pripad, kdy C <, D

a pritom C' >» D.
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Obrazek 15: Median a tézisté fuzzy cisel C' a D

Priklad 3.13. Relace uspordadani fuzzy cisel podle a-tezii md ovsem nevyhodu,
a to Ze nent uplnd, to znamend, Ze vsechna fuzzy cisla nejsou s vyuZitim a-rezi
srovnatelnd. Na Obr. 16 jsou fuzzy ¢isla C' = (4,5,6,10) a D = (1,7,8,9), kterd
nelze pomoci a-fezi porovnat, protoze vztah (27) neplati pro vSechny a-fezy.
Pokud tato fuzzy cisla C = (4,5,6,10) a D = (1,7,8,9) usporaddime podle

ciselné charakteristiky, zpstime, Ze porovnani fuzzy cisel C' a D se lisi podle
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jednotlivych ciselnych charakteristik. Pro medidny plati me = 6.25 a mp = 6.25,
pro tézisteé tc = 6.43 a tp = 5.93, pro zobecnénd tézisté radu k =1 t1, = 6.16
ati, = 6.38 a pro zobecnénd téziste ridu k = 4 t4, = 5.83 a t4, = 6.9. To
znamend, ze C' =, D, ddle C' >y D, D >, C a D >;, C. Podle kaZdé ciselné
charakteristiky vysel jiny vysledek. Nyni je na nds, jok se rozhodneme. Zda spise
potlacime neurcitost fuzzy cisel a budeme brat v uvahu jddra fuzzy cisla, v tom
pripadé bychom se rozhodli podle zobecnéného tézisté radu k, protoZe potlacuje
hodnoty s malymi stupni prislusnosti. Nebo podle medidnu, jeZ rozdeluje plochu
pod funkct prislusnosti na dvé stejné casti. Mediany, tézisté a zobecnénd teZisté
radu k =1 a k = 4 fuzzy cisel C a D jsou na Obr. 16. Pro uplnost miZeme
dodat, Ze C <~ D, tedy tato preference odpovidd preferenci podle zobecnénych

tezist radu k.
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Priklad 3.14. Relace >» a usporddani podle ciselnych charakteristik jsou kva-
ziusporaddni. Presto se nedd 7ici, Ze by mezi nimi platil néjaky vztah. Méjme dana
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fuzzy cisla C = (1,3,6,8) a D = (5,7,8,9) zakreslend na Obr. 17. C = D=1 a
D>C=1,potomC>D—D»C=1-1=0. Fuzzy ¢isla jsou s vyuzitim fuzzy
relact stejnd, tj. C' =~ D. Naopak podle medindni C' <, D, protoZe m¢ = 4,5
a mp = 7. MuZeme tici, Ze podle ostatnich ciselnych charakteristik by nam také
vyslo, Ze fuzzy cislo C je vétsi nezZ fuzzy cislo D. MuZeme vsak konstatovat, Ze

pokud je C mensi nez D podle vSech ciselnych charakteristik, pak nemize nastat,

,ZV€C>E D.
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Obrazek 17: Mediany a tézisté fuzzy cisel C'a D

Priklad 3.15. Usporadani podle ciselngch charakteristik a podle fuzzy relaci si
mohou dokonce odporovat. Pokud si vezmeme fuzzy ¢isla C = (5,6,7,12) a D =
(1,8,9,10) zakreslend na Obr. 18 zjistime, Ze C = D =092 a D = C =1, to
znamend, Ze C' = D — D = C =0.92 -1 = —0.08, fuzzy c¢islo D je vétsi nez
fuzzy cislo C' na zdkladé fuzzy relace >=. Pokud fuzzy cisla C' a D uspordddame

podle medianu, pak dostaneme C >,, D a podle téziste C >, D. U zobecnéného
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teziste s rostoucim k porovndvdme spise jadra, tzn. od urcité hodnoty k dostaneme

C <y, D. Mediany a téziste fuzzy cisel C' a D jsou na Obr. 18.
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Obrazek 18: Mediany a tézisté fuzzy cisel C' a D
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4 Zavér

Hlavnim cilem prace bylo prozkoumat, jak lze fuzzy c¢isla porovnavat. Byly
nadefinovany tii typy relaci usporadani fuzzy cisel a jejich podstata pak byla
ilustrovana na nazornych prikladech. Zaroven byly studovany jejich matematické
vlastnosti.

Zjistili jsme, Ze metoda podle a-Tezli je ze vSech metod nejsilnéjsi, ale bohu-
zel ji nelze pouzit pro vSechny ptipady, protoze relace neni uplna. Déle jsme se
dozveédéli, ze porovnavani fuzzy cisel na zakladé Ciselné charakteristiky je kva-
ziuspotadani, tedy rizna fuzzy c¢isla mohou s vyuzitim této metody vyjit jako
stejné hodnocena. Poslednim typem je fuzzy relace usporadani na mnoziné vsech
fuzzy cisel, kde jsme urcili stupné preference a indiference dvou fuzzy cisel a
podle toho se rozhodovali pro vétsi fuzzy ¢islo. Fuzzy relace fuzzy cisel nespliio-
valy potfebné vlastnosti, proto jsme si zavedli dalsi relaci na zakladé fuzzy relace
>, jez splnovala vlastnosti kvaziusporadani. V posledni podkapitole jsme dosli
k zavéru, ze nam nemusi s vyuzitim riznych metod vyjit stejny vysledek. Proto
je nutné zvazit, podle které metody se budeme rozhodovat. Takové rozhodnuti
ovSsem miize byt individualni.

S pojmem ,fuzzy“ jsem se poprvé setkala az pri zpracovavani mé bakalarské
prace. Predtim jsem netusila, kde vSude se fuzzy cisla pouzivaji. Fuzzy cisla
vyuzivame pii feSeni rozhodovacich tloh, kde méme zadané neurcité hodnoty,
protoze s jejich pomoci lze vyjadrit i ¢astecnou pfislusnost k mnoziné. Bézné se
fuzzy logika vyuziva napt. u klimatizace, mycky na nadobi, vytaht atd.

Fuzzy ¢isla jsem zakreslovala s vyuzitim programu Matlab, coz je matema-
ticky program, s jehoz pomoci se daji provadét slozité matematické vypocty a
zakreslovat grafy. Celou praci jsem psala v typografickém programu ITEX, a tim
si také zdokonalila své znalosti s praci s timto systémem.

Diky mé bakalarské praci jsem se naucila pracovat s fuzzy ¢isly a tim také
prohloubila své matematické védomosti. Vérim, ze znalosti v oblasti fuzzy cisel

pro mne budou pfinosem i v dalsim studiu.
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