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Uvod

Dnes je Sarkovského véta jednim z klasickych vysledki teorie dynamickych sys-
témt. M4 jednoduchou formulaci, ale technicky pomérné naro¢ny dikaz. V dobé,
kdy byla zvefejnéna (roku 1964), nevzbudila u matematiki zadny mimotradny
ohlas. Za svoji dnesni popularitu paradoxné vdééi ¢lanku [6] J. A. Yorka a T. Y.
Liho, kteii dokazali specidlni ¢ast Sarkovského véty.

Cilem této bakalaiské prace je pochopeni Sarkovského véty a jejitho ditkazu.
Odvodime rovnice matematického kyvadla a nasledné ukazeme jejich feseni, a
to jak analyticky pro maly thel, tak numericky pro jakykoliv tihel. Sarkovského
véta bude pouzita na analyzu pohybu matematického kyvadla. Naprogramujeme
“upravené” Poincarého zobzareni, které budeme nasledné analyzovat pomoci Sar-
kovského véty.

V prvni a druhé kapitole se podivame do historie a stru¢né popiseme kdy
a kde Sarkovského véta vznikla. Také pfidame par slov o jejim autorovi A. N.
Sarkovském.

Ve treti kapitole nejdiive vyslovime definice a lemmata potiebna k dikazu
Sarkovského véty a vysvétlime nové usporadani prirozenych ¢isel, tzv. Sarkov-
ského usporadani. Nasledné uvedeme dikaz této véty.

Ctvrta kapitola je vénovana matematickému kyvadlu. Zde odvodime jeho rov-
nice a nasledné ukazeme jejich feseni. Nejdrive analyticky, to za predpokladu, ze
thel ¢ je maly a nasledné numericky, to za predpokladu, ze thel ¢ je jakykoliv.
Na konci této kapitoly vykreslime fazové portréty matematického kyvadla.

V péte kapitole propojime Sarkovského vétu a matematické kyvadlo. To pro-
vedeme tak, ze zavedeme pojem Poincarého zobrazeni, které nasledné upravime.

Poté budeme toto zobrazeni pomoci Sarkovského véty analyzovat.



1 A. N. Sarkovsky

Alexandr Nikolajevi¢ Sarkovsky se narodil 7. prosince 1936. Je jednim z pfednich
ukrajinskych matematikii a zaroven jeden ze zakladatelti soucasné teorie dyna-
mickych systémi. V roce 2006 se stal ¢lenem Ukrajinské akademie véd, coz je
nejvyssi statni vyzkumny tstav na Ukrajiné.

Poprvé se jeho jméno objevilo v roce 1952 v matematickém c¢lanku v Ukra-
jinském matematickém zurnalu, kdyz vyhral prvni cenu v Kyjevské matematické
souté€zi mezi zaky stfednich skol. Béhem prvniho ro¢niku studia na Kyjevské uni-
verzité napsal Sarkovsky prvni védeckou préaci na téma asymptotika algebraickych
kiivek. Nyni je A. N. Sarkovsky autorem vice nez dvouset védeckych praci.

Sarkovsky vstoupil do podvédomi vefejnosti na poc¢atku vyvoje chaotické
dynamiky. Jeho vysledky byly vysoce ocenovany sSirokou védeckou spolecnosti.
Mnoho soucasnych ucebnic zamérenych na teorii dynamickych systému si lze jen
tézko predstavit bez Sarkovského véty. Tato véta polozila zaklad novému odvétvi
v teorii dynamickych systémt, a to kombinatorické dynamiky. Sarkovského véta
vedla k vyskytu mnoha praci tykajicich se kombinatorické dynamiky, ve kterych
se miizeme Casto setkat s pojmy jako Sarkovského véta, Sarkovského usporadani,
Sarkovského prostor, Sarkovského mnozina a maximélni perioda v Sarkovského
smyslu. Na mezinarodni konferenci “Thirty Years after Sharkovsky’s Theorem.
New Perspectives”, kterd se konala ve Spanélsku v roce 1994, byl demonstro-
van vyznamny vliv Sarkovského praci na rozvoj teorie dynamickych systémii od
poslednich let az do soucasnosti.

A. Sarkovsky vyvinul zaklady topologie jednodimenzionalnich dynamickych
systémi, které jsou nyni jednou z nejucinéjsich metod pro studium rtznych evo-
lu¢nich problémii. Zejména vysetfoval vztah mezi podminkami existence perio-

dickych bodi s riznymi periodami.|[10]



2 Historie

V roce 1964 se v Ukrajinském matematickém zurnalu objevil ¢lanek napsany A.
N. Sarkovskym, jehoz nazev byl “Coexistence of cycles of a continuous mapping
of a line into itself” [IT]. U¢elem bylo dokazat nasledujici tvrzeni:

Jestlize k> 1, kde “>” je nové usporddani piirozenych ¢isel, tzv. Sarkovského
uspotradani (viz Definice 3.7) a jestlize spojita funkce z mnoziny realnych ¢isel do
mnoziny realnych ¢isel mé bod s periodou k, potom ma také bod s periodou [.
Toto tvrzeni se nyni nazyva Sarkovského véta.

V roce 1975 byl v American Mathematical Monthly publikovan slavny ¢lanek
nazvany “Period three implies chaos” [6], jehoz autofi jsou Tien-Yien Li a James
A. Yorke. Tito matematici dokazali specialni ¢ast Sarkovského véty. Po publikaci
[6] se Li s Yorkem zucastnili konference ve vychodnim Berling, kde se setkali se
Sarkovskym. O celém tGsmévném setkani Liho, Yorka a Sarkovského se miizeme
dod¢ist napiiklad v [9].

Dalsi Sarkovského ¢lanek, ktery vzbudil pozornost mnoha matematiki, zve-
fejnil slovensky matematik Peter Stefan v [IJ.

Po roce 1970 se zacalo objevovat stale vice ¢lanki zabyvajicich se vysledkem
Sarkovského. Vétsinou v nich byla snaha zjednodusit jeho diikaz. Proto se objevilo
mnoho novych a kratsich dikazii. Kolem roku 1980 byly publikovany nejméné tri
ditkazy, vSechny hodné podobné. Tyto stanovily tzv. ‘moderni standardni dikaz’,
zaslouzili se o to predevsim L. Block, J. Guckenheimer, M. Misiurewicz a L. S.
Young [2], U. Burkart 3], P. D. Straffin Jr. [4].

Dnes je Sarkovského véta standardni matematicky pojem.



3 Sarkovského véta
V celé této kapitole predpokladame, ze funkce f : R — R je spojita.

Definice 3.1. Necht je ddna funkce f : R — R. Prvek x € R nazveme pevnym
bodem funkce f, jestlize f(x) = x.

Obrazek 1: Grafické znazornéni pevného bodu x

Zvolme pocatecni bod x(y a generujme posloupnost

o, f(xo), f(f(x0)), F(f(f(w0))), -

Zavedeme oznaceni

f2(xo) = f(f(@0)), f(wo) = F(f(f(0))),-

Definice 3.2. Proni iteraci bodu x¢ vzhledem k f nazveme f(x¢), druhou iteraci

vzhledem k f nazveme f?(xq), obecné n—tou iteraci bodu xq vzhledem k f nazveme

[ (o).

Definice 3.3. Necht bod x lezi v definicnim oboru zobrazeni f. Bod x nazveme

k—periodickym bodem zobrazeni f, jestlize pro néjaké piirozené k je f*(x) = x
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a fi(z) #£xproi=1,2,...,k—1, tj. bod x je k—periodicky, jestliZe je pevnym
bodem f*,ale neni pevnym bodem f!, kde i < k. Periodickou orbitu bodu z,

O(x) = {z, f(z), f2(x),..., fF"Hx)}, budeme nazgvat k— cyklus.

Priklad 3.1. Necht f(x) = 2% — 3z — 1. Naleznéme pevné body a 2-cyklus.

Nejdfive ur¢ime pevné body, tedy polozime
f(z) ==,

dosadime za f(x)

?—3r—1=ux
a vypocteme x. Dostaneme 2 pevné body
T =2+ NG
To =2 — NG
Nyni budeme hledat 2-cyklus a to tak, ze polozime
o) =,

éili
a2t — 62° + 42° + 14z +3 =0 (1)

Rovnice ma Ctyfi kofeny, z nichz dva jsou pevnymi body zobrazeni f(x).
Abychom tyto pevné body z rovnice vylou¢ili, vydélime levou stranu (1))

funkei f(x) — . Dostaneme rovnici
2?22 -3=0 (2)
2-periodické body, a tedy i 2-cyklus, ziskame feSenim rovnice . Konkrétné
r3 =3

334:—]_

Ziskali jsme tedy 2-cyklus ve tvaru {3, —1}.



s pevné body

Obrazek 2: Grafické znazornéni Prikladu 3.1

Déle se budeme zabyvat nasledujici otazkou:
Jestlize spojita funkce f : R — R ma bod s periodou n, znamena to, ze f musi
mit bod s periodou k? Receno jinak, jaké periody k jsou vynuceny nékterymi
dalsimi periodami n?

Nejdfive uvedeme vétu T. Li a J. Yorka, protoze to je specialni piipad Sarkov-
ského véty. Znéni této véty je velmi jednoduché a také ma pomérné jednoduchy

dikaz.

Véta 3.1 (T. Li a J. Yorke [6]). Necht f : R — R je spojitd funkce a necht
existuje bod x takovy, Ze je splnéna jedna z ndsledugjicich podminek:

(i) f22) < @ < fz) < f2(2),

(ii) fP(x) =2 x> f(z) > f*(2).

Potom funkce f ma periodické body vsech period.

Poznamenejme, ze jestlize funkce f ma bod s periodou 3, potom mé body
vSech period [7].
Dtive nez dokdzeme Vétu 3.1, uvedeme nasledujici definice a lemmata, ktera

nasledné pouzijeme v dikazu této véty.

10



Definice 3.4. Necht je dana mnozina A C R". Bod x € A nazveme vnitinim
bodem mnozZiny A, jestliZe existuje okoli O bodu x, tedy otevrend mnoZina O C R"
obsahugici bod x, pro kterou plati O C A. Vsechny vnitini body A mazyvdme

vnitrek mnoZiny a znacime int(A).

Definice 3.5. Necht je dana mnozina A C R™. Bod x € A nazveme hranicnim

bodem mnoZiny A, jestlize pro kazdé jeho okoli O plati
ONA#£0aON (R A)#0.

MoZinu vsech hranic¢nich bodi nazgjvdme hranice mnoziny a znacime 0A.

Lemma 3.1 ([5]). Jestlize I a J jsou uzaviené intervaly, f(I) D J a funkce f
je spojitd, potom existuje podinterval K C I takovy, Ze f(K) = J, f(int(K)) =
int(J) a f(OK)=0J.

Dikaz [5]. Necht J = [by, bs]. Existuji a1, as € I takové, ze f(a;) = b;. Predpo-
kladejme, ze a; < as.
(Opacny ptipad je obdobny, zménime supremum na infimum resp. infimum na

supremum). Necht
x1 :=sup{z;a; <z < ag, f(x) = b1}

Ze spojitosti plyne f(x1) = b;. Poznamenejme, Ze x; < as. Necht
xo = inf{z; 11 <z < ay, f(z) = ba}.

Potom f(xg) = by. Tedy f(x1,x2) = [b1, ba]. Z definic 21 a xg plyne: f((z1,22)) N
0J = 0. Tedy f(int([x1,x2])) = int(J) = (b1, b2). Toto dokazuje lemma.

11



1(x)

. /)

ay Xq 85= X5 X

Obrazek 3: Znazornéni diukazu Lemmatu 3.1

Definice 3.6 ([5]). Rekneme, Ze interval I f-pokryvd interval J, jestlize f(I) D
J. Piseme I — J.

Lemma 3.2 ([5]). (a) Predpoklidejme, Ze jsou ddny dva body a # b takové, Ze
f(a) > a, f(b) < b ala,b] je obsaZen v definicnim oboru f, kde f je spojitd. Potom
existuje pevny bod mezi a a b.

(b) Jestlize uzavieny interval I f-pokryvd sam sebe a funkce f je spojitd, potom

f mad pevny bod v intervalu I.

Dikaz [5]. (a) Necht g(z) = f(x)—x. Potom g(a) > 0 a g(b) < 0. Z Véty o stfedni
hodnoté vyplyva, ze existuje bod ¢ mezi body a a b, kde g(c) = f(¢c) —c=0 =
fle) = e

g(x)

J —~~

Obrazek 4: Funkce g(z)

12



(b) S pouzitim Lemmatu 1 existuje interval K = [z1, 2] C I takovy, ze f(K) =
I = [a,b]. Potom bud

(i) f(x1) =a <zya f(xe) =b > x5 nebo

(ii) f(x1) =b>x1 a f(xe) = a < x9. Jestlize vySe uvedené rovnosti plati, dikaz

je hotov. Jinak aplikaci ¢asti (a) dokdzeme existenci pevného bodu.

X9 ——

Obréazek 5: Grafické znazornéni diukazu Lemmatu 3.2b

Lemma 3.3 ([5]). Necht Jo — J1 — -+ — J, = Jy je cyklus, kde f(Jy) D Jrs1
prok=0,...,n—1.
(a) Potom existuje pevny bod xq funkce f", kde f*(x¢) € Ji pro k=0,...,n.
(b) Ddle necht tento cyklus nend vytvoren opakovanim p krdat kratsiho cyklu délky
m, kde mp = n a necht plati bud int(J;) Nint(Jy) =0, proi £k, i =0,...,n,
k=0,...,n nebo J; = Jy. Jestlize periodicky bod xq z cdsti (a) lezi ve vnitiku
intervalu (Jo), pak md asporn periodu n.

Poznamenejme, ze v uvedeném cyklu se mohou opakovat nékteré intervaly,
jako napiiklad Jy — J; — ... J,_2 — Jy — Jy nebo Jy — J; — Jo — J; —

Jy — Jp. AvSsak nepovolujeme cyklus typu Jy — J; — Jy — Ji.
13



Ditkaz Lemmatu 3.3 [5].

(a) Ditkaz provedeme idukei dle j. Indukéni pfedpoklad je nasledujici:

Existuje podinterval K; C Jy takovy, ze pro ¢ = 1,...,j plati f4(K;) C J;
fi(int(K;)) Cint(J;) a f7(K;) = J;.

Indukéni predpoklad plati pro 5 = 1, to plyne z Lemmatu 3.1.

Predpokladejme platnost pro j = k£ — 1, tedy existuje interval K, _; a dokazme
platnost pro 7 = k. Potom

A Kr-1) = fF(FH (K1) = f(Jee1) D i

Uzitim Lemmatu 3.1 plyne, Ze existuje podinterval K;, C Kj,_; takovy, ze f*(K}) =
Ji, kde f*(int(Ky)) = int(Jy). Uzitim indukéniho predpokladu dostaneme plat-
nost pro j = k.

Nyni polozime j = n, dostaneme f"(K,) = Jy. Z Lemmatu 3.2 plyne, ze f™
mé pevny bod zy € K,, C Jy. Protoze xg € K,, plati f'(xg) € J; proi =0,...,n.
Toto dokazuje ¢ast (a).

(b) Plati f"(int(K,)) = int(Jy), jestlize o € int(Jy), potom xy € int(K,) a
fi(xo) € int(J;) pro i = 1,...,n. Z predpoklad dokazovaného Lemmatu musi

platit, ze xo ma periodu n.
O

Nyni mizeme provést dikaz Véty 3.1, ve kterém uzijeme vysledki, které jsme
jiz dokéazali.
Diikaz [5]. Budeme uvazovat prvni ptipad, kde f(a) = b > a, f*(a) = f(b) = ¢ >
fla)=ba f3(a) = f(c) <a.
Necht I} = [a,b] a Iy = [b, ¢|. Potom I; f-pokryva I a I f-pokryva I; a Is.
Protoze f(I) D I, existuje podle Lemmatu 3.2 pevny bod.
Déle ukazeme, ze f ma bod s periodou n pro kazdé n > 2. Uvazujme cyklus délky

n tvoreny jednim intrevalem [; a n — 1 intervaly I5 vypadajici takto:
L—=5L—ly—-—1lh—1

Uzitim Lemmatu 3.3 existuje bod xy € I; takovy, ze f™(x¢) = xg a f’(x¢) € I, pro
j=1,...,n— 1. Jestlize by existovalo k, kde 1 < k < n takové, ze f*(zy) = wo,

14



potom by platilo, Ze zg = f*(xg) € I5. Tedy bychom dostali, Ze xq € I; NI, = {b}.
Nyni ukdzeme, Ze ro = b neni mozné. Musime rozlisit, jestli n = 2 nebon > 3. V
piipadé, Ze n = 2 by platilo f2(b) = f2(x¢) = x¢ = b, coZ popira skutecnost, ze
2(b) = f3(a) < a. V ptipads, ze n > 3 dostaneme, ze f2(b) = f*(zo) € I, coz
popira skuteénost, ze f2(b) = f3(a) < a.

Toto ukazuje, ze f’(xg) # xo pro 1 < j < n a tedy xo mé periodu n.
0]

Abychom mohli vyslovit Sarkovského vétu, potiebujeme pfedstavit nové uspo-
fadani pfirozenych éisel uzitim symbolu ” &7 nazjvaném Sarkovského usporadani.

Zaprvé usporadame lichd prirozend ¢isla vetsi nez jedna takto:
3>5>7>I9> 11> ...,

Dale vSechna licha pfirozena c¢isla vynasobime dvojkou a pfidame do uspoia-

déani. Nésledné licha prirozena ¢isla nasobime vzestupnymi mocninami dvojky:
36507p>2:302-50---2%-3022 5.,

> . 352" . 5 ... p 2"t 3ot s

Nakonec do usporadani pridame samotné mocniny dvojky v sestupném poradi
[5].

Definice 3.7 ([5]). Sarkovského uspovdddni prirozenyjch &isel vypadd takto
3550709+ 52:3>2-5p---522-302%-5>--.52"- 302" 5.,
p2ntl . 3pontlis . p oty on 225 9 1

Nyni mame zadefinovano usporadani mezi vSemi prirozenymi ¢isly. Toto uspo-
rfadani se zda byt neobvyklé, ale ukazuje se byt usporadanim, které vyjadiuje,

jaké periody vynucuji jiné periody, dané v Sarkovského vété.

Véta 3.2 (Sarkovského véta [5]). Necht f: I C R — R je spojitd fuknce. Jestlize

f ma bod o periodé n a n>k, potom ma také bod o periode k.

15



Drtive, nez dokazeme Vétu 3.2, vyslovime nasledujici Definice 3.8, 3.9 a dokazeme
Lemma 3.4, které nasledné vyuzijeme v dikazu véty.

Dikaz véty vyzaduje hledani intervalii, které se jistym zplisobem vzajemné
f—pokryvaji.
Definice 3.8. Necht je ddn interval I a intervaly I, kde k = 1,...,s. Rekneme,

Ze intervaly Iy, tvori rozdélent intervalu I, jestlize plati |J = 1.
k=1

Definice 3.9 ([5]). Necht A = {I,...,1s} je rozdéleni intervalu I na uzaviené
intervaly, jejichz vnitky jsou neprazdné a disjunktni. A— graf funkce f je orien-
tovany graf s vrcholy danymi intervaly I; a orientvanou hranou z I; do I, jestlize

I; f-pokryvd Ij.

Piiklad 3.2 ([5]). Necht funkce f md graf, ktery je wveden na Obrazku 6 s
intervaly I, Is a Is. Potom interval I f-pokryva Is, Iy f-pokryva I, a I, I3
f-pokryva I, Iy a Is. A — graf funkce f je uwveden na obrdzku 7.

Obrazek 6: Graf funkce f z Prikladu 3.2

16
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Obrazek 7: A — graf funkce f

Uvazujme nejprve piipad, kde n je liché pfirozené cislo takové, ze n > 1,
spojita funkce f ma bod x s periodou n a nema zadné body s lichou periodou &,
kde 1 <k <n (k>n).

Aby v tomto ptipadé byla ukézéna platnost Sarkovského véty, v [1] Peter
Stefan dokézal existenci orbity se specialni strukturou. Necht z; je bod s peridou

n takovy, ze
Ty <K Tpeog < - <3< X1 < Ty < Ty <+ < Tp_q

kde x; = f771(z;). Periodicky bod s takto usporadanou orbitou se nazyva Stefa-
niv cyklus. V Lemmatu 3.4 dokazeme, ze takova orbita opravdu existuje.
Uvazujme tedy tuto orbitu, necht Iy = [xy, 23], [s = [r3,21], I3 = [22, 24],
I; = [x2j+17$2j71} aly_ = [952;'72, $2j]= pro j =2,..., anl
Z povahy orbity plyne, zZe:
(i) Iy f—pokryva I a I,
(ii) I; f—pokryva I;4; pro2 < j <n—2,
(iii) I,,—1 f—pokryva vSechny I; pro j licha.
Tedy existence takové specidlni orbity dokazuje, ze A — graf funkce f ob-
sahuje podgraf (viz Obrazek 8). Tento podgraf se nazjva Stefantiv graf. Apliko-

vanim predchozich lemmat na Stefantiv graf lze dokazat existenci vsech period

plynoucich z n v Sarkovského uspotradani.
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Obréazek 8: Stefaniiv graf funkce f

Nyni vyslovime Lemma 3.4 a jeho dtkaz.

Lemma 3.4 ([5]). Predpokladejme, Ze n je lich€ prirozené cislo takové, Ze n > 1.
Predpokladejme ddle, Ze funkce f ma bod x s periodou n a f nemd Zadné body s
lichou periodou k, kde 1 < k <n (k>n). Necht J = [min O(x), max O(x)]. Necht
A je rozdéleni intervalu J elementy O(z). Potom A — graf funkce f obsahuje
podgraf nasledujiciho tvaru:

Iy, ..., 1,1 jsou intervaly majici disjunktni vnitrky takove, Ze:

(i) I f—pokryjva I, a I,

(1t) 1; f—pokryvd I;11 pro2 <j<n-—2,

(1it) 1,1 f—pokryvd vsechna I; pro j lichd.

Viz Obrazek 8.

Dikaz [5]. Necht O(x) = {#,...,2,}, kde z; jsou usporadany takto:
21 < 2o < - < Zp.

Potom f(z,) < z,, protoze f(z,) je jeden z bodl z;. Podobné f(z1) > 2.
Necht a = max{y € O(x) : f(y) > y}. Potom a # z,. Necht b je nésledujici vétsi
¢islo nez a v orbité O(z). Déle necht I; = [a,b] € A.

Nyni bude nasledovat posloupnost krokt, které nazveme tvrzeni. Nejdrive
potiebujeme ukazat, ze I; f-pokryva sdm sebe (Tvrzeni 3.1) a eventudlné, tj.

po nejaké iteraci funkce f, f-pokryva cely interval J (Tvrzeni 3.2). Tvrzeni 3.4
18



ukazuje, ze existuje nejkratsi cyklus s disjunktnimi intervaly tak, ze I; — I —
- — I,y — I;. Tvrzeni 3.5 a 3.6 ukazuji, ze tyto intervaly jsou umistény na

realné ose a chovaji se tak, jak je uvedeno v tvrzeni Lemmatu 3.4.
Tvrzeni 3.1. f(I,) D I, tedy interval I f-pokrgvd sdm sebe.

Dikaz. Vime, ze f(a) > a, takze f(a) > b. Rovnéz, ponévadz b > a, f(b) < b je
f(b) < a. Proto plati, ze f(I,) D I.

O

Tvrzeni 3.2. f"2(I}) D J, tedy (n —2) obraz intervalu I, pokrijvd cely interval
J.

Dtkaz. Jelikoz f(I1) D I, f*™(I1) D f*(11), tedy iterace jsou vnoteny. Pocet
bodtt v O(x) \ {a,b} je n — 2, takZe z, € f*(I;) pro ngjaké 0 < k < n — 2. Z
vlastnosti vnofeni plyne, Ze z, € f"2(I;). Podobné z; € f"~2(I;). Jelikoz I, je

uzavieny,plati f"2(I;) D [21,2.] = J.

Tvrzeni 3.3. Ezxistuje Koy € A, kde Ky # I takovy, Ze f(Ky) D I4.

Diikaz. V této casti dikazu uzivame faktu, ze n je liché. Z toho plyne, ze je
vice elementti z O(z) na jedné strané int(I;) nez na strané druhé. Oznacme P
elementy O(x) na té strané int(I;), kde jich je vice. Potom existuje y;,ys € P
takové, Ze f(y1) € P a f(y2) € O(x) \ P. Uvazujme sousedici body y; a ys z vyse
uvedeného. Necht K je interval [y;, yo]. Potom f(Ky) D I a Ko # 1.

O

Tvrzeni 3.4. Ezistuje cyklus Iy — Iy — -+ — I, — I, kde Iy # I,. Nejkratsi
takovy cyklus, kde k > 2, je prok =n — 1.

Diikaz. Necht K je stejné jako v Tvrzeni 3.3, takze f(Ky) D I. Z Tvrzeni 3.2
plyne, ze f"%(I;) D Ky. Existuje pouze n — 1 riiznych intervali v A, takZe

existuje takovy cyklus, kde 2 < k <n — 1.
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Nyni uvazujme nejmensi takové k, kde 2 < k < n — 1 a dospé€jeme ke sporu.
Jelikoz toto je nejkratsi cyklus, zadny z intervald nemtze byt opakovan nebo
zkracen. Bud k nebo k+1 je liché. Necht m = k nebo k+1 je toto liché pfirozené

c¢islo, takze 1 < m < n. Pouzijme cyklus z m intervaly dany vztahem
L—-1I— - —1,— 1

nebo

L—ILh—-—I, —0LH—1

zélezi na tom, jestli m = k£ nebo m = k + 1. Z Lemmatu 3.3a existuje bod z
takovy, ze f™(z) = z. Bod z nemtize byt na hranici intervalu, protoZe tyto body
maji periodu n, kterd je vétsi nez m. Tedy z Lemmatu 3.3b ma bod z nejméné
periodu m. Jelikoz m je liché, dostaneme spor s predpokladem na n v Lemmatu

3.4. Tento spor dokazuje, ze k =n — 1.
O

Ve zbytku ditkazu Lemmatu 3.4 budeme fixovat intervaly Iy, I5, ..., I,,_; stejné

jako v Tvrzeni 3.4.

Tvrzeni 3.5. (a) Jestlize f(1;) D I, potom j =1 nebo j =n — 1.
(b) V A-grafu neezistuje orientovand hrana z I; do I; pro j > i+ 1.
(c¢) Interval I, f—pokrgvd pouze intervaly I a Is.

Dikaz.
(a) plyne z Tvrzeni 3.1, resp. z Tvrzeni 3.4,

(b) a (c¢) plati, protoze cyklus je nejkrat$i mozny.

Tvrzeni 3.6. Bud:

(1) usporadant intervali I; v cyklu z Tvrzeni3.4 je I, < I,_3 <--- <[, <[} <
I3 < -+« < I, 9 a pro orbitu plati " '(a) < f"3(a) < ...f*(a) < a < f(a) <
f*a) <--- < f"2(a) nebo

(i) tato uspordddni jsou presné naopak.
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Diikaz. Necht I; = [a, b]. Interval I; f—pokryva pouze I; a I, takZe tyto intervaly
musi byt vedle sebe. Predpokladejme, ze I, < I (jestlize I; < I3, dostaneme
moznost (ii) Tvrzeni 3.6). Potom musi platit, Ze f(a) = b a f(b) je levy krajni
bod intervalu Is.

Déle, f(0I5) = 0I3. Jelikoz jeden z téchto krajnich bodu je f(a) = b, ktery je
vné int([;), oba krajni body intervalu I3 musi byt vné int(/;). Rovnéz z Tvrzeni
3.5a (I f—nepokryva I;) a Tvrzeni 3.5b (I f—nepokryva I; pro j > 3) interval
I3 musi byt sousedici s intervalem 1.

Pokracujme dale. Pro k < n—1, jelikoz I f—nepokryva I, a I}, f—nepokryva
I; pro j > k+ 1, I, musi byt sousedici s intervalem I;_;. Toto plati pro vSechny
intervaly z Tvrzeni 3.6.

Poznamenejme, 7Ze jsme také ukazali usporadani orbit konstatované v Tvrzeni

3.6.

Tvrzeni 3.7. Interval I,y f—pokryvd vsechny intervaly I; pro j liché.

Diikaz. Poznamenejme, 7ze I,,_; = [f"(a), f*3(a)]. Potom f(f" !(a)) = f"(a) =
a. Takze f"3(a) € I, 3, takze f(f"3(a)) = f"2(a) € I,_o je pravy krajni
bod intervalu J (nejvétsi element orbity O(z)). Tedy f(I,—1) D [a, f"%(a)] =
LUlIz3U---UI, 5. Timto jsme dokazali Tvrzeni 3.7.

Tvrzeni 3.1 az 3.7 dohromady dokazuji Lemma 3.4.
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Obrazek 9: Grafické znazornéni diikazu Lemmatu 3.4 pron =5

Protoze diikaz Sarkovského véty jesté neni kompletni, vyslovime pouze speci-
alni cast této véty.
Tvrzeni 3.8 ([5]). Necht f: 1 C R — R je spojita funkce, ddle necht n je liché

prirozene cislo. Jestlize funkce f md bod o periodé n a nk, potom md také bod

o periodé k.

Diikaz [5]. Uvazujme k takové, Ze n > k. Mohou nastat 2 pfipady:
(a) k je sudé a k < n nebo

(b) k > n, kde k je bud sudé nebo liché.

Dukaz pfipadu (a). Uvazujme cyklus délky k vypadajici takto

In—l - In—k - In—k+1 — = A

z Lemmatu 3.3a existuje bod x¢ € I, 1, kde f¥(xy) = z¢. Bod z¢ nemtize byt

krajnim bodem, protoze krajni body maji periodu n. Proto ma bod xq periodu

k.
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Dukaz pfipadu (b).Uvazujme cyklus délky k vypadajici takto
Lh—-5L—-—La—>h—5hL —1h

znovu z Lemmatu 3.3a existuje bod zy € I, kde f*(xy) = . Jestlize x¢ € O11,
potom xy ma periodu n. Tedy n déli k, takze k > 2n > n + 3. Takze jelikoz
f"(xo) € I iterace f""'(zy) ¢ I, coz je ve sporu s tvrzenim Lemmatu 3.3a.
Proto bod x¢ ¢ 0I; a uzitim Lemmatu 3.3b dostavame, Ze bod xg mé periodu k.

Toto uzavira dikaz pfipadu (b) a Tvrzeni 3.8.
O

Lemma 3.5 ([5]). Jestlize funkce f mad bod se sudou periodou, potom md bod s

periodou 2.

Diikaz [5]. Necht n je nejmensi pfirozené ¢islo vétsi nez jedna v obvyklém uspo-
f4dani piirozenych ¢isel (ne Sarkovského usporadani) takové, ze funkce f méa bod
s periodou n. Jestlize n je liché, potom jsme hotovi. To plyne z Tvrzeni 3.8.

Proto predpokladejme, zZe n je sudé. Zvolme a, I; = [a,b] a
J = [min O(a), max O(a)| = [A, B] jako v pfedchozim. V dtikazu Lemmatu 3.4
jsme uzili pouze faktu, Ze n je liché, abychom ukézali, Ze existuje interval Ky € A,
kde Ko # I, a f(Ko) D 1.

Nejdrive predpokladejme, Ze existuje takovy K. Existuje miniméalni cyklus
jako v Tvrzeni 3.4 v dikazu Lemmatu 3.4, kde 2 < k < n — 1. Jako drive, I}
pokryva vSechny I;. Tedy

Iy 1 — 19— 1,1
je cyklus délky 2 a existuje bod s periodou 2.

Déle predpokladejme, zZe neexistuje takovy Ko € A, kde Ky # I a f(Ky) D I4.
Z toho vyplyva, ze pro vsechny body z; € O(a), kde z; < a plati, ze f(x;) > b
a pro vSechny body z; € O(a), kde x; > b plati, ze f(x;) < b. Jelikoz né&jaké
body v O(a) jsou zobrazeny na b a B, oba b, B € f([A,a]) a f([A,a]) D [b, B].
Podobné f([b, B]) C [A, a]. Potom

[A,a] — [b, B] — [A, d]
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je cyklus délky 2. Tyto intervaly jsou disjunktni, takze musi existovat bod s

periodou 2.
O

Nyni provedeme dtikaz Véty 3.2, ve kterém vyuzijeme vysledki, které jsme
jiz dokézali dfive. Diitkaz rozdélime do nékolika kroki.

Dikaz Véty 3.2 [5].

Krok 1
n je liché v Sarkovského usporadani a n > k.

Dikaz. Krok 1 je dokazan v Tvrzeni 3.8.

Krok 2
n=2"and>k, takie k =2° kde 0 < s <m.
Dikaz Kroku 2 rozdélime na nasledujici 3 pripady, které postupné dokazeme:
(i) s =0, tedy f méa pevny bod,
(ii) s = 1,
(iii) s > 1.
Dikaz (i). Mizeme definovat a a b jako dfive, kde f(a) > b a f(b) < a. Proto
f([a,b]) D [a,b] a funkce f mé pevny bod.
Dikaz (ii). Plyne z Lemmatu 3.5.
Dikaz (iii). Necht g = f2 = f2'. Zobrazeni g mé bod s periodou 2m=*+1,
kde m — s+ 1 > 2. Lemma 3.5 dokazuje, Zze ¢ ma bod xzy s periodou 2. Takze
2o = ¢2(10) = f*(z0) a zo # g(xo) = f7 (x0). Tedy perioda bodu zy pro funkci f
je 2! pro né&jaké t, kde t < s. Jestlize t < s, potom x4 je pevny bod pro funkei g,

coz je nemozné. Proto t = s a bod z( je bod s periodou 2° = k.

Krok 3
n = 2"p, kde p > 1 liché, m > 1, funkce f ma bod s periodou n a n> k.
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Dikaz Kroku 3 opét rozdélime na nasledujici 3 pripady, které postupné dokazeme:
(i) k=2%¢, kde s >m+1al<qa q je liché

(ii) k = 2%, kde s < m,

(iii) k = 2™q, kde q je liché a ¢ > p.

Dtikaz (i). Necht g = f2". Zobrazeni g mé bod s periodou p, kde p je liché. Krok
1 dokazuje, ze g ma bod se vSsemi sudymi periodami, tedy ma i bod s periodou
. Takize zg = g7 (z9) = f*(x0). Tedy funkce f ma bod s periodou k = 2¢.
Diikaz (ii). Necht g = f3 = 2! Zobrazeni ¢ ma bod s periodou 2m~**+1p. Podle
Lemmatu 3.5 mé g bod s periodou 2. Tedy x¢ = ¢2(x¢) = f*(x0). Tedy funkce f
ma bod s periodou k = 2°.

Dtikaz (iii). Necht g = f?". Zobrazeni g ma bod s periodou p, kde p je liché. Z

Kroku 1 plyne, Ze ¢ mé bod se vSemi sudymi periodami, tedy ma i bod s periodou

K

5w Potom xg = g7 (20) = f*(z0). Tedy funkce f méa bod s periodou k = 2™q.

0

Timto je Sarkovského véta dokazana.
V nasledujici kapitole odvodime rovnice matematického kyvadla, tyto rovnice
poté vyfesime analyticky pro maly thel i numericky pro jakykoliv tihel. Dale

budeme analyzovat pohyb matematického kyvadla.
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4 Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je specialni ptipad kyvadla. U matematického kyvadla pred-
pokladame, ze zavazi je hmotny bod zavéseny na tenkém vldkné zanedbatené
hmotnosti, zanedbava se odpor vzduchu pii pohybu kyvadla i tfeni v zavésu
a gravitacni pole se povazuje za homogenni. Hmotny bod je udrzovan stale ve
stejné vzdalenosti od zévésu. Polohu kyvadla popisuje funkce ¢(t), viz Obréazek

10, proménné ¢, kde t cas.

mg

Obrazek 10: Sily ptisobici na matemetické kyvadlo

4.1 Odvozeni rovnice matematického kyvadla [12]

Uvazujme Obrazek 10, ktery ukazuje sily ptisobici na matematické kyvadlo.
Poznamenejme, Ze trajektorie kyvadla opisuje oblouk. Uhel ¢ je vyjadfen v ra-
didanech. Modra Sipka je gravitacni sila ptisobici na hmotny bod. Fialové Sipky
oznacuji tihovou silu, kterou rozlozime na 2 slozky, jedna je rovnobézna a druha
je kolma k okamzitému sméru pohybu hmotného bodu. Smér okamzité rychlosti
hmotného bodu je tec¢na k oblouku, ktery pevny bod opisuje.

Podle druhého Newtonova zakona plati

F = ma,
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kde F' je soucet sil piisobicich na hmotny bod, m je hmotnost a a je zrychleni
hmotného bodu. Protoze se zajimame pouze o zmény rychlosti ve sméru oka-
mzitého pohybu kyvadla, aplikujeme Newtonovu rovnici pouze na tecny smér k
oblouku opsaného kyvadlem. Kratsi fialova Sipka predstavuje ¢ast gravitacni sily

v teCném sméru, jejiz velikost uréime pomoci trigonometrie. Tedy
F = —mgsin(¢) = ma,

a = —gsin(e),
kde g je tihové zrychleni. Zaporné znaménko na pravé strané naznacuje, ze thel
¢ a zrychleni a vzdy miri opacnymi smeéry. To je zpusobeno tim, ze kdyz se
kyvadlo pohybuje doleva, zrychleni piisobi zpét smérem doprava. Zrychleni a
podél Cervené osy souvisi se zménou uhlu ¢. Necht s je délka oblouku opsaného

kyvadlem (méfenéd od rovnovazné polohy), potom

s=1I¢

_ds  do
Cdtdt
d*s  d*¢

a=—7 =l—F
dt? dt?’

(%

tedy

d2
#3 = —gsin(¢).

Odtud dostavame rovnici matematického kyvadla ve tvaru

d2
d_t;b + wg sin(¢) = 0, (3)

kde jsme uzili substituce \/? = wy. Rovnice (3] je nelinearni diferencialni rovnice
druhého tadu. K rovnici musime pfidat pocatecéni podmiky

dg

$(0) = ¢o, E(O) =0,

které vyjadiuji, ze poloha kyvadla v case 0 je ¢y a hlova rychlost v case 0 je
nulova.

Tato rovnice popisuje pohyb kyvadla ovlivnéného pouze tihovou silou.
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4.2 Matematické kyvadlo s tlumenim a periodickym bu-
zenim

V pripadé, ze uvazujeme tlumeni, pfepiSeme rovnici do tvaru

d2¢+b ¢

dt2 dt + wo Sln(¢) = 07 (4)

kde b je tlumici konstanta, novy ¢len rovnice (4)) je ve vyse uvedeném tvaru, nebot
tlumici sila je tmérna rychlosti.

K rovnici muzeme jesté uvazovat periodické buzeni. Nasledné by rovnice
byla ve tvaru

2
% + b% + wi sin(¢) = A cos(wpt), (5)

kde A je amplituda budici sily, wp je jeji uhlova rychlost.
Vice o matematickém kyvadle s tlumenim a periodickym buzenim lze nalézt

v [8].

4.3 ResSeni rovnice matematického kyvadla

4.3.1 Linearizovany pripad

Uvazujme rovnici . V této Casti uzijeme linearizaci, tj. omezime se na maly

thel ¢. Potom mtizeme oznacit

sin(¢) ~ ¢.
Néasledné muzeme rovnici psat ve tvaru

P do

20
-z T + wio = Acos(wpt), (6)

coz je linearni diferencialni rovnice 2. fadu. Nejdiive spocitdme obecné Tfeseni

prislusné homogenni rovnice

d2¢
dat?

+b¢ W2p =0 (7)
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Charakteristickd rovnice prislusné rovnici je tvaru
M4+ +ws =0 (8)
Nyni spocitame kofeny rovnice (8). Tedy vypoc¢teme diskriminant
D =V — 4w}

Kofeny rovnice (8) jsou tedy tvaru

) —b+ /b? — 4w
12 =
’ 2

Nyni musime rozlisit 3 pripady a to tyto:

(i) D > 0, tj. A1 2 jsou dva rizné realné kofeny, potom feseni rovnice (7)) je tvaru

= c1e™Mt 4 e,
B(t) = 1™ + cpe™

Po dosazeni pocatecnich podminek ¢(0) = ¢ a ‘fl—‘f(O) = 0 dostaneme FeSeni

rovnice ve tvaru

A1 at . QoM
t g 1 _——_— 1 _— 2
P(t) = do( N )\2)6 + N

(ii) D = 0, tj. rovnice ma jeden dojnasobny koren —g, potom Teseni rovnice

je tvaru
d(t) = (c1 + cat)e 2",

Po dosazeni pocatecnich podminek ¢(0) = ¢o a £(0) = 0 dostaneme FeSeni

rovnice ve tvaru
b _b
P(t) = (do + §¢0t)€ 3t

(iii) D < 0, tj. A1 2 jsou dva komplexné sdruzené kofeny, potom feSeni rovnice @

je tvaru

o(t) = e‘gt(cl sin(ut) + ¢ cos(ut)),
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kde p = —W.

2

Po dosazeni pocatecnich podminek ¢(0) = ¢ a 2—‘?(0) = 0 dostaneme Feseni

rovnice ve tvaru

b b
o(t) = e_Et(gboﬂ sin(ut) + ¢o cos(put)).

Nyni najdeme partikularni feSeni rovnice (@ Toto feseni budeme hledat ve
tvaru

Ky sin(wpt) + ks cos(wpt)

Musime rozlisit, jestli wg = wp nebo wy # wp. Nejdiive necht wy # wp.

Metodou neurcitych koeficientti zjistime, ze
A A

ki=———=, ko= ——F5—

(wg —wp)*

tedy partikularni feseni rovnice @ je tvaru

¢p(t) = % Sin(th) +

Y cos(wpt)

(8 — )b

Nyni necht wy = wp. Opét metodou neurcitych koeficientii zjitime, ze

A
kl = ) k? = 07
buJo

tedy partikularni feseni rovnice @ je tvaru

A
Pp(t) = hon sin(wot)

Obecné feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice @ je souctem reseni
prislusné homogenni rovnice a partikularniho feseni rovnice nehomogenni.
Celkem dostavame 6 moznosti feseni rovnice (@, které mizeme zjednodusené

zapsat takto

A

o(t) = (t) + [ IEAE sin(wpt) + 2

t
wi — w? wid — w?)bwp cos(wpt),
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nebo

ot) = (1) + % sin(wot),

kde ¢(t) je Feseni ptislusné homogenni rovnice ([7)) a ostatni ¢leny jsou partikularni

Fedeni nehomogenni rovnice ({6).

4.3.2 Nelinearni pfipad

Uvazujme rovnici . Predpokladejme, ze vychylky jsou takové, Ze nelze pred-
pokladat sin(¢) ~ ¢. Narozdil od linedrniho pfipadu, kdy se d4 FeSeni spocitat
analyticky, je situace u nelinearni rovnice matematické kyvadla daleko komliko-
vangjsi. ReSeni nelinearni rovnice (5)) uréime numericky. K numerickému fesent
uzijeme software Matlab 7. Rovnici prevedeme na soustavu dvou rovnic prv-

niho fadu nasledujicim zptsobem. Pomoci substituce

¢1=0, p2=¢

dostaneme soustavu rovnic:
¢ = ¢2
¢y = Acos(wpt) — by — w sin(ey)

Stejnym zptisobem pievedeme pocatecni podminky

6(0) = do, 2

a0 =0

na podminky
$1(0) = ¢o, ¢2(0) =0

K TeSeni této soustavy pouzijeme TeSi¢ ode4b, coz je jednokrokovd metoda
typu Runge—Kutt Algoritmus vypoétu je uveden v Pfiloze 2. ReSeni rovnice
(5) se znézormnuje tzv. fazovym portrétem, kde situaci v ¢ase ¢ znézornuje dvojice

thel ¢ a tthlova rychlost %. Tvar fazového portrétu zavisi na ¢tytech parametrech

'Metody Runge-Kutta jsou struéné popsany v Ptiloze 1
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b, wi, A, wp. V nasledujicich fazovych portrétech budeme fixovat parametry b,

wi a wp, a to takto

1 2
b:§, wgzl, tzg.

Budeme ménit pouze amplitudu A. Také nebudeme vykreslovat prechodovou fazi,
ale vykreslime az konecny vysledek, abychom lépe vidéli chovani kyvadla. Zdro-

jovy kod pro uvedené fazové portréty je uveden v Priloze 2.

uhlova rychlost dgfdt
ot
o [y} —_
1 1 1

=
(B}
T
1

—_
T
1

uhel i)

Obrazek 11: Fazovy portrét reseni rovnice pro A = 0.9. Pro takto zvolenou
amplitudu vykazuje matematické kyvadlo periodické chovani.
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T

05F

uhlava rychlost dg/dt

uhel ¢t

Obréazek 12: Fazovy portrét feSeni rovnice pro A = 1.07. Pro takto zvolenou
amplitudu vidime zdvojeni periody.

uhlova rychlost dg/dt

. | | | | | |
-135 -130 -125 -120 -115 -10 -105 -100
uhel ¢t}

Obrazek 13: Fazovy portrét feSeni rovnice (5)) pro A = 1.15. Pro takto zvolenou
amplitudu vykazuje matematické kyvadlo chaoticky pohyb.

V nésledujici kapitole propojime Sarkovského vétu a matematické kyvadlo.
Nadefinujeme Poincarého zobrazeni, které nasledné upravime tak, abychom na

toto zobrazeni mohli aplikovat Sarkovského vétu.
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5 Aplikace Sarkovského véty

5.1 Poincarého zobrazeni

Nejdrive vysvétlime pojem Poincarého zobrazeni. Poincarého zobrazeni je zobra-

zeni, které vypada takto

Pr 2 (6(0), w(0)) — (&(T), w(T)),

kde T je perioda pravé strany, ¢(7') je vychylka matematického kyvadla v case
T a w(T) je uhlova rychlost v ¢ase T'. Tedy

Pr:R? - R?

Studium tohoto zobrazeni pro nés neni zajimavé, nebot toto zobrazeni je z R?

do R?, ale my chceme pouzit Sarkovského vétu, kters plati pro spojité funkce z R

do R. Proto fixujeme w(0) = 0 a sledujeme zobrazeni, které poc¢ate¢ni vychylce

matematického kyvadla ptitadi vychylku v ¢ase T' = 3—; O w(T) se nezajimame.
Tedy

P ¢(0) — o(T) (9)

Na tomto zobrazeni budeme ilustrovat Sarkovského vétu pro riizné hodnoty
amplitudy budici sily A. Zobrazeni @D nema analyticky pfredpis, proto budeme v
nasledujicim hledat periodické body graficky pomoci softwaru Matlab 7.

Nyni vykreslime grafy zobrazeni @ pro rtizné amplitudy A. Parametry b, w?

a wp fixujeme jako v predchozim, tedy takto

b:

1
> wgzl, wp =

Algoritmus nize vykreslenych graft je uveden v Priloze 3.
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Obrazek 14: Graf zobrazeni @ pro A =10.9.

Obrazek 15: Graf zobrazeni (9) pro A = 1.07.
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Obréazek 16: Graf zobrazeni @ pro A = 1.15.

5.2 Periodické body zobrazeni ((9)

Déle budeme hledat periodické body zobrazeni (9). Toto neni zajimavé pro
amplitudy A = 0.9 a A = 1.07, nebot zobrazeni @ ma pro tyto amplitudy pouze
pevné body (algoritmus je uveden v Ptiloze 4). Dale budeme uvaZovat pouze
amplitudu A = 1.15.

Nejdfive nalezneme pevné body zobrazeni @D To provedeme tak, ze do grafu
zobrazeni (9) piikreslime pfimku f(z) = x. Priseciky pfimky f(z) = z a grafu
zobrazeni (9) oznacuji pevné body (9) (viz Obrazek 17). Algoritmus nalezeni

pevnych bodu je uveden v Piiloze 4.
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Obréazek 17: Pevné body zobrazeni () pro A = 1.15.

Vidime, ze zobrazeni @ ma dva pevné body. Uvazujme napriklad pevny bod
xr = —2.163

a vykresleme chovani matematické kyvadla (algoritmus je uveden v Ptiloze 5),

jehoz pocétecni vychylka odpovida pevnému bodu z (viz Obrazek 18).

Obrazek 18: Chovani matematického kyvadla na intervalu [0, T] pro pocatecni
vychylku x = —2.163.
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Na Obrazku 18 vidime, ze pro zvolenou pocatecni vychylku x se matematické
kyvadlo po uplynuti c¢asu T vraci zpét do ptvodni vychylky .

Nyni se pokusime najit periodicky bod zobrazeni @, ktery méa periodou 3.
Jestli se nAm toto podaii, potom ze Sarkovského véty plyne, Ze zobrazeni @
ma body vsSech prirozenych period. Bod s periodou 3 budeme hledat tak, ze
najdeme pevné body treti iterace zobrazeni @D, které soucasné nejsou pevnymi
body zobrazeni @D ani jeho druhé iterace. Vykresleme tedy graf tfeti iterace

zobrazeni () a zndzornéme pevné body (viz Obrazek 19).

_20 1 1 1 1 1 1 1
4 B B -

Obrazek 19: Pevné body tfeti iterace zobrazeni (9) pro A = 1.15.

Vidime, Ze treti iterace zobrazeni @ ma 8 pevnych bod. Uvazujme napriklad
bod
x = 0.048

Spocitejme hodnoty P(zx), P?(z) a P3(x). V§polet téchto bodi je uveden
v Piiloze 3. Pro spocitani P(x) pustime kyvadlo s podateénimi podminkami
$(0) = ¢(T) a w(0) = 0. P(z) = —1.6902. Nyni spoéitame P?(z). To prove-
deme tak, ze znovu pustime kyvadlo s poc¢ateénimi podminkami ¢(0) = ¢(T) a

w(0) = 0. P*(x) = —2.9270. Analogicky, tedy opét pustime kyvadlo s pocated-
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nimi podminkami ¢(0) = ¢(T) a w(0) = 0, spoéteme hodnotu v bodé P3(x).
P3(z) = 0.048. Vidime, 7e P?(z) = x, tedy zobrazeni @ ma bod s periodou 3.
Nyni ale ukdzeme (viz Obrazek 20), ze 3—periodicky bod zobrazeni @ neod-

povida 3—periodickému TesSeni rovnice matematické kyvadla .

a 5 10 15 20 25 30

Obréazek 20: Chovani matematického kyvadla na intervalu [0, 37| pro pocatecni
vychylku x = 0.048.

Na Obrazku 20 vidime, Ze pro pocatecni vychylku z = 0.048 se matematické
kyvadlo po tfeti iteraci nevrati zpét do ptvodni vychylky .

Celkem tedy dostdvéme, Ze zobrazeni (9) ma pro A = 0.9 a A = 1.07 pouze
pevné body, ale pro A = 1.15 ma body vSech prirozenych period, to plyne ze
Sarkovského véty, nebot jsme nasli bod s periodou 3. Matematické kyvadlo pro

amplitudu A = 1.15 méa pouze body s periodou 1, tedy pevné body.
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ZAavér

V této bakalaiské praci jsme vyslovili Sarkovského vétu i jeji kompletni diikaz.
Nasledné jsme odvodili rovnici matematického kyvadla a matematického kyvadla
s tlumenim a periodickym buzenim. Matematické kyvadlo popisuje nelinearni
diferencialni rovnice druhého radu, ke které jsme pridali dvé pocateéni podminky.
Poté jsme vykreslili fazové portréty kyvadla. Tyto portréty zavisi na ctyfech
parametrech, a to b, w3, wp a A.

Stézejni ¢ast této prace nastala v paté kapitole, ve které jsme propojili Sar-
kovského vétu a matematické kyvadlo. To jsme ucinili tak, ze jsme zavedli pojem
Poincarého zobrazeni, které jsme nasledné upravili tak, aby bylo mozné aplikovat
Sarkovského vétu. Vykreslili jsme grafy “upraveného” Poincarého zobrazeni. Tyto
grafy opét z4visi na parametrech b, w3, wp a A. Naslednd jsme na toto zobrazeni
aplikovali Sarkovského vétu. To znamen4, Ze jsme hledali periodické body tohoto
zobrazeni. Zjistili jsme, pro jaké A ma toto zobrazeni pouze pevné body. Také
jsme nalezli A, pro néz méa toto zobrazeni periodické body vSech pfirozenych pe-
riod. Ukazali jsme, ze periodicky bod tohoto zobrazeni neodpovida periodickému
feSeni rovnice matematického kyvadla s tlumenim a periodickym buzenim.

P1i psani této bakalaiské prace jsem ziskal mnoho zkusSenosti. Naptiklad jsem
si prohloubil znalosti v softwaru matlab 7, pfipomnél jsem si psani matematic-
kych texti v typografickém systému TeX a zopakoval jsem si feSeni obycejnych
diferencialnich rovnic.

Vérim, ze usili vénované této bakalaiské praci mi bude pfinosem v dalsim

studiu.
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Priloha 1

Metody Runge-Kutta

Provedeme numericky vypocet funkce ¢ = ¢(t), kterd na intervalu [a, b] vyhovuje

rovnici
d¢ /
= (1) =¢'(t) = f(t,0(1)), (10)
kde f = f(t,¢(t)) je dand prava strana. Aby bylo feSeni urc¢eno jednoznacne,

pozadujeme splnéni pocatecni podminky

d(to) = ¢o.

Zakladnim principem numerického feseni je obvykle diskretizace proménnych.
Priblizné feseni se nekonstruuje jako spojita funkce. Zvolime kone¢nou mnozinu

bodt t;, 1 = 0,...,n takovych, ze
a=ty <t <ty < -+ <ty,_1<t,=h.

Tato mnozina se nazyva sit a jeji prvky se nazyvaji uzly. Vzdéalenost mezi dvéma
sousednimi uzly

hi =t —t;

se nazyva krok metody. Pro uzly ty = a, t1, ts,... se stanovi ¢isla ¢g, ¢1, ¢a,...,

ktera aproximuji hodnoty pfesného feseni ¢(ty), ¢(t1),.... Potom tedy plati
tlza+zhl, izO,l,...,n.

Novy stav v Case t; vzdy vypocteme na zakladé predchazejicich stavii v ¢asech
ti_1,tio,...,ti_. Pokud k = 1 hovorime o jednokrokové metodé.

Nejdrive uvazujme nejjednodussi jednokrokovou metodu feseni obycejnych di-
ferenciélni rovnic, kterou je Eulerova metoda. V diferencialni rovnici (10 nahra-
dime pfesnou hodnotu ¢(t;) jeji aproximaci ¢; a derivaci na levé strané vyjadiime

numericky, tj.

8 (1) = Flts 0(0)) = B2 (1,6
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Vyjadfenim ¢;,; dostaneme vzorec Eulerovy metody

Giv1 = ¢; + hif(ti, d:).

Nyni modifikaci Eulerovy metody ziskdme Rungeovy-Kuttovy metody. Pri
této metodé obdrzime nékolik odhadt derivace k; v p rtznych bodech. Metod
Runge-Kutta je vice. Nejcastéji uzivana je metoda Runge-Kutta 4. fadu. Pro jeji

jeden krok plati nasledujici vztahy
kl = f(tzv ¢Z)

hi hi
ky = f(t; + 57@ + kl?)

h; hi

ks = fti+ =, ¢ + k
3 f(z+27¢z+ 22)

ky = f(ti + hi, ¢ + ksh;)

Rungeova-Kuttova metoda 4. fadu tedy vapada takto

1
Git1 = ¢ + hzg(kl + 2k + 2k3 + k).

Tato metoda je pomérné presna, ale nevyhodou je, ze v kazdém kroku musime

¢tytikrat pocitat hodnotu funkce ¢.
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Priloha 2

Algoritmus vypoctu nelinearniho pripadu matematického
kyvadla

function dy = kyvadlo(t,y, A, b, c, w)
dy = [y(2); Axcos(w¥t) - bxy(2) - c*xsin(y(1))];

huvazuji rovnici y’’ + bxy’ + c*sin(y) = A*cos(wt)
%A je amplituda budici sily

%b je tlumici konstanta

%w uhlova rychlost

he=g/1

%g je tihove zrychleni, 1 je delka vlakna

hvykreslime fazovy portret kyvadla

A =1.15;

b =0.5;

c =1;

w = 2/3;

cas = 10000;

finula = pi/2; Y%pocatecni vychylka

omeganula = 0; %pocatecni rychlost

[T,Y] = oded45(@kyvadlo, [0 cas], [finula omeganulal, [], A, b, c, w);
length(Y);
n - floor(n/10);

n

m

plot(Y(m:n,1),Y(m:n,2),’k’)
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Priloha 3

Algoritmy pro zobrazeni (9)

function y = poincare(finula,Anula)

A = Anula;
b = 0.5;

c =1;

w = 2/3;

omeganula = 0; %pocatecni rychlost

[T,Y]=ode45(@kyvadlo, [0 2*pi/w], [finula omeganulal], [], A, b, c, w);

y = Y(length(Y),1);

% vykreslime graf zobrazeni (9)

1.15;

=
I

fli = -pi:.01:pi;
0*£fl1i;

ol
I

B
Il

length(£fli);

for i=1:1:n
finula = f1i(i);
p(i) = poincare(finula,A);

end

plot(fli,p,’k’)
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Priloha 4

Algoritmy pro pevné a periodické body zobrazeni (9)

A =1.15;
fl1i = -pi:.01:pi;
Oxfli;

e
I

B
Il

length(f1li);
for i=1:1:n
finula = fli(i);
p(i) = poincare(finula,A);
end
plot(fli,p,’k’)
hold on
plot(fli,fli,’b?)

% najdeme 3-periodicky bod
A =1.15;
fli = -pi:.01:pi;
p = O%fli;
n = length(fli);
for i=1:1:n
finula = fli(i);

pom = poincare(finula,A);

poml = poincare(pom,A); % druha iterace

p(i) = poincare(poml,A); % treti iterace
end

plot(fli,p,’k’)

hold on

plot(fli,fli,’b’)
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Priloha 5

Algoritmus pro chovani matematického kyvadla

A =1.15;
b = 0.5;
c =1;

w = 2/3;

cas = 2xpi/w;
finula = -2.163; Jpocatecni vychylka

omeganula = 0; %pocatecni rychlost

[T,Y] = ode45(@kyvadlo, [0 cas], [finula omeganulal, [], A, b, c, w);

plot(T,Y(:,1), k’)

xlabel(’t?)
ylabel(’\phi’)
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