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Uvod

Tématem prace jsou neparametrické testy. Na nasledujicich stranach se po-
kusim zminéné metody vysvétlit, ukazat jejich pouziti na konkrétnich datech a
chtéla bych se zamérit na jejich praktickou stranku. Tedy jak ovérit predpoklady,
provést vypocet a jak interpretovat vysledek testu, vzhledem k zadanym datum
a zkoumané hypotéze.

Neparametrické metody jsou soucasti velkého odvétvi testovani hypotéz.
Vzhledem k rozsahlé teorii testovani, kterou nelze do rozsahu této prace zahrnout,
bude préce urcena jiz pro ¢tenare, ktefi maji zakladni poznatky z matematické
statistiky. Pojmy jako ndhodny vybeér, distribué¢ni funkce, nulova a alternativni
hypotéza, kriticky obor apod. budu zde povazovat za obecnou znalost. Pokud
by vsak bylo tfeba si zdklady testovani hypotéz osvétlit, doporucuji napt. [,
kap. 7.1].

Pouziti neparametrickych testu je v praxi Siroké, protoze na data nekladou
takové piisné naroky jako klasické parametrické testy. Jak ndzev napovida, para-
metrické testy testuji néktery z parametru vétsinou normélniho rozdéleni (stredni
hodnotu nebo rozptyl) a k tomu je zapotiebi odhadu téchto parametru, které
vypocitame pouze pomoci puvodnich dat. Neparametrické testy testuji pouze
rozdéleni, zda je symetrické, zda dva vybéry pochazi se stejného rozdéleni apod.,
tedy neni zde testovan zadny parametr. Proto je mozné se u neparametrickych
testu omezit pouze na potadi velicin a puvodni data v podstaté nepotrebujeme.
Staci vedet, které pozorovani je vétsi a mensi. Diky této vlastnosti je okruh
pouziti neparametrickych testu mnohem veétsi nez testu klasickych. Pouzivame je
na situace, kdy o rozdéleni dat toho moc nevime, také na ordindlni data nebo na
vybéry s malym rozsahem. U mnoha neparametrickych testi nam postaci, kdyz

nahodny vybér bude pochézet z blize nespecifikovaného spojitého rozdéleni.

Prace je rozdélena na ¢tyti kapitoly, kdy jejich clenéni je urceno povahou

nulové a alternativni hypotézy. V kazdé kapitole bude popsana zakladni situace a



uvedeny nejpouzivanéjsi a nejznaméjsi testy tykajici se dané problematiky, rovnéz
bude na prikladu ukazan prakticky postup testovani. Budou déle srovnany ruzné
moznosti testovani, tedy ruéni pocitani, poc¢itani pomoci aproximaci a pouzitim
statistického softwaru R. Na zaveér kazdé kapitoly budou srovnany testy mezi
sebou v zavislosti na jejich pouziti na praktickém prikladu.

Pro tucely této prace jsem pomoci dotazniku a socialnich siti sesbirala nékolik
sad dat, které jsem nasledné analyzovala. Na tomto misté bych chtéla fict, ze data
slouzi jako konkrétni priklady obecné popsanych situaci pro pouziti vybranych ne-
parametrickych testu a cilem prace neni jakykoliv sociologicky pruzkum, protoze
pro absolutni regulérnost by bylo zapotiebi vétsitho vybéru a hlavné vétsi roz-
manitosti, nez je k dispozici skrze socialni sité. Data tedy slouzi pro predvedeni
postupu testovani a hlavné pro ukazku interpretace vysledku. Neznamena to vsak,
ze by data porusovala zakladni predpoklady nutné pro pouziti neparametrickych
testu. Pouze zaveéry, které z testu vyplynou, je tfeba brat opatrné a negenerali-
zovat je na celou populaci. Presto se ale domnivam, ze piinosem préce by mohl

byt pravé jeji prakticky nahled na problematiku neparametrickych test.



1 Hypotéza shody dvou populaci proti alterna-
tivé posunuti

Populace, neboli zakladni soubor, reprezentuje realitu, kterou zamyslime
zkoumat. Populaci tvofi statistické jednotky, na kterych chceme pozorovat urcity
znak, vlastnost. Vzhledem k finan¢ni a ¢asové naroc¢nosti pozorovani celé popu-
lace se utvoti tzv. vybér. Statistické jednotky zahrnuté do vybéru nazyvame sub-
jekty, na kterych ptimo provadime pozadované pozorovani nebo méreni. Data,
ziskana pozorovanim, jsou pak realizacemi ndhodnych veli¢in, protoze pro dva
ruzné vybéry z téze populace muzeme stejnym pozorovanim ziskat dvé ruzné
sady dat. Kazdy vyzkum se pak provadi za ucelem zodpovézeni otazek, které
jiz méame urcené doptredu nebo mohou vyplynout béhem samotného sbirani dat.
Tyto otazky nazyvame hypotézy.

Vysvétlime-li na prikladu, populaci tvori skolaci zakladnich skol celé repub-
liky. Statistickou jednotkou je kazdy jednotlivy skoldk a chceme zjistit, neboli bu-
deme testovat hypotézu, ze prumérna hodnota IQ u skolaku je 100. Provedeme
tzv. dvoustupnovy vybér. Nejprve ze vSech zdkladnich skol republiky nahodné
vybereme napt. 10 skol. Na kazdé vybrané skole vybereme ndhodné dvé tiidy,
které otestujeme inteligencnim testem. Z provedenych pozorovani ziskame sadu
dat, na kterou aplikujeme statistické testy. Tento ptiklad odpovida situaci, kdy
mame jeden nahodny vybér z jedné populace. Kdybychom chtéli vytvorit situaci
dvou populaci, pak bychom kromé zaku zakladnich skol ndhodné vybrali stu-
denty stfednich skol a testovali bychom, ze prumeérné 1Q u zaku zakladnich skol
je stejné jako u studentu stfednich skol. Dvéma ndhodnymi vybéry se budeme
déle zabyvat, pricemz zdkladni model popiseme matematicky, cerpano z [0].

Necht X, X5, ..., X,, a Y1,Ys,....Y, jsou dva nezdvislé ndhodné vybéry ze
dvou populaci, jez po fadé pochézeji z rozdéleni F' a G, m a n jsou pevné roz-
sahy vybéru. Déle budeme pouzivat tzv. sdruzeny vybér Xi,..., X,,,Y1,...,Yn,
o rozsahu m + n. Matematicky mé nulova a alternativni hypotéza tvar:

Hy: F =G,

H :Gx)=F(x—A),A#0,



neboli mame nulovou hypotézu o shodnosti rozdéleni vybéru proti alternativeé, ze
se jejich distribu¢ni funkce lisi v posunuti o nezndmy parametr A. Vzhledem
k faktu, ze rozdéleni nahodné veli¢iny jednoznacné urcuje jeji distribuc¢ni funkci
a naopak, nebudeme oznaceni rozdéleni a k nim piislusnych distribucnich funkei
rozliSovat, resp. pri formulaci hypotéz je tvrzeni o shodnosti rozdéleni ekvivalentni
se shodnosti odpovidajicich distribu¢nich funkci.

V piipadé A # 0 médme oboustrannou alternativu, ktera nam tika, ze se dis-
tribu¢ni funkce lis{ v posunuti, ale nefika jakym smérem. Lze tedy podle volby
A formulovat i jednostrannou alternativu. Pro A > 0 dostavame pravostrannou
alternativu a ocekavame, ze hodnoty vybéru Y7, ..., Y, budou vétsi nez hodnoty
X1, ..., X,,. Naopak prti levostranné alternative, kdy A < 0, ocekavame, ze hod-
noty vybéru Yy, ..., Y, budou mensi nez hodnoty Xi,..., X,,. Volba alternativy
samoziejmé ovlivni tvar kritického oboru a volbu kritickych hodnot. Tato proble-
matika bude rozvedena pozdéji pro kazdy test zvlast.

Déle oznacime Ry, ..., R,, poradi velicin Xi, ..., X,, ve sdruzeném vybéru
sefazeném podle velikosti od nejmensi hodnoty po nejvétsi a Sy, ...,.5, potradi
velicin Y7, ..., Y,,. Zpravidla se oznaceni vybéru voli tak, aby platilo m > n.

Nyni pristoupime k praktické analyze. Popsany model lze pouzit na tii

zakladni situace:
e situace (1.a) - dva nezdvislé vybéry ze dvou populaci, testujeme shodnost;

e situace (1.b) - dva nezdvislé vybéry z jedné populace - kontrola, osetfent,

testujeme vliv oSetfent;

e situace (l.c) - dva nezavislé vybéry z jedné populace, kazdy s jinym

oSetTenim, testujeme shodnost v efektu osetteni.

Typickym piikladem situace (1.a) je vybér z populace Zzen a vybér z populace
muzu, kdy bychom mohli zkoumat, jak velké spropitné davaji v zabavnich pod-
nicich. Sledovali bychom platby jednotlivych hosti a zapisovali si hodnotu spro-
pitného. Nezavislost by byla v ramci vybéru dosahnuta tim, ze by hosté chodili

platit jednotlivé a nevédeéli by, jaké spropitné nechavaji ostatni. Nezavislost mezi
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muzi a zenami by navic byla dana tim, Ze mezi nimi neni jakykoli pribuzensky
nebo partnersky vztah. Dale bychom testovali nulovou hypotézu, ze muzi a zeny
nechavaji stejné spropitné. Oboustranna alternativa by tikala, ze vyse spropitného
se ligf. Jednostranné alternativy by testovaly, Ze bud Zeny dévaji mensi spropitné
nez muzi, nebo naopak vétsi. Dalsim piikladem by mohlo byt sledovani fidi¢skych
schopnosti u muzu a u zen, zkoumani zivotni spokojenosti u lidi zijicich ve mésté
a lidi z venkova nebo vyzkum postoje k détem u zenatych muzu proti svobodnym.

Situace (1.b) je nejlépe aplikovatelnd na biomedicinské vyzkumy. Reknéme, ze
mame skupinu pacientu s vysokym krevnim tlakem a chceme testovat vliv nového
léku, ktery by mél tlak snizit. Pacienty nahodné rozdélime do skupiny kontrolni a
do skupiny s oSetienim, kdy oSetfenim rozumime podani léku. Nulova hypotéza
testuje, ze osetfeni nema vliv na krevni tlak, a v tomto piipadé bereme jednostran-
nou alternativu, ktera tika, ze osetfeni krevni tlak snizuje. Stejny princip bychom
pouzili u vétsiny lékarskych vyzkumu, kde se sleduje vliv nového léku nebo nové
metody operace. Co se tyce splnéni predpokladu, pak nezavislosti mezi skupinami
docilime nahodnym prifazenim kontroly a oSetfeni. Nahodnym pritazenim do sku-
pin dale 1épe promichame nezohlednéné faktory, snizime moznost ovliviovani se
mezi subjekty a v nékterych pripadech budeme moct i ur¢it kauzalitu. V ramci
skupiny je nezavislost dana tim, ze pacienti netusi, ve které skupiné jsou, tedy se
nemuzou mezi sebou ovliviiovat, a ani nemuze hrat roli placebo efekt. Rozdéleni
do skupin muzeme provést tak, ze pomoci generatoru cisel priradime kazdému
pacientovi 0 nebo 1. Pacienti s 0 pak budou ve skupiné kontrolni a bude jim
podano placebo a na pacienty s 1 se aplikuje oSetieni. Obdobné bychom si mohli
u kazdého pacienta hodit minci a podle toho, jak padne rub a lic, je rozdélit.
Zamyslime-li se nad predpokladem o pevnych rozsazich vybéru, nabizi se otazka,
zda timto postupem pevny rozsah dodrzime. Hod minci je totiz ndhodny pokus a
v ptipadé, ze budeme mit napt. 100 pacienti, nemusime dosdhnout pozadovanych
rozsahu (napf. 50 na 50). Jednou moznosti je hézet tak dlouho, dokud jedna sku-
pina nebude naplnéna a potom zbytek automaticky zaradit do druhé. Na druhou

stranu, at uz prifadime oSetfeni a kontrolu jakkoli, v okamziku, kdy zacneme



s daty pracovat a rozsahy neménime, pak je uz muzeme povazovat za pevné.

Tento postup by Sel aplikovat i pro zkoumani efektu nové ucéebni metody
u student nebo nového hnojiva u rostlin, kdy na ¢dst pudy by bylo pouzito
nové hnojivo, druhd ¢ast by se nechala bez hnojeni a sledoval by se vliv hnojeni
na rust rostlin. Dalsim ptikladem, ktery by se mohl zdat jako typicky pro tuto
situaci, je zkoumani kuraku a nekurdku, resp. vliv koufeni na zdravi jedince.
Idealni by bylo nahodné vybranym nekurakum ptitadit, zda zustanou nekuraci,
nebo jestli zacnou koutit. Védeéli bychom, jak casto a jak dlouho kouii a podle
toho pak snadno vyvodit vliv koufeni na zdravi a piipadné prokazat i kauzalitu.
Mohli bychom zjistit, ze jestlize clovék kouii, pak bude mit zdravotni problémy.
Avsak z etického hlediska nelze nahodné nekurakum prikazat, aby zacli koufit,
a tak si ovérit vliv koufeni, a proto je tfeba postupovat jinak. Provedli bychom
dva ndhodné vybéry, kdy jeden by byl z populace nekuirdku a druhy z populace
kutdku. Problém kuidku a nekuidku je proto vhodnéjsi chapat jako situaci (1.a).

Velmi presvedéivy piiklad pro situaci (1.c) jsou ndhodné vybrané dvé sku-
piny studentu ze stejné populace, kdy na kazdou skupinu aplikujeme oSetieni,
kterym rozumime ruzné vyucovaci metody. Po skonceni vyuky se pak kazdé sku-
piné da védomostni test a vysledky se porovnaji. Chceme tedy testovat nulovou
hypotézu, ze metody vyuky jsou stejné ucinné, oproti oboustranné alternative,
ze stejné ucinné nejsou. Nemame-li predem dany odhad o tom, ktera metoda je
lepsi, oboustranna alternativa je nejvhodnéjsi volbou, protoze chceme zjistit, jestli
vubec se jejich ucinnost lisi. Pro testovani stejné hypotézy bychom mohli provést
trochu jiny zpusob vybéru, kdy vybereme jednu skupinu studentu, kterym pak
nahodné ruznd osetfeni priradime (napt. hodem minci). Obdobné by situace (1.c)
odpovidala zkouméani vlivu dvou ruznych hnojiv na rust rostlin. Na jednu ¢ést
pudy by se aplikovalo jedno hnojivo, na druhou ¢ast pudy jiné a nulova hypotéza
by testovala shodnost v efektu hnojiv oproti oboustranné alternativé, ze hnojiva
jsou ruzné ucinnd. Analogicky by se dala testovat uc¢innost dvou ruznych léku,
metod vycviku zvitat, zpusobu tréninku sportovcu apod.

Predpoklady matematického modelu shrneme do nasledujicich bodu:



e (AL.1): Xy,...,X,, a Yy, ..., Y, jsou ndhodné vybéry ze spojitych rozdélent;
e (Al1.2): vybéry jsou nezavislé;
e (A1.3): rozsahy vybérti m a n jsou pevné.

Predpoklady plati pro vsSechny testy této kapitoly, nebude-li feceno jinak.
Predpoklad spojitosti je dulezity kvuli tzv. shodam, coz jsou pozorovani, kterd
maji stejnou hodnotu a neni mozné jim jednoznacné priradit potadi. Predpoklad
spojitosti ma zarucit, ze pravdépodobnost shod je nulova. Vyskyt shod totiz
narusuje presnost tabelovanych kritickych hodnot a limitnich aproximaci u jed-
notlivych testu. V praxi tedy muzeme bez omezeni pracovat s diskrétnimi daty,
pokud se v nich nevyskytuji shody. Nékdy se vSak shoddm nevyhneme, a potom
je potfeba upravenych testovych statistik. Pokud mame velky vybér a shod je
malo, muzeme je vypustit a bez problému pouzit tabelovanych kritickych hodnot
a aproximace. Jinou moznosti je prifazeni prumérnych poradi, kdy pak muzeme
pracovat s upravenou testovou statistikou a normalni aproximaci, je-li k dispozici,
nebo pouzit tabelovanych kritickych hodnot a aproximace pro data beze shod, ale
mit na védomi, ze uz je vysledek nepresny. Formulace testu této kapitoly pochazi

hlavné z [2, 3].

1.1 Dvouvybérovy Wilcoxontiv test

Jeden z nejstarsich neparametrickych testi byl predstaven Frankem Wilco-
xonem v roce 1945 a byl formulovén pro stejné rozsahy vybéru (m = n). O dva
roky pozdéji jej pak rozsitili Henry Mann a Donald R. Whitney pro rizné rozsahy
(m # n) a stanovili tabulky kritickych hodnot pro malé m a n, éerpano z [3].

Ozna¢me soucty potradi ndhodnych vybéru

Ti=Y R, Ty=)» & (1.1)

Potom zaved me

1 1
Ulzmn+§m(m+1)—T1, ngmn+§n(n+1)—T2, (1.2)
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kdy test zalozen na U; a U se nazyva Mannuv-Whitneyho test a test zalozen na

T je dvouvybérovy Wilcoxonuv test. Déle oznacme

Hodnotu MW porovname s odpovidajici tabelovanou kritickou hodnotou pro
oboustranny test W.(«), dohledatelné v [¢]. Plati-li MW < W.(«), pak nulovou
hypotézu na dané hladiné o zamitdme oproti oboustranné alternativé. Je mozné
si v§imnout, ze pro oboustrannou alternativu je test formulovan s jednostrannym
kritickym oborem.

Kritické hodnoty W,(«) v tabulkdch jsou uvadény pro oboustranny test tak,
aby dodrzel hladinu a. Tabulky pro jednostranné testy specidlné uvadény nejsou.
Jestlize budeme testovat proti jednostranné alternativé na hladiné «, kritickou
hodnotu musime vzit z tabulek pro oboustranny test, ktery ma hladinu 2« tedy
pouzijeme kritickou hodnotu W.(2a). Neboli pro jednostranny test na hladiné
0,05 pouzijeme tabulky urcené oboustrannému testu s hladinou 0,1. Je treba
si davat pozor, které tabelované kritické hodnoty pouzivame, protoze existuji i
tabulky pro statistiku 7;. V tomto textu budeme vsak T a T, pouzivat jen pro
vypocet Uy, Us.

Testujeme-li pravostrannou alternativu, pak pro ni budou svédé¢it malé hod-
noty Us, a bude-li Uy < W.(2«), zamitneme nulovou hypotézu na hladiné «.
V piipadé levostranné alternativy, pokud U; < W.(2«), pak zamitdme nulovou
hypotézu na hladiné a.

Pro vétsi rozsahy vybéru (obvykle m > 10,n > 10) je mozné vyuzit asympto-
tického norméalniho rozdéleni veliciny U; a pouzit statistiku:

U, — EU 1 1
=1 kde EU, = 5mn, varlU; = Emn(m +n+1). (1.4)

Uuw = Sl
Jestlize |Unrw| > u(1 — §), pak zamitdme nulovou hypotézu proti oboustranné
alternativé na hladiné testu «, kde u(1 — §) je (1 — §)-kvantil rozdéleni N (0, 1).
V pripadé pravostranné alternativy, A > 0, budou v jeji prospéch svédcit vetsi
hodnoty statistiky Uy a Ho budeme zamitat, jestlize Uy > u(1 — o). Analo-

gicky pfi levostranné alternativé, A < 0, budeme zamitat Hy, kdyz Uy < u(a).
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Vyskytuji-li se ve vybéru shody, potom jim pritadime prumérna potadi a pro

presny vysledek je tfeba misto Uy pouzit upravenou statistiku

U — mn

mn
. 2
Ul = ,
T
mn N3—_N _ Z -t
N(N-1) 12 Lo T2
1=

kde N =m+n, r je pocet shod a t; je nasobnost i-té shody z [1, str. 103].

(1.5)

Pouzijeme-li software R, je mozné si nastavit typ alternativy a pouzit prislusny
test podle toho, zda se ve vybéru vyskytuji shody. Pro vybéry beze shod
pouzijeme funkci wilcox.test a pro vybér se shodami wilcox.exact. Podle
zadanych parametru probéhne vypocet a vystupem pak byva p-hodnota, na
zakladé které pak rozhodujeme o zamitnuti nebo nezamitnuti nulové hypotézy.
Pripomeneme, ze H, zamitame, jestlize p-hodnota je mensi nez hladina testu «.

Zobecnénim dvouvybérového Wilcoxonova testu je tzv. Kruskaluv-Wallisuv
test pro shodu vice populaci. Testuje hypotézu, ze vSech k vybéru pochézi ze
stejného rozdéleni, oproti alternative, ze alespon jeden pochéazi z jiného. Pii
zamitnuti nulové hypotézy pak existuji metody, pomoci kterych je mozno odha-
lit, kterych dvojic se rozdilnost tykd. V pripadé, ze bychom Kruskaliuv-Wallistv
test pouzili na dva nezavislé nahodné vybéry, pak test splyva s oboustrannym
dvouvybérovym Wilcoxonovym testem. Veskerou teorii a odvozeni je mozné najit
napf. v [3, str. 291].

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test lze sice pouzit i pro testy s obecnou alterna-
tivou Hy : F # G, avSsak je mnohem citlivéjsi pravé na alternativu posunuti,

resp. pii alternativé posunuti ma mnohem vétsi silu.

1.2 Van der Waerdenuv test

Pro formulaci testu oznacme @ distribuéni funkci rozdéleni N(0,1) a ®~!
jeji odpovidajici kvantilovou funkci. Test je vhodny pro rozdéleni velmi blizka

normalnimu a testova statistika ma tvar

VW = Z@ <m+n+1) (1.6)
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Kritické hodnoty VW,.(«) jsou pro m +n < 50, |m — n| < 5 tabelovany
v [9]. Jeli [VIW| > VW,.(«), pak zamitdme H, proti oboustranné alterna-
tive. V ptipadé jednostranného testu opét pouzivame kritické hodnoty VW, (2«)
obdobné jako u dvouvybérového Wilcoxonova testu. Pii pravostranné alterna-
tivé (resp. levostranné) zamitdme nulovou hypotézu, kdyz VW > VIV.(2«)
(resp. VIWW < —VW,.(2a)). Dale za platnosti Hy je rozdéleni statistiky VW sy-
metrické kolem jeji stiedni hodnoty EVIWW = 0 a rozptyl je dan nasledovné:

varVIW = <m+n)8;‘1”+n+ 5 mil {qu (m)r (1.7)

i=1

Asymptoticky, pro m,n — oo, pak plati

U — VW
v vvarVW

a v piipadé oboustranného testu pro |Uyw| > u(l — §) Ho zamitdme. Pro pra-

N(0,1) (1.8)

vostrannou alternativu, A > 0, svédéi vétsi hodnoty statistiky Uy a budeme
zamitat, kdyz Uyw > u(l — «). Naopak pro levostrannou alternativu, A < 0,
svedci hodnoty mensi a zamitame pro Uyy < u(ar). Pii pouziti statistického soft-
waru zvolime funkci gn. test, nastavime si, ze chceme pouzit Van der Waerdentuv
test, dédle testovanou alternativu a ziskame p-hodnotu, podle které rozhodneme
o zamitnuti nebo nezamitnuti H,.

V pripadé malého poctu shod se postup testovani neméni a shoddam jsou
prifazena prumérnd poradi, se kterymi se dale pracuje. V pripadé velkého poctu
shod jiz tabelované kritické hodnoty a norméalni aproximaci neni mozné pouzit.
Avsak odvodit presné rozdéleni testové statistiky je naroéné, a proto zde budeme
resit jen priklady, kdy je mozné tabelovanych hodnot a normalni aproximace

vyuzit, popi. budeme pocitat s jistou nepresnosti.

1.3 Medianovy test

Testova statistika ma tvar
M:il sign S-—l(m+n+1) +1 (1.9)
2 72

13



a za Hy mé symetrické rozdéleni kolem své stiedni hodnoty EM = 7. Déle lze

urcit jeji rozptyl:

mn ,
m, Pro m +n SU_de,
varM =
mn . ,
m, prom +n liché.

Asymptoticky, pro m,n — oo, za platnosti Hy plati:

U — M —-EM
M vvarM

kdy nulovou hypotézu budeme zamitat ve prospéch oboustranné alternativy,

~ N(0,1), (1.10)

jestlize |Up| > u(l — §). Mdme-li pravostrannou alternativu, A > 0, pak Hy
zamitame, kdyz Uy > u(l — «). V piipadé levostranné alternativy, A < 0,
zamitneme nulovou hypotézu, jestlize Uy < u(a). Lze dokézat, ze statistika M
ma hypergeometrické rozdéleni, avsak v tomto textu ji budeme pouzivat pouze
pro vypocet statistiky Uys. Co se tyce softwaru R, neexistuje pro medidanovy test
definovana funkce jako pro predeslé dva testy. U piikladu se tedy omezime pouze
na normalni aproximaci.

Medidnovy test je vhodné pouzit pro tzv. cenzorované vybéry, coz jsou vybéry
s extrémnimi hodnotami na obou koncich, o kterych vime pouze to, ze presahuji
ur¢itou mez. Obecné ma test vuci predeslym dvéma testim mensi silu, tedy
pravdépodobnost, ze zamitneme nulovou hypotézu, kdyz neplati, je mensi, ale
jak uvadi [3], v ptipadé testovani dat, které pochazi z dvojité exponencidlniho

rozdéleni, muze byt pouziti medidnového testu vhodnéjsi.

Souhrnem, v pripadé vybéri z normdalniho rozdéleni je samoziejmosti vo-
lit klasicky dvouvybérovy t-test, ktery je nejsilngjsi za predpokladu normality.
V pripadé, kdy je vétsi pocet odlehlych hodnot nebo je porusena normalita, je
vhodnéjsi volbou dvouvybérovy Wilcoxoniuv test. Van der Waerdenuv test ma
pomérné velkou silu pro data z rozdéleni velmi blizké normalnimu, avsak pro
slozitost vypoc¢tu muze byt Wilcoxonuv test vyhovujici. Medianovy test je pak
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mnohem silngjsi pro data z rozdéleni s tézkymi chvosty, jako je napt. dvojité
exponencialni rozdéleni. V pripadé shod je tieba pouzit upravenych statistik a
kritickych hodnot. V ramci pozorovani se shodam snazime vyhnout, ale mnohdy
nemame na vybér a je tieba data se shodami analyzovat. Usnadnénim pak muze

byt pouziti softwaru za predpokladu spravné pouzitych funkei.

1.4 Aplikace testti

V této podkapitole si pro ruzna data predvedeme postup testovani, jak pro
stejné rozsahy vybéru, tak pro ruzné. Ukazeme si postup pro pripady se shodami i
beze shod a budeme testovat proti jednostrannym i oboustrannym alternativam.

Testy budeme provadét na hladiné o« = 0, 05, nebude-li feceno jinak.

Priklad 1.1. U Zen a muzu bylo zkoumano, kolik vlastni para bot. Muzeme fici,
ze zeny vlastni vice paru bot nez muzi? Data byla sesbirdna vlastnim dotaznikem
pomoci socialnich siti.

zeny: 20, 24, 11, 25, 18, 32, 14, 37, 9, 28
muzi: 5, 7, 2, 3, 10, 4, 8, 13

Reseni. Pifklad koresponduje se situact (1.a), kterd byla popsana na zacatku ka-
pitoly. Potencidlni poruseni predpokladu (A1.1) o ndhodném vybéru by mohlo byt
zpusobeno mensi rozmanitosti vybéru. Socidlni sité totiz nepouzivaji vSichni a po-
kud by dotaznik vyplnilo pét kamaradek, které jsou zapaleny do moédy a nakupuji
spolu, muzeme ocekavat, ze pocty paru bot budou na sobé zavislé. Dale soucésti
(A1.1) je predpoklad spojitosti, ktery je zde sice porusen, ale protoze se zde nevy-
skytuji zddné shody, poruseni spojitosti nevadi. Predpoklad (A1.2) o nezavislosti
mezi muzi a zenami by mohl byt porusen tehdy, pokud by dotaznik vyplnili
napf. partneti nebo manzelé, ktef{ maji spolecny domaci rozpocet, a nakupovani
je ovlivnéno vysi spolecného vydélku. Protoze byl dotaznik anonymni a jediné, co
respondenti uvadeéli, bylo pohlavi, nemuzeme védét, zda u nékterych dvojic hrozi
zavislost pozorovani a budeme tedy povazovat nezavislost za splnénou. Co se tyce

predpokladu (A1.3) o pevném rozsahu vybéru, dotaznikem bylo sesbirdno vice jak
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50 hodnot, pricemz zeny odpovidaly castéji. Pro tucely této prace bylo ndhodné
vybréano 10 pozorovani zen a 8 pozorovani muzu, aby bylo snadnéjsi ukazat ruéni
pocitani testovych statistik. Protoze si ale takto ur¢ime rozsah vybéru a jakkoli
s nim nehybeme, muzeme predpoklad (A1.3) povazovat za splnény.

Oznac¢me X1, ..., X19 pocty paru bot zen, Y1, ..., Ys pocCty paru bot muzu a je

zirejmé, ze m = 10, n = 8. Slovni formulace hypotéz je néasledujici:

Hy : pocet paru bot u zen a muzu se nelisi,

H; : Zeny vlastni vice paru bot nez muzi.

Matematicky se jedna o levostrannou alternativu Hy : G(z) = F(z — A), A <0,
protoze ocekavame, ze hodnoty Y7, ..., Yg budou nizsi.

Utvoiime sdruzeny vybér, ktery sefadime podle velikosti a pozorovanim
pritadime poradi. Hodnoty pozorovani X, ..., X a jim prislusna poradi Ry, ..., Rig

jsou vyznaceny tucné.

pozorovani | 2 3 4 5 7 &8 9 10 11
poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pozorovani | 13 14 18 20 24 25 28 32 37
poradi 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Nyni je vSe nachystano pro vypocet testovych statistik a zacneme dvouvybérovym
Wilcoxonovym testem. Protoze mame levostranny test, nebylo by tieba pocitat
statistiky T3 a Us, ale pro ukéazku jejich vypocteni uvedeme.

Pomoci (1.1) vypocteme 17 a Ts:

T'=7T+9+11+12+13+ 14+ 15+ 16 + 17 + 18 = 132,
T =1+2+3+4+5+6+8+10=39.

Sprévny vypocet muzeme ovéfit pomoci vztahu Ty 4+ T = 2 (m +n)(m +n + 1),
ktery vyplyvé z formulace statistik Ty, Tb. Zde (10 4 8)(10 + 8 4 1) = 171, coz

se rovna souctu statistik 77 a Ty. Ddle uzitim (1.2) vypocteme statistiky Uy a Us:

Uy =10-8+1-10(10+1) — 132 = 3,
Uy=10-8+3-8(8+1)—39="77.
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Tabelovand kritickd hodnota je W,(0, 1) = 20, se kterou porovname U;. Vzhledem
k tomu, ze U; < W,(0, 1), zamitdme nulovou hypotézu na hladiné a = 0, 05 proti
jednostranné alternativé. V pripadé pouziti normalni aproximace vyuzijeme (1.4)

a dostaneme:
EU, =40, varU; = 126,6667, Uy = —3,2875.

Hodnotu Uy porovname s u(0,05) = —1,6449, tedy Upw < u(0,05) a nulovou
hypotézu proti jednostranné alternativé zamitame i timto zplusobem. Konecné
pouzijeme-li software R, resp. jeho funkci wilcox.test, dostaneme p-hodnotu
0,00016, ktera také velmi presvédéive zamita Hy proti jednostranné alternative na
hladiné testu 0,05. Pokud se nevyskytuji ve vybérech shody, funkce wilcox.test
pouziva pro stanoveni kritického oboru presné rozdéleni veliciny U;. Nepouziva
asymptotické rozdéleni, a proto je vysledek presnéjsi nez pii pouziti normalni
aproximace. Svédc¢i o tom i p-hodnota pro normalni aproximaci, ktera je rovna
0.00051 a je vétsi oproti p-hodnoté vypoctené softwarem. To znamend, ze test
pomoci normalni aproximace méné presveédcivé zamita Hy. Ruéné vypocitana p-

hodnota pro statistiku U; vychazi P(Ty > 132) = & = 0,00016, kde 7 je pocet

()

takovych souctu deseti libovolnych poradi, které jsou vétsi nebo rovny 132. Ruc¢né
vypocitana p-hodnota vychazi stejné jako p-hodnota vypoctena softwarem.

Pro nasi situaci vysledky dvouvybérového Wilcoxonova testu znamenaji, ze
zamitame shodnost v poctu paru bot u muzu a u zen a muzeme se domnivat, ze
zeny vlastni vice paru bot.

Pristoupime k pouziti Van der Waerdenova testu. Pouzitim vzorce (1.6)

dostavame

1 2 8 10
=o 1 — o — o — o1 — | =—5,9261.
v —ot () rart (E) 4 et (5) vert (35) = 5.0

Tabelované kritické hodnoty jsou k dispozici pouze pro oboustranny test s hladi-
nou « = 0, 05, tedy jednostranny test provedeme na hladiné o = 0, 025. Z tabulek
vycteme, ze VIW,(0,05) = 3,6, a protoze plati VIV < —VWW,(0,05), nulovou hy-

potézu na hladiné vyznamnosti 0,025 zamitdme. Zamitnuti na ptisnéjsi hladiné
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testu nam tika, ze bychom H, zamitli i pro a = 0, 05, a proto pro normalni apro-
ximaci Van der Waerdenova testu a vypocet v softwaru zustaneme u o = 0, 05.

Déle uzitim (1.7) spocteme

arV W 108 fj S L 2 3,1035
A% = =
(10 4+8)(10 +8 + 1) = 10+8+1 ’

a dosazenim do vzorce (1.8) dostaneme

—5,9261
Uy = ——= = —3, 3639.
W /31035
Hodnotu Uyy porovname s u(0,05) = —1,6449, tedy Uyw < u(0,05) a na

hladiné testu 0,05 zamitame Hj i pro normalni aproximaci. Do tfetice pouzijeme
funkci gn.test ve statistickém softwaru. Vystupem je p-hodnota 0,0015, pro
kterou zamitame nulovou hypotézu na hladiné 0,05. P-hodnota pro test s normalni
aproximaci vysla 0,0004 a je mensi nez p-hodnota dana funkci qn. test. Normalni
aproximace zamitd nulovou hypotézu o néco presvédciveji.

Van der Waerdentuv test zamitl nulovou hypotézu proti jednostranné alterna-
tivé a opét zamitdme shodu v poc¢tu paru bot u muzu a u zen a priklanime se
k alternativé, ze zeny vlastni vice paru.

Zbyva jesté pouzit na data test medidnovy. Uzitim (1.9) dostavame
1 , .
M = 3 {[sign(1 = 2) + 1] + ... + [sign(10 — L) + 1]} = 1.

. y , n , o .
Vime, ze plati EM = 3 a pro m+n sudé varM = Tmind D) Dosazenim dostaneme

EM =4 a varM = 1,0526. Podle vztahu (1.10) uréime statistiku Up;:

1—-4
Unp = ———— = —2.9240.
M /T,0526
Hodnotu Uy, porovname s u(0,05) = —1,6449, a protoze Uy < u(0,05),

zamitame Hy na hladiné testu 0,05 proti jednostranné alternativé. P-hodnota
vypocitana pomoci statistiky Uy, vysla 0,0017, tedy medidanovy test zamita nu-

lovou hypotézu méné presvédciveji nez predeslé dva testy.
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Pro tento piiklad jsme nulovou hypotézu zamitli vSemi tfemi testy. Neni proto
zadny duvod se domnivat, ze by Zeny vlastnily stejny pocet paru bot jako muzi.

Naopak se potvrdila domnénka, ze zeny maji vice paru bot.

Priiklad 1.2. Mame k dispozici data s tdaji o bolestivosti ramene po operaci,
prevzato z [7]. Jedné skupiné bylo provedeno osetteni navic, druhd skupina je kon-
trolni bez osetieni. Pacienti méli na stupnici od 1=mald bolestivost az po 5=velka
bolestivost ohodnotit prozitek bolesti. Lze se domnivat, ze oSetfeni snizuje boles-
tivost?

osetteni: 1, 2, 1, 2, 1, 2
kontrola: 3, 5, 1, 2, 4, 4, 3,

Reseni. Pifklad je v souladu se situaci (1.b). Piedpoklad (A1.1) o ndhodnych
vybérech ze spojitych rozdéleni je splnén pouze céastecné. Urcité totiz hod-
noty nepochézi ze spojitého rozdéleni, a navic se zde vyskytuji shody. Budeme
tedy prifazovat prumérna poradi a opatrnéji zachazet s testovymi statistikami.
Nezavislost jak v ramci skupiny, tak mezi skupinami by mohla byt potencidlné
porusena tim, ze by pacienti védéli, do které skupiny patii a mohli se snadnéji
ovliviiovat. Naopak nezavislost podporuje to, ze kazdy jedinec ma individualni
prozivani bolesti. Co se tyce rozsahu vybéru, opét byla data prevzata z vétsiho
souboru dat, ale stejné jako v minulém piikladu, muzeme rozsah povazovat za
pevny.

Oznacme Xj, ..., Xg hodnoty vybéru s oSetfenim a Y7, ..., Ys hodnoty kont-
rolntho vybéru. Déle je jasné, ze m = n = 8. Slovné formulujeme nulovou a

alternativni hypotézu:

Hy : oSetfeni nemad vliv na bolestivost,

H, : osetfeni bolestivost ramene snizuje.

Méame tedy pravostranny test s H; : G(z) = F(x — A),A > 0, protoze

ocekdvame, ze hodnoty kontrolni skupiny budou vétsi. Opét utvoiime sdruzeny
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vybér, seradime jej podle velikosti a pritadime prumeérna poradi. Hodnoty pozo-

rovani X, ..., Xg a jim piislusnych poradi Ry, ..., Rg jsou vyznaceny tucneé.

pozorovani 1 1 1 1 2 2 2 2
poradi 25 25 25 25 7 7 7 7
pozorovani 2 3 3 4 4 4 ) )
poradi 7 10,5 10,5 13 13 13 155 15,5

Poradi 2,5 pro pozorovani o hodnoté 1 jsme dosahli tak, ze klasickd potadi pro
prvni ¢ty hodnoty pozorovani jsou 1, 2, 3, 4 a metoda prumérnych potadi tyto
hodnoty zprumeéruje, a proto 2,5=(1+2+344)/4. Obdobné pak pro ostatni hod-
noty.

Zacnéme opét dvouvybérovym Wilcoxonovym testem. Spocitdme statistiky

Tl,TQ,Ul,UQ podle (11) a (12)
Ty =48,5, Ty=87,5, U, =515 U,=125.

Pokud by se pouzil postup pro piipad vybéru beze shod, pak kritickda hodnota
z tabulek W,(0,1) = 15 se porovna s Usy. Protoze Uy < W,, Hy bychom na hla-
diné 0,05 zamitli proti jednostranné alternativé. Pti pouziti normalni aproximace

dosadime do vzorcu (1.4) a dostaneme hodnotu testové statistiky
Unvw = 2, 0479,

kterou porovname s u(0,95) = 1,6449. Jelikoz Upw > u(0, 95), nulovou hypotézu
proti jednostranné alternativé pomoci normalni aproximace také zamitame.
Pouzijeme-li upravenou statistiku (1.5), dostaneme Uj,y, = 2,1044 a Hy opét
zamitame. Uzitim funkce wilcox.exact, ktera je urcena pravé pro piipady se
shodami, dostaneme p-hodnotu 0,0194 a na hladiné testu 0,05 muzeme nulovou
hypotézu zamitnout.

P-hodnota pro normalni aproximaci, tedy statistiku Up;y, vyjde 0,0203 a
je vétsi nez p-hodnota dand softwarem. To nam naznacuje, ze pouzitim funkce
wilcox.exact, ktera je pfimo definovand pro shody ve vybéru, dostavame
presvédcivéjsi vysledek. Koneéné p-hodnota testu pomoci upravené statistiky

Usrw vyjde 0,0177 a je velmi blizka p-hodnoté vypocitané softwarem a zaroven
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je 1 mensi, tedy nulovou hypotézu zamita presveédcivéji. Ve funkei wilcox.exact,
muzeme pak nastavit, aby pouzila normalni aproximaci upravenou pro shody,
misto presného rozdéleni, a potom vyjde p-hodnota 0,0177, kterd vychazi stejné
jako p-hodnota pro test zalozeny na Uj,y,. Dvouvybérovym Wilcoxonovym tes-
tem pokazdé zamitame nulovou hypotézu ve prospéch jednostranné alternativy,
a tedy se muzeme domnivat, ze oSetfeni snizuje bolestivost ramene.

Nyni pouzijeme Van der Waerdenuv test. Dosazenim do vzorcu (1.6), (1.7) a

(1.8) dostaneme
VW = 3, 47297 UVW - 2, 1147,

kdy pro statistiku VW opét uvazujeme hladinu testu 0,025. Pro pravostranny
test je kritickd hodnota VW,(0,05) = 3,39, a na této prisnéjsi hladiné nulo-
vou hypotézu zamitame. Hodnotu testové statistiky, ur¢enou pomoci normalni
aproximace, porovname s u(0,95) = 1,6449. Vidime, ze Uyy > u(0,95) a na hla-
diné 0,05 zamitame nulovou hypotézu proti jednostranné alternativé. Pouzitim
statistického softwaru dostdavame p-hodnotu 0,0389 a na hladiné 0,05 H, také
zamitame. P-hodnota pro test pomoci normalni aproximace vychazi 0,0172, tedy
testem s normalni aproximaci zamitame H, presvédcivéji. Uzitim Van der Waer-
denova testu dochézime ke stejnému zavéru jako u dvouvybérového Wilcoxonova
testu - osetfeni snizuje bolestivost ramene po operaci.

Nakonec pouzijeme medidnovy test. Pro vypocet statistiky Uy, pouzijeme
vztahy (1.9), (1.10) a dostaneme Uy = 2,0616. Testovou statistiku srovname
s u(0,95) = 1,6449 a nulovou hypotézu na hladiné 0,05 zamitame i timto testem.
P-hodnota pro test s normalni aproximaci je 0,0196 a ve srovnani s predeslymi
testy zamitd nulovou hypotézu v podstaté stejné presvéedcive.

Pro vsSechny tii testy byla nulova hypotéza zamitnuta ve prospéch pra-
vostranné alternativy. Muzeme se tedy domnivat, ze oSetfeni skutecné snizuje
bolestivost ramene. Pricemz u testl, kde jsme nepouzili upravenych statistik pro

shody, je tfeba pocitat s vétsi nepresnosti.
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Priiklad 1.3. Tésto na peceni je tieba zpracovat do urcité konzistence. Pét davek
tésta bylo zpracovano mixérem A a pét jinych davek mixérem B. Sledoval se ¢as,
za jak dlouho mixér tésto do pozadované podoby zpracuje, Casy jsou uvedeny
v minutach, prevzato z [3, str. 282]. Je rozdil v délce zpracovéani tésta?

mixér A: 73, 69, 72, 78 72
mixér B: 7.4, 68, 6,9, 6,7, 71

Reseni. Tomuto pitkladu lze porozumét jako situaci (1.c), kdy srovnévame efekt
dvou ruznych osetieni. Zde oSetfenim rozumime pouziti mixéru A nebo mixéru
B. Tentokrat bychom ¢as mohli chapat jako spojitou velicinu, ale vzhledem k za-
okrouhleni se objevuji i shody. Takze bude treba prifadit prumérnd potradi a opa-
trné zachazet s testovymi statistikami. Nezavislost mezi pozorovanimi v ramci
jednoho mixéru by mohla byt porusena nestejnymi podminkami - napi. jiny
pomér piisad v téstu nebo opotiebeni nékterych soucastek. Mezi mixéry by pak
mohlo byt porusSeni nezavislosti zpusobeno lidskou chybou pii odec¢itani casu,
napt. pozorovatel mixéru A je dukladnéjsi nez pozorovatel mixéru B. Rozsahy
jsou zde pevné, predpoklad (A1.3) tedy neni porusen.

Oznacme X1, ..., X5 ¢asy pri pouziti mixéru A a Y7, ..., Y5 casy mixéru B. Plati,

ze m = n =5 a slovné naformulujeme nulovou a alternativni hypotézu:

Hy : mixéry zpracuji tésto stejné rychle,

H; : mixéry stejné rychle nepracuji.

Vzhledem k tomu, zZe nevime, ktery mixér by mohl pracovat rychleji, budeme
nulovou hypotézu testovat proti oboustranné alternativée Hy : G(x) = F(x — A),
A # 0. Opét utvorime sdruzeny vybeér, sefadime podle velikosti a pritadime
prumérnd poradi. Hodnoty pozorovani a potadi piislusné vybéru Xy, ..., X5 jsou
opét vyznaceny tucne.

pozorovéni | 6,7 68 6,9 69 71 72 72 73 74 7,8
pofadi 1 2 35 35 5 65 65 8 9 10

Pristoupime rovnou k dvouvybérovému Wilcoxonovu testu. Uzitim (1.1), (1.2)

a (1.3) dostaneme
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Ty =34,5, 1T5=20,5, U;=5,5 Uy=19,5, MW =5,5

a plati, ze MW > W,(0,05) = 2, tedy nulovou hypotézu nelze na hladiné
0,05 zamitnout. Pro ziskani testové statistiky zalozené na normalni aproximaci
pouzijeme (1.4) a dostavame Uy = —1,4623. Vidime, ze |Upw| < u(0,975) =
1,96 a ani pro test vychazejici z normalni aproximace Hy nelze zamitnout. Uzitim
upravené statistiky (1.5) dostavame Uj;,, = —1,4712 a nulovou hypotézu opét
nelze zamitnout. Funkce wilcox.exact pouzitim normalni aproximace vypocetla
p-hodnotu 0,1412 a nezamitame ani timto zpusobem. P-hodnota pro test s upra-
venou statistikou Uy,y, je 0,1412 a opét je stejna jako p-hodnota vypoctena soft-
warem.

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test nezamitd na hladiné 0,05 nulovou hypotézu
proti oboustranné alternativé, a muzeme tvrdit, ze mixér A i B pracuji stejné
rychle.

Nyni pouzijeme Van der Waerdenuv test, kde dosazenim do vzorcu (1.6),

(1.7), (1.8) dostaneme:
VIW = —1,9222, Upw = —1,6171,

kdy pro statistiku VW je kritickd hodnota oboustranného testu pro hladinu
0,06 VIW,(0,05) = 2,6, a protoze |[VW| < VW,(0,05), nulovou hypotézu
nelze zamitnout. Statistiku Uy, resp. jeji absolutni hodnotu, porovnavame
s u(0,975) = 1,96. Jelikoz |Uyw | < u(0,975), pak nulovou hypotézu opét na hla-
diné 0,05 nelze zamitnout. Vystupem piikazu gn.test v softwaru je p-hodnota
0,1408 a ani timto zpusobem testovani nezamitame nulovou hypotézu na hladiné
0,05. Van der Waerdenuv test rovnéz Hy nezamita a potvrzuje zaveér, ze mixéry
pracuji stejnou rychlosti, avsak vzhledem k shodam jsou zde nepresnosti.
Testovou statistiku pro medidnovy test uréime pomoci vzorcu (1.9), (1.10) a
vyjde Uy = —1,99, coz znamend, ze porovname-li s u(0,975), pak na hladiné
0,05 nulovou hypotézu velmi tésné zamitame. Vysledek je ponékud prekvapivy,
protoze pro vétsinu pripadu ma medidanovy test mensi silu. Vliv zde mohly mit
shody nebo skuteéné rozdéleni dat. Medianovym testem tedy nemuzeme potvrdit,

Ze mixéry pracuji stejnou rychlosti.
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Dvouvybérovym Wilcoxonovym a Van der Waerdenovym testem nulovou hy-
potézu nelze zamitnout a plati pro né zaver, ze mixér A i mixér B pracuji stejné
rychle. Medidanovy test prekvapivé Hy zamitd a bylo jim stanoveno, ze rychlost
mixéru se lisi. Protoze medidanovy test nejméné zohlednuje shody, na tomto misté
by bylo lepsi vérit vysledku dvouvybérového Wilcoxonova nebo Van der Waerde-

nova testu.

Porovname-li pouziti testu pro piiklady této kapitoly, pravdépodobné nejlepsi
volbou je dvouvybérovy Wilcoxonuv test, za predpokladu, ze nemédme k dispozici
testy normality, ani jiny zpusob jak zjistit puvodni rozdéleni dat. Pokud bychom
test normality provedli a u nékteré sady bychom velmi tésné zamitli, popt. ne-
zamitli, byl by vhodnéjsi Van der Waerdenuv test, ktery je silnéjsi pro rozdéleni
blizka normalnimu. Protoze data z ptikladu 1.1 a 1.2 jsou diskrétni povahy, urcitée
maji méné blize normalnimu rozdéleni nez data z prikladu 1.3, kde bychom mohli
mit podezfeni na normalitu. Obecné vsak za predpokladu neznamého spojitého

rozdéleni, by mél byt prvni volbou dvouvybérovy Wilcoxonuv test.
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2 Hypotéza shody dvou populaci proti ostatnim
alternativam

Stejné jako v 1. kapitole, necht X, Xy, ..., X,, a Y7,Y5,...,Y, jsou na sobé
nezavislé nahodné vybéry, které po radé pochazi z rozdéleni F' a G a maji pevné
rozsahy m a n. Budeme se i nadale drzet znaceni z prvni kapitoly, takze Ry, ..., R,,
je poradi velicin X7, ..., X,, v sefazeném sdruzeném vybéru X, ..., X,,,Y1,....Y,
a S1,...,59, je poradi velicin Y7,...,Y,. Tvar nulové hypotézy zustava stejny a
budeme ji testovat proti dvéma ruznym alternativam, zavedeno podle [6].

Hy: F =G,

HY : F # G nebo

H":G(x —p) = F(%F),0 # 1.

Prvni alternativou je obecnd alternativa H{ a z jejiho tvaru vyplyvé, ze budeme
uvazovat pouze oboustranny test. Obecnou alternativu zvolime, pokud nevime,
jak se muzou vybeéry lisit, tedy testuje libovolnou odlisnost. Druha alternativa
Hi" se tyka zmény méritka, kde p je parametr polohy, kterym se nezabyvame a
povazujeme jej za staly, a o je parametr rozptylu, ktery nas zajima. Testujeme-
li proti oboustranné alternativé, pak chceme zjistit, zda se rozptyly vybéru lisi.
V pripadé jednostranné alternativy, pokud je o > 1 (resp. o < 1), pak o¢ekdvame,
ze vybér Y7, ..., Y, bude mit vétsi (resp. mensi) rozptyl nez X, ..., X,,.

Vzhledem k nulové hypotéze lze popsany matematicky model aplikovat na
situace (1.a), (1.b), (1.c) z predeslé kapitoly a zméni se jen volba alternativy, ktera
vyplyva z naseho ocekavani. Pro vétsinu piipadu se sice vice hodi alternativa
posunuti, ale nékdy nemusime védét, jakym zpusobem se vybéry lisi, a potom je
vhodnéjsi volbou obecna alternativa. Alternativu zmény méritka pak pouzijeme,
kdyz mame podezieni na rozdilnou variabilitu vybéru.

V praxi muze byt obecna alternativa pouzita napt. pii zkoumani nové ucebni
metody, u které nevime, jak bude na studenty pusobit. Méli bychom tedy jednu
kontrolni skupinu, ktera by se vyucovala klasicky, a druhou skupinu, ktera by se
ucila podle nové metody. Metoda by mohla zlepsit vysledky studentu ve smyslu,

ze mezi nadprumérnym a prumérnym studentem bude potad stejny rozdil (al-
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ternativa posunuti), nebo by mohla sjednotit vSechny studenty na prumérnou
uroven (alternativa zmény méfitka). Napf. by se nova ucebni metoda vénovala
mnohem vice podprumérnym zakum a naopak skoro vubec tém nadprumérnym.
Znalostni testy by se tedy zlepsily u podprumérnych ziku a mohly by se zhorsit
u téch puvodné nadprumeérnych. Pokud tedy nemame odhad, jak by mohla nova
metoda ovlivnit vysledky, vhodnéjsi volbou je obecna alternativa. Analogicky
bychom mohli takto zkoumat vliv nového léku, u kterého bychom si nebyli predem
jisti, jakym zpusobem bude pusobit. Testy pro obecnou alternativu by se také
daly pouzit pro predbézné testovani dat, nez si stanovime alternativu posunuti.
Zejména dvouvybérovy Wilcoxonuv test ma mensi silu pro obecnou alternativu,
a proto by mohl nezamitnout nulovou hypotézu v ptripadé, ze by se rozdélenti lisila
jinak nez v posunuti. Samozrejmeé test pro obecnou alternativu nemé takovou silu
proti alternativé zmény meéritka jako test, ktery je pfimo pro ni konstruovén, to
stejné plati i pro testy formulované pro alternativu posunuti.

Jako ptiklad pro alternativu zmény variability se hodi ndhodné chyby méfenti.
Reknéme, ze mame dva riizné pifstroje, kterymi méffme uréitou veli¢inu a po pro-
vedeni méfeni urcime chyby. Chyby pristroji budou tvofit dva nezavislé nahodné
vybéry. Uvazujeme zde ndhodné chyby, kdy predpokladame, ze parametr u je nu-
lovy. Bylo by mozné uvazovat i systematické chyby za predpokladu, ze bychom
opét znali hodnotu parametru p a pro oba priistroje by byla hodnota stejna,
resp. presnou hodnotu nepotiebujeme, ale musime védét, zda je stejna. Chceme
dale testovat, zda ptistroje méri stejné presné, tedy jestli rozpéti nahodnych chyb
u obou pristroju je stejné. Mame tudiz nulovou hypotézu, ze vybéry pochazeji
ze stejného rozdéleni, proti oboustranné alternative, ze se lisi v méritku. Dalsim
prikladem by mohlo byt sledovani vyhranénosti ndzoru mezi muzi a Zenami na
urcitou véc. Mohl by se sestavit dotaznik, ktery by byl vyhodnocen poc¢tem bodu

od 0 do 50. Na datech by se provedl test s alternativou zmény méritka a mohli

v~/

N

26



rozptylené.

Potiebné predpoklady shrnuji nasledujici body:

o (A2.1): Xy,..., X, a Yy, ..., Y, jsou ndhodné vybéry ze spojitych rozdélent;

(A2.2): vybéry jsou nezavislé;
e (A2.3): rozsahy vybéru m a n jsou pevné;
e (A2.4): pii testovdni HJ" je parametr p pro rozdéleni F' a G stejny.

Teoretické zazemi testu této kapitoly pochdzi zejména z [1, 5].

2.1 Dvouvybérovy Kolmogoroviuv-Smirnovav test

Necht F}, a G,, jsou empirické distribuéni funkce vybéru X, ..., X,, a ¥y, ..., Y.
Plati

m

Fo(z) = %ZI[XZ- <a, Gu(z)— %Z[[Yi <, (2.1)

i=1
kde I je indikdtorova funkce a = € R. S rostoucim m a n se Fp,(x) a G, (z) blizi
skutecnym distribuénim funkcim. Testova statistika pro dvouvybérovy Kolmogo-

rovuv-Smirnovuv test ma tvar

Doy = SUp | Fo(x) = G () (2.2)

a pouziva se pro testovani obecné alternativy HY : F' # G. Pfi malych m a n
(doporuceno, je-li m + n < 35) se hodnota D,,,, porovnd s tabelovanymi hod-
notami D, (), které pochazi z [1]. Plati-li Dy, ,, > Dy, (), potom zamitame
nulovou hypotézu na hladiné a. Pro vétsi rozsahy se pak pouziva aproximace,

kdy aproximativni kritickou hodnotu vypocitame jako:

2
mAn,z (2.3)

2mn o

Dy (@) =

a nulovou hypotézu zamitdme, jestlize Dy, > Dy, (a). Jeji podrobné odvozeni
je mozno dohledat v [1, str. 105]. V statistickém softwaru je k dispozici funkce

ks.test, kterda vypocte hodnotu statistiky D,,, a p-hodnotu.
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Z formulace statistiky D,,, vyplyva, ze vzdy budou pro alternativu svédcit
jen velké hodnoty statistiky. Test obecné alternativy pomoci Kolmogorovova-
Smirnovova testu je tedy formulovan s pravostrannym kritickym oborem.
V pripadé shod pouziti tabelovanych kritickych hodnot nebo aproximativnich
vede k nepresnému vysledku a mensi sile testu.

P1i pouziti dvouvybérového Kolmogorovova-Smirnovova testu je dobré si vy-
kreslit empirické distribu¢ni funkce obou vybéru. Zamitneme-li nulovou hypotézu,
muze nam vzajemna poloha funkci naznacit, zda se vybeéry lisi spise v poloze nebo
v métitku. Pokud by naptiklad byla funkce F), nad funkeci G,,, muzeme mit po-
dezieni na rozdilnost v poloze. Pokud by obdobné byla funkce F;, strméjsi nez
G, pak bychom mohli uvazovat o rozdilnosti v méritku. Existuje i jednovybérova
varianta Kolmogorovova-Smirnovova testu, ktera se pak pouziva k testovani nor-

mality.

2.2 Siegeltuv-Tukeyho test

Pouziva se pro alternativu zmény méritka a je zalozen na podobném principu
jako dvouvybérovy Wilcoxonuv test, dokonce je i mozné pro vyhodnoceni pouzit
tabulky Wilcoxonova testu pro statistiku 77, které najdeme v [1]. Pro Siegeluv-
Tukeyho test je vSak potfeba jiného prifazovani poradi. Opét uvazujeme sdruzeny
vybér sefazeny podle velikosti. Nyni pfifad me pofadi 1 nejmensimu prvku, potradi
2 nejvétsimu, dale poradi 3 druhému nejvétsimu, poradi 4 druhému nejmensimu
atd. (bude ukézano na piikladu). Oznac¢ime soucty poradi piislusné vybérum

Xi,....X,,aY, ... Y,

i=1 i=1

ST, je testova statistika a jeji rozdéleni je shodné s rozdélenim statistiky 73
dvouvybérového Wilcoxonova testu, a proto pouzijeme kritické hodnoty pro sta-
tistiku 77. V tabulkéch jsou uvedeny pro dané m,n a o dvé kritické hodnoty
We, () a We,(a), kde W, (o) < W, (). Statistiky STy a T} totiz nejsou symet-
rické kolem nuly, a proto je potfeba dvou kritickych hodnot, které hlidaji ptilis
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velké i prilis malé hodnoty. Dvojice kritickych hodnot W, («), W, (a) pro obou-
stranny test dodrzuji hladinu testu «. Pro jednostranné testy budeme brat pouze
jednu kritickou hodnotu a budeme ji odecitat z tabulek oboustranného testu,
ktery bude mit hladinu 2a.

V piipadé oboustranného testu, jestlize STy < W, () nebo ST} > W, («),
pak zamitdame nulovou hypotézu na ptislusné hladiné a. V piipadé pravostranné
alternativy (o > 1) ocekavame, ze hodnoty testové statistiky S77 budou vétsi,
a tudiz zamitneme H, na hladiné «, kdyz ST} > W,,(2«). Pro levostrannou
alternativu (o < 1) budou svédcit mensi hodnoty ST, tedy zamitneme nulovou
hypotézu pro STy < W,, (2a).

Vyskyt shod vyzaduje tupravu testové statistiky S7Ti, ktera je shodna
s tpravou dvouvybérového Wilcoxonova testu a je mozno ji dohledat v [5].
Software R neméd definovanou funkci pro tento test, avSak je mozné rucné
pritadit pozorovanim poradi, na kterd pak aplikovat funkci wilcox.test

popi. wilcox.exact v piipadé shod.

2.3 Aplikace testi

Obecnd alternativa a alternativa zmény méritka se v praxi vyskytuji méné
casto nez alternativa posunuti, resp. pro vétsinu situaci se vice hodi alternativa
posunuti a je i snadnéji interpretovatelna. Postup testovani si opét ukazeme na
prikladech, pricemz testy budou provadény na hladiné a = 0, 05, nebude-li fe¢eno
jinak.

Priklad 2.1. Pro ilustraci Kolmogorovova-Smirnovova testu pouzijeme data

z prikladu 1.1 o poc¢tu paru bot.

zeny: 20, 24, 11, 25, 18, 32, 14, 37, 9, 28
muzi: 5, 7, 2, 3, 10, 4, 8, 13

Reseni. Budeme se drzet znaceni z pifkladu 1.1, a tedy oznacime Xi, ..., Xig
pozorovani vybéru zen a Yi, ..., Yg hodnoty vybéru muzu, dale m = 10,n = 8.

Formulace hypotéz je nasledujici:
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Hy : muzi a zeny se nelisi v poc¢tu vlastnénych bot,

HY : pocet paru bot se lisi libovolné.

Hodnoty empirickych distribu¢nich funkei, vypoctené podle (2.1), pro vsech 18
hodnot jsou zapsany nize, tuc¢né jsou zvyraznény hodnoty x odpovidajici vybéru

X17 '--7X10-

a: 2 3 4 5 7 8 9 10 11
Fio(): 0 0 0 0 0 0 1/10 1/10 2/10
Gs(z): | 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 6/8 7/8 7T/8
a 13 14 18 20 24 25 28 32 37
Fio(z): | 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 1
Gs(2): 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Napt. vypocet hodnoty Fio(14) vypada nésledovné:

10

1 1 3
F10(14)=1—021[XiS14]=1—0(0+0+1+0+0+0+1+0+1+0):E,

kdy identifikatorova funkce I ma v tomto piipadé hodnotu 1 pro X; = 11,14, 9.
Obdobné provedeme vypocet hodnot G,,(x), napf.

G8(7) =

ool =

8 1 5
S Y <7 = 51+ 1+1+1+0+14+0+0) =
=1

identifikatorova funkce ma hodnotu 1 pro Y; =5,7,2,3,4.

Z hodnot Fio(z), Gg(z) urc¢ime jejich nejvetsi absolutni rozdil, neboli uréime
hodnotu testové statistiky Digg podle vztahu (2.2). Nejvetsi absolutni rozdil je
pro z = 13, a tedy Dyog = 8/10. Do porovname s tabelovanou kritickou hod-
notou Djp5(0,05) = 6/10, a protoze Dygs > Diog(0,05), zamitdme nulovou
hypotézu na hladiné 0,05. Aproximativni kriticka hodnota, kterou jsme vypocetli
podle (2.3), je D$;5(0,05) = 0,6442. Plati D1gg > D5, 5(0,05), takze nulovou hy-
potézu zamitame i timto zpusobem. Uzitim funkce ks . test v softwaru dostaneme
p-hodnotu 0,0024 a zamitnuti nulové hypotézy souhlasi. Dvouvybérovy Wilco-
xonuv test zamitd v predchozi kapitole nulovou hypotézu presvédcivéji. Mohlo
by se tedy stét, ze pro jista data bychom dvouvybérovym Wilcoxonovym testem

zamitli Hy, zatimco Kolmogorovovym-Smirnovovym testem nikoli.
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Podivejme se na nyni na grafy empirickych distribu¢nich funkei. Pro vykresleni

pomoci softwaru R pouzijeme funkci ecdf.
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Graf 2.1: Empirické distribucéni funkce

V grafu 2.1 muzeme vidét rozdil mezi funkcemi a podezfeni na rozdilnost
v poloze i v méritku. V prikladu 1.1 jsme se priklonili k alternativé zmény polohy

a vyzkousime i otestovat zménu meéritka. Formulace hypotéz je nasledujici:

Hy : rozptylenost v poctu paru bot se nelisi,

HI" : u zen je vétsi rozptylenost v poc¢tu paru bot.

Testujeme tedy alternativu H; : G(z — ) = F(*#),0 < 1. Protoze je porusen
predpoklad, ze p je pro oba vybéry stejné, hodnoty pozorovani vycentrujeme.
Vypoéteme prumér prvniho vybéru a ten odecteme od kazdého pozorovani X;,
obdobné pro druhy vybér. Hodnoty a potradi prislusné vybéru X, ..., Xio jsou

vyznaceny tucne.

pozorovani | -12,8 -10,8 -7,8 -45 -3,8 -35 25 -1,8 -15
poiadi 1 4 5 8 9 12 13 16 17
pozotovani | 05 15 2,2 3,2 35 6,2 65 10,2 15,2
poiadi 18 5 14 11 10 7 6 3 2
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Podle vztahu (2.4) uréime STy = 72. Kritickd hodnota W, (0,1) = 56, a
protoze plati ST} > W,, (0, 1), nulovou hypotézu nelze na hladiné 0,05 zamitnout.
Prestoze se podle grafu 2.1 zdélo, ze by zde mohla byt odlisnost i v méritku, Sie-

geluv-Tukeyho test ji nepotvrzuje.

Priklad 2.2. Na stabilizovaném zdroji elektrického napéti jsme nastavili pevnou
hodnotu napéti, kterou jsme pak dvéma ruznymi méficimi pristroji mérili. Na
kazdém ze dvou piistroju jsme provedli 5 méfeni a u kazdé zmétené hodnoty
jsme urcili chybu. Méii ptistroje stejné presné?

pifstroj A: 0,011, 0,013, -0,007, 0,018, -0,01
pifstroj B: 0,024, -0,015, 0,023, 0,014, 0,022

Reseni. Piedpoklad (A2.1) je zde splnén, jelikoz chyby méfeni jsou spojitou
veli¢inou. Predpoklad ndhodného vybéru by mohl byt teoreticky porusen, pokud
by se na pristroji béhem méreni opotiebovavala néktera soucastka a piistroj by
vlivem poruchy mohl byt napt. méné citlivy. Hodnoty namétfené po poruse by pak
mohly mit jiné rozdéleni nez ty, které jsme naméfili pred poruchou. Nezavislost
(A2.2) mezi pristroji je pak ddna stejnymi podminkami pro méfeni a mohla by
byt porusena napt. lidskou chybou nebo jinym zaokrouhlovanim pfi vypoctu
chyb, popt. vyraznou zménou okolni teploty, kterda by mohla zptsobit vychyleni
meériciho pristroje. Pevné rozsahy (A2.3) jsou zde ziejmé, protoze jsme si stanovili,
ze budeme mérit pétkrat, a tolikrat jsme méfeni ucinili. Predpoklad (A2.4) by
mohl byt porusen tehdy, pokud by se vyskytovala nezndma systematicka chyba
na jednom z pristroju. Predpoklddame vsak, ze ndhodné chyby maji parametr
i = 0 u pristroje A i B.

Ozna¢me Xj,..., X5 hodnoty pristroje A a Yi,...,Ys5 hodnoty piistroje B a

vime, ze m = n = 5. Formulujeme nulovou a alternativni hypotézu:

H, : pristroje méfi stejné presné (ve smyslu rozptylenosti chyb),

H{" : presnost méfeni je ruzna (jeden pristroj ma vice rozptylené chyby).
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Méme tedy oboustrannou alternativa H{" : G(z — ) = F(**),0 # 1, protoze
nemame podezieni, ktery z pristroju by mohl méfit presnéji. Sestavime sdruzeny
vybér, sefadime podle velikosti a pritadime poradi podle pravidla Siegelova-

Tukeyho testu.

pozorovani | -0,015 -0,01 -0,007 0,011 0,013
poradi 1 4 5 8 9
pozorovani | 0,014 0,018 0,022 0,023 0,024
poradi 10 7 6 3 2

Podle vztahu (2.4) spoc¢teme testovou statistiku
STy =44+54+7T+8+9=33, STh=14+2+3+6+10=22.

Kritické hodnoty jsou W, (0,05) = 17 a W,,(0,05) = 38, a protoze W, (0,05) <
STy < W, (0,05), nelze nulovou hypotézu na hladiné 0,05 zamitnout. Pii pouziti
funkce wilcox.test piimo na pfifazena potradi dostaneme p-hodnotu 0,3095 a
nezamitnuti nulové hypotézy souhlasi. Na hladiné testu 0,05 se muzeme domnivat,

7e pristroje méri stejné presné.
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3 Hypotéza symetrie

V prvni kapitole jsme méli jeden matematicky model, ktery byl aplikovatelny
na tfi ruzné situace v praxi. V této kapitole budeme mit naopak dva mozné
matematické modely, které vyusti do stejného postupu, podle [5]. Model (3.a)
tvotri ndhodny vybér 7y, ..., Zn, ktery pochézi z rozdéleni F' a ma pevny rozsah
N. Hypotézy pro tento model maji tvar

Hy : F je symetrické kolem 0,

H; : F neni symetrické kolem 0.

Pravostrannd (resp. levostrannd) alternativa pak testuje, zdali je rozdéleni posu-
nuto spise ke kladnym (resp. zapornym) hodnotam. Situaci, kdy ndhodny vybér
Z1, ..., Z mé nenulovy znamy medidn = a chceme testovat hypotézu symetrie,
lze vhodnou transformaci prevést na zakladni nulovou hypotézu, ze rozdéleni je
symetrické kolem 0. Transformace spo¢iva v utvoreni rozdilu 7] — z,...,.2%y — «,
které déle odpovidaji vybéru 7, ...., Zy z modelu (3.a). Rozdily tedy maji nulovy
medidn a je mozno testovat nulovou hypotézu o symetrii kolem 0. Je-li rozdéleni
symetrické, pak je sttedem symetrie medidan a nulova hypotéza symetrie testuje
symetrii kolem medianu, ktery je roven nule.

Parametrickou obdobou hypotézy symetrie je hypotéza o medidnu (ozn. x). Ta
naopak predpoklada symetrii rozdéleni a testuje hodnotu medianu (ﬁo 1T =T).
Na obé moznosti se vSak pouzivaji stejné testy.

Matematicky model (3.b) popisuje ndhodny vybér (Xi,Y7),..., (Xuy,Yn)
z dvourozmérného rozdéleni F, o pevném rozsahu N, kdy v rdmci dvojice jsou
pozorovani obecné zavisla. Nulova a alternativni hypotéza maji tvar

Ho : Fy(x,y) = F(y, 2),

H, : F; neni symetrické.

Levostranna alternativa testuje, ze hodnoty X; nabyvaji vétsich hodnot nez
prislusné Y;, a pravostrannd alternativa testuje, ze vétsich hodnot nabyvaji Y;.

Vhodné zvolenou transformaci lze model (3.b) pfevést na model (3.a). Utvoii

se rozdily Y7 — X4, ..., Yy — Xy a dostavame ndhodny vybér, jehoz rozdéleni je

za platnosti nulové hypotézy symetrické kolem 0, neboli pozadovany model (3.a).
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Protoze bude vzdy jasné, o jaky model se jednda, budeme rozdily znacit 2y, ...., Zy
a jejich rozdéleni oznacime F'.

V praxi lze velmi presvédéivé model (3.a) aplikovat na chyby méfeni. Chtéli
bychom testovat, zda pristroj méii presné, ve smyslu, ze ndhodné chyby méreni
jsou symetrické kolem 0. Jinymi slovy, symetrie pro tento piiklad znamend, ze
pravdépodobnost, ze nastane chyba —e, je stejna jako pravdépodobnost, ze na-
stane chyba e. V ptipadé, ze by mél ptistroj urcitou systematickou chybu, jejiz
hodnotu bychom znali, pak by se jednalo o vybér Zi,..., Z) a odectenim této
hodnoty by se prevedl na vybér Zi, ..., Zy. Chyby by bylo nejvhodnéjsi otesto-
vat proti oboustranné alternativé, protoze vétsinou nemame podezieni, kterym
smérem chyby vice zanasi. Pokud bychom se domnivali, ze chyby méreni zanasi do
kladnych hodnot, pak bychom volili pravostrannou alternativu. Obdobné muzeme
testovat, zda je mozna symetrie v piipadé predc¢asné narozenych déti a déti na-
rozenych po terminu. Hodnoty by se odvijely od stanoveného terminu porodu a
zaznamenali bychom napf. -2, pokud by se dité narodilo o dva dny predcasné,
nebo +4, pokud by se narodilo ¢tyTti dny po terminu. Nulova hypotéza symetrie
kolem 0 by pak znamenala, ze je stejné tak déti, které se narodi predcasné, jako
téch, které se narodi po terminu. Jednostrannymi alternativami bychom mohli
testovat, jestli je vice déti predcéasné narozenych (levostrannd) nebo narozenych
po terminu (pravostrannd).

Matematicky model (3.b) je ponékud obséhlejsi, protoze mu v praxi od-
povidaji tti situace, kdy pokazdé sledujeme jednu charakteristiku a dil¢i situace

se lisi ve zpusobu ziskavani datovych dvojic:
e situace (3.by) - pozorovéni na jednom subjektu, ve dvou okamzicich;
e situace (3.by) - prirozené sparovani - dva zavislé subjekty;
e situace (3.b3) - experimentdlni sparovani - dva homogenni subjekty.

Situaci (3.by) je mozné interpretovat jako sledovéni vlivu osetteni proti kont-
role, kdy subjekt je sam sobé kontrolou. Provedeme totiz pozorovani na subjektu

pred oSetfenim a po oSetfeni a sledujeme zménu. Reknéme, Ze by se sledoval vliv
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nového léku na snizeni hladiny cukru v krvi. Zaznamenali bychom na subjektech
hodnotu pied, hodnotu po a utvotili rozdily a nulova hypotéza symetrie kolem 0
by fikala, ze 1ék nem4d vliv. V tomto piipadé by byla vhodnou volbou levostranna
alternativa, pro kterou by svédcilo vice zapornych rozdilua, neboli situaci, kdy
pred podanim byla hladina vyssi a po podani nizsi.

Rozdil oproti situaci (1.b) z 1. kapitoly je ten, ze zde se zohlednuji dalsi
faktory, které by mohly piisobit na zménu stavu, resp. v rdmci transformace na
model (3.a) se eliminuji individuélni a ¢asové konstantni vlivy. Napt. subjekt A
by mél vlivem nemoci trvale zvySeny cukr a vlivem osSetfeni by se mu snizil na
normdlni hladinu. Jinému subjektu B by se po podani l1éku hodnota z normélni
také snizila. Pokud bychom meéli k dispozici pouze hodnoty po podani léku, pak
by se mohlo zdat, ze normalni hodnota cukru v krvi znaci, ze oSetfeni nemélo
vliv. Vzhledem k tomu, ze zohlednime, ze subjekt A mél predtim vysokou hladinu,
potom zaznamendme efekt osetreni. V situaci (1.b) se témito faktory nezabyvame
a v piipadé, ze bychom brali subjekt A jako kontrolu a subjekt B jako oSetfeni,
pak se efekt osetfeni bude zdat mnohem vétsi, nez je ve skutecnosti. Naopak
pokud by subjekt B byl kontrolni a subjekt A oSetfeni, pak by se efekt osetieni
zdal zanedbatelny, pticemz faktor nemoci by viubec nebyl zahrnut. Dalsi mozné
zkresleni by mohlo nastat tehdy, pokud by subjekt B onemocnél béhem vyzkumu.
Pted podénim léku by mél normalni hladinu cukru a zaroven s oSetfenim by se
u néj projevila choroba, ktera by hladinu cukru zvysovala. Nasledné by se zdélo, ze
oSetTeni nema vliv, protoze by hladina byla stédle stejna. Samoziejmé takovouto
nemoci ¢lovék neonemocni najednou, tedy lepsim prikladem faktoru, ktery by
takto béhem vyzkumu mohl ovlivnit vysledky, je stres.

Situaci (3.bg) dobte popisuje sledovani sily dominantni a nedominantni ruky
subjektu. Subjekt by dostal za tikol kazdou rukou zvldst mackat micek, dokud
muze. Pocty stlaceni by se zaznamenaly do dvojic (nedominantni, dominantni).
Nésledné by se utvorily rozdily (dominantni—nedominantni) a nulovd hypotéza
symetrie kolem 0 by znamenala, Zze mezi rukama neni rozdil. Nejvhodnéjsi by bylo

pouzit pravostrannou alternativu, pro kterou by svédcilo vice kladnych rozdilu,
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a znamenala by, ze dominantni ruka je silnéjsi. Prirozené sparovanymi subjekty
také rozumime dvojcata, oCi, koncetiny a v jistych situacich i partnery nebo
sourozence. Vyhodou je, Ze se pii odecitani v ramci transformace na model (3.a),
odectou rusivé vlivy, které jsou dvojici spolecné.

Experimentélni sparovani, které odpovida situaci (3.bs) spociva v utvoreni
tzv. homogennich dvojic. Reknéme, ze chceme opét sledovat vliv odetfeni a mame
podeztieni na to, ze by efekt mohly mit dalsi faktory. Dvojice parujeme podle
toho, které faktory chceme ohlidat. Domnivame-li se, ze vliv by mohlo mit po-
hlavi, vék a fyzicka kondice, pak podle téchto méritek budeme parovat subjekty
- napi. dvojici budou tvorit muzi ve véku 25-30 let, fyzicky zdatni. Jinou dvojici
muzou tvorit zeny ve véku 50-55, které se sportu nevénuji. Odectenim v ramci
transformace na model (3.a) pak docilime toho, ze tyto faktory se vyrusi, a po-
kud bude prokazan vliv osetfeni, pak urcité nebude skuteény efekt tkvit v téchto
kontrolovanych faktorech. Tento postup piedstavuje jakysi idedl, jak zjistovat
vliv oSettfeni, avSak z casového hlediska je velmi narocny i pracny. Oproti situaci
(3.b1) zde nehraji roli ¢asové proménlivé faktory a oproti situaci (3.bs) se bud
subjekty neznaji, a nemohou se ovliviiovat, nebo nehraje roli motivace subjektu
(jako v piipadé stlacovani micku) a je tak dodrzena vétsi nezavislost. Motivaci ro-
zumime napf. ztratu zajmu vlivem tnavy, popi. nepozornost, nebo naopak veliké
snazeni za ucelem podéni dobrého vykonu.

Nyni opét shrneme predpoklady nutné pro formulaci testu, jejichz teoretické

zédzemi bude ¢erpéano z [1, 3, 5].
e Model (3.a):

— (A3.1a): Z1, ..., Zy je ndhodny vybér o pevném rozsahu N ze spojitého

rozdélent;
e Model (3.b):
— (A3.1b): (X1,Y1), ..., (XN, Yn) je ndhodny vybér o pevném rozsahu N

ze spojitého dvourozmérného rozdéleni, (X;,Y; jsou obecné zavislé).
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3.1 Znaménkovy test

Tomuto nejstarsimu neparametrickému testu se datuje vznik k pocatkum
18. stoleti. V situacich, kdy je vhodné znaménkovy test pouzit, byvaji casto k dis-
pozici silnéjsi testy, avsak hlavni vyhodou znaménkového testu je jednoduchost.
V principu jde o pocitani kladnych a zapornych znamének a nékdy neni zapotiebi
ani tabelovanych kritickych hodnot.

Mame-li model (3.a), pak pracujeme s Zi,...,Zy, popi. vybér Z| .., Z\
transformujeme. V piipadé modelu (3.b), pracujeme pouze s utvorenymi rozdily
VARRANS

Testova statistika ZT je definovana jako pocet hodnot s kladnym znaménkem
ve vybéru Z1, ..., Zy. Za platnosti nulové hypotézy plati, ze ZT ~ Bi(N, %) Test
je tedy soucasné obdobou testu o parametru binomického rozdéleni, ze p = %
Kritické hodnoty pro mensi rozsah vybéru jsou tabeloviny napt. v [8] a maji

nasledujici vlastnost

P(ZT < ki(a)) < % P(ZT > ky(a)) < =, (3.1)

oo

kde k() je nejvetsi a ko (o) nejmensi celé ¢islo s takovou vlastnosti. Hy zamitame
proti oboustranné alternative, plati-li ZT < k;j(«) nebo ZT > ks(a). Dvojice
ki(a) a ko(a) jsou urceny tak, aby oboustranny test dodrzel hladinu «. Kritické
hodnoty pro jednostranny test na hladiné « tedy bereme z tabulek pro obou-
stranny test s hladinou 2a.

V piipadé pravostranného testu svédéi pro alternativu veétsi pocet kladnych
znamének, a tudiz budeme zamitat nulovou hypotézu, jestlize ZT > ks(2cr). Pro
levostrannou alternativu pak svédci vice zapornych znamének a nulovou hypotézu
zamitame, kdyz ZT < k;(2a).

Déle lze odvodit aproximativni statistiku, kterd ma asymptoticky normalni
rozdéleni. Odvozeni je zalozeno na vzorcich pro sttedni hodnotu a rozptyl veli¢iny,

kterd méa binomické rozdéleni. Pokud ZT ~ Bi(N, %), pak vime, ze EZT = % a

38



varZT = %. Tedy pro vétsi rozsahy plati

ZT -5  3(2ZT—-N) 2ZT-N
Uzr = = =

NE VN VN

~ N(0,1). (3.2)

V piipadé oboustranného testu hodnotu |Uzr| porovndme s u(l — §) a bude-
li platit |Uzz| > u(1 — %), pak nulovou hypotézu na hladiné o zamitame. Pro
levostrannou alternativu budou svédé¢it mensi hodnoty statistiky Uz, a proto
nulovou hypotézu zamitame pro Uzr < u(a). V piipadé pravostranné alternativy
otekavame vétsi hodnoty statistiky Uzr, a tedy zamitame pro Uzr > u(l — «).
V softwaru R je znaménkovy test chapan jako test binomického rozdéleni, a proto
pro néj pouzijeme funkci binom. test, kdy vystupem bude opét p-hodnota.
Vyskytnou-li se v 7y, ..., Zy nuly, zpravidla se vynechaji a o jejich pocet se
rozsah vybéru snizi, shody nam v tomto piipadé nevadi. Znaménkovy test je
vhodny zejména pro rozdéleni s tézkymi chvosty, napi. dvojité exponencidlni
rozdéleni. Rovnéz je jeho vyhodou pouzitelnost pro tii druhy nulové hypotézy.
Lze jim zjistit symetrii rozdéleni, otestovat median nebo zjistit, zda je parametr
binomického rozdéleni roven % Vzhledem k mensi sile testu je vsak pro spoleh-
lze pouzit znaménkovy test, ale nelze pouzit jednovybérovy Wilcoxonuv test.
Napt. pokud bychom pii testovani symetrie u déti narozenych predcasné nebo
po terminu méli k dispozici pouze jejich pocty. Tedy védéli bychom, kolik déti
se narodilo ptredcasné (tém bychom pfifadili znaménko -) a kolik se narodilo po

terminu (znaménko +).

3.2 Jednovybérovy Wilcoxoniiv test

Test pouzijeme na Zi, ..., Zy. Nejprve vybér setadime podle velikosti abso-
lutnich hodnot jednotlivych prvkua a ptitadime jim poradi, které budeme znacit
Rf, ..., Ry, tedy R bude pofadi Z; ve vybéru sefazeném podle absolutnich hod-
not Z; od nejmensiho po nejvétsi. Déle zavedeme

VE=Y"Rf, V- =) R/ (3.3)
Z;>0 Z;<0
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neboli velicina V' ndm ddva soucet poradi puvodné kladnych prvku a velicina
V'~ soucet poradi puvodné zapornych prvku. Hodnotu min(V*, V™) porovndme
s tabelovanou kritickou hodnotou V,(a) a plati-li min(V*, V™) < V.(«), pak
nulovou hypotézu na hladiné a zamitame proti oboustranné alternative.

Pro levostrannou alternativu budou svédéit malé hodnoty statistiky V', a
proto budeme zamitat nulovou hypotézu na hladiné a pro V* < V.(2a). Nao-
pak pro pravostrannou alternativu svédéi mensi hodnoty V'~ a zamitdme Hy pro
V~ < V.(2a). Pro jednostranné testy na hladiné a opét pouzijeme tabulky pro
oboustranny test s hladinou 2«, dohledatelné v [8].

Pro vétsi vybéry se vyuziva asymptotického rozdéleni veliciny V't a plati

1 1
EVY = ZN(N+1), varl* = —N(N +1)(2N + 1), (3.4)

Testova statistika
VTt —EVT
vVvarV+

mé pak asymptoticky rozdéleni N (0, 1). Nulovou hypotézu zamitame proti obou-

Uy = (3.5)

stranné alternativé, je-li |Uy| > u(1—%). Pro levostrannou (resp. pravostrannou)
alternativu sveédéi mensi (resp. vétsi) hodnoty statistiky Uy, a proto zamitame
nulovou hypotézu na hladiné «, jestlize Uy < u(a) (resp. Uy > u(l — a)).
V softwaru pouzijeme uz zndmou funkci wilcox.test nebo wilcox.exact, jsou-
li pritomné shody. Vystupem je opét p-hodnota. Pti ru¢nim pocitani se, stejné
jako u znaménkového testu, nuly zpravidla vynechavaji a o jejich pocet se snizi
rozsah vybéru. Piipadnym shodam se pritadi prumérné poradi, avsak potom jsou
jiz tabelované hodnoty i normélni aproximace neptesné.

Funkce wilcox.test awilcox.exact rozlisuji jednovybérovy a dvouvybérovy
test podle poc¢tu zadanych vektoru. Jestlize chceme testovat dvouvybérovym tes-
tem, zaddame dva ¢iselné vektory, z nichz kazdy obsahuje data pro kazdy vybér
zv14st. Cheeme-li testovat jednovybérovym, pak je tieba zadat pouze jeden vek-
tor (odpovidajici vybéru Zi, ..., Zy), nebo v piipadé modelu (3.b) muzeme zadat

dva vektory, ale nastavit argument PAIRED=TRUE, kterym fekneme, zZe se jedna
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o sparované subjekty. Pokud mame jeden vybér s nenulovym znamym medianem

T, nastavime jesté parametr mu=zx.

Z formulace testu vyplyva, ze pokud vybéry pochdazi z normalniho rozdéleni,
je nejlepsi volbou jednovybérovy t-test, popt. parovy t-test pro zavislé vybeéry.
Pokud ale normalita dat neni splnéna, je nejvhodnéjsi pouzit jednovybérovy Wil-
coxonuv test, protoze ma pomérné velkou silu. Znaménkovy test je vyborny pro
svoji jednoduchost, ale ve vétsiné pripadu ma mensi silu. Pokud by ale data
pochézela z rozdéleni, které ma tézké chvosty, nebo by byla k dispozici pouze
znaménka, je volba znaménkového testu optimalni a pro mensi vybéry je mozné

vypocitat kritické hodnoty snadno i rucéné.

3.3 Aplikace testu
Testy budou opét provadény na hladiné a = 0, 05, nebude-li fec¢eno jinak.

Priklad 3.1. Na stabilizovaném zdroji elektrického napéti byla nastavena stala
hodnota napéti, kterou jsme méticim piistrojem desetkrat zmérili. Z hodnot byly
urceny chyby meéreni. Ma ptistroj systematickou odchylku?

chyby méfeni: -0,02149, -0,01189, 0,01021, 0,01571, 0,01483
0,01491, -0,02079, 0,01751, -0,02459, 0,01641

Reseni. Data nemusime jakkoli upravovat, odpovidaji modelu (3.a). Chyby
meéreni muzeme povazovat za spojitou velicinu. Nezavislost mezi mérenimi by po-
tencialné mohla byt porusena, kdyby v méticim ptistroji nebo zdroji napéti se vy-
skytla chyba, napi. Spatnou soucastkou, ktera by se béhem méreni opotiebovavala
a hodnoty by pak byly na sobé zavislé. Jinou situaci by mohla byt porucha, ktera
zpusobi Uplnou zménu namérenych hodnot, napt. ze pristroj bude méné citlivy,
¢imz se zmeéni rozdéleni, ze kterého pochézi chyby.

Chyby méteni oznacime 71, ..., Zyg, tedy N = 10 a uréime tvar hypotéz:

Hy : pristroj nema systematickou odchylku,

H, : pristroj ma systematickou odchylku.
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Mame zde oboustrannou alternativu, ze rozdéleni, ze kterého pochézi chyby, neni
symetrické kolem nuly a je vychylené bud k zdpornym, nebo ke kladnym hod-
notam. Uvazujeme vychyleni ve smyslu, Ze je symetrické kolem jisté systematické
chyby nebo je rozdéleni iplné nesymetrické. Pouzijeme nejprve znaménkovy test.
7 dat vidime, ze pocet kladnych hodnot je ZT = 6. Kritické hodnoty pro rozsah
10 a hladinu testu 0,05 jsou k; = 1, ks = 9, a protoze k; < ZT < ko, nulovou
hypotézu nelze zamitnout. Podle vztahu (3.2) déle spocitdme hodnotu testové
statistiky, kterd je zalozena na normalni aproximaci. Vychazi

2-6-—10
Uzr = W

a protoze |Uzr| < u(0,975), nulovou hypotézu nelze zamitnout ani timto

=0, 6325,

zpusobem. Pouzitim softwaru a funkce binom. test dostavame p-hodnotu 0,7539,
ktera velmi presvédcivé nezamita nulovou hypotézu. Znaménkovym testem jsme
dosli k zavéru, ze pristroj méii presné. Jinymi slovy, pravdépodobnost zdporné
chyby je stejnd, jako pravdépodobnost kladné chyby.

Pro pouziti jednovybérového Wilcoxonova testu si sefadime hodnoty podle
jejich absolutni hodnoty a prifadime jim poradi. Tu¢né jsou vyznaceny puvodné

zaporné hodnoty a jim prislusna poradi.

| Z;i] 0,01021 0,01189 0,01483 0,01491 0,01571
poradi 1 2 3 4 )
| Z;] 0,01641  0,01751 0,02079 0,02149 0,02459
poradi 6 7 8 9 10

Podle vztahu (3.3) uréime statistiky V'V
Vt=14+34+4+5+6+7=26, V- =2+8+9+10=29.

Vidime, ze min(V ", V™) = 26. Hodnota tabelované kritické hodnoty V.(0,05) =
8, a protoze min(V ", V™) > V., nulovou hypotézu na hladiné 0,05 proti obou-
stranné alternativé nelze zamitnout. Pouzitim vztahu (3.4) a (3.5) dostaneme
hodnotu statistiky, kterd je zalozena na normalni aproximaci. Vyjde

26 — 27,5

EV*t =275, varV*t =096,25, Uy =
g ’ ) /—96,25

= —0,1529.
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Hodnotu |Uy | porovndme s u(0,975) = 1,96, a protoze |Uy| < u(0,975), nulovou

hypotézu nelze zamitnout ani timto zpusobem. Pouzitim softwaru dostaneme p-

hodnotu 0,9219, ktera také velmi pfesvédcive nezamita nulovou hypotézu.
Obéma testy se nulova hypotéza nedd zamitnout, a tedy na hladiné 0,05 se

muzeme domnivat, ze pristroj méii presné a nema systematickou odchylku.

Piiklad 3.2. Sest studentt pieslo na dietu, aby ztratili na vdze. Byli zvézeni
pred zahdjenim a po ukonceni diety. Byla dieta efektivni? Pievzato z [3, str. 164].

véha pred (kg): 78,9, 86,6, 85,3, 82,6, 91,2, 853
véha po (kg): 74,8, 844, 83,0, 80,7, 92,1, 821

Reseni. Jednd se o pifklad situace (3.by). Nezdvislost mezi studenty by mohla
byt osetfena tak, ze by o sobé studenti nevédéli, a tedy by je nemohla ovliv-
nit motivace, kdyby se navzajem vidéli, zda hubnou nebo ne. Naopak by mohla
byt porusena tehdy, pokud by nékteii studenti byli ovlivnéni reklamou nebo se-
minafem o zdravé vyzivé a jini ne. Pokud by si studenti byli velmi podobni ve
smyslu fyzické kondice nebo pristupu ke stravé, jinymi slovy pokud by byli homo-
genni, pak musime velmi opatrné pristupovat ke generalizaci na celou populaci,
protoze pripadné prokazani vlivu u této skupiny nemusi znamenat, ze by byl vliv
prokazan u jiné. Vétsi rozmanitost vybéru tedy podporuje spolehlivéjsi generali-
zaci na populaci. Vahu ddle muzeme povazovat za spojitou veli¢inu.

Oznacme vahu pred X; a vdhu po Y; a utvorme rozdily Z; =Y, — X;:
Zio 41, 22 -23, -19, 09, -32.
Naformulujeme nulovou a alternativni hypotézu:

Hy : dieta neni t¢inna,

H, : dieta snizuje vahu.

V tomto ptripadé mame levostranny test, protoze pro alternativu bude svédcit
veétsi pocet zapornych hodnot. Testova statistika znaménkového testu je ZT =1

a kritickou hodnotu bereme k; = 0, a protoze ZT > ki, nulovou hypotézu nelze
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zamitnout. Pfi pouziti aproximace dostaneme dosazenim do (3.2) hodnotu statis-
tiky Uz = —1,633. Protoze Uzr > u(0,05) = —1, 6449, nulovou hypotézu nelze
zamitnout ani pomoci normalni aproximace. Software pak vypocital p-hodnotu,
ktera je 0,1094, a tedy znaménkovym testem nelze nulovou hypotézu zamitnout.
Od pohledu bychom vsak oc¢ekavali jiny zavér, ale jak bylo feceno, znaménkovy
test nema takovou silu a nezamitnuti muze byt zpusobeno mensim rozsahem
vybéru.

Pro pouziti jednovybérového Wilcoxonova testu si hodnoty opét usporadame
podle absolutni hodnoty a prifadime poradi. Tu¢né vyznacime puvodné zaporné
hodnoty a ptislusna poradi.

Zi]: 09 1,9 2,2 2,3 32 4,1
pofadi: | 1 2 3 4 5 6

Ze vztahu (3.3) uréime V't =1, V~ = 20. Pro levostranny test svédéi malé hod-
noty V*, a protoze V* < V,(0,1) = 2, nulovou hypotézu jednostranného testu
na hladiné 0,05 zamitdme. Uzitim vztahu (3.4), (3.5) pro normdlni aproximaci
dostaneme hodnotu Uy = —1,9917, kterd je mensi nez u(0, 05), a proto zamitame
nulovou hypotézu i timto zpusobem. Nakonec pouzitim statistického softwaru do-
staneme p-hodnotu 0,0313 a jednovybérovym Wilcoxonovym testem zamitame
nulovou hypotézu. Duvod, pro¢ dal tento test jiny vysledek nez znaménkovy, je
ten, ze ma vétsi silu. Na hladiné 0,05 se tedy muzeme domnivat, ze dieta je efek-

tivni ve smyslu, ze pomaha snizit vahu.

Priklad 3.3. Skrze vlastni dotaznik a pomoci socidlnich siti byly sledovany
nazory rodi¢u na fizeni auta svého potomka. Dotaznik obsahoval dvé otéazky,
kdy prvni se ptala na nazor otce a druha na nazor matky, zda souhlasi s tim,

aby jejich potomek 7idil auto. Mozné odpovédi byly ¢tyti - od 1=souhlasim po

-----

Reseni. Data byla sesbirdna od 55 dvojic, kdy 40 z nich mélo stejny nazor a 15

rozdilny. Protoze situace odpovidd modelu (3.b), budeme zde pracovat s rozdily
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Z; =Y; — X;, kde (X;,Y;) reprezentuji po fadé nazor otce a matky. Dostavame

tak 40 nul, které predstavuji shodu v nézorech a dalsich 15 rozdilu
1,1,-3,-1,2,3,1,1, 1,1, 1, 1, -1, 1, 1.

Abychom mohli pouzit znaménkovy test, musime zde vynechat nuly. Vybér
se omezi pouze na 15 nenulovych rozdilu, ¢imz se podstatné zhorsi presnost
vysledku. Pouziti jednovybérového Wilcoxonova testu je zde zcela nevhodné kvuli
velkému poctu nul a navic bychom pti pritazovani poradi meéli problém se sho-
dami. Piiklad budeme fesit pouze pomoci znaménkového testu. Formulace hy-

potéz je nasledujici

Hy : nazory rodi¢u jsou vyrovnané,

H, : nazor matek nebo otct je vice vyhranény.

Upfesnime nulovou hypotézu, vyrovnanosti rozumime to, ze ani matky ani ot-
cové nejsou jednostranné vyhranéni ve smyslu, ze by matky mély tendenci spise
nesouhlasit nebo otcové spise souhlasit. Alternativa pak znamend, ze bud matky,
nebo otcové jsou vice priklonéni k souhlasu nebo k nesouhlasu.

Budeme-li pracovat pouze s nenulovymi rozdily, mame rozsah vybéru N =
15 a statistika ZT = 12. Protoze mame oboustranny test, porovname ZT
s k1(0,05) = 3, k2(0,05) = 12. Protoze ZT > ky(0,05), zamitneme nulo-
vou hypotézu. Zamitnuti na hladiné 0,05 potvrzuje i pouziti aproximace, kdy
Uzr = 2,3238 > u(0,975) = 1,96 a p-hodnota ze softwaru 0,0352.

Tady muzeme vidét, jaky problém muze zpusobit vynechani nul. Vzhledem
k vysledkum testu bychom totiz nepredpokladali zamitnuti nulové hypotézy. In-
terpretace oboustranné alternativy je takova, ze rodice se v nazorech rozchazeli,
avsak nevime, ktery z nich spise souhlasil a ktery naopak nesouhlasil. Pokud
bychom ale testovali proti pravostranné alternativeé, pti které bychom rovnéz
zamitli Hy, mohli bychom vysledek interpretovat tak, ze pokud se rodice ne-

shoduji, pak blize k nesouhlasu ma matka.
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Porovname-li pouziti testu pro konkrétni data, pak v pripadé, ze bychom
chtéli postupovat co nejjednoduseji, zvolime znaménkovy test. Jak je ale vidét
u piikladu 3.2, jednovybérovy Wilcoxonuv test zamita nulovou hypotézu tam, kde
znaménkovy ne, coz konkrétné mohlo byt zpusobeno mensim rozsahem vybéru.
Obecné ma totiz znaménkovy test mensi silu a je silnéjsi az pro velké rozsahy
vybéru. Proto pro data z prikladu 3.2 je vhodnéjsi volbou jednovybérovy Wil-
coxonuv test. Déle je otazkou, zda chyby méreni z prikladu 3.1 jsou normalné
rozdéleny a je-li pak vhodnéjsi pouzit t-test. Samozirejmeé i na normalné rozdélend
data muzeme pouzit neparametrické testy, avsak mohlo by se stat, ze nezamitnou
nulovou hypotézu tam, kde by ji t-test zamitnul. Pro data z prikladu 3.3 je pouziti

jednovybérového Wilcoxonova testu znaéné nevhodné vzhledem k mnozstvi shod.
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4 Hypotéza nezavislosti

Mame nédhodny vybeér (Xi,Y7),...(Xn, Yn) z dvourozmérného rozdéleni F;,
o pevném rozsahu N. Dale ptifad me potadi Ry, ..., Ry vybéru X, ..., Xy a poradi
S1, ..., Sy vybéru Y, ..., Yy. Testujeme hypotézu nezavislosti proti alternativni
hypotéze, ze veliciny nezavislé nejsou. Matematicky lze pomoci distribuéni funkce
zapsat

Ho : F3(z,y) = Fx(2)Fy (y),

Hy : Fy(x,y) # Fx(x)Fy(y),
kde H; je tvar oboustranné alternativy, Fx(x) je distribuéni funkce vybéru
X1,...,Xn a Fy(y) je distribuéni funkce pro Yi, ..., Yy. Levostrannd alternativa
by testovala, zda se jedna o zavislost negativni, tzn. ¢im je vétsi X;, tim je mensi
Y; nebo ¢im je mensi X, tim je vétsi Y;. Pravostranna alternativa by testovala
zévislost pozitivni, neboli ocekdvame se zvétsujicimi (resp. zmensujicimi) X; vétsi
(resp. mensi) Y;, podle [3].

Jak bylo popséno v [], tento dvourozmérny nahodny vybér si lze predstavit
jako méreni dvou charakteristik na témze subjektu. Nejednd se zde o pritazovani
osetteni, nybrz o zkoumani charakteristik, které nelze nijak pritadit a jsou se
subjektem neoddélitelné spjaté.

Ptikladem by mohlo byt zkoumani vysky a vahy, kdy bychom subjekty zmérili
a zvazili a testovali bychom nulovou hypotézu, ze vyska a vaha spolu nesouvisi,
proti pravostranné alternativé, ze ¢im je vétsi vyska, tim je vétsi vaha. Obecné by
se dal test pouzit na jakékoliv 1ékarské charakteristiky, u kterych chceme zkoumat,
zda spolu souvisi. Napt. zavislost hladiny ionti v krvi s jinymi krevnimi elementy
apod. Prikladem pro testovani negativni zavislosti by mohlo byt sledovani nazoru
rozvedenych paru, kdy bychom meéli hypotézu, ze jejich nazory jsou nezavislé,
proti alternative, ze se nazorové velmi rozchazeji. Subjektem bychom zde rozumeéli
jeden par. Vyzkum by byl uskutecnitelny skrze dotaznik, ktery by sledoval nazor
na soucasné déni, vztahové zalezitosti apod. Vyhodnocenim by byly body od 0
do 100. Ocekévali bychom, ze pokud ma jeden z byvalych partnert bodu hodné,

druhy bude mit naopak velmi malo. Pokud by se nulova hypotéza o nezavislosti
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zamitla, mohli bychom tvrdit, Zze v nazorech rozvedenych paru existuje negativni
zavislost.
Formulace testu této kapitoly pochézi z [2, 5] a potfebné predpoklady jsou

shrnuty v nasledujicich bodech:

o (A4.1): (X1,Y),...(Xn, Yy) je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného

rozdélent;

e (A4.2): N je pevny rozsahu vybéru.

4.1 Spearmanuv korela¢ni koeficient

Intuitivné bychom pro testovani nezavislosti pouzili vybérovy korelaéni koefi-
cient (Pearsonuv), ktery vyjadfuje miru linearni zavislosti. Pro data z normalniho
rozdéleni plati, ze nekorelovanost je ekvivalentni s nezavislosti. Spearmanuv ko-
relacni koeficient mé vyhodu v tom, Ze pracuje pouze s poradimi a nevyzaduje
puvodni hodnoty pozorovani, které nékdy nemusi byt znamy. Ma vzorec:

Q. N (N£L)2
rg = >_ RS N( 2 ) (4.1)

VSR - N (S (287 - N (5)?)

a je definovan jako vybérovy korela¢ni koeficient dvojic (Ry, S1), ..., (Ry, Sy). Pro

praktické pocitani lze odvodit nejcastéji pouzivany vzorec

=1 a0 2

i=1
V piipadé oboustranného testu se hodnota |rg| porovna s tabelovanymi kritickymi
hodnotami rg(«), dohledatelné v [3]. Jestlize je |rs| > rg(a), potom nulovou
hypotézu na hladiné « zamitame. V piipadé jednostrannych testu na hladiné «
musime opét pouzit tabulky pro oboustranné testy na hladiné 2« a zamitame
proti pravostranné (resp. levostranné) alternative, jestlize rs > rg(2a) (resp.

s g —7‘5(20&)).
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Pro N > 30 je mozné pouzit normalni aproximaci a plati, ze statistika
URSZTS N —1 (43)

mé asymptoticky rozdéleni N(0,1). Nulovou hypotézu proti oboustranné alter-
nativé budeme zamitat, jestlize |Urs| > u(1 — §). Pokud testujeme levostrannou
alternativu, pak zamitdme pro Urs < u(«), a v piipadé pravostranné alternativy
zamitame pro Ugs > u(l — ). V softwaru pouzijeme funkci cor.test, kde si
nastavime Spearmanuv korela¢ni koeficient a pozadovanou alternativu.
Tentokrat nam budou shody vadit pouze v ramci jednotlivych vybéru, nikoli
shody mezi vybéry. Pokud se shody vyskytuji, pritadi se prumérna poradi a do-
porucuje se pouzit korigovanou statistiku, kterou je mozné dohledat v [2, str. 257].
Mohli bychom samoziejmé pouzit i tabelovanych kritickych hodnot i aproximace
pro vybéry beze shod, ale potom poc¢itame s vétsi nepresnosti. V softwaru je tteba
jako jeden z parametru funkce cor.test nastavit exact=FALSE a software pak

pouzije pro vypocet aproximaci na t-rozdéleni.

4.2 Aplikace testu

Priklad 4.1. Pét studentu doktorského studia délalo test o soucasném déni.
Znamena vyssi vek studenta lepsi vysledek testu? Priiklad prevzat z [3, str. 330].

vek: 24, 31, 38, 45, 45
skére: 68, 85, 84, 92, 90

Reseni. Predpoklad (A4.1) o spojitosti rozdéleni je zde porusen, coz by neva-
dilo, pokud by se ve vybéru nevyskytovala shoda. Musime tedy pocitat s vétsi
nepresnosti vysledku. Charakteristika vysky je neoddélitelné spjata se subjektem
a skore znalostniho testu koresponduje s jakymsi obecnym piehledem jedince, coz
rovnéz nelze povazovat za pritazenou charakteristiku.

Oznacme si X1, ..., X5 vék a Y7, ..., Y5 dosazené skére, dale rozsah vybéru N =
5 a testujeme na hladiné a = 0,05. Ocekavame, ze s rostoucim vékem se bude

dosazené skore zvétsovat. Naformulujeme nulovou a alternativni hypotézu
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Hy : vék s dosazenym skorem nesouvisi,

H, : hodnoty spolu souvisi ve smyslu pozitivni zavislosti.
Nyni pritadime pozorovanim potadi.

Xi|24 31 38 45 45

1 2 3 45 45
65 85 84 92 90
1 3 2 5 4

R;
Y;
S

Upozoriiujeme, 7e zde se piifazuje poradi zvlast pozorovanim X; a zvlast Yj,
tedy neni zde pouzit sdruzeny vybér. I kdyz se vyskytuje shoda, dovolime si i

pres nepiesnost pouzit vzorec (4.2):

5
rg=1— —C S (Ri— )2 = 0,825,

5(52—1) =1
Kritickd hodnota pro je rs(0,1) = 0,9, a protoze plati rg < rg(0,1), nezamitdme
nulovou hypotézu na hladiné 0,05. Nutno pfipomenout, ze hodnota rg(0,1) je
kriticka hodnota pro oboustranny test takova, aby byla dodrzena hladina 0,1.
Pro jednostranny test tato kritickd hodnota dodrzuje hladinu 0,05.

Prestoze mame maly vybér, zkusime spocitat hodnotu aproximativni testové

statistiky podle vztahu (4.3):

Urs =0,825-v/5—1=1,65.

Hodnotu porovname s u(0,95) = 1,6449 a vidime, Ze velmi tésné Urgs > u(0, 95),
a timto zpusobem zamitame nulovou hypotézu. Nakonec pouzijeme statisticky
software a jeho funkci cor. test, ktera nam vypocte p-hodnotu 0,0269. P-hodnota
je mensi nez hladina testu, takze zamitame i pouzitim softwaru. Nezamitnuti
H, presnou statistikou muze byt zpusobeno shodou ve vybéru. Pomoci Spear-
manova korelacniho koeficientu jsme dvéma zpusoby zamitli nulovou hypotézu
o nezavislosti. Muzeme se tedy domnivat, ze s vyssim vékem studenta se vysledek

testu o soucasném déni zlepsuje.
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Piiklad 4.2. Z databéze Ceského statistického titadu [10, 11] byla prevzata data
o prumeérné mife nezaméstnanosti (v %) a poctu sebevrazd v letech 2010 az 2012

podle kraju. Souvisi mira nezaméstnanosti (MN) s poctem sebevrazd (S)?

2010 2011 2012
MN S |MN S MN S
Praha 3,50 169 | 3,63 174 | 3,85 196
Stredocesky kraj 5,63 185 | 5,62 200 | 5,69 208
Jihocesky kraj 5,62 82| 560 98| 5,70 108
Plzensky kraj 6,28 88| 5,75 61 5,44 80
Karlovarsky kraj 8,48 50 | 8,22 44 8,00 53
Ustecky kraj 9,83 125 | 9,66 132 | 10,00 146
Liberecky kraj 8,02 64| 747 61 7,35 56
Kralovéhradecky kraj | 5,74 75 | 548 103 5,70 105
Pardubicky kraj 6,90 68| 6,33 81 6,22 7
Kraj Vysoéina 7,22 56 | 6,90 81 6,72 56
Jihomoravsky kraj 7,83 144 | 7,47 157 7,48 168
Olomoucky kraj 8,40 117 | 8,04 104 | 8,08 107
Zlinsky kraj 7,65 100 | 6,97 91| 6,95 96
Moravskoslezsky kraj | 8,73 179 | 833 201 8,47 191

Reseni. Miru nezaméstnanosti muzeme povazovat za spojitou veli¢inu, aviak
v dusledku zaokrouhlovani se vyskytuji shody. Shody se vyskytuji i mezi pocty
sebevrazd, které za spojitou velicinu nepokladame. Je tieba tedy pocitat s vétsi
nepiesnosti.

Nezavislost mezi jednotlivymi kraji by byla porusena tehdy, pokud by vybrané
kraje byly napt. v nékterém projektu na snizeni nezaméstnanosti nebo byly samy
schopny realizovat projekty inspirované jinymi kraji s mensi nezaméstnanosti.
Nezavislost napti¢ jednotlivymi roky by byla porusena, pokud by vedeni kraje
sledovalo vyvoj v pfredeslych letech a reagovalo na néj patficnymi opatfenimi,
napf. pii poklesu nezaméstnanosti by se zaméftila na jiné problémy apod. Tuto
zavislost vSak z dat za tfi roky nelze potvrdit.

Ozna¢me Xj,..., X4o miru nezaméstnanosti (MN) a Y7, ..., Yy pocty sebe-
vrazd (S), vime tedy N = 42 a testujeme na hladiné a = 0,05. Data budou
uspotadana chronologicky, tedy pozorovani Xi,..., X4 a Yi,..., Y14 odpovidaji
roku 2010 apod. Radi bychom zjistili, zda se zvySuje pocet sebevrazd se zvysujici
mirou nezaméstnanosti.

Formulujeme nulovou a alternativni hypotézu
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Hj : mira nezaméstnanosti s poc¢tem sebevrazd nesouvisi,

H, : hodnoty spolu souvisi ve smyslu pozitivni zavislosti.

Sefadime miry nezaméstnanosti a pocty sebevrazd zvlast podle velikosti,
pritadime jim potradi R; a S; a provedeme vypocet statistiky rg podle (4.2),

kvuli obtiznosti provedeme pomoci softwaru,

6 42
SO (R — S;)? = —0,0638.

R
' 2E2 1) &

Kritické hodnoty pro N = 42 uz nejsou k dispozici a navic se v datech vyskytuji

shody, proto pouzijeme normdlni aproximaci (4.3)
Urs = —0,0638 - v/42 — 1 = —0,4083.

Hodnotu Ugg porovname s u(0,95) = 1,6449, a protoze Urs < u(0,95), pak
docela ptresvédciveé nelze zamitnout nulovou hypotézu o nezavislosti. P-hodnota
pri pouziti softwaru vysla 0,6863, tedy nezamitnuti nulové hypotézy souhlasi.
Na hladiné testu o = 0,05 se muzeme domnivat, ze pocet sebevrazd nesouvisi

s mirou nezaméstnanosti v jednotlivych krajich.
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Zaver

V préci byla popsdna teorie vybranych neparametrickych testu. Testovani i
interpretace byly ukazany na praktickych prikladech. Kapitoly byly rozclenény
podle testovanych nulovych a alternativnich hypotéz. Kazdé hypotéze odpovidaji
ruzné situace v praxi, které byly nejdiive formulovany matematicky a pak
vysvétleny na konkrétnim pifkladu. V ramci testovani dat, které byly bud
prevzaté nebo vlastné sesbirané, byly pouzity tii postupy - ruéni pocitani presné
testové statistiky a aproximativni statistiky a pouziti funkce v softwaru R.

Presnd testova statistika vyzaduje tabelovanych kritickych hodnot, které ne-
musime mit vzdy k dispozici, ale pro presnost vysledku je nejlepsi, za predpokladu
vybéru beze shod, popf. bez nul. Aproximativni statistika je na pouziti jed-
nodussi, protoze pro vyhodnoceni se pouzivaji kvantily normovaného normalniho
rozdéleni, které jsou uz jednoduseji dohledatelné. Presto ale je potieba zjistit
hodnotu presné testové statistiky, ktera pro vétsi rozsahy muze byt obtiznéjsi na
vypocet. Software R nabizi spoustu funkci, které automaticky provedou test a
vystupem je p-hodnota, ze které velmi snadno pozname, zda se nulova hypotéza
muze zamitnout. Dalsi vyhodou softwaru je, ze po nastaveni prislusné alterna-
tivy (oboustranné, jednostranné), si nemusime délat starost s kritickym oborem,
protoze software vse vypocitd sam podle zadanych argumentu. Na druhou stranu
je predpokladem pouziti softwaru znalost funkei a jejich spravné pouziti, aby
nedoglo ke Spatné interpretaci vysledku. Navic kazdd funkce pouziva jiny algo-
ritmus vypoctu, nékde je proveden vypocet pomoci aproximace, nékde pomoci
presné testové statistiky.

Na zaver se domnivam, ze prinosem prace byl jeji prakticky nédhled na proble-
matiku neparametrickych testi. Podrobna analyza praktickych situaci tak muze
pomoct ¢tenafi v lepsi predstavé o problematice, nez by bylo poskytnuto skrze

matematické modely.
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