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Vypracovala:
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V Olomouci dne 28. dubna 2014



Poděkováńı
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zultaćıch.



Obsah
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Úvod

Tématem práce jsou neparametrické testy. Na následuj́ıćıch stranách se po-

kuśım zmı́něné metody vysvětlit, ukázat jejich použit́ı na konkrétńıch datech a

chtěla bych se zaměřit na jejich praktickou stránku. Tedy jak ověřit předpoklady,

provést výpočet a jak interpretovat výsledek testu, vzhledem k zadaným dat̊um

a zkoumané hypotéze.

Neparametrické metody jsou součást́ı velkého odvětv́ı testováńı hypotéz.

Vzhledem k rozsáhlé teorii testováńı, kterou nelze do rozsahu této práce zahrnout,

bude práce určena již pro čtenáře, kteř́ı maj́ı základńı poznatky z matematické

statistiky. Pojmy jako náhodný výběr, distribučńı funkce, nulová a alternativńı

hypotéza, kritický obor apod. budu zde považovat za obecnou znalost. Pokud

by však bylo třeba si základy testováńı hypotéz osvětlit, doporučuji např. [1,

kap. 7.1].

Použit́ı neparametrických test̊u je v praxi široké, protože na data nekladou

takové př́ısné nároky jako klasické parametrické testy. Jak název napov́ıdá, para-

metrické testy testuj́ı některý z parametr̊u většinou normálńıho rozděleńı (středńı

hodnotu nebo rozptyl) a k tomu je zapotřeb́ı odhad̊u těchto parametr̊u, které

vypoč́ıtáme pouze pomoćı p̊uvodńıch dat. Neparametrické testy testuj́ı pouze

rozděleńı, zda je symetrické, zda dva výběry pocháźı se stejného rozděleńı apod.,

tedy neńı zde testován žádný parametr. Proto je možné se u neparametrických

test̊u omezit pouze na pořad́ı veličin a p̊uvodńı data v podstatě nepotřebujeme.

Stač́ı vědět, které pozorováńı je větš́ı a menš́ı. Dı́ky této vlastnosti je okruh

použit́ı neparametrických test̊u mnohem větš́ı než test̊u klasických. Použ́ıváme je

na situace, kdy o rozděleńı dat toho moc nev́ıme, také na ordinálńı data nebo na

výběry s malým rozsahem. U mnoha neparametrických test̊u nám postač́ı, když

náhodný výběr bude pocházet z bĺıže nespecifikovaného spojitého rozděleńı.

Práce je rozdělena na čtyři kapitoly, kdy jejich členěńı je určeno povahou

nulové a alternativńı hypotézy. V každé kapitole bude popsána základńı situace a
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uvedeny nejpouž́ıvaněǰśı a nejznáměǰśı testy týkaj́ıćı se dané problematiky, rovněž

bude na př́ıkladu ukázán praktický postup testováńı. Budou dále srovnány r̊uzné

možnosti testováńı, tedy ručńı poč́ıtáńı, poč́ıtáńı pomoćı aproximaćı a použit́ım

statistického softwaru R. Na závěr každé kapitoly budou srovnány testy mezi

sebou v závislosti na jejich použit́ı na praktickém př́ıkladu.

Pro účely této práce jsem pomoćı dotazńık̊u a sociálńıch śıt́ı sesb́ırala několik

sad dat, které jsem následně analyzovala. Na tomto mı́stě bych chtěla ř́ıct, že data

slouž́ı jako konkrétńı př́ıklady obecně popsaných situaćı pro použit́ı vybraných ne-

parametrických test̊u a ćılem práce neńı jakýkoliv sociologický pr̊uzkum, protože

pro absolutńı regulérnost by bylo zapotřeb́ı větš́ıho výběru a hlavně větš́ı roz-

manitosti, než je k dispozici skrze sociálńı śıtě. Data tedy slouž́ı pro předvedeńı

postupu testováńı a hlavně pro ukázku interpretace výsledk̊u. Neznamená to však,

že by data porušovala základńı předpoklady nutné pro použit́ı neparametrických

test̊u. Pouze závěry, které z test̊u vyplynou, je třeba brát opatrně a negenerali-

zovat je na celou populaci. Přesto se ale domńıvám, že př́ınosem práce by mohl

být právě jej́ı praktický náhled na problematiku neparametrických test̊u.

5



1 Hypotéza shody dvou populaćı proti alterna-

tivě posunut́ı

Populace, neboli základńı soubor, reprezentuje realitu, kterou zamýšĺıme

zkoumat. Populaci tvoř́ı statistické jednotky, na kterých chceme pozorovat určitý

znak, vlastnost. Vzhledem k finančńı a časové náročnosti pozorováńı celé popu-

lace se utvoř́ı tzv. výběr. Statistické jednotky zahrnuté do výběru nazýváme sub-

jekty, na kterých př́ımo provád́ıme požadované pozorováńı nebo měřeńı. Data,

źıskaná pozorováńım, jsou pak realizacemi náhodných veličin, protože pro dva

r̊uzné výběry z téže populace můžeme stejným pozorováńım źıskat dvě r̊uzné

sady dat. Každý výzkum se pak provád́ı za účelem zodpovězeńı otázek, které

již máme určené dopředu nebo mohou vyplynout během samotného sb́ıráńı dat.

Tyto otázky nazýváme hypotézy.

Vysvětĺıme-li na př́ıkladu, populaci tvoř́ı školáci základńıch škol celé repub-

liky. Statistickou jednotkou je každý jednotlivý školák a chceme zjistit, neboli bu-

deme testovat hypotézu, že pr̊uměrná hodnota IQ u školák̊u je 100. Provedeme

tzv. dvoustupňový výběr. Nejprve ze všech základńıch škol republiky náhodně

vybereme např. 10 škol. Na každé vybrané škole vybereme náhodně dvě tř́ıdy,

které otestujeme inteligenčńım testem. Z provedených pozorováńı źıskáme sadu

dat, na kterou aplikujeme statistické testy. Tento př́ıklad odpov́ıdá situaci, kdy

máme jeden náhodný výběr z jedné populace. Kdybychom chtěli vytvořit situaci

dvou populaćı, pak bychom kromě žák̊u základńıch škol náhodně vybrali stu-

denty středńıch škol a testovali bychom, že pr̊uměrné IQ u žák̊u základńıch škol

je stejné jako u student̊u středńıch škol. Dvěma náhodnými výběry se budeme

dále zabývat, přičemž základńı model poṕı̌seme matematicky, čerpáno z [6].

Necht’ X1, X2, ..., Xm a Y1, Y2, ..., Yn jsou dva nezávislé náhodné výběry ze

dvou populaćı, jež po řadě pocházej́ı z rozděleńı F a G, m a n jsou pevné roz-

sahy výběr̊u. Dále budeme použ́ıvat tzv. sdružený výběr X1, ..., Xm, Y1, ..., Yn,

o rozsahu m+ n. Matematicky má nulová a alternativńı hypotéza tvar:

H0 : F = G,

H1 : G(x) = F (x−∆),∆ 6= 0,
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neboli máme nulovou hypotézu o shodnosti rozděleńı výběr̊u proti alternativě, že

se jejich distribučńı funkce lǐśı v posunut́ı o neznámý parametr ∆. Vzhledem

k faktu, že rozděleńı náhodné veličiny jednoznačně určuje jej́ı distribučńı funkci

a naopak, nebudeme označeńı rozděleńı a k nim př́ıslušných distribučńıch funkćı

rozlǐsovat, resp. při formulaci hypotéz je tvrzeńı o shodnosti rozděleńı ekvivalentńı

se shodnost́ı odpov́ıdaj́ıćıch distribučńıch funkćı.

V př́ıpadě ∆ 6= 0 máme oboustrannou alternativu, která nám ř́ıká, že se dis-

tribučńı funkce lǐśı v posunut́ı, ale neř́ıká jakým směrem. Lze tedy podle volby

∆ formulovat i jednostrannou alternativu. Pro ∆ > 0 dostáváme pravostrannou

alternativu a očekáváme, že hodnoty výběru Y1, ..., Yn budou větš́ı než hodnoty

X1, ..., Xm. Naopak při levostranné alternativě, kdy ∆ < 0, očekáváme, že hod-

noty výběru Y1, ..., Yn budou menš́ı než hodnoty X1, ..., Xm. Volba alternativy

samozřejmě ovlivńı tvar kritického oboru a volbu kritických hodnot. Tato proble-

matika bude rozvedena později pro každý test zvlášt’.

Dále označ́ıme R1, ..., Rm pořad́ı veličin X1, ..., Xm ve sdruženém výběru

seřazeném podle velikosti od nejmenš́ı hodnoty po největš́ı a S1, ..., Sn pořad́ı

veličin Y1, ..., Yn. Zpravidla se označeńı výběr̊u voĺı tak, aby platilo m ≥ n.

Nyńı přistouṕıme k praktické analýze. Popsaný model lze použ́ıt na tři

základńı situace:

• situace (1.a) - dva nezávislé výběry ze dvou populaćı, testujeme shodnost;

• situace (1.b) - dva nezávislé výběry z jedné populace - kontrola, ošetřeńı,

testujeme vliv ošetřeńı;

• situace (1.c) - dva nezávislé výběry z jedné populace, každý s jiným

ošetřeńım, testujeme shodnost v efektu ošetřeńı.

Typickým př́ıkladem situace (1.a) je výběr z populace žen a výběr z populace

muž̊u, kdy bychom mohli zkoumat, jak velké spropitné dávaj́ı v zábavńıch pod-

nićıch. Sledovali bychom platby jednotlivých host̊u a zapisovali si hodnotu spro-

pitného. Nezávislost by byla v rámci výběru dosáhnuta t́ım, že by hosté chodili

platit jednotlivě a nevěděli by, jaké spropitné nechávaj́ı ostatńı. Nezávislost mezi
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muži a ženami by nav́ıc byla dána t́ım, že mezi nimi neńı jakýkoli př́ıbuzenský

nebo partnerský vztah. Dále bychom testovali nulovou hypotézu, že muži a ženy

nechávaj́ı stejné spropitné. Oboustranná alternativa by ř́ıkala, že výše spropitného

se lǐśı. Jednostranné alternativy by testovaly, že bud’ ženy dávaj́ı menš́ı spropitné

než muži, nebo naopak větš́ı. Daľśım př́ıkladem by mohlo být sledováńı řidičských

schopnost́ı u muž̊u a u žen, zkoumáńı životńı spokojenosti u lid́ı žij́ıćıch ve městě

a lid́ı z venkova nebo výzkum postoje k dětem u ženatých muž̊u proti svobodným.

Situace (1.b) je nejlépe aplikovatelná na biomedićınské výzkumy. Řekněme, že

máme skupinu pacient̊u s vysokým krevńım tlakem a chceme testovat vliv nového

léku, který by měl tlak sńıžit. Pacienty náhodně rozděĺıme do skupiny kontrolńı a

do skupiny s ošetřeńım, kdy ošetřeńım rozumı́me podáńı léku. Nulová hypotéza

testuje, že ošetřeńı nemá vliv na krevńı tlak, a v tomto př́ıpadě bereme jednostran-

nou alternativu, která ř́ıká, že ošetřeńı krevńı tlak snižuje. Stejný princip bychom

použili u většiny lékařských výzkumů, kde se sleduje vliv nového léku nebo nové

metody operace. Co se týče splněńı předpoklad̊u, pak nezávislosti mezi skupinami

doćıĺıme náhodným přǐrazeńım kontroly a ošetřeńı. Náhodným přǐrazeńım do sku-

pin dále lépe promı́cháme nezohledněné faktory, sńıž́ıme možnost ovlivňováńı se

mezi subjekty a v některých př́ıpadech budeme moct i určit kauzalitu. V rámci

skupiny je nezávislost dána t́ım, že pacienti netuš́ı, ve které skupině jsou, tedy se

nemůžou mezi sebou ovlivňovat, a ani nemůže hrát roli placebo efekt. Rozděleńı

do skupin můžeme provést tak, že pomoćı generátoru č́ısel přǐrad́ıme každému

pacientovi 0 nebo 1. Pacienti s 0 pak budou ve skupině kontrolńı a bude jim

podáno placebo a na pacienty s 1 se aplikuje ošetřeńı. Obdobně bychom si mohli

u každého pacienta hodit minćı a podle toho, jak padne rub a ĺıc, je rozdělit.

Zamysĺıme-li se nad předpokladem o pevných rozsaźıch výběru, nab́ıźı se otázka,

zda t́ımto postupem pevný rozsah dodrž́ıme. Hod minćı je totiž náhodný pokus a

v př́ıpadě, že budeme mı́t např. 100 pacient̊u, nemuśıme dosáhnout požadovaných

rozsah̊u (např. 50 na 50). Jednou možnost́ı je házet tak dlouho, dokud jedna sku-

pina nebude naplněna a potom zbytek automaticky zařadit do druhé. Na druhou

stranu, at’ už přǐrad́ıme ošetřeńı a kontrolu jakkoli, v okamžiku, kdy začneme
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s daty pracovat a rozsahy neměńıme, pak je už můžeme považovat za pevné.

Tento postup by šel aplikovat i pro zkoumáńı efektu nové učebńı metody

u student̊u nebo nového hnojiva u rostlin, kdy na část p̊udy by bylo použito

nové hnojivo, druhá část by se nechala bez hnojeńı a sledoval by se vliv hnojeńı

na r̊ust rostlin. Daľśım př́ıkladem, který by se mohl zdát jako typický pro tuto

situaci, je zkoumáńı kuřák̊u a nekuřák̊u, resp. vliv kouřeńı na zdrav́ı jedince.

Ideálńı by bylo náhodně vybraným nekuřák̊um přǐradit, zda z̊ustanou nekuřáci,

nebo jestli začnou kouřit. Věděli bychom, jak často a jak dlouho kouř́ı a podle

toho pak snadno vyvodit vliv kouřeńı na zdrav́ı a př́ıpadně prokázat i kauzalitu.

Mohli bychom zjistit, že jestliže člověk kouř́ı, pak bude mı́t zdravotńı problémy.

Avšak z etického hlediska nelze náhodně nekuřák̊um přikázat, aby začli kouřit,

a tak si ověřit vliv kouřeńı, a proto je třeba postupovat jinak. Provedli bychom

dva náhodné výběry, kdy jeden by byl z populace nekuřák̊u a druhý z populace

kuřák̊u. Problém kuřák̊u a nekuřák̊u je proto vhodněǰśı chápat jako situaci (1.a).

Velmi přesvědčivý př́ıklad pro situaci (1.c) jsou náhodně vybrané dvě sku-

piny student̊u ze stejné populace, kdy na každou skupinu aplikujeme ošetřeńı,

kterým rozumı́me r̊uzné vyučovaćı metody. Po skončeńı výuky se pak každé sku-

pině dá vědomostńı test a výsledky se porovnaj́ı. Chceme tedy testovat nulovou

hypotézu, že metody výuky jsou stejně účinné, oproti oboustranné alternativě,

že stejně účinné nejsou. Nemáme-li předem daný odhad o tom, která metoda je

lepš́ı, oboustranná alternativa je nejvhodněǰśı volbou, protože chceme zjistit, jestli

v̊ubec se jejich účinnost lǐśı. Pro testováńı stejné hypotézy bychom mohli provést

trochu jiný zp̊usob výběru, kdy vybereme jednu skupinu student̊u, kterým pak

náhodně r̊uzná ošetřeńı přǐrad́ıme (např. hodem minćı). Obdobně by situace (1.c)

odpov́ıdala zkoumáńı vlivu dvou r̊uzných hnojiv na r̊ust rostlin. Na jednu část

p̊udy by se aplikovalo jedno hnojivo, na druhou část p̊udy jiné a nulová hypotéza

by testovala shodnost v efektu hnojiv oproti oboustranné alternativě, že hnojiva

jsou r̊uzně účinná. Analogicky by se dala testovat účinnost dvou r̊uzných lék̊u,

metod výcviku zv́ı̌rat, zp̊usobu tréninku sportovc̊u apod.

Předpoklady matematického modelu shrneme do následuj́ıćıch bod̊u:
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• (A1.1): X1, ..., Xm a Y1, ..., Yn jsou náhodné výběry ze spojitých rozděleńı;

• (A1.2): výběry jsou nezávislé;

• (A1.3): rozsahy výběr̊u m a n jsou pevné.

Předpoklady plat́ı pro všechny testy této kapitoly, nebude-li řečeno jinak.

Předpoklad spojitosti je d̊uležitý kv̊uli tzv. shodám, což jsou pozorováńı, která

maj́ı stejnou hodnotu a neńı možné jim jednoznačně přǐradit pořad́ı. Předpoklad

spojitosti má zaručit, že pravděpodobnost shod je nulová. Výskyt shod totiž

narušuje přesnost tabelovaných kritických hodnot a limitńıch aproximaćı u jed-

notlivých test̊u. V praxi tedy můžeme bez omezeńı pracovat s diskrétńımi daty,

pokud se v nich nevyskytuj́ı shody. Někdy se však shodám nevyhneme, a potom

je potřeba upravených testových statistik. Pokud máme velký výběr a shod je

málo, můžeme je vypustit a bez problémů použ́ıt tabelovaných kritických hodnot

a aproximace. Jinou možnost́ı je přǐrazeńı pr̊uměrných pořad́ı, kdy pak můžeme

pracovat s upravenou testovou statistikou a normálńı aproximaćı, je-li k dispozici,

nebo použ́ıt tabelovaných kritických hodnot a aproximace pro data beze shod, ale

mı́t na vědomı́, že už je výsledek nepřesný. Formulace test̊u této kapitoly pocháźı

hlavně z [2, 3].

1.1 Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Jeden z nejstarš́ıch neparametrických test̊u byl představen Frankem Wilco-

xonem v roce 1945 a byl formulován pro stejné rozsahy výběr̊u (m = n). O dva

roky později jej pak rozš́ı̌rili Henry Mann a Donald R. Whitney pro r̊uzné rozsahy

(m 6= n) a stanovili tabulky kritických hodnot pro malé m a n, čerpáno z [3].

Označme součty pořad́ı náhodných výběr̊u

T1 =
m∑
i=1

Ri, T2 =
n∑
i=1

Si. (1.1)

Potom zaved’me

U1 = mn+
1

2
m(m+ 1)− T1, U2 = mn+

1

2
n(n+ 1)− T2, (1.2)
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kdy test založen na U1 a U2 se nazývá Mann̊uv-Whitneyho test a test založen na

T1 je dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test. Dále označme

MW = min(U1, U2). (1.3)

Hodnotu MW porovnáme s odpov́ıdaj́ıćı tabelovanou kritickou hodnotou pro

oboustranný test Wc(α), dohledatelné v [8]. Plat́ı-li MW ≤ Wc(α), pak nulovou

hypotézu na dané hladině α zamı́táme oproti oboustranné alternativě. Je možné

si všimnout, že pro oboustrannou alternativu je test formulován s jednostranným

kritickým oborem.

Kritické hodnoty Wc(α) v tabulkách jsou uváděny pro oboustranný test tak,

aby dodržel hladinu α. Tabulky pro jednostranné testy speciálně uváděny nejsou.

Jestliže budeme testovat proti jednostranné alternativě na hladině α, kritickou

hodnotu muśıme vźıt z tabulek pro oboustranný test, který má hladinu 2α, tedy

použijeme kritickou hodnotu Wc(2α). Neboli pro jednostranný test na hladině

0,05 použijeme tabulky určené oboustrannému testu s hladinou 0,1. Je třeba

si dávat pozor, které tabelované kritické hodnoty použ́ıváme, protože existuj́ı i

tabulky pro statistiku T1. V tomto textu budeme však T1 a T2 použ́ıvat jen pro

výpočet U1, U2.

Testujeme-li pravostrannou alternativu, pak pro ni budou svědčit malé hod-

noty U2, a bude-li U2 ≤ Wc(2α), zamı́tneme nulovou hypotézu na hladině α.

V př́ıpadě levostranné alternativy, pokud U1 ≤ Wc(2α), pak zamı́táme nulovou

hypotézu na hladině α.

Pro větš́ı rozsahy výběr̊u (obvykle m > 10, n > 10) je možné využ́ıt asympto-

tického normálńıho rozděleńı veličiny U1 a použ́ıt statistiku:

UMW =
U1 − EU1√

varU1

, kde EU1 =
1

2
mn, varU1 =

1

12
mn(m+ n+ 1). (1.4)

Jestliže |UMW | ≥ u(1 − α
2
), pak zamı́táme nulovou hypotézu proti oboustranné

alternativě na hladině testu α, kde u(1− α
2
) je (1− α

2
)-kvantil rozděleńı N(0, 1).

V př́ıpadě pravostranné alternativy, ∆ > 0, budou v jej́ı prospěch svědčit větš́ı

hodnoty statistiky UMW a H0 budeme zamı́tat, jestliže UMW ≥ u(1− α). Analo-

gicky při levostranné alternativě, ∆ < 0, budeme zamı́tat H0, když UMW ≤ u(α).
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Vyskytuj́ı-li se ve výběru shody, potom jim přǐrad́ıme pr̊uměrná pořad́ı a pro

přesný výsledek je třeba mı́sto UMW použ́ıt upravenou statistiku

U∗MW =
U1 − mn

2√
mn

N(N−1)

(
N3−N

12
−

r∑
i=1

t3i−ti
12

) , (1.5)

kde N = m+ n, r je počet shod a ti je násobnost i-té shody z [1, str. 103].

Použijeme-li software R, je možné si nastavit typ alternativy a použ́ıt př́ıslušný

test podle toho, zda se ve výběru vyskytuj́ı shody. Pro výběry beze shod

použijeme funkci wilcox.test a pro výběr se shodami wilcox.exact. Podle

zadaných parametr̊u proběhne výpočet a výstupem pak bývá p-hodnota, na

základě které pak rozhodujeme o zamı́tnut́ı nebo nezamı́tnut́ı nulové hypotézy.

Připomeneme, že H0 zamı́táme, jestliže p-hodnota je menš́ı než hladina testu α.

Zobecněńım dvouvýběrového Wilcoxonova testu je tzv. Kruskal̊uv-Wallis̊uv

test pro shodu v́ıce populaćı. Testuje hypotézu, že všech k výběr̊u pocháźı ze

stejného rozděleńı, oproti alternativě, že alespoň jeden pocháźı z jiného. Při

zamı́tnut́ı nulové hypotézy pak existuj́ı metody, pomoćı kterých je možno odha-

lit, kterých dvojic se rozd́ılnost týká. V př́ıpadě, že bychom Kruskal̊uv-Wallis̊uv

test použili na dva nezávislé náhodné výběry, pak test splývá s oboustranným

dvouvýběrovým Wilcoxonovým testem. Veškerou teorii a odvozeńı je možné naj́ıt

např. v [3, str. 291].

Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test lze sice použ́ıt i pro testy s obecnou alterna-

tivou H1 : F 6= G, avšak je mnohem citlivěǰśı právě na alternativu posunut́ı,

resp. při alternativě posunut́ı má mnohem větš́ı śılu.

1.2 Van der Waerden̊uv test

Pro formulaci testu označme Φ distribučńı funkci rozděleńı N(0, 1) a Φ−1

jej́ı odpov́ıdaj́ıćı kvantilovou funkci. Test je vhodný pro rozděleńı velmi bĺızká

normálńımu a testová statistika má tvar

VW =
n∑
j=1

Φ−1
(

Sj
m+ n+ 1

)
. (1.6)
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Kritické hodnoty VWc(α) jsou pro m + n ≤ 50, |m − n| ≤ 5 tabelovány

v [9]. Je-li |VW | ≥ VWc(α), pak zamı́táme H0 proti oboustranné alterna-

tivě. V př́ıpadě jednostranného testu opět použ́ıváme kritické hodnoty VWc(2α)

obdobně jako u dvouvýběrového Wilcoxonova testu. Při pravostranné alterna-

tivě (resp. levostranné) zamı́táme nulovou hypotézu, když VW ≥ VWc(2α)

(resp. VW ≤ −VWc(2α)). Dále za platnosti H0 je rozděleńı statistiky VW sy-

metrické kolem jej́ı středńı hodnoty EVW = 0 a rozptyl je dán následovně:

varVW =
mn

(m+ n)(m+ n+ 1)

m+n∑
i=1

[
Φ−1

(
i

m+ n+ 1

)]2
. (1.7)

Asymptoticky, pro m,n→∞, pak plat́ı

UVW =
VW√
varVW

∼ N(0, 1) (1.8)

a v př́ıpadě oboustranného testu pro |UVW | ≥ u(1 − α
2
) H0 zamı́táme. Pro pra-

vostrannou alternativu, ∆ > 0, svědč́ı větš́ı hodnoty statistiky UVW a budeme

zamı́tat, když UVW ≥ u(1 − α). Naopak pro levostrannou alternativu, ∆ < 0,

svědč́ı hodnoty menš́ı a zamı́táme pro UVW ≤ u(α). Při použit́ı statistického soft-

waru zvoĺıme funkci qn.test, nastav́ıme si, že chceme použ́ıt Van der Waerden̊uv

test, dále testovanou alternativu a źıskáme p-hodnotu, podle které rozhodneme

o zamı́tnut́ı nebo nezamı́tnut́ı H0.

V př́ıpadě malého počtu shod se postup testováńı neměńı a shodám jsou

přǐrazena pr̊uměrná pořad́ı, se kterými se dále pracuje. V př́ıpadě velkého počtu

shod již tabelované kritické hodnoty a normálńı aproximaci neńı možné použ́ıt.

Avšak odvodit přesné rozděleńı testové statistiky je náročné, a proto zde budeme

řešit jen př́ıklady, kdy je možné tabelovaných hodnot a normálńı aproximace

využ́ıt, popř. budeme poč́ıtat s jistou nepřesnost́ı.

1.3 Mediánový test

Testová statistika má tvar

M =
n∑
j=1

1

2

{
sign

[
Sj −

1

2
(m+ n+ 1)

]
+ 1

}
(1.9)
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a za H0 má symetrické rozděleńı kolem své středńı hodnoty EM = n
2
. Dále lze

určit jej́ı rozptyl:

varM =


mn

4(m+ n+ 1)
, pro m+ n sudé,

mn

4(m+ n)
, pro m+ n liché.

Asymptoticky, pro m,n→∞, za platnosti H0 plat́ı:

UM =
M − EM√

varM
∼ N(0, 1), (1.10)

kdy nulovou hypotézu budeme zamı́tat ve prospěch oboustranné alternativy,

jestliže |UM | ≥ u(1 − α
2
). Máme-li pravostrannou alternativu, ∆ > 0, pak H0

zamı́táme, když UM ≥ u(1 − α). V př́ıpadě levostranné alternativy, ∆ < 0,

zamı́tneme nulovou hypotézu, jestliže UM ≤ u(α). Lze dokázat, že statistika M

má hypergeometrické rozděleńı, avšak v tomto textu ji budeme použ́ıvat pouze

pro výpočet statistiky UM . Co se týče softwaru R, neexistuje pro mediánový test

definovaná funkce jako pro předešlé dva testy. U př́ıkladu se tedy omeźıme pouze

na normálńı aproximaci.

Mediánový test je vhodné použ́ıt pro tzv. cenzorované výběry, což jsou výběry

s extrémńımi hodnotami na obou konćıch, o kterých v́ıme pouze to, že přesahuj́ı

určitou mez. Obecně má test v̊uči předešlým dvěma test̊um menš́ı śılu, tedy

pravděpodobnost, že zamı́tneme nulovou hypotézu, když neplat́ı, je menš́ı, ale

jak uvád́ı [3], v př́ıpadě testováńı dat, které pocháźı z dvojitě exponenciálńıho

rozděleńı, může být použit́ı mediánového testu vhodněǰśı.

Souhrnem, v př́ıpadě výběr̊u z normálńıho rozděleńı je samozřejmost́ı vo-

lit klasický dvouvýběrový t-test, který je nejsilněǰśı za předpokladu normality.

V př́ıpadě, kdy je větš́ı počet odlehlých hodnot nebo je porušena normalita, je

vhodněǰśı volbou dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test. Van der Waerden̊uv test má

poměrně velkou śılu pro data z rozděleńı velmi bĺızké normálńımu, avšak pro

složitost výpočtu může být Wilcoxon̊uv test vyhovuj́ıćı. Mediánový test je pak

14



mnohem silněǰśı pro data z rozděleńı s těžkými chvosty, jako je např. dvojitě

exponenciálńı rozděleńı. V př́ıpadě shod je třeba použ́ıt upravených statistik a

kritických hodnot. V rámci pozorováńı se shodám snaž́ıme vyhnout, ale mnohdy

nemáme na výběr a je třeba data se shodami analyzovat. Usnadněńım pak může

být použit́ı softwaru za předpokladu správně použitých funkćı.

1.4 Aplikace test̊u

V této podkapitole si pro r̊uzná data předvedeme postup testováńı, jak pro

stejné rozsahy výběr̊u, tak pro r̊uzné. Ukážeme si postup pro př́ıpady se shodami i

beze shod a budeme testovat proti jednostranným i oboustranným alternativám.

Testy budeme provádět na hladině α = 0, 05, nebude-li řečeno jinak.

Př́ıklad 1.1. U žen a muž̊u bylo zkoumáno, kolik vlastńı pár̊u bot. Můžeme ř́ıci,

že ženy vlastńı v́ıce pár̊u bot než muži? Data byla sesb́ırána vlastńım dotazńıkem

pomoćı sociálńıch śıt́ı.

ženy: 20, 24, 11, 25, 18, 32, 14, 37, 9, 28
muži: 5, 7, 2, 3, 10, 4, 8, 13

Řešeńı. Př́ıklad koresponduje se situaćı (1.a), která byla popsána na začátku ka-

pitoly. Potenciálńı porušeńı předpokladu (A1.1) o náhodném výběru by mohlo být

zp̊usobeno menš́ı rozmanitost́ı výběru. Sociálńı śıtě totiž nepouž́ıvaj́ı všichni a po-

kud by dotazńık vyplnilo pět kamarádek, které jsou zapáleny do módy a nakupuj́ı

spolu, můžeme očekávat, že počty pár̊u bot budou na sobě závislé. Dále součást́ı

(A1.1) je předpoklad spojitosti, který je zde sice porušen, ale protože se zde nevy-

skytuj́ı žádné shody, porušeńı spojitosti nevad́ı. Předpoklad (A1.2) o nezávislosti

mezi muži a ženami by mohl být porušen tehdy, pokud by dotazńık vyplnili

např. partneři nebo manželé, kteř́ı maj́ı společný domáćı rozpočet, a nakupováńı

je ovlivněno výš́ı společného výdělku. Protože byl dotazńık anonymńı a jediné, co

respondenti uváděli, bylo pohlav́ı, nemůžeme vědět, zda u některých dvojic hroźı

závislost pozorováńı a budeme tedy považovat nezávislost za splněnou. Co se týče

předpokladu (A1.3) o pevném rozsahu výběru, dotazńıkem bylo sesb́ıráno v́ıce jak
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50 hodnot, přičemž ženy odpov́ıdaly častěji. Pro účely této práce bylo náhodně

vybráno 10 pozorováńı žen a 8 pozorováńı muž̊u, aby bylo snadněǰśı ukázat ručńı

poč́ıtáńı testových statistik. Protože si ale takto urč́ıme rozsah výběru a jakkoli

s ńım nehýbeme, můžeme předpoklad (A1.3) považovat za splněný.

Označme X1, ..., X10 počty pár̊u bot žen, Y1, ..., Y8 počty pár̊u bot muž̊u a je

zřejmé, že m = 10, n = 8. Slovńı formulace hypotéz je následuj́ıćı:

H0 : počet pár̊u bot u žen a muž̊u se nelǐśı,

H1 : ženy vlastńı v́ıce pár̊u bot než muži.

Matematicky se jedná o levostrannou alternativu H1 : G(x) = F (x−∆),∆ < 0,

protože očekáváme, že hodnoty Y1, ..., Y8 budou nižš́ı.

Utvoř́ıme sdružený výběr, který seřad́ıme podle velikosti a pozorováńım

přǐrad́ıme pořad́ı. Hodnoty pozorováńıX1, ..., X10 a jim př́ıslušná pořad́ıR1, ..., R10

jsou vyznačeny tučně.

pozorováńı 2 3 4 5 7 8 9 10 11
pořad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pozorováńı 13 14 18 20 24 25 28 32 37
pořad́ı 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Nyńı je vše nachystáno pro výpočet testových statistik a začneme dvouvýběrovým

Wilcoxonovým testem. Protože máme levostranný test, nebylo by třeba poč́ıtat

statistiky T2 a U2, ale pro ukázku jejich vypočteńı uvedeme.

Pomoćı (1.1) vypočteme T1 a T2:

T1 = 7 + 9 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 + 17 + 18 = 132,

T2 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 8 + 10 = 39.

Správný výpočet můžeme ověřit pomoćı vztahu T1 + T2 = 1
2
(m+ n)(m+ n+ 1),

který vyplývá z formulace statistik T1, T2. Zde 1
2
(10 + 8)(10 + 8 + 1) = 171, což

se rovná součtu statistik T1 a T2. Dále užit́ım (1.2) vypočteme statistiky U1 a U2:

U1 = 10 · 8 + 1
2
· 10(10 + 1)− 132 = 3,

U2 = 10 · 8 + 1
2
· 8(8 + 1)− 39 = 77.
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Tabelovaná kritická hodnota je Wc(0, 1) = 20, se kterou porovnáme U1. Vzhledem

k tomu, že U1 < Wc(0, 1), zamı́táme nulovou hypotézu na hladině α = 0, 05 proti

jednostranné alternativě. V př́ıpadě použit́ı normálńı aproximace využijeme (1.4)

a dostaneme:

EU1 = 40, varU1 = 126, 6667, UMW = −3, 2875.

Hodnotu UMW porovnáme s u(0, 05) = −1, 6449, tedy UMW < u(0, 05) a nulovou

hypotézu proti jednostranné alternativě zamı́táme i t́ımto zp̊usobem. Konečně

použijeme-li software R, resp. jeho funkci wilcox.test, dostaneme p-hodnotu

0,00016, která také velmi přesvědčivě zamı́tá H0 proti jednostranné alternativě na

hladině testu 0,05. Pokud se nevyskytuj́ı ve výběrech shody, funkce wilcox.test

použ́ıvá pro stanoveńı kritického oboru přesné rozděleńı veličiny U1. Nepouž́ıvá

asymptotické rozděleńı, a proto je výsledek přesněǰśı než při použit́ı normálńı

aproximace. Svědč́ı o tom i p-hodnota pro normálńı aproximaci, která je rovna

0.00051 a je větš́ı oproti p-hodnotě vypočtené softwarem. To znamená, že test

pomoćı normálńı aproximace méně přesvědčivě zamı́tá H0. Ručně vypoč́ıtaná p-

hodnota pro statistiku U1 vycháźı P (T1 ≥ 132) = 7

(18
10)

= 0, 00016, kde 7 je počet

takových součt̊u deseti libovolných pořad́ı, které jsou větš́ı nebo rovny 132. Ručně

vypoč́ıtáná p-hodnota vycháźı stejně jako p-hodnota vypočtená softwarem.

Pro naši situaci výsledky dvouvýběrového Wilcoxonova testu znamenaj́ı, že

zamı́táme shodnost v počtu pár̊u bot u muž̊u a u žen a můžeme se domńıvat, že

ženy vlastńı v́ıce pár̊u bot.

Přistouṕıme k použit́ı Van der Waerdenova testu. Použit́ım vzorce (1.6)

dostáváme

VW = Φ−1
(

1

19

)
+ Φ−1

(
2

19

)
+ ...+ Φ−1

(
8

19

)
+ Φ−1

(
10

19

)
= −5, 9261.

Tabelované kritické hodnoty jsou k dispozici pouze pro oboustranný test s hladi-

nou α = 0, 05, tedy jednostranný test provedeme na hladině α = 0, 025. Z tabulek

vyčteme, že VWc(0, 05) = 3, 6, a protože plat́ı VW < −VWc(0, 05), nulovou hy-

potézu na hladině významnosti 0,025 zamı́táme. Zamı́tnut́ı na př́ısněǰśı hladině
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testu nám ř́ıká, že bychom H0 zamı́tli i pro α = 0, 05, a proto pro normálńı apro-

ximaci Van der Waerdenova testu a výpočet v softwaru z̊ustaneme u α = 0, 05.

Dále užit́ım (1.7) spočteme

varVW =
10 · 8

(10 + 8)(10 + 8 + 1)

18∑
i=1

[
Φ−1

(
i

10 + 8 + 1

)]2
= 3, 1035

a dosazeńım do vzorce (1.8) dostaneme

UVW =
−5, 9261√

3, 1035
= −3, 3639.

Hodnotu UVW porovnáme s u(0, 05) = −1, 6449, tedy UVW < u(0, 05) a na

hladině testu 0,05 zamı́táme H0 i pro normálńı aproximaci. Do třetice použijeme

funkci qn.test ve statistickém softwaru. Výstupem je p-hodnota 0,0015, pro

kterou zamı́táme nulovou hypotézu na hladině 0,05. P-hodnota pro test s normálńı

aproximaćı vyšla 0,0004 a je menš́ı než p-hodnota daná funkćı qn.test. Normálńı

aproximace zamı́tá nulovou hypotézu o něco přesvědčivěji.

Van der Waerden̊uv test zamı́tl nulovou hypotézu proti jednostranné alterna-

tivě a opět zamı́táme shodu v počtu pár̊u bot u muž̊u a u žen a přikláńıme se

k alternativě, že ženy vlastńı v́ıce pár̊u.

Zbývá ještě použ́ıt na data test mediánový. Užit́ım (1.9) dostáváme

M =
1

2

{[
sign(1− 19

2
) + 1

]
+ ...+

[
sign(10− 19

2
) + 1

]}
= 1.

Vı́me, že plat́ı EM = n
2

a pro m+n sudé varM = mn
4(m+n+1)

. Dosazeńım dostaneme

EM = 4 a varM = 1, 0526. Podle vztahu (1.10) urč́ıme statistiku UM :

UM =
1− 4√
1, 0526

= −2, 9240.

Hodnotu UM porovnáme s u(0, 05) = −1, 6449, a protože UM < u(0, 05),

zamı́táme H0 na hladině testu 0,05 proti jednostranné alternativě. P-hodnota

vypoč́ıtaná pomoćı statistiky UM vyšla 0,0017, tedy mediánový test zamı́tá nu-

lovou hypotézu méně přesvědčivěji než předešlé dva testy.
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Pro tento př́ıklad jsme nulovou hypotézu zamı́tli všemi třemi testy. Neńı proto

žádný d̊uvod se domńıvat, že by ženy vlastnily stejný počet pár̊u bot jako muži.

Naopak se potvrdila domněnka, že ženy maj́ı v́ıce pár̊u bot.

Př́ıklad 1.2. Máme k dispozici data s údaji o bolestivosti ramene po operaci,

převzato z [7]. Jedné skupině bylo provedeno ošetřeńı nav́ıc, druhá skupina je kon-

trolńı bez ošetřeńı. Pacienti měli na stupnici od 1=malá bolestivost až po 5=velká

bolestivost ohodnotit prožitek bolesti. Lze se domńıvat, že ošetřeńı snižuje boles-

tivost?

ošetřeńı: 1, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 4
kontrola: 3, 5, 1, 2, 4, 4, 3, 5

Řešeńı. Př́ıklad je v souladu se situaćı (1.b). Předpoklad (A1.1) o náhodných

výběrech ze spojitých rozděleńı je splněn pouze částečně. Určitě totiž hod-

noty nepocháźı ze spojitého rozděleńı, a nav́ıc se zde vyskytuj́ı shody. Budeme

tedy přǐrazovat pr̊uměrná pořad́ı a opatrněji zacházet s testovými statistikami.

Nezávislost jak v rámci skupiny, tak mezi skupinami by mohla být potenciálně

porušena t́ım, že by pacienti věděli, do které skupiny patř́ı a mohli se snadněji

ovlivňovat. Naopak nezávislost podporuje to, že každý jedinec má individuálńı

prož́ıváńı bolesti. Co se týče rozsahu výběru, opět byla data převzata z větš́ıho

souboru dat, ale stejně jako v minulém př́ıkladu, můžeme rozsah považovat za

pevný.

Označme X1, ..., X8 hodnoty výběru s ošetřeńım a Y1, ..., Y8 hodnoty kont-

rolńıho výběru. Dále je jasné, že m = n = 8. Slovně formulujeme nulovou a

alternativńı hypotézu:

H0 : ošetřeńı nemá vliv na bolestivost,

H1 : ošetřeńı bolestivost ramene snižuje.

Máme tedy pravostranný test s H1 : G(x) = F (x − ∆),∆ > 0, protože

očekáváme, že hodnoty kontrolńı skupiny budou větš́ı. Opět utvoř́ıme sdružený
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výběr, seřad́ıme jej podle velikosti a přǐrad́ıme pr̊uměrná pořad́ı. Hodnoty pozo-

rováńı X1, ..., X8 a jim př́ıslušných pořad́ı R1, ..., R8 jsou vyznačeny tučně.

pozorováńı 1 1 1 1 2 2 2 2
pořad́ı 2,5 2,5 2,5 2,5 7 7 7 7
pozorováńı 2 3 3 4 4 4 5 5
pořad́ı 7 10,5 10,5 13 13 13 15,5 15,5

Pořad́ı 2,5 pro pozorováńı o hodnotě 1 jsme dosáhli tak, že klasická pořad́ı pro

prvńı čtyři hodnoty pozorováńı jsou 1, 2, 3, 4 a metoda pr̊uměrných pořad́ı tyto

hodnoty zpr̊uměruje, a proto 2,5=(1+2+3+4)/4. Obdobně pak pro ostatńı hod-

noty.

Začněme opět dvouvýběrovým Wilcoxonovým testem. Spoč́ıtáme statistiky

T1, T2, U1, U2 podle (1.1) a (1.2):

T1 = 48, 5, T2 = 87, 5, U1 = 51, 5, U2 = 12, 5.

Pokud by se použil postup pro př́ıpad výběr̊u beze shod, pak kritická hodnota

z tabulek Wc(0, 1) = 15 se porovná s U2. Protože U2 < Wc, H0 bychom na hla-

dině 0,05 zamı́tli proti jednostranné alternativě. Při použit́ı normálńı aproximace

dosad́ıme do vzorc̊u (1.4) a dostaneme hodnotu testové statistiky

UMW = 2, 0479,

kterou porovnáme s u(0, 95) = 1, 6449. Jelikož UMW > u(0, 95), nulovou hypotézu

proti jednostranné alternativě pomoćı normálńı aproximace také zamı́táme.

Použijeme-li upravenou statistiku (1.5), dostaneme U∗MW = 2, 1044 a H0 opět

zamı́táme. Užit́ım funkce wilcox.exact, která je určená právě pro př́ıpady se

shodami, dostaneme p-hodnotu 0,0194 a na hladině testu 0,05 můžeme nulovou

hypotézu zamı́tnout.

P-hodnota pro normálńı aproximaci, tedy statistiku UMW , vyjde 0,0203 a

je větš́ı než p-hodnota daná softwarem. To nám naznačuje, že použit́ım funkce

wilcox.exact, která je př́ımo definovaná pro shody ve výběru, dostáváme

přesvědčivěǰśı výsledek. Konečně p-hodnota testu pomoćı upravené statistiky

U∗MW vyjde 0,0177 a je velmi bĺızká p-hodnotě vypoč́ıtané softwarem a zároveň
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je i menš́ı, tedy nulovou hypotézu zamı́tá přesvědčivěji. Ve funkci wilcox.exact,

můžeme pak nastavit, aby použila normálńı aproximaci upravenou pro shody,

mı́sto přesného rozděleńı, a potom vyjde p-hodnota 0,0177, která vycháźı stejně

jako p-hodnota pro test založený na U∗MW . Dvouvýběrovým Wilcoxonovým tes-

tem pokaždé zamı́táme nulovou hypotézu ve prospěch jednostranné alternativy,

a tedy se můžeme domńıvat, že ošetřeńı snižuje bolestivost ramene.

Nyńı použijeme Van der Waerden̊uv test. Dosazeńım do vzorc̊u (1.6), (1.7) a

(1.8) dostaneme

VW = 3, 4729, UVW = 2, 1147,

kdy pro statistiku VW opět uvažujeme hladinu testu 0,025. Pro pravostranný

test je kritická hodnota VWc(0, 05) = 3, 39, a na této př́ısněǰśı hladině nulo-

vou hypotézu zamı́táme. Hodnotu testové statistiky, určenou pomoćı normálńı

aproximace, porovnáme s u(0, 95) = 1, 6449. Vid́ıme, že UVW > u(0, 95) a na hla-

dině 0,05 zamı́táme nulovou hypotézu proti jednostranné alternativě. Použit́ım

statistického softwaru dostáváme p-hodnotu 0,0389 a na hladině 0,05 H0 také

zamı́táme. P-hodnota pro test pomoćı normálńı aproximace vycháźı 0,0172, tedy

testem s normálńı aproximaćı zamı́táme H0 přesvědčivěji. Užit́ım Van der Waer-

denova testu docháźıme ke stejnému závěru jako u dvouvýběrového Wilcoxonova

testu - ošetřeńı snižuje bolestivost ramene po operaci.

Nakonec použijeme mediánový test. Pro výpočet statistiky UM použijeme

vztahy (1.9), (1.10) a dostaneme UM = 2, 0616. Testovou statistiku srovnáme

s u(0, 95) = 1, 6449 a nulovou hypotézu na hladině 0,05 zamı́táme i t́ımto testem.

P-hodnota pro test s normálńı aproximaćı je 0,0196 a ve srovnáńı s předešlými

testy zamı́tá nulovou hypotézu v podstatě stejně přesvědčivě.

Pro všechny tři testy byla nulová hypotéza zamı́tnuta ve prospěch pra-

vostranné alternativy. Můžeme se tedy domńıvat, že ošetřeńı skutečně snižuje

bolestivost ramene. Přičemž u test̊u, kde jsme nepoužili upravených statistik pro

shody, je třeba poč́ıtat s větš́ı nepřesnost́ı.
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Př́ıklad 1.3. Těsto na pečeńı je třeba zpracovat do určité konzistence. Pět dávek

těsta bylo zpracováno mixérem A a pět jiných dávek mixérem B. Sledoval se čas,

za jak dlouho mixér těsto do požadované podoby zpracuje, časy jsou uvedeny

v minutách, převzato z [3, str. 282]. Je rozd́ıl v délce zpracováńı těsta?

mixér A: 7,3, 6,9, 7,2, 7,8, 7,2
mixér B: 7,4, 6,8, 6,9, 6,7, 7,1

Řešeńı. Tomuto př́ıkladu lze porozumět jako situaci (1.c), kdy srovnáváme efekt

dvou r̊uzných ošetřeńı. Zde ošetřeńım rozumı́me použit́ı mixéru A nebo mixéru

B. Tentokrát bychom čas mohli chápat jako spojitou veličinu, ale vzhledem k za-

okrouhleńı se objevuj́ı i shody. Takže bude třeba přǐradit pr̊uměrná pořad́ı a opa-

trně zacházet s testovými statistikami. Nezávislost mezi pozorováńımi v rámci

jednoho mixéru by mohla být porušena nestejnými podmı́nkami - např. jiný

poměr př́ısad v těstu nebo opotřebeńı některých součástek. Mezi mixéry by pak

mohlo být porušeńı nezávislosti zp̊usobeno lidskou chybou při odeč́ıtáńı času,

např. pozorovatel mixéru A je d̊ukladněǰśı než pozorovatel mixéru B. Rozsahy

jsou zde pevné, předpoklad (A1.3) tedy neńı porušen.

Označme X1, ..., X5 časy při použit́ı mixéru A a Y1, ..., Y5 časy mixéru B. Plat́ı,

že m = n = 5 a slovně naformulujeme nulovou a alternativńı hypotézu:

H0 : mixéry zpracuj́ı těsto stejně rychle,

H1 : mixéry stejně rychle nepracuj́ı.

Vzhledem k tomu, že nev́ıme, který mixér by mohl pracovat rychleji, budeme

nulovou hypotézu testovat proti oboustranné alternativě H1 : G(x) = F (x−∆),

∆ 6= 0. Opět utvoř́ıme sdružený výběr, seřad́ıme podle velikosti a přǐrad́ıme

pr̊uměrná pořad́ı. Hodnoty pozorováńı a pořad́ı př́ıslušné výběru X1, ..., X5 jsou

opět vyznačeny tučně.

pozorováńı 6,7 6,8 6,9 6,9 7,1 7,2 7,2 7,3 7,4 7,8
pořad́ı 1 2 3,5 3,5 5 6,5 6,5 8 9 10

Přistouṕıme rovnou k dvouvýběrovému Wilcoxonovu testu. Užit́ım (1.1), (1.2)

a (1.3) dostaneme
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T1 = 34, 5, T2 = 20, 5, U1 = 5, 5, U2 = 19, 5, MW = 5, 5

a plat́ı, že MW > Wc(0, 05) = 2, tedy nulovou hypotézu nelze na hladině

0,05 zamı́tnout. Pro źıskáńı testové statistiky založené na normálńı aproximaci

použijeme (1.4) a dostáváme UMW = −1, 4623. Vid́ıme, že |UMW | < u(0, 975) =

1, 96 a ani pro test vycházej́ıćı z normálńı aproximace H0 nelze zamı́tnout. Užit́ım

upravené statistiky (1.5) dostáváme U∗MW = −1, 4712 a nulovou hypotézu opět

nelze zamı́tnout. Funkce wilcox.exact použit́ım normálńı aproximace vypočetla

p-hodnotu 0,1412 a nezamı́táme ani t́ımto zp̊usobem. P-hodnota pro test s upra-

venou statistikou U∗MW je 0,1412 a opět je stejná jako p-hodnota vypočtená soft-

warem.

Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test nezamı́tá na hladině 0,05 nulovou hypotézu

proti oboustranné alternativě, a můžeme tvrdit, že mixér A i B pracuj́ı stejně

rychle.

Nyńı použijeme Van der Waerden̊uv test, kde dosazeńım do vzorc̊u (1.6),

(1.7), (1.8) dostaneme:

VW = −1, 9222, UVW = −1, 6171,

kdy pro statistiku VW je kritická hodnota oboustranného testu pro hladinu

0,05 VWc(0, 05) = 2, 6, a protože |VW | < VWc(0, 05), nulovou hypotézu

nelze zamı́tnout. Statistiku UVW , resp. jej́ı absolutńı hodnotu, porovnáváme

s u(0, 975) = 1, 96. Jelikož |UVW | < u(0, 975), pak nulovou hypotézu opět na hla-

dině 0,05 nelze zamı́tnout. Výstupem př́ıkazu qn.test v softwaru je p-hodnota

0,1408 a ani t́ımto zp̊usobem testováńı nezamı́táme nulovou hypotézu na hladině

0,05. Van der Waerden̊uv test rovněž H0 nezamı́tá a potvrzuje závěr, že mixéry

pracuj́ı stejnou rychlost́ı, avšak vzhledem k shodám jsou zde nepřesnosti.

Testovou statistiku pro mediánový test urč́ıme pomoćı vzorc̊u (1.9), (1.10) a

vyjde UM = −1, 99, což znamená, že porovnáme-li s u(0, 975), pak na hladině

0,05 nulovou hypotézu velmi těsně zamı́táme. Výsledek je poněkud překvapivý,

protože pro většinu př́ıpad̊u má mediánový test menš́ı śılu. Vliv zde mohly mı́t

shody nebo skutečné rozděleńı dat. Mediánovým testem tedy nemůžeme potvrdit,

že mixéry pracuj́ı stejnou rychlost́ı.
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Dvouvýběrovým Wilcoxonovým a Van der Waerdenovým testem nulovou hy-

potézu nelze zamı́tnout a plat́ı pro ně závěr, že mixér A i mixér B pracuj́ı stejně

rychle. Mediánový test překvapivě H0 zamı́tá a bylo j́ım stanoveno, že rychlost

mixér̊u se lǐśı. Protože mediánový test nejméně zohledňuje shody, na tomto mı́stě

by bylo lepš́ı věřit výsledku dvouvýběrového Wilcoxonova nebo Van der Waerde-

nova testu.

Porovnáme-li použit́ı test̊u pro př́ıklady této kapitoly, pravděpodobně nejlepš́ı

volbou je dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test, za předpokladu, že nemáme k dispozici

testy normality, ani jiný zp̊usob jak zjistit p̊uvodńı rozděleńı dat. Pokud bychom

test normality provedli a u některé sady bychom velmi těsně zamı́tli, popř. ne-

zamı́tli, byl by vhodněǰśı Van der Waerden̊uv test, který je silněǰśı pro rozděleńı

bĺızká normálńımu. Protože data z př́ıklad̊u 1.1 a 1.2 jsou diskrétńı povahy, určitě

maj́ı méně bĺıže normálńımu rozděleńı než data z př́ıkladu 1.3, kde bychom mohli

mı́t podezřeńı na normalitu. Obecně však za předpokladu neznámého spojitého

rozděleńı, by měl být prvńı volbou dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test.
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2 Hypotéza shody dvou populaćı proti ostatńım

alternativám

Stejně jako v 1. kapitole, necht’ X1, X2, ..., Xm a Y1, Y2, ..., Yn jsou na sobě

nezávislé náhodné výběry, které po řadě pocháźı z rozděleńı F a G a maj́ı pevné

rozsahy m a n. Budeme se i nadále držet značeńı z prvńı kapitoly, takže R1, ..., Rm

je pořad́ı veličin X1, ..., Xm v seřazeném sdruženém výběru X1, ..., Xm, Y1, ..., Yn

a S1, ..., Sn je pořad́ı veličin Y1, ..., Yn. Tvar nulové hypotézy z̊ustává stejný a

budeme ji testovat proti dvěma r̊uzným alternativám, zavedeno podle [6].

H0 : F = G,

Ho
1 : F 6= G nebo

Hm
1 : G(x− µ) = F (x−µ

σ
), σ 6= 1.

Prvńı alternativou je obecná alternativa Ho
1 a z jej́ıho tvaru vyplývá, že budeme

uvažovat pouze oboustranný test. Obecnou alternativu zvoĺıme, pokud nev́ıme,

jak se můžou výběry lǐsit, tedy testuje libovolnou odlǐsnost. Druhá alternativa

Hm
1 se týká změny měř́ıtka, kde µ je parametr polohy, kterým se nezabýváme a

považujeme jej za stálý, a σ je parametr rozptylu, který nás zaj́ımá. Testujeme-

li proti oboustranné alternativě, pak chceme zjistit, zda se rozptyly výběr̊u lǐśı.

V př́ıpadě jednostranné alternativy, pokud je σ > 1 (resp. σ < 1), pak očekáváme,

že výběr Y1, ..., Yn bude mı́t větš́ı (resp. menš́ı) rozptyl než X1, ..., Xm.

Vzhledem k nulové hypotéze lze popsaný matematický model aplikovat na

situace (1.a), (1.b), (1.c) z předešlé kapitoly a změńı se jen volba alternativy, která

vyplývá z našeho očekáváńı. Pro většinu př́ıpad̊u se sice v́ıce hod́ı alternativa

posunut́ı, ale někdy nemuśıme vědět, jakým zp̊usobem se výběry lǐśı, a potom je

vhodněǰśı volbou obecná alternativa. Alternativu změny měř́ıtka pak použijeme,

když máme podezřeńı na rozd́ılnou variabilitu výběr̊u.

V praxi může být obecná alternativa použita např. při zkoumáńı nové učebńı

metody, u které nev́ıme, jak bude na studenty p̊usobit. Měli bychom tedy jednu

kontrolńı skupinu, která by se vyučovala klasicky, a druhou skupinu, která by se

učila podle nové metody. Metoda by mohla zlepšit výsledky student̊u ve smyslu,

že mezi nadpr̊uměrným a pr̊uměrným studentem bude pořád stejný rozd́ıl (al-

25



ternativa posunut́ı), nebo by mohla sjednotit všechny studenty na pr̊uměrnou

úroveň (alternativa změny měř́ıtka). Např. by se nová učebńı metoda věnovala

mnohem v́ıce podpr̊uměrným žák̊um a naopak skoro v̊ubec těm nadpr̊uměrným.

Znalostńı testy by se tedy zlepšily u podpr̊uměrných žák̊u a mohly by se zhoršit

u těch p̊uvodně nadpr̊uměrných. Pokud tedy nemáme odhad, jak by mohla nová

metoda ovlivnit výsledky, vhodněǰśı volbou je obecná alternativa. Analogicky

bychom mohli takto zkoumat vliv nového léku, u kterého bychom si nebyli předem

jisti, jakým zp̊usobem bude p̊usobit. Testy pro obecnou alternativu by se také

daly použ́ıt pro předběžné testováńı dat, než si stanov́ıme alternativu posunut́ı.

Zejména dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test má menš́ı śılu pro obecnou alternativu,

a proto by mohl nezamı́tnout nulovou hypotézu v př́ıpadě, že by se rozděleńı lǐsila

jinak než v posunut́ı. Samozřejmě test pro obecnou alternativu nemá takovou śılu

proti alternativě změny měř́ıtka jako test, který je př́ımo pro ni konstruován, to

stejné plat́ı i pro testy formulované pro alternativu posunut́ı.

Jako př́ıklad pro alternativu změny variability se hod́ı náhodné chyby měřeńı.

Řekněme, že máme dva r̊uzné př́ıstroje, kterými měř́ıme určitou veličinu a po pro-

vedeńı měřeńı urč́ıme chyby. Chyby př́ıstroj̊u budou tvořit dva nezávislé náhodné

výběry. Uvažujeme zde náhodné chyby, kdy předpokládáme, že parametr µ je nu-

lový. Bylo by možné uvažovat i systematické chyby za předpokladu, že bychom

opět znali hodnotu parametru µ a pro oba př́ıstroje by byla hodnota stejná,

resp. přesnou hodnotu nepotřebujeme, ale muśıme vědět, zda je stejná. Chceme

dále testovat, zda př́ıstroje měř́ı stejně přesně, tedy jestli rozpět́ı náhodných chyb

u obou př́ıstroj̊u je stejné. Máme tud́ıž nulovou hypotézu, že výběry pocházej́ı

ze stejného rozděleńı, proti oboustranné alternativě, že se lǐśı v měř́ıtku. Daľśım

př́ıkladem by mohlo být sledováńı vyhraněnosti názor̊u mezi muži a ženami na

určitou věc. Mohl by se sestavit dotazńık, který by byl vyhodnocen počtem bod̊u

od 0 do 50. Na datech by se provedl test s alternativou změny měř́ıtka a mohli

bychom zjistit, zda jsou muži v́ıce vyhraněněǰśı v názorech než ženy nebo nao-

pak. Neboli pokud by muži měli hodnoty od 25 do 35 a ženy od 5 do 45, mohli

bychom testovat, že ženy jsou méně vyhraněněǰśı, tedy že hodnoty u žen jsou v́ıce
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rozptýlené.

Potřebné předpoklady shrnuj́ı následuj́ıćı body:

• (A2.1): X1, ..., Xm a Y1, ..., Yn jsou náhodné výběry ze spojitých rozděleńı;

• (A2.2): výběry jsou nezávislé;

• (A2.3): rozsahy výběr̊u m a n jsou pevné;

• (A2.4): při testováńı Hm
1 je parametr µ pro rozděleńı F a G stejný.

Teoretické zázemı́ test̊u této kapitoly pocháźı zejména z [1, 5].

2.1 Dvouvýběrový Kolmogorov̊uv-Smirnov̊uv test

Necht’ Fm aGn jsou empirické distribučńı funkce výběr̊uX1, ..., Xm a Y1, ..., Yn.

Plat́ı

Fm(x) =
1

m

m∑
i=1

I[Xi ≤ x], Gn(x) =
1

n

n∑
i=1

I[Yi ≤ x], (2.1)

kde I je indikátorová funkce a x ∈ R. S rostoućım m a n se Fm(x) a Gn(x) bĺıž́ı

skutečným distribučńım funkćım. Testová statistika pro dvouvýběrový Kolmogo-

rov̊uv-Smirnov̊uv test má tvar

Dm,n = sup
x
|Fm(x)−Gn(x)| (2.2)

a použ́ıvá se pro testováńı obecné alternativy Ho
1 : F 6= G. Při malých m a n

(doporučeno, je-li m + n < 35) se hodnota Dm,n porovná s tabelovanými hod-

notami Dm,n(α), které pocháźı z [1]. Plat́ı-li Dm,n ≥ Dm,n(α), potom zamı́táme

nulovou hypotézu na hladině α. Pro větš́ı rozsahy se pak použ́ıvá aproximace,

kdy aproximativńı kritickou hodnotu vypoč́ıtáme jako:

Dc
m,n(α) =

√
m+ n

2mn
ln

2

α
(2.3)

a nulovou hypotézu zamı́táme, jestliže Dm,n ≥ Dc
m,n(α). Jej́ı podrobné odvozeńı

je možno dohledat v [1, str. 105]. V statistickém softwaru je k dispozici funkce

ks.test, která vypočte hodnotu statistiky Dm,n a p-hodnotu.
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Z formulace statistiky Dm,n vyplývá, že vždy budou pro alternativu svědčit

jen velké hodnoty statistiky. Test obecné alternativy pomoćı Kolmogorovova-

Smirnovova testu je tedy formulován s pravostranným kritickým oborem.

V př́ıpadě shod použit́ı tabelovaných kritických hodnot nebo aproximativńıch

vede k nepřesnému výsledku a menš́ı śıle testu.

Při použit́ı dvouvýběrového Kolmogorovova-Smirnovova testu je dobré si vy-

kreslit empirické distribučńı funkce obou výběr̊u. Zamı́tneme-li nulovou hypotézu,

může nám vzájemná poloha funkćı naznačit, zda se výběry lǐśı sṕı̌se v poloze nebo

v měř́ıtku. Pokud by např́ıklad byla funkce Fm nad funkćı Gn, můžeme mı́t po-

dezřeńı na rozd́ılnost v poloze. Pokud by obdobně byla funkce Fm strměǰśı než

Gn, pak bychom mohli uvažovat o rozd́ılnosti v měř́ıtku. Existuje i jednovýběrová

varianta Kolmogorovova-Smirnovova testu, která se pak použ́ıvá k testováńı nor-

mality.

2.2 Siegel̊uv-Tukeyho test

Použ́ıvá se pro alternativu změny měř́ıtka a je založen na podobném principu

jako dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test, dokonce je i možné pro vyhodnoceńı použ́ıt

tabulky Wilcoxonova testu pro statistiku T1, které najdeme v [4]. Pro Siegel̊uv-

Tukeyho test je však potřeba jiného přǐrazováńı pořad́ı. Opět uvažujeme sdružený

výběr seřazený podle velikosti. Nyńı přǐrad’me pořad́ı 1 nejmenš́ımu prvku, pořad́ı

2 největš́ımu, dále pořad́ı 3 druhému největš́ımu, pořad́ı 4 druhému nejmenš́ımu

atd. (bude ukázáno na př́ıkladu). Označ́ıme součty pořad́ı př́ıslušné výběr̊um

X1, ..., Xm a Y1, ..., Yn:

ST1 =
m∑
i=1

Ri, ST2 =
n∑
i=1

Si. (2.4)

ST1 je testová statistika a jej́ı rozděleńı je shodné s rozděleńım statistiky T1

dvouvýběrového Wilcoxonova testu, a proto použijeme kritické hodnoty pro sta-

tistiku T1. V tabulkách jsou uvedeny pro dané m,n a α dvě kritické hodnoty

Wc1(α) a Wc2(α), kde Wc1(α) < Wc2(α). Statistiky ST1 a T1 totiž nejsou symet-

rické kolem nuly, a proto je potřeba dvou kritických hodnot, které hĺıdaj́ı př́ılǐs
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velké i př́ılǐs malé hodnoty. Dvojice kritických hodnot Wc1(α),Wc2(α) pro obou-

stranný test dodržuj́ı hladinu testu α. Pro jednostranné testy budeme brát pouze

jednu kritickou hodnotu a budeme ji odeč́ıtat z tabulek oboustranného testu,

který bude mı́t hladinu 2α.

V př́ıpadě oboustranného testu, jestliže ST1 ≤ Wc1(α) nebo ST1 ≥ Wc2(α),

pak zamı́táme nulovou hypotézu na př́ıslušné hladině α. V př́ıpadě pravostranné

alternativy (σ > 1) očekáváme, že hodnoty testové statistiky ST1 budou větš́ı,

a tud́ıž zamı́tneme H0 na hladině α, když ST1 ≥ Wc2(2α). Pro levostrannou

alternativu (σ < 1) budou svědčit menš́ı hodnoty ST1, tedy zamı́tneme nulovou

hypotézu pro ST1 ≤ Wc1(2α).

Výskyt shod vyžaduje úpravu testové statistiky ST1, která je shodná

s úpravou dvouvýběrového Wilcoxonova testu a je možno ji dohledat v [5].

Software R nemá definovanou funkci pro tento test, avšak je možné ručně

přǐradit pozorováńım pořad́ı, na která pak aplikovat funkci wilcox.test

popř. wilcox.exact v př́ıpadě shod.

2.3 Aplikace test̊u

Obecná alternativa a alternativa změny měř́ıtka se v praxi vyskytuj́ı méně

často než alternativa posunut́ı, resp. pro většinu situaćı se v́ıce hod́ı alternativa

posunut́ı a je i snadněji interpretovatelná. Postup testováńı si opět ukážeme na

př́ıkladech, přičemž testy budou prováděny na hladině α = 0, 05, nebude-li řečeno

jinak.

Př́ıklad 2.1. Pro ilustraci Kolmogorovova-Smirnovova testu použijeme data

z př́ıkladu 1.1 o počtu pár̊u bot.

ženy: 20, 24, 11, 25, 18, 32, 14, 37, 9, 28
muži: 5, 7, 2, 3, 10, 4, 8, 13

Řešeńı. Budeme se držet značeńı z př́ıkladu 1.1, a tedy označ́ıme X1, ..., X10

pozorováńı výběru žen a Y1, ..., Y8 hodnoty výběru muž̊u, dále m = 10, n = 8.

Formulace hypotéz je následuj́ıćı:
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H0 : muži a ženy se nelǐśı v počtu vlastněných bot,

Ho
1 : počet pár̊u bot se lǐśı libovolně.

Hodnoty empirických distribučńıch funkćı, vypočtené podle (2.1), pro všech 18

hodnot jsou zapsány ńıže, tučně jsou zvýrazněny hodnoty x odpov́ıdaj́ıćı výběru

X1, ..., X10.

x: 2 3 4 5 7 8 9 10 11
F10(x): 0 0 0 0 0 0 1/10 1/10 2/10
G8(x): 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 6/8 7/8 7/8

x: 13 14 18 20 24 25 28 32 37
F10(x): 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 1
G8(x): 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Např. výpočet hodnoty F10(14) vypadá následovně:

F10(14) =
1

10

10∑
i=1

I[Xi ≤ 14] =
1

10
(0 + 0 + 1 + 0 + 0 + 0 + 1 + 0 + 1 + 0) =

3

10
,

kdy identifikátorová funkce I má v tomto př́ıpadě hodnotu 1 pro Xi = 11, 14, 9.

Obdobně provedeme výpočet hodnot Gn(x), např.

G8(7) =
1

8

8∑
i=1

I[Yi ≤ 7] =
1

10
(1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 1 + 0 + 0) =

5

8
,

identifikátorová funkce má hodnotu 1 pro Yi = 5, 7, 2, 3, 4.

Z hodnot F10(x), G8(x) urč́ıme jejich největš́ı absolutńı rozd́ıl, neboli urč́ıme

hodnotu testové statistiky D10,8 podle vztahu (2.2). Největš́ı absolutńı rozd́ıl je

pro x = 13, a tedy D10,8 = 8/10. D10,8 porovnáme s tabelovanou kritickou hod-

notou D10,8(0, 05) = 6/10, a protože D10,8 ≥ D10,8(0, 05), zamı́táme nulovou

hypotézu na hladině 0,05. Aproximativńı kritická hodnota, kterou jsme vypočetli

podle (2.3), je Dc
10,8(0, 05) = 0, 6442. Plat́ı D10,8 ≥ Dc

10,8(0, 05), takže nulovou hy-

potézu zamı́táme i t́ımto zp̊usobem. Užit́ım funkce ks.test v softwaru dostaneme

p-hodnotu 0,0024 a zamı́tnut́ı nulové hypotézy souhlaśı. Dvouvýběrový Wilco-

xon̊uv test zamı́tá v předchoźı kapitole nulovou hypotézu přesvědčivěji. Mohlo

by se tedy stát, že pro jistá data bychom dvouvýběrovým Wilcoxonovým testem

zamı́tli H0, zat́ımco Kolmogorovovým-Smirnovovým testem nikoli.
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Pod́ıvejme se na nyńı na grafy empirických distribučńıch funkćı. Pro vykresleńı

pomoćı softwaru R použijeme funkci ecdf.

Graf 2.1: Empirické distribučńı funkce

V grafu 2.1 můžeme vidět rozd́ıl mezi funkcemi a podezřeńı na rozd́ılnost

v poloze i v měř́ıtku. V př́ıkladu 1.1 jsme se přiklonili k alternativě změny polohy

a vyzkouš́ıme i otestovat změnu měř́ıtka. Formulace hypotéz je následuj́ıćı:

H0 : rozptýlenost v počtu pár̊u bot se nelǐśı,

Hm
1 : u žen je větš́ı rozptýlenost v počtu pár̊u bot.

Testujeme tedy alternativu H1 : G(x − µ) = F (x−µ
σ

), σ < 1. Protože je porušen

předpoklad, že µ je pro oba výběry stejné, hodnoty pozorováńı vycentrujeme.

Vypočteme pr̊uměr prvńıho výběru a ten odečteme od každého pozorováńı Xi,

obdobně pro druhý výběr. Hodnoty a pořad́ı př́ıslušné výběru X1, ..., X10 jsou

vyznačeny tučně.

pozorováńı -12,8 -10,8 -7,8 -4,5 -3,8 -3,5 -2,5 -1,8 -1,5
pořad́ı 1 4 5 8 9 12 13 16 17
pozorováńı 0,5 1,5 2,2 3,2 3,5 6,2 6,5 10,2 15,2
pořad́ı 18 15 14 11 10 7 6 3 2
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Podle vztahu (2.4) urč́ıme ST1 = 72. Kritická hodnota Wc1(0, 1) = 56, a

protože plat́ı ST1 > Wc1(0, 1), nulovou hypotézu nelze na hladině 0,05 zamı́tnout.

Přestože se podle grafu 2.1 zdálo, že by zde mohla být odlǐsnost i v měř́ıtku, Sie-

gel̊uv-Tukeyho test ji nepotvrzuje.

Př́ıklad 2.2. Na stabilizovaném zdroji elektrického napět́ı jsme nastavili pevnou

hodnotu napět́ı, kterou jsme pak dvěma r̊uznými měř́ıćımi př́ıstroji měřili. Na

každém ze dvou př́ıstroj̊u jsme provedli 5 měřeńı a u každé změřené hodnoty

jsme určili chybu. Měř́ı př́ıstroje stejně přesně?

př́ıstroj A: 0,011, 0,013, -0,007, 0,018, -0,01
př́ıstroj B: 0,024, -0,015, 0,023, 0,014, 0,022

Řešeńı. Předpoklad (A2.1) je zde splněn, jelikož chyby měřeńı jsou spojitou

veličinou. Předpoklad náhodného výběru by mohl být teoreticky porušen, pokud

by se na př́ıstroji během měřeńı opotřebovávala některá součástka a př́ıstroj by

vlivem poruchy mohl být např. méně citlivý. Hodnoty naměřené po poruše by pak

mohly mı́t jiné rozděleńı než ty, které jsme naměřili před poruchou. Nezávislost

(A2.2) mezi př́ıstroji je pak dána stejnými podmı́nkami pro měřeńı a mohla by

být porušena např. lidskou chybou nebo jiným zaokrouhlováńım při výpočtu

chyb, popř. výraznou změnou okolńı teploty, která by mohla zp̊usobit vychýleńı

měř́ıćıho př́ıstroje. Pevné rozsahy (A2.3) jsou zde zřejmé, protože jsme si stanovili,

že budeme měřit pětkrát, a tolikrát jsme měřeńı učinili. Předpoklad (A2.4) by

mohl být porušen tehdy, pokud by se vyskytovala neznámá systematická chyba

na jednom z př́ıstroj̊u. Předpokládáme však, že náhodné chyby maj́ı parametr

µ = 0 u př́ıstroje A i B.

Označme X1, ..., X5 hodnoty př́ıstroje A a Y1, ..., Y5 hodnoty př́ıstroje B a

v́ıme, že m = n = 5. Formulujeme nulovou a alternativńı hypotézu:

H0 : př́ıstroje měř́ı stejně přesně (ve smyslu rozptýlenosti chyb),

Hm
1 : přesnost měřeńı je r̊uzná (jeden př́ıstroj má v́ıce rozptýlené chyby).
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Máme tedy oboustrannou alternativu Hm
1 : G(x − µ) = F (x−µ

σ
), σ 6= 1, protože

nemáme podezřeńı, který z př́ıstroj̊u by mohl měřit přesněji. Sestav́ıme sdružený

výběr, seřad́ıme podle velikosti a přǐrad́ıme pořad́ı podle pravidla Siegelova-

Tukeyho testu.

pozorováńı -0,015 -0,01 -0,007 0,011 0,013
pořad́ı 1 4 5 8 9
pozorováńı 0,014 0,018 0,022 0,023 0,024
pořad́ı 10 7 6 3 2

Podle vztahu (2.4) spočteme testovou statistiku

ST1 = 4 + 5 + 7 + 8 + 9 = 33, ST2 = 1 + 2 + 3 + 6 + 10 = 22.

Kritické hodnoty jsou Wc1(0, 05) = 17 a Wc2(0, 05) = 38, a protože Wc1(0, 05) <

ST1 < Wc2(0, 05), nelze nulovou hypotézu na hladině 0,05 zamı́tnout. Při použit́ı

funkce wilcox.test př́ımo na přǐrazená pořad́ı dostaneme p-hodnotu 0,3095 a

nezamı́tnut́ı nulové hypotézy souhlaśı. Na hladině testu 0,05 se můžeme domńıvat,

že př́ıstroje měř́ı stejně přesně.
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3 Hypotéza symetrie

V prvńı kapitole jsme měli jeden matematický model, který byl aplikovatelný

na tři r̊uzné situace v praxi. V této kapitole budeme mı́t naopak dva možné

matematické modely, které vyúst́ı do stejného postupu, podle [5]. Model (3.a)

tvoř́ı náhodný výběr Z1, ..., ZN , který pocháźı z rozděleńı F a má pevný rozsah

N . Hypotézy pro tento model maj́ı tvar

H0 : F je symetrické kolem 0,

H1 : F neńı symetrické kolem 0.

Pravostranná (resp. levostranná) alternativa pak testuje, zdali je rozděleńı posu-

nuto sṕı̌se ke kladným (resp. záporným) hodnotám. Situaci, kdy náhodný výběr

Z ′1, ..., Z
′
N má nenulový známý medián x̃ a chceme testovat hypotézu symetrie,

lze vhodnou transformaćı převést na základńı nulovou hypotézu, že rozděleńı je

symetrické kolem 0. Transformace spoč́ıvá v utvořeńı rozd́ıl̊u Z ′1 − x̃,...,Z ′N − x̃,

které dále odpov́ıdaj́ı výběru Z1, ...., ZN z modelu (3.a). Rozd́ıly tedy maj́ı nulový

medián a je možno testovat nulovou hypotézu o symetrii kolem 0. Je-li rozděleńı

symetrické, pak je středem symetrie medián a nulová hypotéza symetrie testuje

symetrii kolem mediánu, který je roven nule.

Parametrickou obdobou hypotézy symetrie je hypotéza o mediánu (ozn. x̃). Ta

naopak předpokládá symetrii rozděleńı a testuje hodnotu mediánu (H̃0 : x̃ = x̃0).

Na obě možnosti se však použ́ıvaj́ı stejné testy.

Matematický model (3.b) popisuje náhodný výběr (X1, Y1), ..., (XN , YN)

z dvourozměrného rozděleńı F2 o pevném rozsahu N , kdy v rámci dvojice jsou

pozorováńı obecně závislá. Nulová a alternativńı hypotéza maj́ı tvar

H0 : F2(x, y) = F2(y, x),

H1 : F2 neńı symetrické.

Levostranná alternativa testuje, že hodnoty Xi nabývaj́ı větš́ıch hodnot než

př́ıslušné Yi, a pravostranná alternativa testuje, že větš́ıch hodnot nabývaj́ı Yi.

Vhodně zvolenou transformaćı lze model (3.b) převést na model (3.a). Utvoř́ı

se rozd́ıly Y1 − X1, ..., YN − XN a dostáváme náhodný výběr, jehož rozděleńı je

za platnosti nulové hypotézy symetrické kolem 0, neboli požadovaný model (3.a).
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Protože bude vždy jasné, o jaký model se jedná, budeme rozd́ıly značit Z1, ...., ZN

a jejich rozděleńı označ́ıme F .

V praxi lze velmi přesvědčivě model (3.a) aplikovat na chyby měřeńı. Chtěli

bychom testovat, zda př́ıstroj měř́ı přesně, ve smyslu, že náhodné chyby měřeńı

jsou symetrické kolem 0. Jinými slovy, symetrie pro tento př́ıklad znamená, že

pravděpodobnost, že nastane chyba −ε, je stejná jako pravděpodobnost, že na-

stane chyba ε. V př́ıpadě, že by měl př́ıstroj určitou systematickou chybu, jej́ıž

hodnotu bychom znali, pak by se jednalo o výběr Z ′1, ..., Z
′
N a odečteńım této

hodnoty by se převedl na výběr Z1, ..., ZN . Chyby by bylo nejvhodněǰśı otesto-

vat proti oboustranné alternativě, protože většinou nemáme podezřeńı, kterým

směrem chyby v́ıce zanáš́ı. Pokud bychom se domńıvali, že chyby měřeńı zanáš́ı do

kladných hodnot, pak bychom volili pravostrannou alternativu. Obdobně můžeme

testovat, zda je možná symetrie v př́ıpadě předčasně narozených dět́ı a dět́ı na-

rozených po termı́nu. Hodnoty by se odv́ıjely od stanoveného termı́nu porodu a

zaznamenali bychom např. -2, pokud by se d́ıtě narodilo o dva dny předčasně,

nebo +4, pokud by se narodilo čtyři dny po termı́nu. Nulová hypotéza symetrie

kolem 0 by pak znamenala, že je stejně tak dět́ı, které se narod́ı předčasně, jako

těch, které se narod́ı po termı́nu. Jednostrannými alternativami bychom mohli

testovat, jestli je v́ıce dět́ı předčasně narozených (levostranná) nebo narozených

po termı́nu (pravostranná).

Matematický model (3.b) je poněkud obsáhleǰśı, protože mu v praxi od-

pov́ıdaj́ı tři situace, kdy pokaždé sledujeme jednu charakteristiku a d́ılč́ı situace

se lǐśı ve zp̊usobu źıskáváńı datových dvojic:

• situace (3.b1) - pozorováńı na jednom subjektu, ve dvou okamžićıch;

• situace (3.b2) - přirozené spárováńı - dva závislé subjekty;

• situace (3.b3) - experimentálńı spárováńı - dva homogenńı subjekty.

Situaci (3.b1) je možné interpretovat jako sledováńı vlivu ošetřeńı proti kont-

role, kdy subjekt je sám sobě kontrolou. Provedeme totiž pozorováńı na subjektu

před ošetřeńım a po ošetřeńı a sledujeme změnu. Řekněme, že by se sledoval vliv
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nového léku na sńıžeńı hladiny cukru v krvi. Zaznamenali bychom na subjektech

hodnotu před, hodnotu po a utvořili rozd́ıly a nulová hypotéza symetrie kolem 0

by ř́ıkala, že lék nemá vliv. V tomto př́ıpadě by byla vhodnou volbou levostranná

alternativa, pro kterou by svědčilo v́ıce záporných rozd́ıl̊u, neboli situaćı, kdy

před podáńım byla hladina vyšš́ı a po podáńı nižš́ı.

Rozd́ıl oproti situaci (1.b) z 1. kapitoly je ten, že zde se zohledňuj́ı daľśı

faktory, které by mohly p̊usobit na změnu stavu, resp. v rámci transformace na

model (3.a) se eliminuj́ı individuálńı a časově konstantńı vlivy. Např. subjekt A

by měl vlivem nemoci trvale zvýšený cukr a vlivem ošetřeńı by se mu sńıžil na

normálńı hladinu. Jinému subjektu B by se po podáńı léku hodnota z normálńı

také sńıžila. Pokud bychom měli k dispozici pouze hodnoty po podáńı léku, pak

by se mohlo zdát, že normálńı hodnota cukru v krvi znač́ı, že ošetřeńı nemělo

vliv. Vzhledem k tomu, že zohledńıme, že subjekt A měl předt́ım vysokou hladinu,

potom zaznamenáme efekt ošetřeńı. V situaci (1.b) se těmito faktory nezabýváme

a v př́ıpadě, že bychom brali subjekt A jako kontrolu a subjekt B jako ošetřeńı,

pak se efekt ošetřeńı bude zdát mnohem větš́ı, než je ve skutečnosti. Naopak

pokud by subjekt B byl kontrolńı a subjekt A ošetřeńı, pak by se efekt ošetřeńı

zdál zanedbatelný, přičemž faktor nemoci by v̊ubec nebyl zahrnut. Daľśı možné

zkresleńı by mohlo nastat tehdy, pokud by subjekt B onemocněl během výzkumu.

Před podáńım léku by měl normálńı hladinu cukru a zároveň s ošetřeńım by se

u něj projevila choroba, která by hladinu cukru zvyšovala. Následně by se zdálo, že

ošetřeńı nemá vliv, protože by hladina byla stále stejná. Samozřejmě takovouto

nemoćı člověk neonemocńı najednou, tedy lepš́ım př́ıkladem faktoru, který by

takto během výzkumu mohl ovlivnit výsledky, je stres.

Situaci (3.b2) dobře popisuje sledováńı śıly dominantńı a nedominantńı ruky

subjektu. Subjekt by dostal za úkol každou rukou zvlášt’ mačkat mı́ček, dokud

může. Počty stlačeńı by se zaznamenaly do dvojic (nedominantńı, dominantńı).

Následně by se utvořily rozd́ıly (dominantńı−nedominantńı) a nulová hypotéza

symetrie kolem 0 by znamenala, že mezi rukama neńı rozd́ıl. Nejvhodněǰśı by bylo

použ́ıt pravostrannou alternativu, pro kterou by svědčilo v́ıce kladných rozd́ıl̊u,
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a znamenala by, že dominantńı ruka je silněǰśı. Přirozeně spárovanými subjekty

také rozumı́me dvojčata, oči, končetiny a v jistých situaćıch i partnery nebo

sourozence. Výhodou je, že se při odeč́ıtáńı v rámci transformace na model (3.a),

odečtou rušivé vlivy, které jsou dvojici společné.

Experimentálńı spárováńı, které odpov́ıdá situaci (3.b3) spoč́ıvá v utvořeńı

tzv. homogenńıch dvojic. Řekněme, že chceme opět sledovat vliv ošetřeńı a máme

podezřeńı na to, že by efekt mohly mı́t daľśı faktory. Dvojice párujeme podle

toho, které faktory chceme ohĺıdat. Domńıváme-li se, že vliv by mohlo mı́t po-

hlav́ı, věk a fyzická kondice, pak podle těchto měř́ıtek budeme párovat subjekty

- např. dvojici budou tvořit muži ve věku 25-30 let, fyzicky zdatńı. Jinou dvojici

můžou tvořit ženy ve věku 50-55, které se sportu nevěnuj́ı. Odečteńım v rámci

transformace na model (3.a) pak doćıĺıme toho, že tyto faktory se vyruš́ı, a po-

kud bude prokázán vliv ošetřeńı, pak určitě nebude skutečný efekt tkv́ıt v těchto

kontrolovaných faktorech. Tento postup představuje jakýsi ideál, jak zjǐst’ovat

vliv ošetřeńı, avšak z časového hlediska je velmi náročný i pracný. Oproti situaci

(3.b1) zde nehraj́ı roli časově proměnlivé faktory a oproti situaci (3.b2) se bud’

subjekty neznaj́ı, a nemohou se ovlivňovat, nebo nehraje roli motivace subjektu

(jako v př́ıpadě stlačováńı mı́čku) a je tak dodržena větš́ı nezávislost. Motivaćı ro-

zumı́me např. ztrátu zájmu vlivem únavy, popř. nepozornost, nebo naopak veliké

snažeńı za účelem podáńı dobrého výkonu.

Nyńı opět shrneme předpoklady nutné pro formulaci test̊u, jejichž teoretické

zázemı́ bude čerpáno z [1, 3, 5].

• Model (3.a):

– (A3.1a): Z1, ..., ZN je náhodný výběr o pevném rozsahu N ze spojitého

rozděleńı;

• Model (3.b):

– (A3.1b): (X1, Y1), ..., (XN , YN) je náhodný výběr o pevném rozsahu N

ze spojitého dvourozměrného rozděleńı, (Xi, Yi jsou obecně závislé).
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3.1 Znaménkový test

Tomuto nejstarš́ımu neparametrickému testu se datuje vznik k počátk̊um

18. stolet́ı. V situaćıch, kdy je vhodné znaménkový test použ́ıt, bývaj́ı často k dis-

pozici silněǰśı testy, avšak hlavńı výhodou znaménkového testu je jednoduchost.

V principu jde o poč́ıtáńı kladných a záporných znamének a někdy neńı zapotřeb́ı

ani tabelovaných kritických hodnot.

Máme-li model (3.a), pak pracujeme s Z1, ..., ZN , popř. výběr Z ′1, ..., Z
′
N

transformujeme. V př́ıpadě modelu (3.b), pracujeme pouze s utvořenými rozd́ıly

Z1, ..., ZN .

Testová statistika ZT je definována jako počet hodnot s kladným znaménkem

ve výběru Z1, ..., ZN . Za platnosti nulové hypotézy plat́ı, že ZT ∼ Bi(N, 1
2
). Test

je tedy současně obdobou testu o parametru binomického rozděleńı, že p = 1
2
.

Kritické hodnoty pro menš́ı rozsah výběru jsou tabelovány např. v [8] a maj́ı

následuj́ıćı vlastnost

P (ZT ≤ k1(α)) ≤ α

2
, P (ZT ≥ k2(α)) ≤ α

2
, (3.1)

kde k1(α) je největš́ı a k2(α) nejmenš́ı celé č́ıslo s takovou vlastnost́ı. H0 zamı́táme

proti oboustranné alternativě, plat́ı-li ZT ≤ k1(α) nebo ZT ≥ k2(α). Dvojice

k1(α) a k2(α) jsou určeny tak, aby oboustranný test dodržel hladinu α. Kritické

hodnoty pro jednostranný test na hladině α tedy bereme z tabulek pro obou-

stranný test s hladinou 2α.

V př́ıpadě pravostranného testu svědč́ı pro alternativu větš́ı počet kladných

znamének, a tud́ıž budeme zamı́tat nulovou hypotézu, jestliže ZT ≥ k2(2α). Pro

levostrannou alternativu pak svědč́ı v́ıce záporných znamének a nulovou hypotézu

zamı́táme, když ZT ≤ k1(2α).

Dále lze odvodit aproximativńı statistiku, která má asymptoticky normálńı

rozděleńı. Odvozeńı je založeno na vzorćıch pro středńı hodnotu a rozptyl veličiny,

která má binomické rozděleńı. Pokud ZT ∼ Bi(N, 1
2
), pak v́ıme, že EZT = N

2
a

38



varZT = N
4

. Tedy pro větš́ı rozsahy plat́ı

UZT =
ZT − N

2√
N
4

=
1
2
(2ZT −N)

1
2

√
N

=
2ZT −N√

N
∼ N(0, 1). (3.2)

V př́ıpadě oboustranného testu hodnotu |UZT | porovnáme s u(1 − α
2
) a bude-

li platit |UZT | ≥ u(1 − α
2
), pak nulovou hypotézu na hladině α zamı́táme. Pro

levostrannou alternativu budou svědčit menš́ı hodnoty statistiky UZT , a proto

nulovou hypotézu zamı́táme pro UZT ≤ u(α). V př́ıpadě pravostranné alternativy

očekáváme větš́ı hodnoty statistiky UZT , a tedy zamı́táme pro UZT ≥ u(1 − α).

V softwaru R je znaménkový test chápán jako test binomického rozděleńı, a proto

pro něj použijeme funkci binom.test, kdy výstupem bude opět p-hodnota.

Vyskytnou-li se v Z1, ..., ZN nuly, zpravidla se vynechaj́ı a o jejich počet se

rozsah výběru sńıž́ı, shody nám v tomto př́ıpadě nevad́ı. Znaménkový test je

vhodný zejména pro rozděleńı s těžkými chvosty, např. dvojitě exponenciálńı

rozděleńı. Rovněž je jeho výhodou použitelnost pro tři druhy nulové hypotézy.

Lze j́ım zjistit symetrii rozděleńı, otestovat medián nebo zjistit, zda je parametr

binomického rozděleńı roven 1
2
. Vzhledem k menš́ı śıle testu je však pro spoleh-

livěǰśı výsledky potřeba větš́ıho rozsahu výběru, avšak jsou situace, kdy na data

lze použ́ıt znaménkový test, ale nelze použ́ıt jednovýběrový Wilcoxon̊uv test.

Např. pokud bychom při testováńı symetrie u dět́ı narozených předčasně nebo

po termı́nu měli k dispozici pouze jejich počty. Tedy věděli bychom, kolik dět́ı

se narodilo předčasně (těm bychom přǐradili znaménko -) a kolik se narodilo po

termı́nu (znaménko +).

3.2 Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test

Test použijeme na Z1, ..., ZN . Nejprve výběr seřad́ıme podle velikosti abso-

lutńıch hodnot jednotlivých prvk̊u a přǐrad́ıme jim pořad́ı, které budeme značit

R+
1 , ..., R

+
N , tedy R+

i bude pořad́ı Zi ve výběru seřazeném podle absolutńıch hod-

not Zi od nejmenš́ıho po největš́ı. Dále zavedeme

V + =
∑
Zi>0

R+
i , V − =

∑
Zi<0

R+
i , (3.3)
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neboli veličina V + nám dává součet pořad́ı p̊uvodně kladných prvk̊u a veličina

V − součet pořad́ı p̊uvodně záporných prvk̊u. Hodnotu min(V +, V −) porovnáme

s tabelovanou kritickou hodnotou Vc(α) a plat́ı-li min(V +, V −) ≤ Vc(α), pak

nulovou hypotézu na hladině α zamı́táme proti oboustranné alternativě.

Pro levostrannou alternativu budou svědčit malé hodnoty statistiky V +, a

proto budeme zamı́tat nulovou hypotézu na hladině α pro V + ≤ Vc(2α). Nao-

pak pro pravostrannou alternativu svědč́ı menš́ı hodnoty V − a zamı́táme H0 pro

V − ≤ Vc(2α). Pro jednostranné testy na hladině α opět použijeme tabulky pro

oboustranný test s hladinou 2α, dohledatelné v [8].

Pro větš́ı výběry se využ́ıvá asymptotického rozděleńı veličiny V + a plat́ı

EV + =
1

4
N(N + 1), varV + =

1

24
N(N + 1)(2N + 1). (3.4)

Testová statistika

UV =
V + − EV +

√
varV +

(3.5)

má pak asymptoticky rozděleńı N(0, 1). Nulovou hypotézu zamı́táme proti obou-

stranné alternativě, je-li |UV | ≥ u(1− α
2
). Pro levostrannou (resp. pravostrannou)

alternativu svědč́ı menš́ı (resp. větš́ı) hodnoty statistiky UV , a proto zamı́táme

nulovou hypotézu na hladině α, jestliže UV ≤ u(α) (resp. UV ≥ u(1 − α)).

V softwaru použijeme už známou funkci wilcox.test nebo wilcox.exact, jsou-

li př́ıtomné shody. Výstupem je opět p-hodnota. Při ručńım poč́ıtáńı se, stejně

jako u znaménkového testu, nuly zpravidla vynechávaj́ı a o jejich počet se sńıž́ı

rozsah výběru. Př́ıpadným shodám se přǐrad́ı pr̊uměrná pořad́ı, avšak potom jsou

již tabelované hodnoty i normálńı aproximace nepřesné.

Funkce wilcox.test a wilcox.exact rozlǐsuj́ı jednovýběrový a dvouvýběrový

test podle počtu zadaných vektor̊u. Jestliže chceme testovat dvouvýběrovým tes-

tem, zadáme dva č́ıselné vektory, z nichž každý obsahuje data pro každý výběr

zvlášt’. Chceme-li testovat jednovýběrovým, pak je třeba zadat pouze jeden vek-

tor (odpov́ıdaj́ıćı výběru Z1, ..., ZN), nebo v př́ıpadě modelu (3.b) můžeme zadat

dva vektory, ale nastavit argument PAIRED=TRUE, kterým řekneme, že se jedná
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o spárované subjekty. Pokud máme jeden výběr s nenulovým známým mediánem

x̃, nastav́ıme ještě parametr mu=x̃.

Z formulace test̊u vyplývá, že pokud výběry pocháźı z normálńıho rozděleńı,

je nejlepš́ı volbou jednovýběrový t-test, popř. párový t-test pro závislé výběry.

Pokud ale normalita dat neńı splněna, je nejvhodněǰśı použ́ıt jednovýběrový Wil-

coxon̊uv test, protože má poměrně velkou śılu. Znaménkový test je výborný pro

svoji jednoduchost, ale ve většině př́ıpad̊u má menš́ı śılu. Pokud by ale data

pocházela z rozděleńı, které má těžké chvosty, nebo by byla k dispozici pouze

znaménka, je volba znaménkového testu optimálńı a pro menš́ı výběry je možné

vypoč́ıtat kritické hodnoty snadno i ručně.

3.3 Aplikace test̊u

Testy budou opět prováděny na hladině α = 0, 05, nebude-li řečeno jinak.

Př́ıklad 3.1. Na stabilizovaném zdroji elektrického napět́ı byla nastavena stálá

hodnota napět́ı, kterou jsme měř́ıćım př́ıstrojem desetkrát změřili. Z hodnot byly

určeny chyby měřeńı. Má př́ıstroj systematickou odchylku?

chyby měřeńı: -0,02149, -0,01189, 0,01021, 0,01571, 0,01483
0,01491, -0,02079, 0,01751, -0,02459, 0,01641

Řešeńı. Data nemuśıme jakkoli upravovat, odpov́ıdaj́ı modelu (3.a). Chyby

měřeńı můžeme považovat za spojitou veličinu. Nezávislost mezi měřeńımi by po-

tenciálně mohla být porušena, kdyby v měř́ıćım př́ıstroji nebo zdroji napět́ı se vy-

skytla chyba, např. špatnou součástkou, která by se během měřeńı opotřebovávala

a hodnoty by pak byly na sobě závislé. Jinou situaćı by mohla být porucha, která

zp̊usob́ı úplnou změnu naměřených hodnot, např. že př́ıstroj bude méně citlivý,

č́ımž se změńı rozděleńı, ze kterého pocháźı chyby.

Chyby měřeńı označ́ıme Z1, ..., Z10, tedy N = 10 a urč́ıme tvar hypotéz:

H0 : př́ıstroj nemá systematickou odchylku,

H1 : př́ıstroj má systematickou odchylku.
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Máme zde oboustrannou alternativu, že rozděleńı, ze kterého pocháźı chyby, neńı

symetrické kolem nuly a je vychýlené bud’ k záporným, nebo ke kladným hod-

notám. Uvažujeme vychýleńı ve smyslu, že je symetrické kolem jisté systematické

chyby nebo je rozděleńı úplně nesymetrické. Použijeme nejprve znaménkový test.

Z dat vid́ıme, že počet kladných hodnot je ZT = 6. Kritické hodnoty pro rozsah

10 a hladinu testu 0,05 jsou k1 = 1, k2 = 9, a protože k1 < ZT < k2, nulovou

hypotézu nelze zamı́tnout. Podle vztahu (3.2) dále spoč́ıtáme hodnotu testové

statistiky, která je založena na normálńı aproximaci. Vycháźı

UZT =
2 · 6− 10√

10
= 0, 6325,

a protože |UZT | < u(0, 975), nulovou hypotézu nelze zamı́tnout ani t́ımto

zp̊usobem. Použit́ım softwaru a funkce binom.test dostáváme p-hodnotu 0,7539,

která velmi přesvědčivě nezamı́tá nulovou hypotézu. Znaménkovým testem jsme

došli k závěru, že př́ıstroj měř́ı přesně. Jinými slovy, pravděpodobnost záporné

chyby je stejná, jako pravděpodobnost kladné chyby.

Pro použit́ı jednovýběrového Wilcoxonova testu si seřad́ıme hodnoty podle

jejich absolutńı hodnoty a přǐrad́ıme jim pořad́ı. Tučně jsou vyznačeny p̊uvodně

záporné hodnoty a jim př́ıslušná pořad́ı.

|Zi| 0,01021 0,01189 0,01483 0,01491 0,01571
pořad́ı 1 2 3 4 5
|Zi| 0,01641 0,01751 0,02079 0,02149 0,02459
pořad́ı 6 7 8 9 10

Podle vztahu (3.3) urč́ıme statistiky V +,V −:

V + = 1 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 26, V − = 2 + 8 + 9 + 10 = 29.

Vid́ıme, že min(V +, V −) = 26. Hodnota tabelované kritické hodnoty Vc(0, 05) =

8, a protože min(V +, V −) > Vc, nulovou hypotézu na hladině 0,05 proti obou-

stranné alternativě nelze zamı́tnout. Použit́ım vztah̊u (3.4) a (3.5) dostaneme

hodnotu statistiky, která je založena na normálńı aproximaci. Vyjde

EV + = 27, 5, varV + = 96, 25, UV =
26− 27, 5√

96, 25
= −0, 1529.
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Hodnotu |UV | porovnáme s u(0, 975) = 1, 96, a protože |UV | < u(0, 975), nulovou

hypotézu nelze zamı́tnout ani t́ımto zp̊usobem. Použit́ım softwaru dostaneme p-

hodnotu 0,9219, která také velmi přesvědčivě nezamı́tá nulovou hypotézu.

Oběma testy se nulová hypotéza nedá zamı́tnout, a tedy na hladině 0,05 se

můžeme domńıvat, že př́ıstroj měř́ı přesně a nemá systematickou odchylku.

Př́ıklad 3.2. Šest student̊u přešlo na dietu, aby ztratili na váze. Byli zváženi

před zahájeńım a po ukončeńı diety. Byla dieta efektivńı? Převzato z [3, str. 164].

váha před (kg): 78,9, 86,6, 85,3, 82,6, 91,2, 85,3
váha po (kg): 74,8, 84,4, 83,0, 80,7, 92,1, 82,1

Řešeńı. Jedná se o př́ıklad situace (3.b2). Nezávislost mezi studenty by mohla

být ošetřena tak, že by o sobě studenti nevěděli, a tedy by je nemohla ovliv-

nit motivace, kdyby se navzájem viděli, zda hubnou nebo ne. Naopak by mohla

být porušena tehdy, pokud by někteř́ı studenti byli ovlivněńı reklamou nebo se-

minářem o zdravé výživě a jińı ne. Pokud by si studenti byli velmi podobńı ve

smyslu fyzické kondice nebo př́ıstupu ke stravě, jinými slovy pokud by byli homo-

genńı, pak muśıme velmi opatrně přistupovat ke generalizaci na celou populaci,

protože př́ıpadné prokázáńı vlivu u této skupiny nemuśı znamenat, že by byl vliv

prokázán u jiné. Větš́ı rozmanitost výběru tedy podporuje spolehlivěǰśı generali-

zaci na populaci. Váhu dále můžeme považovat za spojitou veličinu.

Označme váhu před Xi a váhu po Yi a utvořme rozd́ıly Zi = Yi −Xi:

Zi : -4,1, -2,2, -2,3, -1,9, 0,9, -3,2.

Naformulujeme nulovou a alternativńı hypotézu:

H0 : dieta neńı účinná,

H1 : dieta snižuje váhu.

V tomto př́ıpadě máme levostranný test, protože pro alternativu bude svědčit

větš́ı počet záporných hodnot. Testová statistika znaménkového testu je ZT = 1

a kritickou hodnotu bereme k1 = 0, a protože ZT > k1, nulovou hypotézu nelze
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zamı́tnout. Při použit́ı aproximace dostaneme dosazeńım do (3.2) hodnotu statis-

tiky UZT = −1, 633. Protože UZT > u(0, 05) = −1, 6449, nulovou hypotézu nelze

zamı́tnout ani pomoćı normálńı aproximace. Software pak vypoč́ıtal p-hodnotu,

která je 0,1094, a tedy znaménkovým testem nelze nulovou hypotézu zamı́tnout.

Od pohledu bychom však očekávali jiný závěr, ale jak bylo řečeno, znaménkový

test nemá takovou śılu a nezamı́tnut́ı může být zp̊usobeno menš́ım rozsahem

výběru.

Pro použit́ı jednovýběrového Wilcoxonova testu si hodnoty opět uspořádáme

podle absolutńı hodnoty a přǐrad́ıme pořad́ı. Tučně vyznač́ıme p̊uvodně záporné

hodnoty a př́ıslušná pořad́ı.

|Zi| : 0,9 1,9 2,2 2,3 3,2 4,1
pořad́ı: 1 2 3 4 5 6

Ze vztahu (3.3) urč́ıme V + = 1, V − = 20. Pro levostranný test svědč́ı malé hod-

noty V +, a protože V + < Vc(0, 1) = 2, nulovou hypotézu jednostranného testu

na hladině 0,05 zamı́táme. Užit́ım vztah̊u (3.4), (3.5) pro normálńı aproximaci

dostaneme hodnotu UV = −1, 9917, která je menš́ı než u(0, 05), a proto zamı́táme

nulovou hypotézu i t́ımto zp̊usobem. Nakonec použit́ım statistického softwaru do-

staneme p-hodnotu 0,0313 a jednovýběrovým Wilcoxonovým testem zamı́táme

nulovou hypotézu. Důvod, proč dal tento test jiný výsledek než znaménkový, je

ten, že má větš́ı śılu. Na hladině 0,05 se tedy můžeme domńıvat, že dieta je efek-

tivńı ve smyslu, že pomáhá sńıžit váhu.

Př́ıklad 3.3. Skrze vlastńı dotazńık a pomoćı sociálńıch śıt́ı byly sledovány

názory rodič̊u na ř́ızeńı auta svého potomka. Dotazńık obsahoval dvě otázky,

kdy prvńı se ptala na názor otce a druhá na názor matky, zda souhlaśı s t́ım,

aby jejich potomek ř́ıdil auto. Možné odpovědi byly čtyři - od 1=souhlaśım po

4=nesouhlaśım. Zkoumáme, zda se názor rodič̊u lǐśı, či nikoliv.

Řešeńı. Data byla sesb́ırána od 55 dvojic, kdy 40 z nich mělo stejný názor a 15

rozd́ılný. Protože situace odpov́ıdá modelu (3.b), budeme zde pracovat s rozd́ıly
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Zi = Yi − Xi, kde (Xi, Yi) reprezentuj́ı po řadě názor otce a matky. Dostáváme

tak 40 nul, které představuj́ı shodu v názorech a daľśıch 15 rozd́ıl̊u

1, 1, -3, -1, 2, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, -1, 1, 1.

Abychom mohli použ́ıt znaménkový test, muśıme zde vynechat nuly. Výběr

se omeźı pouze na 15 nenulových rozd́ıl̊u, č́ımž se podstatně zhorš́ı přesnost

výsledku. Použit́ı jednovýběrového Wilcoxonova testu je zde zcela nevhodné kv̊uli

velkému počtu nul a nav́ıc bychom při přǐrazovańı pořad́ı měli problém se sho-

dami. Př́ıklad budeme řešit pouze pomoćı znaménkového testu. Formulace hy-

potéz je následuj́ıćı

H0 : názory rodič̊u jsou vyrovnané,

H1 : názor matek nebo otc̊u je v́ıce vyhraněný.

Upřesńıme nulovou hypotézu, vyrovnanost́ı rozumı́me to, že ani matky ani ot-

cové nejsou jednostranně vyhraněńı ve smyslu, že by matky měly tendenci sṕı̌se

nesouhlasit nebo otcové sṕı̌se souhlasit. Alternativa pak znamená, že bud’ matky,

nebo otcové jsou v́ıce přikloněńı k souhlasu nebo k nesouhlasu.

Budeme-li pracovat pouze s nenulovými rozd́ıly, máme rozsah výběru N =

15 a statistika ZT = 12. Protože máme oboustranný test, porovnáme ZT

s k1(0, 05) = 3, k2(0, 05) = 12. Protože ZT ≥ k2(0, 05), zamı́tneme nulo-

vou hypotézu. Zamı́tnut́ı na hladině 0,05 potvrzuje i použit́ı aproximace, kdy

UZT = 2, 3238 > u(0, 975) = 1, 96 a p-hodnota ze softwaru 0,0352.

Tady můžeme vidět, jaký problém může zp̊usobit vynecháńı nul. Vzhledem

k výsledk̊um testu bychom totiž nepředpokládali zamı́tnut́ı nulové hypotézy. In-

terpretace oboustranné alternativy je taková, že rodiče se v názorech rozcházeli,

avšak nev́ıme, který z nich sṕı̌se souhlasil a který naopak nesouhlasil. Pokud

bychom ale testovali proti pravostranné alternativě, při které bychom rovněž

zamı́tli H0, mohli bychom výsledek interpretovat tak, že pokud se rodiče ne-

shoduj́ı, pak bĺıže k nesouhlasu má matka.
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Porovnáme-li použit́ı test̊u pro konkrétńı data, pak v př́ıpadě, že bychom

chtěli postupovat co nejjednodušeji, zvoĺıme znaménkový test. Jak je ale vidět

u př́ıkladu 3.2, jednovýběrový Wilcoxon̊uv test zamı́tá nulovou hypotézu tam, kde

znaménkový ne, což konkrétně mohlo být zp̊usobeno menš́ım rozsahem výběru.

Obecně má totiž znaménkový test menš́ı śılu a je silněǰśı až pro velké rozsahy

výběru. Proto pro data z př́ıkladu 3.2 je vhodněǰśı volbou jednovýběrový Wil-

coxon̊uv test. Dále je otázkou, zda chyby měřeńı z př́ıkladu 3.1 jsou normálně

rozděleny a je-li pak vhodněǰśı použ́ıt t-test. Samozřejmě i na normálně rozdělená

data můžeme použ́ıt neparametrické testy, avšak mohlo by se stát, že nezamı́tnou

nulovou hypotézu tam, kde by ji t-test zamı́tnul. Pro data z př́ıkladu 3.3 je použit́ı

jednovýběrového Wilcoxonova testu značně nevhodné vzhledem k množstv́ı shod.
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4 Hypotéza nezávislosti

Máme náhodný výběr (X1, Y1), ...(XN , YN) z dvourozměrného rozděleńı F2

o pevném rozsahu N . Dále přǐrad’me pořad́ı R1, ..., RN výběru X1, ..., XN a pořad́ı

S1, ..., SN výběru Y1, ..., YN . Testujeme hypotézu nezávislosti proti alternativńı

hypotéze, že veličiny nezávislé nejsou. Matematicky lze pomoćı distribučńı funkce

zapsat

H0 : F2(x, y) = FX(x)FY (y),

H1 : F2(x, y) 6= FX(x)FY (y),

kde H1 je tvar oboustranné alternativy, FX(x) je distribučńı funkce výběru

X1, ..., XN a FY (y) je distribučńı funkce pro Y1, ..., YN . Levostranná alternativa

by testovala, zda se jedná o závislost negativńı, tzn. č́ım je větš́ı Xi, t́ım je menš́ı

Yi nebo č́ım je menš́ı Xi, t́ım je větš́ı Yi. Pravostranná alternativa by testovala

závislost pozitivńı, neboli očekáváme se zvětšuj́ıćımi (resp. zmenšuj́ıćımi) Xi větš́ı

(resp. menš́ı) Yi, podle [3].

Jak bylo popsáno v [6], tento dvourozměrný náhodný výběr si lze představit

jako měřeńı dvou charakteristik na témže subjektu. Nejedná se zde o přǐrazováńı

ošetřeńı, nýbrž o zkoumáńı charakteristik, které nelze nijak přǐradit a jsou se

subjektem neoddělitelně spjaté.

Př́ıkladem by mohlo být zkoumáńı výšky a váhy, kdy bychom subjekty změřili

a zvážili a testovali bychom nulovou hypotézu, že výška a váha spolu nesouviśı,

proti pravostranné alternativě, že č́ım je větš́ı výška, t́ım je větš́ı váha. Obecně by

se dal test použ́ıt na jakékoliv lékařské charakteristiky, u kterých chceme zkoumat,

zda spolu souviśı. Např. závislost hladiny iont̊u v krvi s jinými krevńımi elementy

apod. Př́ıkladem pro testováńı negativńı závislosti by mohlo být sledováńı názor̊u

rozvedených pár̊u, kdy bychom měli hypotézu, že jejich názory jsou nezávislé,

proti alternativě, že se názorově velmi rozcházej́ı. Subjektem bychom zde rozuměli

jeden pár. Výzkum by byl uskutečnitelný skrze dotazńık, který by sledoval názor

na současné děńı, vztahové záležitosti apod. Vyhodnoceńım by byly body od 0

do 100. Očekávali bychom, že pokud má jeden z bývalých partner̊u bod̊u hodně,

druhý bude mı́t naopak velmi málo. Pokud by se nulová hypotéza o nezávislosti
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zamı́tla, mohli bychom tvrdit, že v názorech rozvedených pár̊u existuje negativńı

závislost.

Formulace testu této kapitoly pocháźı z [2, 5] a potřebné předpoklady jsou

shrnuty v následuj́ıćıch bodech:

• (A4.1): (X1, Y1), ...(XN , YN) je náhodný výběr ze spojitého dvourozměrného

rozděleńı;

• (A4.2): N je pevný rozsahu výběru.

4.1 Spearman̊uv korelačńı koeficient

Intuitivně bychom pro testováńı nezávislosti použili výběrový korelačńı koefi-

cient (Pearson̊uv), který vyjadřuje mı́ru lineárńı závislosti. Pro data z normálńıho

rozděleńı plat́ı, že nekorelovanost je ekvivalentńı s nezávislost́ı. Spearman̊uv ko-

relačńı koeficient má výhodu v tom, že pracuje pouze s pořad́ımi a nevyžaduje

p̊uvodńı hodnoty pozorováńı, které někdy nemuśı být známy. Má vzorec:

rS =

∑
RiSi −N

(
N+1
2

)2√
(
∑
R2
i −N

(
N+1
2

)2
)(
∑
S2
i −N

(
N+1
2

)2
)

(4.1)

a je definován jako výběrový korelačńı koeficient dvojic (R1, S1), ..., (RN , SN). Pro

praktické poč́ıtáńı lze odvodit nejčastěji použ́ıvaný vzorec

rS = 1− 6

N(N2 − 1)

N∑
i=1

(Ri − Si)2. (4.2)

V př́ıpadě oboustranného testu se hodnota |rS| porovná s tabelovanými kritickými

hodnotami rS(α), dohledatelné v [8]. Jestliže je |rS| ≥ rS(α), potom nulovou

hypotézu na hladině α zamı́táme. V př́ıpadě jednostranných test̊u na hladině α

muśıme opět použ́ıt tabulky pro oboustranné testy na hladině 2α a zamı́táme

proti pravostranné (resp. levostranné) alternativě, jestliže rS ≥ rS(2α) (resp.

rS ≤ −rS(2α)).
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Pro N > 30 je možné použ́ıt normálńı aproximaci a plat́ı, že statistika

URS = rS
√
N − 1 (4.3)

má asymptoticky rozděleńı N(0, 1). Nulovou hypotézu proti oboustranné alter-

nativě budeme zamı́tat, jestliže |URS| ≥ u(1− α
2
). Pokud testujeme levostrannou

alternativu, pak zamı́táme pro URS ≤ u(α), a v př́ıpadě pravostranné alternativy

zamı́táme pro URS ≥ u(1 − α). V softwaru použijeme funkci cor.test, kde si

nastav́ıme Spearman̊uv korelačńı koeficient a požadovanou alternativu.

Tentokrát nám budou shody vadit pouze v rámci jednotlivých výběr̊u, nikoli

shody mezi výběry. Pokud se shody vyskytuj́ı, přǐrad́ı se pr̊uměrná pořad́ı a do-

poručuje se použ́ıt korigovanou statistiku, kterou je možné dohledat v [2, str. 257].

Mohli bychom samozřejmě použ́ıt i tabelovaných kritických hodnot i aproximace

pro výběry beze shod, ale potom poč́ıtáme s větš́ı nepřesnost́ı. V softwaru je třeba

jako jeden z parametr̊u funkce cor.test nastavit exact=FALSE a software pak

použije pro výpočet aproximaci na t-rozděleńı.

4.2 Aplikace testu

Př́ıklad 4.1. Pět student̊u doktorského studia dělalo test o současném děńı.

Znamená vyšš́ı věk studenta lepš́ı výsledek testu? Př́ıklad převzat z [3, str. 330].

věk: 24, 31, 38, 45, 45
skóre: 68, 85, 84, 92, 90

Řešeńı. Předpoklad (A4.1) o spojitosti rozděleńı je zde porušen, což by neva-

dilo, pokud by se ve výběru nevyskytovala shoda. Muśıme tedy poč́ıtat s větš́ı

nepřesnost́ı výsledk̊u. Charakteristika výšky je neoddělitelně spjata se subjektem

a skóre znalostńıho testu koresponduje s jakýmsi obecným přehledem jedince, což

rovněž nelze považovat za přǐrazenou charakteristiku.

Označme si X1, ..., X5 věk a Y1, ..., Y5 dosažené skóre, dále rozsah výběru N =

5 a testujeme na hladině α = 0, 05. Očekáváme, že s rostoućım věkem se bude

dosažené skóre zvětšovat. Naformulujeme nulovou a alternativńı hypotézu
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H0 : věk s dosaženým skórem nesouviśı,

H1 : hodnoty spolu souviśı ve smyslu pozitivńı závislosti.

Nyńı přǐrad́ıme pozorováńım pořad́ı.

Xi 24 31 38 45 45
Ri 1 2 3 4,5 4,5
Yi 68 85 84 92 90
Si 1 3 2 5 4

Upozorňujeme, že zde se přǐrazuje pořad́ı zvlášt’ pozorováńım Xi a zvlášt’ Yi,

tedy neńı zde použit sdružený výběr. I když se vyskytuje shoda, dovoĺıme si i

přes nepřesnost použ́ıt vzorec (4.2):

rS = 1− 6

5(52 − 1)

5∑
i=1

(Ri − Si)2 = 0, 825.

Kritická hodnota pro je rS(0, 1) = 0, 9, a protože plat́ı rS < rS(0, 1), nezamı́táme

nulovou hypotézu na hladině 0,05. Nutno připomenout, že hodnota rS(0, 1) je

kritická hodnota pro oboustranný test taková, aby byla dodržena hladina 0,1.

Pro jednostranný test tato kritická hodnota dodržuje hladinu 0,05.

Přestože máme malý výběr, zkuśıme spoč́ıtat hodnotu aproximativńı testové

statistiky podle vztahu (4.3):

URS = 0, 825 ·
√

5− 1 = 1, 65.

Hodnotu porovnáme s u(0, 95) = 1, 6449 a vid́ıme, že velmi těsně URS > u(0, 95),

a t́ımto zp̊usobem zamı́táme nulovou hypotézu. Nakonec použijeme statistický

software a jeho funkci cor.test, která nám vypočte p-hodnotu 0,0269. P-hodnota

je menš́ı než hladina testu, takže zamı́táme i použit́ım softwaru. Nezamı́tnut́ı

H0 přesnou statistikou může být zp̊usobeno shodou ve výběru. Pomoćı Spear-

manova korelačńıho koeficientu jsme dvěma zp̊usoby zamı́tli nulovou hypotézu

o nezávislosti. Můžeme se tedy domńıvat, že s vyšš́ım věkem studenta se výsledek

testu o současném děńı zlepšuje.
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Př́ıklad 4.2. Z databáze Českého statistického úřadu [10, 11] byla převzata data

o pr̊uměrné mı́̌re nezaměstnanosti (v %) a počtu sebevražd v letech 2010 až 2012

podle kraj̊u. Souviśı mı́ra nezaměstnanosti (MN) s počtem sebevražd (S)?

2010 2011 2012
MN S MN S MN S

Praha 3,50 169 3,63 174 3,85 196
Středočeský kraj 5,63 185 5,62 200 5,69 208
Jihočeský kraj 5,62 82 5,60 98 5,70 108
Plzeňský kraj 6,28 88 5,75 61 5,44 80
Karlovarský kraj 8,48 50 8,22 44 8,00 53

Ústecký kraj 9,83 125 9,66 132 10,00 146
Liberecký kraj 8,02 64 7,47 61 7,35 56
Královéhradecký kraj 5,74 75 5,48 103 5,70 105
Pardubický kraj 6,90 68 6,33 81 6,22 77
Kraj Vysočina 7,22 56 6,90 81 6,72 56
Jihomoravský kraj 7,83 144 7,47 157 7,48 168
Olomoucký kraj 8,40 117 8,04 104 8,08 107
Zĺınský kraj 7,65 100 6,97 91 6,95 96
Moravskoslezský kraj 8,73 179 8,33 201 8,47 191

Řešeńı. Mı́ru nezaměstnanosti můžeme považovat za spojitou veličinu, avšak

v d̊usledku zaokrouhlováńı se vyskytuj́ı shody. Shody se vyskytuj́ı i mezi počty

sebevražd, které za spojitou veličinu nepokládáme. Je třeba tedy poč́ıtat s větš́ı

nepřesnost́ı.

Nezávislost mezi jednotlivými kraji by byla porušena tehdy, pokud by vybrané

kraje byly např. v některém projektu na sńıžeńı nezaměstnanosti nebo byly samy

schopny realizovat projekty inspirované jinými kraji s menš́ı nezaměstnanost́ı.

Nezávislost např́ıč jednotlivými roky by byla porušena, pokud by vedeńı kraje

sledovalo vývoj v předešlých letech a reagovalo na něj patřičnými opatřeńımi,

např. při poklesu nezaměstnanosti by se zaměřila na jiné problémy apod. Tuto

závislost však z dat za tři roky nelze potvrdit.

Označme X1, ..., X42 mı́ru nezaměstnanosti (MN) a Y1, ..., Y42 počty sebe-

vražd (S), v́ıme tedy N = 42 a testujeme na hladině α = 0, 05. Data budou

uspořádána chronologicky, tedy pozorováńı X1, ..., X14 a Y1, ..., Y14 odpov́ıdaj́ı

roku 2010 apod. Rádi bychom zjistili, zda se zvyšuje počet sebevražd se zvyšuj́ıćı

mı́rou nezaměstnanosti.

Formulujeme nulovou a alternativńı hypotézu
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H0 : mı́ra nezaměstnanosti s počtem sebevražd nesouviśı,

H1 : hodnoty spolu souviśı ve smyslu pozitivńı závislosti.

Seřad́ıme mı́ry nezaměstnanosti a počty sebevražd zvlášt’ podle velikosti,

přǐrad́ıme jim pořad́ı Ri a Si a provedeme výpočet statistiky rS podle (4.2),

kv̊uli obt́ıžnosti provedeme pomoćı softwaru,

rS = 1− 6

42(422 − 1)

42∑
i=1

(Ri − Si)2 = −0, 0638.

Kritické hodnoty pro N = 42 už nejsou k dispozici a nav́ıc se v datech vyskytuj́ı

shody, proto použijeme normálńı aproximaci (4.3)

URS = −0, 0638 ·
√

42− 1 = −0, 4083.

Hodnotu URS porovnáme s u(0, 95) = 1, 6449, a protože URS < u(0, 95), pak

docela přesvědčivě nelze zamı́tnout nulovou hypotézu o nezávislosti. P-hodnota

při použit́ı softwaru vyšla 0,6863, tedy nezamı́tnut́ı nulové hypotézy souhlaśı.

Na hladině testu α = 0, 05 se můžeme domńıvat, že počet sebevražd nesouviśı

s mı́rou nezaměstnanosti v jednotlivých kraj́ıch.
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Závěr

V práci byla popsána teorie vybraných neparametrických test̊u. Testováńı i

interpretace byly ukázány na praktických př́ıkladech. Kapitoly byly rozčleněny

podle testovaných nulových a alternativńıch hypotéz. Každé hypotéze odpov́ıdaj́ı

r̊uzné situace v praxi, které byly nejdř́ıve formulovány matematicky a pak

vysvětleny na konkrétńım př́ıkladu. V rámci testováńı dat, které byly bud’

převzaté nebo vlastně sesb́ırané, byly použity tři postupy - ručńı poč́ıtáńı přesné

testové statistiky a aproximativńı statistiky a použit́ı funkce v softwaru R.

Přesná testová statistika vyžaduje tabelovaných kritických hodnot, které ne-

muśıme mı́t vždy k dispozici, ale pro přesnost výsledku je nejlepš́ı, za předpokladu

výběru beze shod, popř. bez nul. Aproximativńı statistika je na použit́ı jed-

nodušš́ı, protože pro vyhodnoceńı se použ́ıvaj́ı kvantily normovaného normálńıho

rozděleńı, které jsou už jednodušeji dohledatelné. Přesto ale je potřeba zjistit

hodnotu přesné testové statistiky, která pro větš́ı rozsahy může být obt́ıžněǰśı na

výpočet. Software R nab́ıźı spoustu funkćı, které automaticky provedou test a

výstupem je p-hodnota, ze které velmi snadno poznáme, zda se nulová hypotéza

může zamı́tnout. Daľśı výhodou softwaru je, že po nastaveńı př́ıslušné alterna-

tivy (oboustranné, jednostranné), si nemuśıme dělat starost s kritickým oborem,

protože software vše vypoč́ıtá sám podle zadaných argument̊u. Na druhou stranu

je předpokladem použit́ı softwaru znalost funkćı a jejich správné použit́ı, aby

nedošlo ke špatné interpretaci výsledk̊u. Nav́ıc každá funkce použ́ıvá jiný algo-

ritmus výpočtu, někde je proveden výpočet pomoćı aproximace, někde pomoćı

přesné testové statistiky.

Na závěr se domńıvám, že př́ınosem práce byl jej́ı praktický náhled na proble-

matiku neparametrických test̊u. Podrobná analýza praktických situaćı tak může

pomoct čtenáři v lepš́ı představě o problematice, než by bylo poskytnuto skrze

matematické modely.
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[2] ANDĚL, J. Základy matematické statistiky. 3. vyd. Praha: MATFYZPRESS,
2011. ISBN 978-80-7378-162-0.

[3] CONOVER, W.J. Practical nonparametric statistics. 3. vyd. New York: John
Wiley and Sons, 1999. ISBN 978-0-471-16068-7.

[4] GLOVER, T., MITCHELL, K., An Introduction to Bi-
ostatistics [online]. USA: Waveland Press, 2008, s. 458-
459 [cit. 2014-04-25]. ISBN 978-1-57766-580-9. Dostupné z:
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[7] NOGUCHI, K., GEL, Y., BRUNNER, E., KONIETSCHKE, F. nparLD:
An R Software Package for the Nonparametric Analysis of Lon-
gitudinal Data in Factorial Experiments. In: Journal of Statistical
Software [online]. 2012, [cit. 2014-04-25]. Dostupné z: http://cran.r-
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