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ABSTRAKT

V diplomové praci se zabyvam modely hromadné olyslshvyuZitim Markovovych
retézcl. Systém hromadné obsluhy je takovy systém, kdageniky gichazeji do tohoto systému
v ndhodnych okamzicich a vyZaduji obsluhu. Tatc@rée zabyva konkrétrtakovymi modely
hromadné obsluhy, v nichZ intervaly mezighody poZadawk a doby obsluhy pozadaiwkmaji
exponencialni rozdeni. V teoretick&asti diplomové prace se&muji problematice stochastickych
proces, systému hromadné obsluhy, Kklasifikaci systérhromadné obsluhy a popisu
exponencialnich modelMarkovova typu. V praktick&asti popisuji tvorbu a funkci programu,
ktery reSi simulaci vybraného modelu M/M/m. Na &&srovnavam vypity ziskané analyticky a
simulaci daného modelu M/M/m.

ABSTRACT

The master’s thesis solves models of queueing mgsterhich use the property of Markov
chains. The queueing system is a system, wherelfexts enter into this system in random
moments and require the service. This thesis sapesifically such models of queueing systems,
in which the intervals between the objects incomirgnd service time have exponential
distribution. In the theoretical part of the mastéhesis | deal with the topics stochastic process
gueueing theory, classification of models and dgBon of the models having Markovian property.
In the practical part | describe realization andction of the program, which solves simulation of
chosen model M/M/m. At the end | compare resultictviivere calculated in analytic way and by
simulation of the model M/M/m.
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Poissofiiv proces, systém hromadné obsluhy, modely frompjzubZadavii, doba trvani obsluhy,
disciplina fronty, rezim fronty, rezim obsluhy, Kdaillova klasifikace systému hromadné obsluhy,
modely hromadné obsluhy Markovova typu, MATLAB, silace.
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1 UvoD

Tato prace se &nuje problematice systému hromadné obsluhy a tématni spojenych.
Systém hromadné obsluhy popisuje systémy, kde peksidvyZzaduji obsluhu. Kazdy z nas se stava
Gcastnikem systému hromadné obsluhy, jestlize seadesdo situace, ktera si Zai&eni, které lze
modely hromadné obsluhy popsat. Systém hromadsiélobje takovy systém, ve kterém jsou dané
poZadavky obsluhovany titym zatizenim. Na gikladu samoobsluhy Ize jednoduSe systém hromadné
obsluhy popsat, danou situaci si Ize lehtedptavit. Samoobsluha je v tomtiigads obecr systém
hromadné obsluhy. Zakaznici, Ktestoupili do samoobsluhy, tedy do systému hrorgéaalosluhy, se
stavaji pozadavky, kievyZaduji obsluhu. Na obsluhtekaji ve fron§, pokud jsou vSechny linky
obsazeny. Odtud se odvozuje i dalSi ndzev problkynaystému hromadné obsluhy, teorie front.
Pokladna se vtomto systému hromadné obsluhy stegfuznou linkou a zakaznici pozadavky
vyZadujici obsluhu. Rozhoduijici je intenzita vstygwzadavi do systému, intenzita obsluhy acpb
obsluznych linek v samoobsluze, daleigtopozadavk ¢ekajicich na obsluhu a dalsi. Tyto a dalSi
parametry popisuji chovani systému hromadné obsldgnotlivé modely systému hromadné obsluhy
jsou detaildji popsany v teoretické&asti této diplomové prace.

Cilem diplomové prace je klasifikovat systémy hrdmé obsluhy s vyuzitim Markovovych
retzch, dale implementovat vybrany modekeiné generovani dat a grafického znazworin
simula&nich vypa@ti. Ze samé povahy zadani, diplomovéa prace jeétemed na teoretickodést a
praktickoucést. V teoretick&asti diplomové prace se zabyvam tématy systému dulogn obsluhy,
které s danou problematikou Uzce souvisi. V prvapitole popisuji stochastické procesy, které
vychazi z pedpokladu, ze ke z¥nam v systému dochazi <itymi pravdEpodobnostmi a prvky
tohoto procesu maji nahodny charakter. Mezi stditkas procesyfadime i Markovovyietzce a
Markovovy procesy se spojitymlasem, které popisujiipchody mezi jednotlivymi stavy. DalSi
kapitola se w¥nuje Poissonovu procesu, nébBoissonovo rozdeni pravépodobnosti ma velky
vyznam pra¥ v teorii hromadné obsluhy, protoZze toto réledi popisuje nadhodné jevy. V teorii
hromadné obsluhy pak taktoudeme oznét piichody zékaznik vyZzadujicich obsluhu a dobu
obsluhy z&kaznika. Nasleduje 4. kapitola, kter&/&wije popisu charakteristik systému hromadné
obsluhy. V dalSi kapitole je provedena Kklasifikasgsténi hromadné obsluhy. Teoretickym
vychodiskem pro naSi klasifikaci systétmu hromadbéluhy jsou Markovovyetzce. Markovovy
fetézce popisuji pravkpodobnosti pechodu mezi stavy procesu systému. V podkapitojsah tyto
jednotlivé modely detaithpopsany. U kazdého modelu jsou uvedeny jeho zAkMdstnosti a dale
také jeho dalSi charakteristiky, které slouzi kquaeni efektivnosti daného modelu. V prakti¢kéti
diplomové prace popisuji vytveni programu, ktery byl realizovan za&etem simulace vybraného
modelu M/M/m. Z&¥recna kapitola popisuje realizaci a funkci tohoto pesgu. Cilem prace bylo
implementovat vybrany modeketrg generovani dat a grafického znazminsimul&nich vypata.
Program simulace byl implementovan na konkrétnfipgut a vysledky byly zndzogmy graficky.
Spravnost realizovaného programu byla proveden&égeima pomoci simutaich experimerit na
tomto konkrétnim fipack.
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2 STOCHASTICKE PROCESY

Podstatou stochastickych motleje aplikace p&tu pravépodobnosti. V matematickych
modelech deterministickych jsou prvky a vztahy meirni pevié dany, pak chovani modelu za
uréitych podminek je dan@mito podminkami. Vetiiny a vazby mezi&mito prvky jsou pevné a lze
zanedbat jejich kolisani. Opakem tohoto modelu jeatematicky model stochasticky.
O matematickych modelech stochastickych mluvimetlife prvky nebo vztahy mezi nimi maji
nahodny charakter. Prvky modelu a vztahy mezi nimiji charakter nadhodnych jevnahodnych
velicin nebo nadhodnych prodesTakovy stochasticky model uvazuje jednu nebo viébodnych
slozek. Stochastické modelovani m& zéklad v te@iavpodobnosti, kterd se zabyva
opakovatelnymi jevy nahodné povahy. Tento modelpiklizuje readlnym djam, ve kterych je
nahodna slozka &Sinou gitomna. Metody stochastického modelovani maji vgzngedevsim
v rozhodovacim procesu v situacich za tigosti a profizeni proces a dju, kde se takova nahodna
slozka vyskytuje. Také modely hromadné obsluhy arkblovy fetzce vyuzivaji metod
stochastického modelovani. Realnymiikiady, které |zereSit metodami stochastického modelovani,
mohou byt hromathi jednotek, které maji projit ¢itym systémem (hromadna obsluha, problém
front, ¢ekaci linky), stanoveni gtu obsluznych jednotek aby nevznikala fronta, nsglamoveni pétu
jednotek aby n#ekala obsluha, apod. [15].

Jak jiz bylo zmigno vySe, stochastické modely vychazitedpokladu, Ze ke zném
v urgitém systému dochazi scitymi pravdtpodobnostmi; model pracuje s ndhodnymi dieimi.
Hlavnim nastrojem modelovani stochastickych prdgesu nahodné procesy. Nahodny proces pak
muze byt definovan, jako mnozina nahodnychdieljizavislych na witém paitu paramet.

V mnoha aplikacich se vyskytujtgdevsim procesy s jednim parametrem a titage Takové
nahodné procesy se nazyvaji stochastické procesini€e stochastického procesu je nasledujici:

Stochasticky proces je mnoZina néhodnychéirel{xt} kde T chapeme jako mnoZinu
jistych paramefr [11].

Definiéni oborT chapeme négastji jako ¢asovou mnozinu. Obor futkich hodnot sedirne
nazyva stavovy prostotj prostor stau stochastického proce® Stavem stochastického procesu se
rozumi utitd hodnota, obvykletislo, zéehoz vyplyva, Zze oborem fuéikich hodnot jeciselna
mnozina. Typy stochastickych proéegodle definkniho oboruT a stavového prostor — v obou
piipadech dané mnoZziny mohou obsahovat &paebo spéetny p@&et hodnot. Vdchto Fipadech
se jedna o diskrétiasy, respektive o stavy. Pokud dané mnoZziny obsakspdetny p&et hodnot,
pak se jedna o spojitias, respektive stavy.

Typy stochastickych procégodle defininiho oboruT a stavového prostoiR jsou gehledré
shrnuty v nasleduijici tabulce.

toar ?

Tab. 2.112]
Stavovy prostoR Definiéni oborT, ¢astOT
diskrétni spojity
diskrétni (1,) diskr,étnl’ (2,) diskrfétni
nahodna posloupnost nahodny proces
Spojity (3) spajita (4) spojity
nahodna posloupnost nahodny proces

V realnych aplikacich Ize najit vSechiityii uvedené typy stochastickych progegagiklad
(1) diskrétni ndhodnéa posloupnostiza popisovat model rozhodovani v kén& mnoha etapach a
s konénym paitem alternativ, (2) diskrétni ndhodny procefZe popisovat pity zékaznik ve
fronté, kteri ¢ekaji na obsluhu véaké obsluzné jednotce, (3) spojita nAhodna posiosip pak mMze
popisovat dobuekani zakaznika ve frahtna obsluhu v obsluzné jednotce a (4) spojity néfiod
proces pak popisuje néklad zrménu zasob ¥ase [12].

V dalSich dvou podkapitolach se budeme zabyvatviako stochastickymi procesy, mezi
kteréradime Markovovyetizce (mnozind ,R je diskrétni) a Markovovy procesy se spojityasem.
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2.1  Markovovy retézce

Markovovyietzce patti mezi stochastické procesy, které maji diskretkicasovou mnoZzinu
T, tak také stavovy prostoR, tzn. Markovovyietzce popisuji stochasticky proces probihajici
v diskrétnimc¢ase pi diskrétnich pechodech mezi stavy. Stochasticky charakter diskmédhodné
posloupnosti spiivd vtom, Ze v okamZikun se vyskytuje jeden z moZnych sias(n) s ugitou
pravéEpodobnosti, tedg(n) = j.

Proces musi spbvat také tzv. Markovskou vlastnost. Markovska tlast se tyka
pravdEpodobnosti fechodu mezi stavy #Eka, Zze prav&podobnost fechodu v nasledujicim kroku
Zavisi pouze na soasném stavu, ve kterém se proces nachazi a neravistavech minulych.
Markovska vlastnost se vyjidoodmirgnymi pravé&podobnostmi nasledo¥n

Hdn)= )= idn-1)=idn-2)=k,..s0)= m)= Hgn)= ]s(n—1)=i). (2.1)

Podmirna pravédpodobnost vyskytu stavjuv okamzikun zavisi pouze na stavu, ktery se vyskytuje
v okamziku 6-1), tedy Markovwv fetzec udava budoucnost jen na zakladwasnosti, minulost
nezna. Tyto podmémé pravédpodobnosti se téZ nazyvaji prapddobnosti pechodu[12]. Chovani
systému s korimym paitem staw se modeluje pomoci Markovovetézce a je ufeno:

1. vektorem nepodmimych (absolutnich) pra¥godobnosti v witém okamziku
p(n) =[p, (), p,(N).....py (W] pron= 012.., (2.2)
kde p.(n), i =12,...,N, zn&i prav@podobnosti, Ze proces v okamZikije ve stavu.

2. matici pravépodobnosti fechodu
P(n)=|p, (N)], kdei=12..,.N, j=12...,N. (2.3)

Pravdpodobnosp;(n) budeme nazyvat podngimou pravépodobnosti fechodu ze stavudo stavy,
k némuz dochazi mezi okamzikyn{l) a n. Nehomogenni Markovd fettzec znamena, zp;(n)
zavisi nan. Markovowiv fettzec se nazyva homogenni, jestlize pegadiobnostip;(n) nezavisi na
tom, mezi kterymi okamziky kipchodu dochazi, tj. plati4ti(n)= p;. Dale se budeme zabyvat pouze
homogennimi Markovovyniietzci.
Pravdtpodobnosp; musi spiovat tyto podminky:

p; 20 proi=12..,N, j=12..N a (2.4)

N
> p, =lproi=12..N (2.5)
=1

protoZe pi sumarizaci kazdéhigdku matice vychazi, zédek je roven 1.

Pro grechod systému ve dvou po satAsledujicich okamZicich plati:

p(n+1) =p(n)P (2.6)

Postupnym dosazenim dojdeme ke vztahu:
p(n+1)=pO)P™ (2.7)

ktery zn&i prechod mezi démacasovymi okamziky.
Prechod od prvniheasového okamziku (,0) ke druhémiasovému okamziku (,1“) se vyjéd

P =pO)P (2.8)

Postupnym dosazovani odvodime vztah:
p(n) =p(O)P" (2.9)

Chovani homogennich Markovovygatézci po n ¢asovych okamzicich je tedy popsano mocninami
matice pravépodobnosti fechodu a vektorem vychozich absolutnich pg¢pedobnosti[11].



2.2 Markovovy procesy se spojitymtasem

Hovatime-li o Markovovych procesech se spojitfi@msem, znamena to, Zéephody mezi
jednotlivymi stavy se mohou uskutet v libovolné blizkych ¢asovych okamzicich, aibeme tak
piipady zngn vystihnout ve spojitémase. | zde ndhodné prémmé X(t) nabyvaji hodnoty, které jsou
piifazené ufitym stavim. V okamzikut; se niize vyskytnout jeden ze stavy,io,...in ; okamzikyt;,
tis1,... Se lisi o vellinu At, ktera se blizi k nule. Intenzita pra&pddobnosti pechodu ze stavudo
stavuj je vyjadena pomoci limity nasledo¥n

_p (Lt +AL)
lim —=
At -0 At

i#]

3;(t)=0 (2.10)

Ve vétsing pripadi se gredpoklada, Ze tyto pravpodobnosti pechodug;(t) jsou konstantni, teds;.
Prava@podobnosti setrvarg; (t,t+At) v limit¢ malé dob by se ovSem blizila jedné, proto se sleduje

VY,

jeji jednotkovy doplik. Tento jednotkovy doplik rovréZ predstavuje intenzitu vystupu ze stgvu

. 1-p; tt+AY)
im——
A0 At

i=j

=a; ()20 (2.11)
Matici pravd&podobnosti fechodu, zachycujici podnéimé pravédpodobnosti vyskytu ditych staw
v dobg (t+At), podmirné vyskytem utitych stavi v doke t, Ize zapsat:

1-a,()At  a,t)At ... a,(t)At

a., (HAt a,tat ... 1-a,(t)At

Matice A(t) predstavuje matici intenzit pragpodobnosti fechodu a ma tvar:

a0 a) . a0
Ap<| 20 20 a0 213
a0 a0 . a0

Jestlize piibéh procesu nezavisi na dgbktera uplynula od p@tku procesu, jedna se &po
homogennich proces. Pro homogenni proces plathvitery Ize zapsat:

p ) =p(t) (A (2.14)

Vyraz (2.14) je soustavou diferencialnich rovnio peli¢iny pi(t), kterou Ize dale upravovat a tim
dojit kreSeni:

p(t) =p(O) & (2.15)

Rovnici pro stacionarni pragdodobnosti procesu Ize odvodit iedeSlého vztahu a plati:
plA=0 (2.16)
kde 0 znamena nulovy vektor.

Z aplikatniho hlediska jsou nejvyznarjdi rekteré jednoduché Markovovy procesyi p
kterych jsou pechody mezi stavy velmi omezené. Mezi tyto proceayi také Posisoiv proces,
ktery bude popséan v dalsi kapitole [11].
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3 POISSONUV PROCES

Poissofiv proces je z&kladni diskrétni stochasticky prokesy se pouziva v matematickych
modelech systéin hromadné obsluhy. Jelikoz se v kazdém systému dmtagn obsluhy vyskytuje
vstup poZzadavk a obsluha poZadattk predpokladame, Ze vstup i obsluha poZadgekovliviiovana
nadhodnymi vlivy. Proto je vhodnym matematickym d&igen pro modelovani gtu poZadavik (jak
vstupuijicich, tak obsluhovanych) v systému hromadbgluhy pra¥ diskrétni stochasticky proces
[12].

Problematika Poissonova procesu bude dastateopsana v nasledujicim textu. UvaZzujeme
X(t), Ze je poet vyskyti uriteho jevu wase 0.1), pak{X}wo je sp@&teny Markovowv proces
S mnozinou stavS={1,2,...} a s p@&atenim rozdlenimpy(0)=1 ap;(0)=1 pro stav + 0.

Poissofiiv proces byva charakterizovamtito viastnostmi:
1) Nezavislost

- proces ¥} ma nezavislé firastky. P@et jevi pfipadajicich na wity ¢asovy interval nezavisi

na p@&tu jevi v libovolném jiném intervale.
2) Stacionarnost (homogenita‘ase)

- proces ¥} ma homogenni Pristky. Intenzita vyskytujicich se j@\primérna hodnota ptiu
téchto jevi za casovy interval X) je konstantni. Tato vlastnost se nazyva staciwsira
prislusné procesy se nazyvaji homogenni Poissonoagepy. V pipact, Ze intenzita jef
zavisi naase §) hovaime o nehomogennich Poissonovych procesech.

3) Regularnost (ordinarnost)

- pti dostaténé malémAt pri konstantni hodnéth se pravépodobnosti pechodu ze stava do

stavun + 1 v intervalu {;t+At) rovnaji:

Ponea (T + At) = AAL + O(Al) (3.1)

Pro pravdpodobnost setrvani ve stejném staviasovém intervalut t+At) plati:
Pon (Gt +At) =1-AAt + o(At) (3.2)

Pravd@podobnost ostatnichigchodt je v porovnani siedeslymi pechody zanedbatelna a plati:

S p, (t+At) =o(At) (3.3)

j=i+2

Veli¢ina o(At) obsahuje vdechny vyrazgdu (t)* a vy3siho, tedy ty, které se blizi k nule podstatn
rychleji nezAt, plati:
iim 220 _g (3.4)
a0 At

v v s

-A A4 0 O
0O -4 A 0 ..

A= . (35)
0O 0 -4 4 ..

Na zéklad shora uvedenych charakteristik plati pro pggadiobnostp, vztahy:
P, (t + At) =[1- AAt + o(At)] p, (t), N=0 (3.6)
p, (t + At) =[1- AAt +o(At)] p, (t) + [AAt +o(At)]p, , +o(At), n>0 (3.7)
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po Upra¥ ziskame:

Po (t + At) — Do (t) _ O(At)
==] 1) + . 3.8
At P, (1) At (3.8)
a
Py (t +At) — py (1) o(At)
. ==Ap, (t) + +Ap_, (t 3.9
At pn( ) At pn—l( ) ( )
Pfi At > 0 dostaneme:
Po® o ) (3.10)
dt
t
P = o, )+ 1) (31
zarover musi platit péateini podminky:
p,(0)=1, n=0 (3.12)
p,(0=0, n>0 (3.13)

Rovnice (3.7), (3.8) ifedstavuji rekurentni soustavu diferenciadiiferertnich rovnic, které maiji
pocateini podminkype(0)=1 ap,(0)=0 a pron>0feSenim je:

P, (1) =%e‘“,n= 012... (3.14)

Zawrem tedy niZzeme tvrdit, Ze Poissonovo r@teni je rozdlenim p@&tu zmén za utitou dobut.
Pokud poloZzima&=0 obdrzimelen:

po(t) =e™ (3.15)

ktery udava prawpodobnost, Ze v obdobi délkynedojde ke zwimé. Dale plati, Ze jestlize je
roz&leni pdtu zmén systému za ditou dobu Poissonovo, pak pro tentyZz proces je dlend dob
mezi zménami exponencialni [11]. Nyni #deme odvodit vztah distriboi funkce H()
exponencialniho rozteni s parametrer

F(t)=1- p,(t) =1-€™. (3.16)



4 SYSTEMY HROMADNE OBSLUHY

V realném Zzivot se setkdvdme se systémy hromadné obsluhy velstd. Jedna se o takové
systémy, ve kterych dochazi k realizaci obsluhyape¥ki, které do systému vstupuji. V systémech
hromadné obsluhy se vyskytuji dwené druhy jednotek. Prvnim druhem jsou poZadavkgbhsuhu,
dalSim jsou pak obsluzné linky, kteréinzyji dané poZadavky na obsluhuilBzitym faktorem
v systému hromadné obsluhy je kapacita obsluztk§ Bndale pak intenzitafichazejicich pozadavk
do systému. V zavislosti naéchto dvou vellinach miZe dochazet fied obsluznymi linkami
k hromadni poZzadavk, tedy k vytvdeni front (odtud alternativni nazev dané problekyatimodely
front). Cilem zkoumani syst&mrhromadné obsluhy je analyza dat s naslednou oltexé celého
systému hromadné obsluhy[7]. Nimnost systému lze pohlizet ze dvou hledisek, a giblediska
zékaznika a z hlediska obsluhy. Cilem zakaznilstrgvit v systému co nejkratSi dobu, proto voli co
nejkratSi frontu, fechazi do jiné fronty, péfpact odchazi ze systému zcela. Cilem provozovatele je
minimalizace néklatl na provoz systému. Snahou je tedy zintenzivnitlublos reorganizovat a
specializovat obsluzné linky ke spokojenosti zaikeHB]. Obecr Ize systém hromadné obsluhy
znazornit nasledowdle obrazku 4.1.

Obsluzny systém
(linky provadgiici obshihu)

s hY

Fronat pozadavki
Vstupni proud (pozadavky Eekajici na obshahu)
pozadavki

Zdroj
pozadavki > . . . .....

Vystupni proud
obslouzenych pozadavki

——————

Proud neobslouZenych pozadavki
(odmitnutych pozadaviai) N p

Systém hromadné obsluhy

Proces hromadné obsluhy

Obr. 4.1 Struktura systému hromadné obsItiey}

Nasledujici tab. 4.1ipdstavuje situace kazdodenniho Zzivota, které Iagesem hromadné
obsluhy popsat. Nafikladu ordinace Iéke lze systém hromadné obsluhy jednoduSe objasnit.
Ordinace lék&ge tedy pedstavuje obeen systém hromadné obsluhy, lék@otom pedstavuje
obsluznou linku a pacienti vtomto modelu zastupgZadavky vyzadujici obsluhu. Z tabulky je
rovréz patrné, Ze systémy hromadné obsluhy ntajpiou strukturu. Od nejjednodussSich struktur, kde
se nachazi jedna obsluzna linka (ordinaceit®kaz po systémy s velmi slozitou strukturou (lirdey
vyrobg). Systém hromadné obsluhy je dale auivan veltinami, které budou jednotlévpopsany

v dalSich podkapitolach.

Tab. 4.1 Fklady systému hromadné obslJiy

Systém hromadné obsluhy Obsluzné linky Pozadavky
ordinace Iékie léka pacienti
banka pepazky Klienti
samoobsluha pokladny zakaznici
vyrobni linka mista na vyrobni lince vyrobky
dopravni systém fkovatky se semafory vozidla
benzinova pumpa derpaci stojany vozidla
nadrazi pokladny cestujici
telefonni centrala telefonni linky volajici
lyZarské stedisko vleky lyz#
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4.1  Historie teorie hromadné obsluhy

Teorie hromadné obsluhy byla vyvinuta zé&elém @Fedvidat chovani systému poskytujici
urcité sluzby, tak aby dochazelo k jeho optimalizagopipac zkvalitiovani. Zaklady teorie
hromadné obsluhy polozil dansky matematik A. Kakgd (1878-1929), ktery pracoval pro sgolest
provozujici telefonickou 8iv Kodani a vroce 1909 popsal aplikaci teorie dégedobnosti na
problémy telefonniho provozu. Erlangova teorie bgie rozvijena ruskym matematikem A.N.
Kolmogorovem. Klasifikace systémhromadné obsluhy tak, jak ji pouzivAme dnes byeedena
v 50. letech minulého stoleti anglickym matematikemG. Kendallem. Dnes jde jiZz o klasickoast
logistiky, popsanou Yads cizojazynych i¢eskych monografii a ve vysokoskolskych textgEbB].

4.2  Zakladni charakteristiky systému hromadné obsluhy

Abychom popsali systém hromadné obsluhy matematickyodelem, je podeba vychazet
z analyzy jeho chovani. Néjge je nutné zkoumat oboustranné vazby zakladmdkipsystému, tedy
specifikovat vstupni proud pozZaddvzdroj poZzadawvk, vstupni proud pozadatk zpisob a
mechanismus jejich obsluhyéetnd pottu a usp#adani obsluhujicich #aeni (rezim obsluhy),
disciplinu¢ekéani ve front, dale pdadi, v jakém vstupuji poZzadavky do rezimu obsluleyi( fronty)
a charakter dob trvani obsluhy. DalSiletitou fazi modelovani systému hromadné obsluhy je
statistickd analyza jeho jednotlivych ptvkMame-li k dispozici pdebna statisticka data, je mozné
popsat chovani systému hromadné obsluhy matematiakypdelem. Vysledkem jehteSeni jsou
hodnoty zakladnich charakteristik. V zavislostizZkmumaném prvku systému, vysledkem tediZzen
byt stedni hodnota dob§ekani ve front, stedni hodnota délky fronty,isdni hodnota doby setrvani
v systému, vytiZzeni a prostoje jednotlivycltizani obsluhy, p&et nebo podil poZzadawkiekajicich na
obsluhu apod. [11].

4.2.1 Vstupni proud poZzadavki

Rozhodujici vliv natinnost systému hromadné obsluhy maji vlastnostitenzita vstupniho
proudu. Vstupni proud poZadavKze obecw charakterizovat jako stochasticky proces, protoze
poZzadavky fichazeji do systému obsluhy a&$gji v ndhodnych okamzZicich. Empirické udaje
ziskané ze systému obsluhy vyhovugdpokladu Poissonova rageni paitu vstupujicich poZadavk
za ukity interval. Rozdleni vstupujicich pozadaikza utity interval odpovida exponencialni
rozckleni intervali mezi jejich gichody, a proto se nazyvaji systémy s Poissonovgtupnim
proudem exponencialni systémy. KrbriRoissonova rozieni je mozné setkat se i s jinym zakony

Jako zdroj poZadavklze chapat mnozinu potencidlnich zajéne obsluhu. Rlezité pro
popis systému hromadné obsluhy je jejickiginost, pofipads struktura. Zdrojem pozadafvke tedy
skupina nositél poZzadavii, maZze byt jeden nebo i vice zdégjkteré jsou konmé nebo nekormé.
Pokud je zdroj nekortay (vysoky p@et potencialnich zajemi@ obsluhu), pak na get potencialnich
zajemd@ nema vliv paet jiz obsluhovanych nebgekajicich zajemt V piipact malych omezenych
zdroja se pget potencialnich pozadaivkzmenSuje, zdroj pozadavkje tedy konény. Vstupy
pozadavk do systému popisujeme pomoci intenzity vstupu (potet pozadavk vstupujicich do
systému za jednotkdgasu) a nebo pomoci intervalu mezi vstugdy (¢as mezi déma po sob
nasledujicimi vstupy) [3]. Tyto veélny mezi sebou Uzce souvisi. Mohou byt jako deteistické
(intervaly mezi vstupy jsou nemné, nap. automaticka vyrobni linka) a nebo jako pr&woldobnostni
(intervaly mezi vstupy jsou prainlivé, nag. samoobsluha). Pragpodobnostni intervaly jsou tedy
charakterizovany typem tohoto prapddobnostniho rozieni a hodnotami jeho paramiet’/ mnoha
praktickych aplikacich vyhovuje tomuto popisu expocialni rozdleni. Exponenciélni rozteni je
rozckleni s jedinym parametrein Stedni hodnota tohoto roZiéni je rovna E(X)=2/ [7].



4.2.2 Doba trvani obsluhy

DalSim rozhodujicim vlivem n&innost ve front je doba trvani obsluhy. Dobu obsluhy
jednotlivych poZadavk ovliviiuje fada nahodnych faktdy proto ji I1ze také pokladat za nahodnou
velicinu. Je to tedy doba, po kterou je poZadavek obstum obsluZznou linkou. Doba trvani obsluhy
se obvykle také&idi exponencialnim zakonem rakehi [11]. Podob# jako intervaly mezi fichody
pozadavk do systému, tak i doba trvani obsluhytza byt bd’ deterministickd a nebo
pravéEpodobnostni - exponenciélni radehi je nejvhod®Sim rozdlenim, které popisuje intervaly
mezi Fichody poZadawk do systému. Pokud ozfieme parametr exponencialniho reélehi
symbolemu , pak stedni doba trvani obsluhy je zapsana jako E(Xj=lparametn je mozné oznat
jako intenzitu obsluhy, neligej Ize interpretovat jako pmeérny paset obslouzenych poZzadavka
uréitou ¢asovou jednotku [7].

4.2.3 Disciplina ¢ekani ve front

V systému hromadné obsluhyudeme roviZz popsat chovani poZadavicekajicich na
obsluhu. Dle trplivosti poZzadavi vyzadujicich obsluhu seéld systémy hromadné obsluhy na
systémy bezekani a systémyd&kanim. Jedna-li se o systém hromadné obsluhydleémi, znamena
to, Ze poZzadavek do systému nevstoupi, jelikozhrigedizeni obsluhy jsou obsazena a rezignuje na
obsluhu. Systémud&ekanim, kazdy pozadavek ktery vstoupd’titpélivé ceka a opousti systém az po
ukorteni obsluhy a neb&ekd po witou dobu a teprve neni-lighem ni obslouzen, opousti systém.
Mezi systémy obsluhy &kanim sé&adi jednak systémy s neomezenou délkou fronty ajedgstémy
s omezenou délkou frontyiifheomezené délce fronty jsou vSechny poZzadavkyoobeny, pokud
jsou pozadavky na obsluhu ochotégkat. Je-li pdet mist ve frort omezen, pakip jejich plném
obsazeni neni dalSim pozadankpiichazejicim do systému obsluha poskytnuta. Tyttésyg se také
nazyvaji systémy se ztratami — jedna se o systéezycdekani, ale i o systémycgkanim, avsak
s omezenou kapacitou fronty nebo s n#ivpsti poZzadavik béhemcekani ve front [11].

4.2.4 ReZzim fronty

Daldim vyznamnym faktorem, ktery oulivje efektivnost celého systému hromadné obsluhy
je sprave zvoleny rezim fronty. Rezim fronty ozéavany téz jakdad fronty utuje zpisob gechodu
poZadavk z fronty do obsluhy. Tyto anglické zkratky FIFOFD, SIRO, PRI oznauji zakladni typy
rezimu fronty. FIFO (first in / first out) popisujezim, kdy jsou pozadavky obsluhovany v pevn
stanoveném padi, tedy poZadavkyiighazeji z fronty do obsluhy v tom faali, v jakém do systému
prisly. Prikladem niize byt samoobsluha, banka, benzinovéa stanice gpdda se o situaci, ktera se
negastji vyskytuje v systémech hromadné obsluhy. LIFGst(lim / first out) popisuje ogay rezim
fronty. PoZzadavky jsou obsluhovany v spam pdadi nez v jakém do systému vstoupily, tedy jako
prvni poZadavek je obsluhovan ten, ktery vstoupil systému jako posledni. SIRO (selection in
random order) ozraje rezim, kdy dojde k ndhodnémuigpbu gechodu poZzadawkz fronty do
obsluhy. PRI (priority) popisuje rezim, kdy pozalkavrechazi z fronty do obsluhy dle zadanych
priorit. PoZzadavky jsou tedy obsluhovany dle defamoych priorit. Pokud se stasrEé vyskytne ve
front¢ nékolik poZzadavk s nejvyssi prioritou, potom jsou tyto poZadavklahovany ve zvoleném
rezimu daného systému [7].

4.2.5 ReZim obsluhy

Patet a usptadani obsluznych linek oviiwije rovréz efektivni fungovani systému hromadné
obsluhy. Kazdy systém je specificky p&dpoctem a usptadanim &chto linek. Poéet a usptadani
obsluZnych linek je podstatny pro optimalizaci éysti. Je nutné zvolit kompromis mezi naklady na
provoz jednotlivych obsluznych linek (které chcelogicky minimalizovat, tzréim mérg linek, tim
nizSi naklady) a na stramlruhé délkou frontgekajicich pozadavkna obsluhu [10].

Nejjednodussi jsou ty systémy, kde je pouze jedisudna linka. O usgadani obsluznych
linek hovdime, az pi provozu vice obsluznych linek. Takové usjdani niZze byt bd’ paralelni nebo
sériové. Obrazek 4.2 schematicky zn&mgg systémy obsluznych linek — jedna obsluzna linka
paralel® uspdadané obsluzné linky a sériouspdadané obsluzné linky.
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Jedna obsluzna linka

ObsluZna
Fronta linka
Prichod do pozadavki === Odchod ze
systému { \ systémun
. 000.0 — @ -
\ >~ )
Paralelné uspoiadané obsluzné linky (jedna fronta) Obsluiné
linky

Fronta
Prichod do pozadavki Odchod ze
systému systému
— 000 —
Sériové uspoiadané obsluzné linky (2 linky)

Fronta Obsluzné linky
Piichod do u o —— — —— — Odchod ze

pozadavku .
systému r ] r \ systému
. 00. 0@~ @ —

Obr. 4.2 Uspgadani obsluznych line8]

Paralelni usp@dani obsluznych linek je takové, kdy je vedle sefiggadano gkolik linek,
které vSechny poskytuji stejnou obsluhdgikRdem mohou byt pokladny v samoobsluze, stojany u
benzinové pumpy apod. Dale se musi brat v potaaz,sedped kaZzdou linkou vytd samostatna
fronta nebo zda je zde fronta pouze jedna, ze kie@hazi do obsluhy prvni poZzadavek po usoin
libovolné linky. Podle tohoto rezimu se mluvi o ®ysech s jednou frontou nebo o systémech s vice
frontami.

Sériové usptadani obsluznych linek znamena usggtini obsluZznych linek za sebou.
Pozadavek tedy musi postépprojit vSemi obsluznymi linkami.ifkladem niize byt vyrobni linka.
V realnych systémech hromadné obsluhy s&asé&ji vyskytuje kombinace obowthto typi [7].



5  KLASIFIKACE SYSTEM U HROMADNE OBSLUHY

Klasifikovat konkrétni systéemy hromadné obsluhynzezaklad specifikace jejich zékladnich
prvki. NegasgjSimi kritérii jsou charakter a typ rog@ni vstupniho proudu pozadavkcharakter a
typ rozcleni dob obsluhy, rezim a struktura obsluhy, didegpcekani a pdet mist ve frort a rezim
fronty. Abychom systémy hromadné obsluhy mohli e popsat, pouzivAd se standardni
klasifikace zakladnich typsystému hromadné obsluhy, ktera byla navrzena ReGdallem.

5.1 Kendallova klasifikace systému hromadné obsluhy

Tato standardni klasifikace pouziéntistny kod, zaloZeny na kombinaci dvou pismen a
jednécislice ve fornd A/B/s kde

A ozna&uje rozeleni intervalt mezi gichody poZzadavk

B ozn&uje rozaleni doby trvani obsluhy

sudava poet paralelnich zé&eni obsluhy v systému

Pro typ rozdleni interval mezi gichody, a pro roztleni dob obsluhy se obvykle pouZzivaji
symboly D, M, E, GI, G, kde

D zn&i deterministické roztleni

M oznauje exponenciélni rozteni (Markovova typu)

Ex ozna&uje Erlangovo rozéleni k-téhoradu

Gl zn&i obecné nezavislé rodeni

G zn&i rozctleni obecné.

Kromé¢ tohoto timistného kédu, se pouziva i raesiy gtimistny kéd ve forma A/B/s/xly.
Pismenox ozn&uje maximalni péet mist v systému a pismegenai velikost zdroje pozadavk
Pokud jsou deskriptoryx neboy vynechany, znamena to, Ze jejich hodnota je nek@neelka, tedy
neomezena [11]. Sestym kédem se obemmauje rezim fronty (FIFO, LIFO, SIRO, PRI). Pokud
jsou v uvedeném zapise uvedeny pouze pivsiymboly, znamena to, Ze rezim fronty je vZdy FI&O
kapacita systému hromadné obsluhy a zdroj poZadaek neomezené [7].

Potom nap ozna&eni M/M/1 znamend, Ze se jedna o systém hromadr&ultgb
s exponencialnim roztenim interval mezi gichody poZadavki dob obsluhy s jednou obsluznou
linkou [11].

5.2  Modely hromadné obsluhy Markovova typu

V dalSich podkapitolach budou popsany zakladni e&poialni modely systéimhromadné
obsluhy, jejichz matematické modely |#eSit analyticky. Budeme se zabyvat modely hromadné
obsluhy, v nichz intervaly mezi po somasledujicimi fichody pozadavk a doby obsluh maji
exponencialni rozdeni (Markovova typu). Stanoveni zakladnich chamaktik kvality a efektivnosti
sloZitjSich systém hromadné obsluhy analytickymtgmbem je zpravidla obtizné, proto seehto
piipadech musi pouzit postupy zaloZené na sinith metodach [11].

V redlnych situacich existuje z2fv®@ mnoZstvi modél hromadné obsluhy. Modely se
piredevsim [isi povahou vstipjednotek do systému, charakterem doby obsluhytepo a
uspgadanim obsluznych linek, kapacitou systému a rakirfrenty. Ri feSeni moddél nas budou
zajimat zakladni charakteristiky systemuaegevsim sedni hodnota ptu pozadavik v systému
hromadné obsluhy, igdni hodnota piu pozadavk ve frong, stedni hodnota doby stravené
poZzadavkem v systému hromadné obsluhiedsti hodnota doby straverékanim pozadavku ve
front¢ apod.[13].
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5.2.1 Exponencialni model jednoduché obsluhy M/M/1

Zakladni pedpoklady exponencialniho modelu jednoduché obgkdy nasledujici:
- v systému hromadné obsluhy je jedno obsluziizeai
- jednd se o otéeny systém, tzn. zdroj poZaddvie neomezeny
- velikost fronty je neomezena
- poZadavky trplivé ¢ekaji ve fron€ na obsluhu, i kdyZ je kapacita obsluznéh#éizami
nedostaténa
- rezim fronty je FIFO [12].

1 linka
obsluhy
Fronta T
Vstupni proud ( ) Vystupni proud
0. 0 — @) T
..... 1 )

Nt

Obr. 5.1 Schéma modelu jednoduché obsluhy M&WIFIFO [8]

M/M/1 model je nejjednodussitipad systému hromadné obsluhy, kdy gbedi ¢etnosti
nahodnych, navzajem nezavislych w¥gi- doba obsluhy, doba meziighody, ma exponencialni
charakter rozéleni. V celém nasledujicim textu bude pouzito rdgiei zn&eni:

A ... pramérny paiet poZzadavk, které vstupuji do systému za&ity casovy interval, tedy
intenzita fichodi
u ... pramérny paset poZadavik obslouZzenych z&asovy interval, tedy intenzita obsluhy

Pravdtpodobnost vstupm jednotek do systému vintervalu T = (0, t) je noiryjadit za
piedpokladu Poissonova rageni pditu vstupujicich pozadavktakto:

R.(T) :—(”;)n " (5.1)

a odpovida-li rozéleni dob mezi fichodyt exponencidlnimu rozteni, pak pro hustotu rozkkni
dostaneme:

q(t) = Ae™ (5.2)

Dale edpokladejme, Ze stav systému v libovolném okamgikdery bude uten ¢islemn
(udavajici poet jednotek v systému), nezavisi krbstavu pedchazejiciho na Zadném izgeslych
staw, tudiz, Ze proces hromadné obsluhy mé charaktekdvava procesu.

Oznaime-li S, stav, kdy v systému je pr&wn jednotek, pak v intervalut,{+At) se mohou
uskute&nit pouze tyto fechody:

S -$S - S,S - S provychozi stav

S, - S,.S, -S5.S, ~-S, pron=1

n+l? ~n

UvaZujeme tedy pouze mozZnost setrvani ve stavu pigotod mezi sousednimi stavy. To je
disledek toho, Ze pra¥dodobnosti pechodi, za gedpokladu exponencialniho r@teni, mezi
nesousednimi stavy budou nekémemalé, nebt pravdpodobnosti vstupuifp. obsluhy vice nez
jedné jednotky wasovém intervalit jsou zanedbatelné.

Nepodmignou pravdpodobnost, Ze systém se nachdZasovém okamziku ve stavus,
tedy (-1) pozadavi je ve fron& a jeden v obsluze, oztime py(t).

Je-li MAt pravdEpodobnost fichodu jednotky v intervalut,(+At) a pdt pravdpodobnost
ukonteni obsluhy v intervalut,(+At), pak po uplynuti dobyt se zn&ni py(t) v pravdpodobnost
pn(t+At). Matice P je matice pragdodobnosti fechodu mezi jednotlivymi stavy za dohti



1- At ANt 0 .. 00
t 11— At - AAL At .. 00
p=| & H (5.3)
0 J7ANS 1- At — AAt 00
Je-li v okamziku vektor nepodmignych pravépodobnostp,(t) dan vyrazem:
p(t) =[po(t). P.t).-... P, t)...]. (5.4)
pak po uplynuti intervalit bude platit:
p(t+At) =p(t) [P (5.5)
Ze vztahu (5.5) dostaneme tudiz:
Po(t +At) = A= AAY py (t) + LAtp, (), =0 (5.6)
P, (t +At) = AAtp, , (1) + (L— AL - LAY p, (1) + LAMP,,,, (1) , N21 (5.7)
Po grechodu k limig proAt » 0 pak plati:
dp, (t
IR — oy )+ 0, (0), n=0 (5.8)
dt
dp, (t
B = 1o, 0=+ 0P, 0+ 9,0, 21 59)

Pak ziskame soustavin+l) lineranich homogennich diferencialnich rovnicavoEpodobnosti
Po(t), Pa(D),..., pa(t)..., ktera se nazyva Erlangovou soustavddesenim integrovani této soustavy lze
uréit py(t) jako funkce parametrd au. V dalSich vypétech bude zkoumano, zda systém hromadné
obsluhy se po dabfungovani stabilizuje, tzn. zdaigstane byt zavisly n&aset a na vychozich
podminkach.

Podminkou stabilizace zkoumaného systému je platztshu:
!im p,(t)=p,, n=012... (5.10)

kdy alespd jeden z vyrai p, je rizny od nuly. ProtoZze Markdv fetzec, odpovidajici matici
pravdEpodobnosti fechodu P je ergodicky a neperiodicky, existuji péechny pravébodobnosti
pa(t) limity p, bud’ v8echny kladné nebo v3echny nulové.

Pokud je spléna podminka pro stabilizaci systému hromadné olshak prot > « se budou
derivace v rovnicich (5.9) bliZit k nule, protaibe byt zapsano:

Ap, = o, N=0 (5.11)

(/] +,U) pn :/]pn—1+len+11 nZl (512)
Rozepsanimethto rovnic ziskame:

2 n
A A A

Py =(z]po1 P, :(Zj Pos -5 Py ZKZ] Po (5-13)
Plati, Ze) p, =1, miZe se tedy psat:

n=0

- pO:pO[L(A] +.._+(Aj ] 510
“o\u H
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nebo:
%) /1 n
1= pOZ(—j L A< U (5.15)
n=0 ll
1
1=p, — (5.16)
A
1_i
7]
proto:
A
P, =1-—=1-p (5.17)
7]

kde p=Mu udava stupe vytizenosti systému hromadné obsluhy a je nazyyalmwernou intenzitou
provozu. PouZzije-li se vyrgz=1-(\/u)=1- p pro vyjadeni limitni, tj. stacionarni pra¥godobnostp,,
pak ziskame:

p,=1-p)p", n=0 (5.18)

Pro oteveny systém riweme pedpokladat, zerada p" bude klesajici, tj. s rostoucim
konverguje k nule, takze plati, Zg |>1, systém se nestabilizuj¢alap” by rostla neohradéns nade
vSechny meze. Pra¥podobnost toho, Ze nahodna ¥la N, fedstavujici pdet jednotek systému,
bude &tSi nezn vyjadiime prop <1 takto:

P(N>n)=p,; + Py, +..= L= p)p" U+ p+ p* +...)= p™ (5.19)

Proto nap. pravdpodobnost, Ze jednotka bude v systému musekat, ktera je dana
pravdEpodobnosti, Ze v systému je alespeden poZzadavek, Ize vyjad

P(N>0)=p=1- p,[11]. (5.20)

Zé&kladni charakteristiky systému M/M/1

Nasledd budou uvedeny vzorce pro vty zékladnich charakteristik pouZzivané k posouzeni
efektivnosti daného systému jak z hlediska obslahgeh poZzadavwk tak z hlediska vyuziti
obsluznych z#&izeni. Tyto charakteristiky jsou deny na zakla#l pouZiti shora odvozenych obecnych
vztahi a potom za fedpokladu, Ze je znamo ra#eni stacionarnich prag¥godobnostip,, které
vyjadiuji pravéépodobnost p&tu jednotek nachazejicich se v systému hromadréhgbs

- Stfedni hodnota pdu poZzadavi v systému:

00 <)

E(N):Znpn=Zn(1—p)p”=0+(1—p)pi np"t= (5.21)

n=0 n=0
« dpn d) p"
=@-p)p) =(-p)p—2t—=
n=1

dp dp
d P
= (1‘,0),0%: L-p)p@A-p+p)Ll-p) 2= _f’
P 1 P

. . A, A
a dosadime-li z# = —, ziskame——
H U=A



- Stredni hodnota pitu poZzadavi ve frong:

E(N) = (=1, = (1-1)p, = np, - [ij (5.22)
2 /12
=E(N) == p) =E(N)-p=E—p=b e P

- Stredni hodnota pdu volnych obsluZznych mist:

E(K):il(l—n)pn:pozl—pzl—/‘— (5.23)
n=0 H

- Pravdpodobnost, Ze pozadavek buddat:

P(N >0)=1—il p,=1-p, = =A— (5.24)
n=0 H

- Pravdpodobnost, Ze poZzadavek nebddkat:

P(NSO):ipn:pozl—pzl—% (5.25)

- Pravapodobnost vzniku fronty:
1

P(N>1)=1-3 p,=1- po—p1=p—(1—p)p=p2=(%j (5.26)

n=0

- Stredni hodnota doby stravené pozadavkem v systénmidthaé obsluhy:

E(T): E(DI): E(N):l A = 1 (5.27)
A A Au-A2 u-1A1
- Stredni hodnota doby stravetekanim pozadavku ve frant
E(N E(N 2
E(T,) = (Df): (N)_1 2 _ ) 5.28)
A A Ap(u=A)  pu(u-A)

kde proA” plati:
A= A0, =2 (Ap,) =42 (p) =4
n=0 n=0 =0

Mezi E(T) aE(Ty) plati vztah:
1
E(T,)=E() —; (5.29)

ktery znamen4, Zetsni hodnotu doby straveri&kanim pozadavku ve frantlostaneme, kdyZz od
sttedni hodnoty doby stravené poZadavkem v SHOC¢tedee steni hodnotu doby strdvené
poZadavkem v obsluze [12].
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5.2.2 Exponencialni model vicenasobné obsluhy M/M/m

Z&kladni vlastnosti exponencialniho modelu vicehagémbsluhy jsou nasleduijici:

- na rozdil od exponencialniho modelu jednoduchéublyslv tomto modelu se nachani
paralel uspdddanych homogennich obsluznycHizeni, z nichz kazdé obsluzné misto
ma intenzitu obsluhy: (jsou-li v provozu d¥ zaizeni obsluhy, budou mit dohromady
intenzitu obsluhy 2 atd., tedy nejvySew)

- Oopét se jednd o otéeny systém, tzn. zdroj poZzaddvje neomezeny

- velikost fronty je neomezena

- poZadavky trpliveé ¢ekaji ve from na obsluhu, i kdyZ je kapacita obsluznéh#éizami
nedostaténa

- rezim fronty je FIFO[12].

i linek

obsluhy
———

Fronta
Vystupni proud

%

Vstupni proud

— 000 . .

s —

(
|
!
|
i
|
|
l\—.- —"
Obr. 5.2 Schéma modelu vicenasobné obsluhy M IFO [8]
Fronta v tomto modelu se &aa vytv&et aZ @i vstupu (+1)-niho poZzadavku. Rozkbni
intervali mezi gichody a rozéleni dob trvani obsluhy v kazdém obsluznérfizami se fedpoklada

zase exponencialni. Dale segpoklada, ze pozadavky vstupuji do systému s &ntstintenzitoh.

Matice pravépodobnosti fechodu vypada takto:

[1- ANt ANt 0 0 0
[t 1-(A+ At ANt 0 0
0 UMt 1-(A+2W)At ... 0 0
P=| .. ..| (5.30)
0 0 0 o 1=[A+(m-1)unt ANt
0 0 0 Myt 1- (A +mu)At
0 0 0 0 Mt ]

Tak jako u M/M/1 i zde plati:

p(t+4t) =p(t) [P, kdep(t) =[p,(t). p.(t).....p,(t).-.] (5.31)
Rozepsanim vztahu ziskame:

Po (t +At) = (L— AAY) p, (t) + Atp, (t) (5.32)

P, (t +At) = AAtp, (1) +[L- (A + nu)At]p, (1) + (N + DAtp,,, (1), LIS n<m (5.33)

p, (t+At) = AAtp, , (1) + [L- (A + mu)Atp, (1) + mutp,., (©), n=m (5.34)



Po gechodu k limi& At > 0 pak plati:
dp, (t) _

= PO+ () (5:35)
Bl dp 1=+ 1P, O+ (114,015 n<m (5.36)
Bl dp 1=+ M), O + My, (®), N2 (5.37)

Ziskame soustavu linearnich  homogennich  diferemicidl rovnic  pravépodobnosti
Po(t), pa(t),..., pa(t).... Za gedpokladu stabilizace zkoumaného systéitimu p,(t) =p,, pron=0,1,..

muzeme soustavu (5.36) psét ve tvaru:

AP = 1Py (5.38)
(A+nu)p, =Ap,, +(N+Y4p,., =0,1<n<m (5-39)
(A+mu)p, =Ap,, +mup,,, =0, n=2m (5.40)

Veli¢inu p, ziskdme postupnym dosazovanim ze soustavy roBR9), kde pro zjednoduseni
pozZijemep=\/p a ziskdme tak:

n

Pn = Bo [:]I ,1sn<m (5.41)
pn=pognﬁ,nzm (5.42)

Veli¢inu pp dostaneme ajp z podml’nkyz p, =1, obecw Ize podminku vyjétit ve tvaru

m—1
DOLZ:; Z o mJ (5.43)

n:m

pritom plati:
pm (<] pm <) ,0 l
— — —_— 5.44
mem m;ﬂ[Jomg(Jomlpm (5.44)
m
proto:
-1
m—l
| S o (5.4
n= m 1_£
m
Podminka stabilizace v tomto systému je vigdd takto:
APy (5.46)
my m

Znamena to tedy, Ze intenzita vstupu musi byt mee&intenzita obsluhy vSechizeni [11].
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Zakladni charakteristiky systému M/M/m

Nasled® budou uvedeny vzorce pro vyfty zakladnich charakteristik pouzivané k posouzeni
efektivhosti daného systému jak z hlediska obslahgeh pozadavk tak z hlediska vyuziti
obsluznych z&zeni.

- Stredni hodnota pidu poZadavil v systému:

E(N) =S np, =E(Nf)+%:E(Nf)+mp (5.47)

n=0
- Stredni hodnota pidu poZadavi ve frong:
E(N() =2 (n—m)p, = poAu(A ! @)™ I((m=1)}(mu - A)?) (5.48)

- Stredni hodnota pdu volnych obsluZznych mist:

m-1

E(K)=Y.(m=-n)p, =m=A/u= (1~ p)m (5.49)

n=0

- Pravdpodobnost, Ze poZzadavek buddkat:

o enn i)

m-1
P(N>m-1)=1- =>» P = 5.50
( ) ;Opn ; = PO D =) (5.50)
- Pravapodobnost, ze pozadavek nebddkat:
A m
m-1 ;
P(Nsm-1) = =1- 5.51
( ) Zop PoH =)= ) (5.51)
- Stredni hodnota doby stravené pozadavkem v systénmauhoé obsluhy:
gm=EN _EN) gy, 1 (5.52)
A A Y7
- Stredni hodnota doby stravedékanim pozadavku ve frant
i m
E(N¢) _ E(Ny)
E(T)=—— == pu— (5.53)
A A (Mm=D)!(mu —A)
- Pravd@podobnost, ze poZzadavek bude na obstigat alespid dobuw:
)
T U
w) =| f(u)du= expw(A —mu)), w>0 [12]. 5.54
p(w) j (Wdu= popt ey SR ~ M), w20 (12 (5.54)



5.2.3 Exponencialni model jednoduché obsluhy s omezenoagacitou M/M/1/k

V piedchozich dvou modelech M/M/1 a M/M/m jsméegpokladali, Ze cely systém ma
neomezenou kapacitu. Model M/M/1/k neomezenou kepaema, ale kapacita systému hromadné
obsluhy je omezena tak, Ze v systému se celkeéiemyskytovat maximatk poZzadavi. Tento
systém je rovéZ systém se ztratami, protoZe je-li systémepihsazen, vstup dalSich poZzadawo
systému neni mozny (tzn. 1 pozadavek je obsluh@a/gouze K-1) pozadavik ceka ve front).
Z&kladni vlastnosti exponencialniho modelu jednbéucobsluhy s omezenou kapacitou jsou
nasleduijici:

- v systému hromadné obsluhy se nachazi jedno olishdimenti, tj.m=1

- jedna se o otégeny systém, zdroj poZzadavje neomezeny

- velikost fronty je vtomto systému omezena kapagitee front miZze byt maximala
(k-1) poZzadavk

- i kdyZ nedostéuje kapacita obsluznéhoitzeni, poZzadavky na obsluhu dlip ¢ ¢ekaji ve
fronte

- pozadavky postupuji do obsluhy v rezimu fronty FIEQ).

1 linka
Fronta velikosti obsluhy
max. k-1 pozadavki o ) .
Vstupni proud ( ) Vistupni proud
— 000._ 0 — @ —
..... 1 )

Neobslouzené
pozadavky

Obr. 5.3 Schéma modelu jednoduché obsluhy s omekapacitou M/M/1/kb/FIFO [8]

Pro stacionarni pra¥godobnosti plati:

P, =(ij P, N<K (5.55)
7]
p, =0, n>k (5.56)
k
stacionarni prawibodobnostp, bude ukena z podminkyz p, =1. Déale ogt ozn&ime p=A/p
n=0
( p nemusi byt v tomtoffpadt mensi nez 1), pak bude platit:
1
Po = . (5.57)
2P
n=0
Rada ve jmenovateli je kotied a sotet tétorady:
1_pk+l
, PZEL
1-p
a
k+1, p=1
proto
_1-p _(A-pp"
Po _1_pk+1 a p, = 1_pk+1 , P#EL (5.58)
a
1 1
Py =—— a p,=——-, p=1[11]. (5.59)

k+1 k+1'
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Zakladni charakteristiky modelu M/M/1/k

Nasled®d budou popsany vygty zakladnich charakteristik systému pouZivané dopaeni
efektivnosti daného systému.

- Stredni hodnota pidu pozadavi v systému:

) k k k k+1
_ _ _ n - PA-(k+D)p" +ko
E(N) - npn - npn - p np - + (560)
Zo Zo Ozo - p)a-p

- Stredni hodnota pidu poZadavi ve frong:

1
E(N,) =3 (n-Dp, = Z(n Dp, = E(N) -2 pﬁl) (5.61)
- Stredni hodnota doby stravené pozadavkem v systénmuauhoé obsluhy:
- EN) (5.62)
A
- Stredni hodnota doby stravedékanim pozadavku ve frant
E(T,) = E(N,) (5.63)
A
kde prol” plati:
o k-1 k-1
=2 (A.p,) =2 (Ap,) =D (p,) =A-py)
n=0 n=0 n=0
apx udava pravépodobnost, Ze v systému je pt&vpozadavi:
_@-p)p"

Rovnez také udava pra¥godobnost, Ze poZadavek nebude obslouzebsiedku omezené
kapacity systému. Opaym jevem je, Ze pozadavek bude obslouzen a jednaiipodobnost je prav

(1-pJ [12].

5.2.4 Exponencialni model vicenasobné obsluhy s omezernkapacitou M/M/m/k

U tohoto modelu cely systém hromadné obsluhdt apma neomezenou kapacitu, ale kapacita
systému je omezena tak, Ze v systému se celkébe myskytovat maximathk pozadavk, zarove
obsluhovéno saiasré mize bytm poZadavik nam homogennich paralglruspdadanych obsluznych
zaizenich a zbyvajicich maximéliik-m) poZzadavik miaze byt ve front. Tento model obsluhy je &p
systém se ztratami. Zakladni vlastnosti modelu MM/ jsou podobné jako u jiz popisovaného
modelu M/M/m:

- vtomto modelu se nachaai paralelg uspdadanych homogennich obsluznychizent,

Z nichz kazdé obsluzné misto ma intenzitu obsjuhy

- Oopét se jedna o otéeny systém, tzn. zdroj poZaddvje neomezeny

- velikost fronty je ale omezenaiem, ve front miZe byt maximala (k-m) poZadavik

- vSechny poZadavky tépvé c¢ekaji ve fron€ na obsluhu, i kdyZ je kapacita obsluzného

za'izeni nedostatma

- pozZadavky vstupuji do obsluhy v rezimu FIFO
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Obr. 5.4 Schéma modelu vicenasobné obsluhy s omekapacitou M/M/m/k/FIFQ8]

Intenzita vstupu je konstantni pro vSechma k, zatimco pran > k je nulova, neb pozadavky do
systému nemohou Zidodu kapacity vstupovat. Intenzita obsluhy je pkoma. Intenzity vyjatime
nasleds takto:

A, =A,n=01,..k1, A, =0,n=k k+1, ..., (5.65)
Mo=ng,n=1..mu =mu,n=ml m2,.[12]. (5.66)
Pro stacionarni pra¢godobnostpy plati:
AY m
Py = po(_j - = po( p)” , =M (5.67)
M n!
A1 m™"p"
-l = = . m<n<k 5.68
pn po(luj mmn_m pO m ( )

k
Pomoci vztahuz p, =1 vypaiitame p,:
n=0

[2(@) Z( M} 11, (5.69)

Zakladni charakteristiky modelu M/M/m/k
Nasled® budou uvedeny vzorce pro vty nejlEzrgjSich charakteristik systému pouzivané
k posouzeni efektivnosti daného systému.

- Stredni hodnota pidu poZadavi ve frong:
1_ k=m+1 (1 p)(k m+1)k m

o0 k
E(N)=) (n-m)p,=> (n-m)p, =p,m"po™* 5.70
(Ny) ;n( )P, g;( ) P, =Pm" 0 = p)? (5.70)
- Stredni hodnota doby stravedekanim pozadavku ve frant
ey = ENe)
(Ty) = e (5.71)
- Stredni hodnota doby stravené poZzadavkem v systénmidthoé obsluhy:
E(T) = E(T,) +l (5.72)
M

- Stredni hodnota pidu poZadavil v systému:
E(N) = A"E(T)[12]. (5.73)
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5.2.5 Uzaweny exponencialni model jednoduché obsluhy M/M/1t./

V piedesSlych modelech otnych systéiin hromadné obsluhy jsme povaZovali zdroj
poZadavk vyZadujicich obsluhu za neomezeny. Nasledkem dolpidpokladu byla nezavislost
intenzity vstupu pozZadavkna stavu systému. \fipad uzaweného systému hromadné obsluhy plati,
Ze zdroj pozadavkje omezeny, tedy koxmy. V tomto gipadt intenzita obsluhy ovliwje intenzitu
vstupu poZzadavk Po skotieni obsluhy poZzadavky opoggtsystém a stavaji se znovu prvky mnoziny
potencionalnich pozadafrkre zdroji [11]. Z&kladni vlastnosti modelu M/M/t/jsou podobné jako u
jiz popisovaného modelu M/M/1.:

- v systému se nachazi jedno obsluzriézeai, tm=1

- jedna se o uzdeny systém, tzn. zdroj pozadavle omezeny pozadavky

- velikost fronty neni omezena

- vSechny poZadavky tépvé c¢ekaji ve fron€ na obsluhu, i kdyZ je kapacita obsluZzného
zaizeni nedostat@a
pozZadavky vstupuji do obsluhy v rezimu FIFO

1 linka
obsluhy
Fronta —
Vstupni proud ( ) Vystupni proud
— 000..0 — | ——
\ >~ )

Obr. 5.5 Schéma modelu uzamého systému jednoduché obsluhy M/M/1/./r/F|8JO

Intenzita vstupu neni konstantni, ale zavisi n&ppozadavi v systému. Obvykly Zisob vyjadeni
této zavislosti je zaloZzen nafgulpokladu, Ze zname intenzitu vstupu poZadavkv oteweném
systému. Intenzita obsluhy je konstantni, nezédsitavu systému:

A, =A(r-n),n=01,..1 A, =0,n=r+1,r+2 (5.74)
M, =H,n=12,... (5.75)

Za podminky stabilizace systému hromadné obshsiyu <1, plati pravépodobnostip,, n=0,1,...
Pro stacionarni pra¢godobnostp, tedy plati:

"rl
Pn = p

—pom, n=0,1,...r, pn:O,n>r (576)

Stacionarni prawipodobnosp, bude uéena z podminkyz p, =1, a potom:

n=0

(& P Y
Po = (H:O - n)!j (5.77)




Zakladni charakteristiky modelu M/M/1/./r

Nasled® budou uvedeny vzorce pro vyftp nejlEzrgjSich charakteristik systému pouzivané
k posouzeni efektivnosti daného systému. Tyto ¥iypdze provést obdolinjako v oteveném
jednokanéalovém systému.

5.2.6

RIS e

Stredni hodnota pitu poZzadavis v systému:

00 r 1_
E(N) =2 (1p,) = 3 (np,) =r —=—22 (578)

Stredni hodnota pittu poZzadavi ve frong:

E(N,) =2 (1-Dp, = X (0-1p, =1 - (- P+ ) 5.79)

Stredni hodnota doby stravené pozadavkem v systénmduhoé obsluhy:
E(N)

E(T) = " (5.80)
Stredni hodnota doby stravetgkanim pozadavkve frong:

E(N,)
E(T)= T (5.81)

kde proA” plati:
F=Ar-EN)) =287 Po) 107
0

Uzawi‘eny exponenciélni model vicendsobné obsluhy M/M/r/.

Zakladni vlastnosti modelu M/M/m/./r jsou dhé jako u jiz popisovaného modelu M/M/m:

- vtomto modelu se nachaazi paralelg uspgdaddanych homogennich obsluznychizeni,
z nichz kazdé obsluzné misto ma intenzitu obsjuhy

- jedna se ale o uzgsny systém, tzn. zdroj pozaddvle omezeny pozadavky

- v ramci tohoto uzaeného systému velikost fronty neni viagstmezena

- v8echny poZadavky tépvé cekaji ve fronk na obsluhu, i kdyZ je kapacita obsluzného
zaizeni nedostat@a

- pozadavky vstupuji do obsluhy v rezimu fronty FIFO

m linek

obsluhy
p—— —

Fronta
Vystupni proud

—_—

Vstupni proud

— 000 ..

Obr. 5.6 Schéma modelu uzamého systému jednoduché obsluhy M/M/m/./r/H8O
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Intenzita vstupu a intenzita obsluhy poZadavku mejkonstantni, ale zavisi na g poZadavik
vV systému, tj. na stavu, v jakém se systém hromabsiihy nachazi.

Pro tyto intenzity plati:
A, =A(r-n),n=01,..- A, =0,n=r+1,r+2, .., (5.82)

M,o=nu,n=12.m g, =nu,n=m+1m+2,... (5.83)

Za podminky stabilizace systému hromadné obspafiy(mu) <1 plati pravépodobnostp,, n=0,1,...
Pro stacionarni pra¢godobnostp, tedy plati:

A r!
= —| ——, n=0,1,... 5.84
Py po(ﬂ] A —n)! n m (5.84)
AY r!
- " hzme+1r 5.85
Pr po(,u} m™™mi(r —n)! n=m ; (5.85)
p,=0, n=r+1,.. (5.86)

Stacionarni prawibodobnosp, bude uéena z podml'nkyz p, =1, potom:
n=0

AR C

Zakladni charakteristiky modelu M/M/m/./r
Nasled®d budou uvedeny vzorce pro vyftp nejlEzrgjSich charakteristik systému pouzivané
k posouzeni efektivnosti daného systému.

- Stredni hodnota pitu poZadavk v systému:
: YA & (rYAY 1 n
E(N)=)> np, = n —|+)>n —| = 5.88
(=200 p{g [”j(ﬂj 2 @m rﬂm”“} 58

- Stredni hodnota pidu poZadavi ve frong:

r m-1 r /1 n
E(N;) =) (n-m)p, =E(N) -m+ DOZ(m-n)(nJ[;j (5.89)
=m n=0
- Stredni hodnota doby stravené poZzadavkem v systénmidthoé obsluhy:
E(N

E(T) = E]D ) (5.90)

- Stredni hodnota doby stravedekanim pozadavku ve frant
_E(Ny)
E(T,)= F (5.91)

kde proA” plati:
A7 =A(r —E(N)) [12].



5.2.7 Modely systémi hromadné obsluhy s netrglivosti poZadavki

Netrpglivost poZzadavik znamena, Ze pokud pozadavky v systému hromadrnéhgbsejsou
ochotnycekat ve front, rezignuji na obsluhu. Tato nedlipost se nize projevit dvojim zfisobem.
Potom hovéime o tzv. apriorni netiivosti a o aposteriorni netfivosti. Apriorni netrglivost
poZadavk, nebo zadany get poZzadavk ve frong, pripadré jistd zadana igdpokladand mez doby
¢ekani na obsluhu. Apriorni nedfivost se modeluje pomoci pra@mlivych hodnoti, zavislych na
stavu systému. Aposteriorni netligost znamena, Ze pozadavek vstoupi do systéntadizae do
fronty, av3ak po jisté mezni dblbezignuje na obsluhu a systém opousti. ApostdrivetrgElivost se
modeluje pomoci proémlivych hodnotu, zavislych na stavu systému.

Pro intenzity vstupu a obsluhy poZadavkapriorni netriglivosti poZzadavi plati:
A, =4,n=0,1,.m A, =AJ(N),n=m+1, m+2,.., (5.92)

M, =nu,n=12, ..m u =mu,n=m+1 m+2,.., (5.93)

ptitom funkce J(n) je zadan& funkce netiiprosti.

Pro intenzity vstupu a obsluhy poZadavkaposteriorni netiivosti poZadavk plati:
A, =4,n=0,1, .., (5.94)

U, =nu,n=21,2,..m g, =mu+(n-myv,n=m+1, m+2,..., (5.95)

parametrv zde gredstavuje intenzitu exponencidlniho réieti nahodné veliny, pomoci niz se
modeluje aposteriorni netifivost pozadavi, tzn. dobwekani poZzadavkve frong, neZli rezignuji na
obsluhu[12].

5.2.8 Modely systémi hromadné obsluhy s prioritami poZadavki

VSechny pedchozi modely hromadné obsluhglyspolené to, ze rezim fronty byl FIFO,
tzn. pozadavky iistupovaly k obsluze v gadi, ve kterém do systémuigly. Je-li aplikovana
v systému hromadné obsluhy jistd priorita poZzadavknamena to, Ze tyto poZadavky jsou
obsluhovany pednost#é a rezim fronty se #mi na PRI. U takovych poZadavkniZeme rozliSovat tzv.
relativni prioritu (poZadavek je obslouZzen péchodu do systému ihned, jakmile se uvolni obsluzné
zaizeni; k geruSeni probihajici obsluhy nedochazi) a absolptioritu (poZzadavek je obslouzen
okamzit ve chvili svého fichodu do systému bez ohledu na to, Ze je obsluhprma poZzadavek a
v tomto gipads dochazi k peruSeni probihajici obsluhy).

Intenzita obsluhy je konstantni pro vSechny staygt&mu a je ozr@nau. Uvazovany
celkovy p@et vstupujicich poZzadaikdo systému je popsatelny Poissonovym procesererszitou
A=Atho, kde )y je intenzita vstupu preferovanych poZadawk ), je intenzita vstupu ostatnich,
nepreferovanych. Intenzita provozu systému je &amap, a podminkou stabilizace systému jetop
p=Mu<l1. Pravdpodobnost vyskytun poZadavik v systému se vyj&d p,. Musi byt zavedeny
pravdEpodobnosti, které podrobjn vystihuji skladbu preferovanych pozadévk(r=1) a
nepreferovanych pozadavKr=2) v systému. Pak pro praygbdobnostipm plati, Ze v systému ve
stabilizovaném stavu je prék preferovanych an nepreferovanych poZadayktzn. v systému se
nachazi celkerk+m=n poZadavk.
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Z&kladni charakteristiky modelu systéifmromadné obsluhy s prioritami poZadavk

ARV

Nyni budou popsany vygty nejsznejSich charakteristik systému:

Pravdtpodobnost, Ze systém je prazdny:
P =1-p (5.96)

Prava@podobnost dalSich stéwzhledem k zavedenypm,:
n-1

P, =Z(pn—m,m,l+ pmn—m,z) (1 p) » N= 1121 (5-97)

m=0

Pramérné relativni vytizeni systému jednotlivymi druhyZadavk:

r= pjr , F=12. (5.98)

Podily z celkové &edni hodnoty doby obsluhy‘ipadajl'ci na jednotlivé druhy pozaddvk
E(T,) = ZZ( Pimi) ==, pofE. E(T,) = ZZ(pkmz) = (5.99),(5.100)

k=1 m=0 k=0 nm=1

Stredni hodnoty péta jednotlivych druli poZzadavi v systému:

Al(hp-/‘lJ ”2[1—”1}“/))
E(N,) = A ) pog E(N,) =H > # . (5.101),(5.102)
1= (1_p)(1_1]
H H

Stredni hodnoty délek frontfipadajici na jednotlivé druhy pozaddvia stedni hodnota
celkové délky fronty:

A A
p;l P2
E(Nf,l):—/]1 E(Nf,z): F )
1= (1—p)[1—1j
H H
popt. E(N) =E(N,,;) +E(N;,) (5.103),(5.104),(5.105)
Stredni hodnoty dobekéani ve frontach aistdni hodnota celkové dolggkani ve front:
A A
E(Ti)=———~. EM.)= ,
Y- Ay V(- Ay)

A A
pope. E(T,) = “LE(T, 1) + “HE(T, ) [12) (5.106),(5.107),(68)



6  PROGRAM SIMULACE MODELU M/M/m

V piedchozi kapitole jsem se zabyval popisem analytickZmsobuieSeni exponencialnich
modeli hromadné obsluhy. U analytickych postujsou vysledné charakteristiky modeliegné,
neba’ chovani modelu je popsano fumkmi vztahy. Vysledné charakteristiky modelu jsdskany
dosazenim konkrétnich hodnot déchito vztali. Modely hromadné obsluhy Ize také zkoumat
simulanimi experimenty. Simulaci Ize tedy charakterizojago proces vytvieni modelu realného
systému a nasledné pro¥ad experiment s vytvaenym modelem zadéélem pochopenéinnosti a
chovani zkoumaného systému. Simulace nam poskygjeirné rychlou gedstavu o chovani
zkoumaného systémuiipménicich se podminkach. Simdtd experimenty Ize diky vytéenému
modelu opakovat a hodnoty ziskané simulaci je maiaie statisticky nebo graficky zpracovavat a
vyhodnocovat.

Pri provadni simul&nich experimerit je dilezité rozhodnout, jak vyj&tine dynamickée
vlastnosti modelu, tj. jakym Agobem zachytimé&as v modelu. Nejedna se pouze o vollasové
jednotky (minuta, den, tyden, atd.), aiegevsim se rozhodujeme jakymigpbem zachytime postup
¢asu v modelu. Jsou &wmoznosti zachyceriasu v modelu a to metoda pevnéfasového kroku a
metoda pror@nného ¢asového kroku. V met@dpevnéhocasového kroku se vzdy po uplynuti
¢asového intervalu (pevného kroku) gjife, k jakym zminam khem uplynulého kroku v modelu
doslo. V metod proménnéhocasového kroku postupujgas modelem po nepravidelny¢hsovych
krocich, tedy jednotliv&asové kroky nam fedstavuji pré&¥ ty okamziky, kdy dochazi ke zme
v systému naip piichod pozadavku do systému, ukeni obsluhy poZzadavku. [9]

Pro provadni simul&nich experimerit modelu hromadné obsluhy M/M/m byl vytien
program simulace modelu M/M/m.riPtvorbé programu bylo pro zachyceni dynamické vlastnosti
modelu vyuzito metody proénnéhocéasového kroku. V nize uvedenych podkapitolach @guaen
rozbor tvorby programudetns implementace vyti@ného programu na konkrétnikigadu.

6.1 Programova realizace

Program simulace modelu hromadné obsluhy M/M/mvigitoren v programovacim praedi
MATLAB. MATLAB je sofistikované programové prasdi umodujici provadt vypacty,
vykreslovani 2D i 3D graf funkci, implementaci algorittn pcitatovou simulaci, analyzu a
prezentaci dat i vyti@ni aplikaci vetrg uzivatelského rozhrani.

Pri tvorbé programu byl vyuzit integrovany nastroj MATLABuU zyavany GUIDE (Graphical
User Interface Development Environment), umgici interaktivni tvorbu grafického uZivatelského
rozhrani. Z&kladnimi atributy tohoto nastroje jdrjeduchost, provdzanost a komplexnost. \fd¢ne
grafické rozhrani se ulozi do souboru *.fig. Sasré se uloZi zdrojovy kéd aktuélniho vzhledu do
souboru *.m. V progedi GUIDE bylo vytvéeno grafické uzivatelské rozhrani programu simulace
Wtvoiené grafické rozhrani programu je uloZeno v souldiHO_simulace.fig a MHO_simulace.m.
Po vytvdeni tohoto grafického rozhrani nasledovala fazg,j&dnotlivym vytvadenym objekim byly
pritazeny jejich funkce. Pro editaci m-souibge vyuzit v MATLABuU editor zdrojovych kil Kod
programu realizujici simulaci uvedeného modeietrs vSech hlavnich podminek, cykh vypata je
souwasti souboru MHO_simulace.mii Brorbé zdrojoveho kédu simutaiho programu jsem vychéazel
z vytvareného zjednoduSeného vyvojového diagramu na obrézZkyzadani vstupnich paramigtr
generovani nahodnych hodnot s pozadovanym ¢heatin, splgni podminky stability, vstup
poZzadavku do systému, volba linky obsluhy, jsouséchny linky obsazeny, palekani ve fron,
obsluha poZadavku, odchod pozadavku). V nasledhjigdodkapitolach budou popsany pouze hlavni
¢asti vytvaeného kédu programu simulace modelu M/M/m.
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Vstupni parametry
Generovani hodnot
Vstup poZadavku

Volba kanalu
obsluhy

Obsluha

Fronta

Obr. 6.1 Zjednoduseny vyvojovy diagram programwkioe modelu M/M/m

6.1.1 Vstupni parametry modelu

Zadani vstupnich paramétmodelu se provadires [FisluSna editovatelna okna, kde jsou tyto
parametry zadavany jako textovgttzec (detailtji popsano v kapitole 6.3). Prarqvod textového
fettzce na poZadovanyiselny datovy typ je vyuZitaipmo implementovana funkce MATLABuU
str2double Po zadani vstupnich parantge provedena kontrol&thto zadanych paramétMusi byt
splréna podminka, Ze vSechny zadané parametry jsouckiidHe tato podminka spina, provede se
nasledujici test podminky stability systériufmu)=p/m<1l. Podminka zajisti, Ze systém sé&zm
stabilizovat a fronta neroste nade vSechny mezesd®@ zadani vstupnich paramettetné vypastu
stability systému tvih ¢ast programu reprezentovany kddem programu:

lambda=str2double(get(handles.Lambda_edit,'String'));
mi=str2double(get(handles.mi_edit,'String'));
PocKan=str2double(get(handles.PocKan_edit,'String'));
PocSim=str2double(get(handles.PocSim_edit,'String'));
ro=lambda/mi;

PodStab=ro/PocKan;

% lambda ... intenzita vstupu A

% mi ... intenzita obsluhy p

% PocKan ... pocet linek obsluhy m

% PocSim ... pocet simulovanych poZadavk

% ro ... intenzita provozu

% PodStab ... podminka stability, musi platit PodStab < 1 v opacném pripadé by fronta rostla nade vSsechny

meze a nedoslo by ke stabilizaci systému

6.1.2 Generovani nahodnych hodnot

Z&kladem simulace je generovani nahodnych hodpotzadovanym rozidenim. JelikozZ je
nutno zajistit u &chto nahodnych hodnot dané pré&wddobnostni rozfleni, musime se rozhodnout
jakou metodu zvolit - existujiazné metody jako je vyliovaci metoda, metoda inverzni funkce nebo
tabulkovd metoda. Pro simulaci pettujeme generovat 8vhodnoty a to intervaly mezifighody
jednotlivych poZadavk a dobu trvani obsluhy jednotlivycltiphozich poZzadavk V obou gipadech
se jedna o nahodné w@ly s exponencialnim roZtbnim s gisluSnym parametrem (intenzita vstupu
A, intenzita obsluhy). Pro generovani hodnatchto dvou vellin vyuzijeme metodu inverzni funkce.
K aplikaci této metody je nutné znat distrtbii funkci F nadhodné veliny x, ktera musi byt rostouci
na intervalu <a,b> a musi zobrazovat interval <af¥nterval <0,1>.



Postup této metody je takovy, Ze vygenerujeme nddddlor s rovnongrnym rozdlenim na
intervalu <0,1> &islor povazujeme za hodnotu distritmi funkce v dosud nezndmém Bad tedy

F(X) =r . Z tohoto vztahu odvodime x podle vztahu pro imméfunkci:

x=F™r) (6.1)

V kapitole 3 jsme jiz provedli odvozeni vztahu @).Histribwni funkce FX) exponenciélniho
rozc&leni s parametreri

Vztah pro generovani nahodny¢fsel s exponencialnim rodeénim mizeme diky tomuto
vztahu odvoditr = F(x) =1-e™* =e™ =1-r = -Ax=In(l-r). Z tohoto vztahu vyplyva, Ze intervaly
mezi gichody jednotlivych pozadavkodpovidaji ndhodnym hodnotdm s exponencialnimétend
plynoucim ze vztahu:

x:—%ln(l—r) (6.2)

Pokud bude ve vztahu 2Zmen parametrh na u dostaneme nahodné hodnoty dob trvani
obsluhy s exponencialnim rogdnim jednotlivych pichozich poZzadavk V kédu programu je pro
toto generovani ndhodnych hodnot s exponencialmmilenim vyuZita pimo implementovana
funkce MATLABuU exprnd Diky této funkci se kod programu pro vygenerovaahodnych hodnot
mezi Fichody jednotlivych poZadavk a doby obsluhy zjednoduSi. Tattdst programu je
reprezentovana kédem programu:

IntMezPri=exprnd(1/lambda,PocSim,1);
DobObsPoz=exprnd(1/mi,PocSim,1);

% IntMezPri ... intervaly mezi pfichody pozadavkd
% DobObsPoz ... doba obsluhy poZadavku

Patet vygenerovanych ndhodnych hodnot zavisi na zadagmwstu simulovanych pozadaik
pokud tedy zadame pr@mnou PocSim=100 (simulujeme tpghod 100 pozadavk modelem).
Generujeme jedrfadkovou matici se 100 ndhodnymi intervalychodi poZadavk a jedna@adkovou
matici nahodnych dob obsluh jednotlivych poZadaslexponencialnim rozténim.

6.1.3 Popis realizace zpracovani poZadawkv modelu

V piedchozi kapitole 6.1.2 jsme popsali generovani aidych hodnot intervalu fchodh
poZadavk a dob obsluh jednotlivych pozaddivk/ této kapitole bude popsana programova realizace
zpracovani poZzadavks modelu, tedy roz#leni poZadavk do jednotlivych linek obsluhy. JestliZze jsou
vSechny linky obsazeny,tighozi poZzadavky seéadi do fronty atekaji ve fron¢ po dobu, nez se
nekterd linka uvolni. Tatatdst kodu programu realizujici uvedené zpracovadagavk vyuzZivi
piimo implementovanych funkci MATLABaumsum, min, for,.if

Uvazujme exponencialni systém hromadné obslulmy gbsluznymi linkami, neomezenym
zdrojem pozadavk jez trggliveé cekaji ve fronk, ktera funguje v rezimu FIFO. Z vygenerovanych
nahodnych hodnot intervalu fiphodi poZadavit ziskAme okamziky fichodi pozadavi
kumulativnim gitdnim intervai prichodh poZzadavii. Zpracovani prvnicim poZadavk jednotlivymi
linkami je zajiséno prvnim cyklem for v programu. OkamZzik odchodZgavku je roven sétu
okamzZiku pichodu pozadavku do systému a &albsluhy daného pozadavku. V pomocném vektoru
uchovdvame okamZziky odchodu poZadavku z jednottivimek obsluhy. Podleéthto okamzik
odchodi néasleds rozhodujeme, ke které lincefigtoupi dalSi pozadavek ke zpracovani. V nasem
ptipadt poZadavek vstoupi do linky, ktera je nejdéle v@madame minimum v dobach odctiydcoz
je realizovano v programu pomoci podminky if v ddoh cyklu for. Je-li v okamziku ffchodu
poZzadavku &ktera z linek volna, zpracujefiphozi poZzadavek nejdéle volna linka okamzitsou-li
vSechny linky obsazeny, poZzadavelka ve front na okamzik, kdy sedktera z linek uvolni.
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Zatatek obsluhy daného pozadavku je tedytsbokamziku pichodu poZzadavku do systému
a dobacekani pozadavku ve frah(rozdil mezi dobou ukdteni obsluhy fedchoziho poZzadavku a
dobou pichodu poZadavku). Poslednim cyklem for v té@sti programu zajistime aktualizaci
okamzZiku odchodu poZadavkiigiusné linky, kter4 dany poZzadavek zpracovavas&wopalgoritmus
zpracovani pozadavku tii@ast programu reprezentovany kédem programu:

OkaPriPoz=cumsum(IntMezPri);
% OkaPriPoz ... okamzik prichodu poZadavku do systému

for i=1:PocKan
OkaOdcPoz(i)=0OkaPriPoz(i)+DobObsPoz(i);
Pom_vek(i)=0OkaOdcPoz(i);

VyuKan(i)=i;
NevLinObs(i)=0;
end
% OkaOdcPoz ... okamzik odchodu pozadavku ze systému
% Pom_vek ... pomocny vektor pro ukladani odchodd pozadavku pro jednotlivé kanaly
% VyuKan ... kandl na kterém je dany pozadavek zpracovavan
% NevLinObs ... doba nevyuf?iti kanalu (prostoj kanélu)

for i=(PocKan+1):PocSim

if OkaPriPoz(i)>min(Pom_vek)
DobCekFro(i)=0;
NevLinObs(i)=OkaPriPoz(i)-min(Pom_vek);

else
DobCekFro(i)=min(Pom_vek)-OkaPriPoz(i);
NevLinObs(i)=0;

end

ZacObsPoz(i)=OkaPriPoz(i)+DobCekFro(i);

OkaOdcPoz(i)=ZacObsPoz(i)+DobObsPoz(i);

% ZacObsPoz ... zacatek obsluhy pozadavku

% DobCekFro ... doba ¢ekani pozadavku na obsluhu ve fronté

for j=1:PocKan
if Pom_vek(j)==min(Pom_vek)
Pom_vek(j)=OkaOdcPoz(i);
VyuKan(i)=j;
break
end
end
end

6.1.4 Stanoveni zakladnich charakteristik systému

V této fazi jiz zndme okamziky odchodu vSech pox&tlaze systému, doby strdvené
jednotlivymi pozadavky ve froata doby nevyuZziti jednotlivych linek obsluhy. é&hto ziskanych
hodnot jiz mizeme stanovit ¢které zakladni charakteristiky systému a ténmirnou dobu obsluhy
pozadavku, pmérnou dobucekani pozadavku ve frantprimérnou dobu stravenou pozadavkem
v systému a @mérnou dobu nevyuZiti linek obsluhy. Pro stanoveshto charakteristik je vyuZito
pitimo implementované funkce MATLABumean Tato ¢ast programu je reprezentovana kédem

programu:
prumer_PDO=mean(DobObsPoz);
prumer_PDCVF=mean(DobCekFro);
prumer_PDSVS=mean(prumer_PDO+prumer_PDCVF);
prumer_NLO=mean(NevLinObs);

%prumer_PDO ... primérna doba obsluhy pozadavku
%prumer_PDCVF ... primérnd doba cekani poZadavku ve fronté
%prumer_PDSVS ... primérna doba stravend pozadavkem v systému

%prumer_NLO ... primérna doba nevyuziti linek obsluhy



Stanoveni nasledujicich zakladnich charakterigt#tésnu jako je grmeérny paiet poZzadavi
v systému, pimérny paiet pozadavk ve frong a pimérny paiet pozadavk v obsluze je oproti
predchozim¢asovym charakteristikdm na&r@jSi. Musime nejprve dit poéty poZzadavi v systému
v jednotlivych¢asovych intervalech. Wojeme tedycasové intervaly, pro které se nachazi v systému
1,2 azn pozadavik. Ze znalosti doby, kterou jednotlivé pozadavkynaty v systému a ze znalosti
konkrétniho pétu poZzadavis jsme schopni stanoviietnost jednotlivych poZadatrky systému. Nyni
jsme jiz schopni it celkové doby fisluSnych péta poZzadavk v systému. Ze znalosti celkové doby
piislusného pé&tu poZzadavi v systému a celkové doby simulace (dob&podu vSech poZadafrk
modelem) stanovime podilerichto dvou hodnot pra¥godobnost, se kterou se nachazi v systému
praw n pozadavi. Pro stanoveniéthto charakteristik je vyuZitoifmo implementovanych funkci
MATLABuU sort, diff, for, if, sumatd. Pro popisovanodast programu uvadim pouz@sti kodu
programu pro dazeni ¢asovych intervdl, urgeni pd@tu poZzadavk v systému, stanoveni
pravcEpodobnosti a zakladnich charakteristik systé@asti programuesici zmignou problematiku
jsou reprezentovany kédem programu:

CasOkam=[OkaPriPoz;0OkaOdcPoz];
CasOkam=sort(CasOkam);
%CasOkam ...serazeni ¢asovych okamzik( prichodd a odchodi jednotlivych pozadavki do a ze systému

PocPozSys(1)=1;
for i=2:2*PocSim
citac=0;
for j=1:PocSim
if (OkaPriPoz(j)==CasOkam(i))
citac=citac+1;
end
if (OkaOdcPoz(j)==CasOkam(i))
citac=citac-1;
end
end
PocPozSys(i)=PocPozSys(i-1)+citac;
% prijde-li pozadavek, zvysi se pocet pozadavkd v systému o 1
% odejde-li pozadavek, sniZi se pocet pozadavk( v systému o 1
end
%PocPozSys ...pocet pozadavkd v systému v pribéhu simulace

PravSim=CelDobCasOka_min/max(OkaOdcPoz_min);
N=PravSim*CisPoz;
Nfr=PravSim((PocKan+1):MaxPozSys)*CisPoz(1:MaxPozSys-PocKan);

Ns=N-Nfr;

%PravSim ...pravdépodobnosti jednotlivych poctld pozadavkd v systému
%N ...pramérny pocet pozadavk( v systému

%Nfr ... primérny pocet pozadavku ve fronté

%Ns ... primérny pocet obsluhovanych pozadavku

V ¢asti programu realizujici vypet zakladnich charakteristik systému jsou implemeiry
vzorce z kapitoly 5.2.2imz ziskdme #&dni hodnotu ptiu poZzadavi v systému, gedni hodnotu
poctu pozadavik ve frong, stedni hodnotu ptiu obsluhovanych pozadavkstedni hodnotu doby
obsluhy poZadavku, igtdni hodnotu doby stravenou poZzadavkem ve dranstedni hodnotu doby
stravenou pozadavkem v systému.



Strana 46

6.1.5 Grafické vystupy simulace

V piedchozich podkapitolach byly popsany zadavani wéthp paramefr systému,
generovani nahodnych hodnot a stanoveni zakladiiahakteristik simulovaného systému M/M/m.
Nyni piejdeme KeSeni grafické interpretace hodnot ziskanych siohul&rafickym vystupem
simulovanych hodnot jsou grafy. Pro hodnoty zisksindulaci jako jsou okamzikifghodu pozadavku
do systému, doba obsluhy poZadavku, okamZik odgldddavku jsou vytieny jednotlivé skripty
(m-soubory), které maji ipsré definovanou strukturu pro vykresleni poZadovangafu. Pro
vykresleni grafu bylo vyuZito ifmo implementovanych grafickych funkci MATLABDar, plot,
stairs Uvedena bude pouzst kodu skriptu Graf_Opp_Dop_Oop.m pro vykreskinmiulovanych
hodnot okamziku fichodu pozadavku do systému, doby obsluhy pozadavklkiamziku odchodu
pozadavku. Tyto hodnoty jsou vykresleny v jednorafigr Cast programu uvedeného skriptu je
reprezentovana kédem programu:

plot(x,'Parent',axes1,'MarkerSize',5,'Marker','*",'LineWidth',1,...
'Color',[1 0 0],'DisplayName’,'Prichod pozadavku');

hold on

plot(y,'Parent',axes1,'MarkerSize',5,'Marker',"*','LineWidth',1,...”
'Color',[0 0 1],'DisplayName’,'Doba obsluhy pozadavku');

hold on

plot(z,'Parent',axes1,'MarkerSize',5,'Marker','*','LineWidth',1,...
'Color',[0 1 0],'DisplayName’,'Odchod pozadavek');

% Vykresleni grafu tfi hodnot v jednom grafu

% x - okamzZik prichodu pozadavku do systému

% y - doba obsluhy pozadavku v systému

% z - okamzik odchodu pozadavku ze systému



6.2 Popis uzivatelské rozhrani programu

Jak jiz bylo uvedeno v uvodu kapitoly 6.1, pro tworuzivatelského rozhrani programu bylo
vyuZzito nastroje GUIDE. Wtvi@né hlavni okno programu zobrazené na obrazkuetsRlada ze Sesti
hlavnich panél. V levé ¢asti hlavniho okna programu js@tyii panely a v prav&asti okna dva
panely. Nejprve budou popsany panely lé&séti okna od horniasti okna srrem doti. Pro snadgjsi
identifikaci panel, panely byly¢iselrt ozna&eny 1 az 6. Pandlislo 1 je nazvan Model obsluhy
M/M/m/FIFO a je zde zobrazeno zjednoduSené schémams/aného modelu. Panéklo 2 je nazvan
Grafické znazorni a je zde umisho tlaitko GRAFY Stiskem tlditka se vyvola okno s nabidkou
dalSich voleb pro vykresleni grafu, vyvolané okeama obrazku 6.3. Pangklo 3 je nazvan Moznost
porovnani stejného modelu s jingm¢pam linek a je zde umisto tlatitko POROVNANI Stiskem
tlacitka je vyvolano okno umalijici provést simulaci stejného modelu s jinyntiem obsluznych
linek, vyvolané okno je na obrazku 6.4. Patislo 4 je pojmenovan Charakteristiky systému M/M/m
— analytickéteSeni a slouzi k zobrazeni analyticky Wteaych hodnot simulovaného modelu.
V pravé horni¢asti hlavniho okna programu se nachazi paisthb 5 a je nazvan Vstupni parametry
simulace. Panel slouZi pro zadani vstupnich paréamsehulace do fislusnych editovatelnych oken.
Panel obsahuje ttéko SIMULACE které slouzi pro spusti simulace, tléitko Odstraréni paramett
simulaceumo#iuje odstranit zadané parametetre jiz vypoctenych charakteristik daného modelu
(v piipack, Ze jiz prokhla simulace), tkitko Napowda slouzi pro vyvolani okna s napamou pro
vytvoieny program a ttdtko ZAVRIT ukorti beh programu. Panelfislo 6 je nazvan Charakteristiky
systému M/M/m simulace a slouzZi k zobrazeni hodrekanych simulaci daného modelu.

JLACE MODELU HROMADNE OBSLUHY MIMN/m/FIFO
— Model y MIMImiFIFO- — Vstupni parametry sil
Intenzita vstupniho proudu (lambda):
me T x
e
i
(\ ) Intenzita obsluh i):
fronta n ooty ntenzita obsluhy (mi):
>000...Q0 (@)
Lt u\u) Poéet obsluznjch kanali {m):
+
+
b
\./ Pocet simulovanych pqzadavku.‘
i et
SIMULACE
| Odstranéni parametri simulace I
— Graficke znazornéni
Napovéda
2 GRAFY I—/
— MoZnost porovnani stejného modelu s jinym poétem kanalu
3 POROVNANI Zaviit
— CHARAKTERISTIKY SYSTEMU M/M/im ANALYTICKE RESENI— — CHARAKTERISTIKY SYSTEMU M/M/m SIMULACE
Stfedni hodnota doby obsluhy poZadavku E(Ts): [min] Primérna doba obsluhy poZadavku Ts: [min}
Stfedni hodnota doby straveni poZadavku ve fronté E(TT): [min} Primérna doba Sekani poZadavku ve fronté TF: [min}
Stredni hodnota doby straveni poZadavku v systemu E(T): [min} Priméma doba straveni poZadavku v systému T [min}
Stfedni hodnota podtu poZadavku v systemu E(N): [-1 Priimérny poket poFadavkil v systému N: [-1
Stfedni hodnota poctu pofadavku ve fronté E(Nf) [-1 primérna podet pofadavkd ve fronté NF: [-1
Stfedni hodnota po&tu obsluhovanych poZadavku E(Ns): [-1 Primérny podet obsluhovanych poZadavki Ns: -1
Intenzita provozu ro (stupefi vytiZenosti systému): Intenzita provozu ro (stupefi vytizenosti systému)
Pravdépodobnost, Ze v systému je prave podet poZadavkl Pravi&podobnost, ¥e v systému je pravé poiet pofadavki
Pravdépodobnosti: Pravdépodobnost:
|
|

Obr. 6.2 Hlavni okno programu
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i ——— - p——— =
— GRAFICKE VYSTUBY SIMULOVANYCHHODNOT Bl Napoveda —
(‘ 1 — Mépovéda programu simulsce modelu hromadné obsluhy M/M/m
Intervaly mezi prichody poZadavki H-a Mode! M/M/m fromadné obsluhy s m-inkami obshiuhy & neomezenym poctem zakaznky v systemu

| Okamziky pfichodd poZadavid -+‘ b Pozadavek prichazi k lince, které ho zpracuju. Pokud jsou vEechny linky obsluhy obsazeneny zaradi se do
fronty a ceka na obsluhu. Musi byt spinena podminka stabilty ® ro=lambda/mi*m #, pokud tak neni systém
| Doba obsiuhy poZadavku _‘-I" c n?mu ze sta bi\jznvat z: c':armz plyne n"arL!st frnrlty n%ne vsechny meze. fmy byle mozno Spl:lst'?t simulaci musi
byt tato podminka spinéna. Dale musi byt spinéno, Ze lambda, mi, m, pocet pozadavku musi byt >0
| Okamziky odchodu poZadavkl “—|—- d
R z Pred samotnym spugténim je nutno zadat do prislusnych editovateinych oken vstupni parametry:
| Doba Eekani poZadavku ve fronté _’I" e lambda...intenzita vstupnino proudu
o % mi...intenzita obsuhy
| Prichod, Doba cbsluhy, Odchod poZadavku +f m_ pocet inek obluhy
pocet. pocet simulovanych pozadavku
| Pfichod, Doba obsluhy, Doba ve fronté, Odchod pDiadavku'I“ g
| Vyuziti kanalu + I] 2
‘ Pocet pozadavku v systemu v casovych intervalech + ] i
| zavit il

Obr. 6.3 Oknol- Grafické vystupy simulovanych hadno
Okno 2 - Napaida

Na obrazku 6.3 je zobrazeno okno 1 nazvané Grafigkupy simulovanych hodnotdané
ke grafické interpretaci hodnot ziskanych simulagiolané tl&itkem GRAFY v hlavnim okg
programu. Okno obsahuje celkem &evacitek. Osm tlditek slouzi pro vyvolani grafhodnot
ziskanych simulaci. Posledni ditko Zawit slouzi pro uzateni okna. Pro snadj$i identifikaci
tlacitek v obrazku byla tkdtka ozng&ena a az i. Tkdtko a vyvold okno grafu s vygenerovanymi
hodnotami intervdl mezi gichody. TI&itko b slouzi k vyvolani okna grafu, pokud Zzjieme
okamzik gichodu poZadavku do systému. ditko ¢ slouzi pro vyvolani okna grafu s
vygenerovanymi hodnotami dob obsluhy pozadavkuciika d vyvola okno grafu, zji&jeme-li
okamzik odchodu poZadavku ze systémucitka e slouzi pro vyvolani okna grafu s dobdekani
poZadavk ve frong. Tlagitko f vyvola dalSi mozné okno grafu, kde naleznefnkddnoty vykreslené
souwasre - prichod pozZzadavku do systému, doba obsluhy poZadadahod poZzadavku ze systému.
Tlagitko g slouZi pro vyvolani okna grafu 8g/fmi hodnotami vykreslenych v tomto grafu — tentofgra
zachyti pichod poZadavku do systému, dobu obsluhy poZadalddwy cekani poZzadavku ve frant
okamzik odchodu poZadavku ze systémucitka h slouzi k vyvolani okna grafu, gebujeme-li
zjistit vyuziti linek jednotlivymi pozadavky (infarace udavajici, na které lince je zpracovavan dany
poZzadavek). Tkitko i slouzi pro vyvolani okna grafu udavajici ¢pb zékazniku v systému
v jednotlivych ¢asovych intervalech v fibéhu simulace. Na obradzku 6.3 je zobrazeno také @&no
nazvané Napasda vyvolané tléitkem Napowda v hlavnim okg programu. Okno obsahuje
informace o vytvéeném programu simulace. Uzawi okna se provede &itkem OK.

Na obrazku 6.4 je zobrazeno okno pojmenované Parowstejného modelu s jinym ¢iem
linek vyvolané tlagitkem POROVNANIv hlavnim okg programu. Okno umdaiije provést simulaci
stejného modelu s jinym pem obsluZznych linek. Okno obsahuje editovatelnéookro zadani
nového potu obsluznych linek, tidtko Vypa'et, které slouzi pro spusti simulace se zadanym
poétem obsluznych linek, tédtko Odstrareni parametii simulace-porovnanumoziuje odstrasni
zadanych paraméiv¢etrg jiz vypoctenych charakteristik daného modelu @ippd, Ze jiz prokhla
simulace s jinym ptiem linek), tl&itko Zawit slouzi pro uzakeni okna. Okno obsahuje dva panely.
Panel nazvan Charakteristiky porovnavaného systdwlym ziskané simulaci slouZi pro zobrazeni
hodnot ziskanych simulaci s jinymdem obsluznych linek. Panel nazvan Grafické poroindten
ke grafickému porovnani hodnot ziskanych simulablavnim ok programu a hodnot ziskanych
simulaci s jingm p&tem obsluZznych linek. Panel obsahujes diagitka. Prvni tlaitko slouzi pro
vyvolani okna grafu dvou hodnot vykreslenych donjgib grafu - odchod poZadavku ze systému
(hodnoty ziskané simulaci v hlavnim ékprogramu) a odchod pozadavku ze systému porovnani
(hodnoty ziskané simulaci s jingmdsem obsluznych linek). Druhé diiko slouZi pro vyvolani okna
grafu dvou hodnot vykreslenych do jednoho grafob ékani poZzadavkve frong (hodnoty ziskané
simulaci v hlavnim ok& programu) a dokiekani poZzadavkve frong porovnani (hodnoty ziskané
simulaci s jinym p&em obsluznych linek).
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n Porovnani ‘ Sillas ﬂ

— Porovnani stejného modelu s jinym poctem kanalu

Pocet obsluinych kanall zadani:

Nowvy pocet obsluznych kanall (m) pro porovnani:

Wypotet

Odstranéni parametri simulace - porovnani

— CHARAKTERISTIKY POR. SYSTEMU MMim ZISKANE SIMULACI——
Priiméma doba obsluhy pofadavku Ts: [min]

Primérna doba &ekani poZadavku ve fronté TT: [min]

Prumérna doba straveni poZadavku v systému T: [min}
Prumérny pofet poZadavki v systému N 1=}
Priimérna pocet poZadavkl ve fronté N -1
Primérny podet obsluhovanych poZadavkd Ns: [-1

Pravdépodobnost, £ v systému je pravé podet pofadavki

Pravdépodobnosti

I F ani dob odchodu poz i ze systemu ‘

| Porovnani dob éekani poZadavku ve fronté ‘

[

Obr. 6.4 Okno porovnani stejného modelu s jinydieyo linek

6.3 Prace s programem

SpusEni programu simulace modelu obsluhy M/M/m se prowagrogramovacim prosdi
MATLAB. V MATLABuU musi byt nastavena spravna ceggslozce, kde je program uloZen. V 8kn
Command Window se zada&ilaz MHO_simulace, tim se provede spostprogramu simulace
modelu obsluhy M/M/m a zobrazi se hlavni okno paogn popsané vipdchozi kapitole. Ovladani
programu je velmi snadné a intuitivni. V hlavnimnékprogramu v panelu Vstupni parametry
simulace zadame intenzitu vstupuntenzitu obsluhy:, pcatet linek obsluhym a paiet simulovanych
pozadavk zkoumaného systému. Poté stisknem&tila SIMULACE Pokud jsou zadané hodnoty >0
a je splgna podminka stability préhne simulace pro zadané parametry modelu M/M/m y@ok
néktera z podminek neni sgima, zobrazi se chybova hlaSka, ktera nas upozmigme fi zadavani
parametit simulace chybovali). V hlavnim okmprogramu mame jiz dostupné zakladni charakteyistik
systému. Pomoci #étka GRAFYsi jednoduSe vyvolame grafy z jiz nasimulovanychiruat, které
chceme zkoumat. Pokud chceme experimentovat s darmgaelem je mozno zadanou hodnotu pouze
piepsat, naslednmusi vZzdy nasledovat stisk dltka SIMULACE Ukorteni programu se provede
stiskem tl&itka Zawit.
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6.4  Simulace konkrétniho gfipadu

V predchozich kapitolach byl popsan program vigwny pro simulaci modelu hromadné
obsluhy M/M/m \etrg popisu prace stimto programem. V této kapitoldebprovedena simulace
konkrétniho pipadu ¥etns provedeni rozboru ziskanych dat simulaci.

Konkrétnim pgipadem uvaZzujme simulaci systému hromadné obslidprezentovanym
supermarketem Kaufland. Tento systérizeme charakterizovat jako systém s neomezenymerdroj
trpélivych pozadavi a velikosti fronty kapacithneomezenou. Obsluzné linky uvazujeme jednotlivé
pokladny a pozadavky uvaZzujmerighazejici zakazniky k pokladnam. Zakaznici k pdkém
pristupuji v nadhodnychtasovych intervalech a doba obsluhy zékaznika ndagok ma roviéz
nadhodny charakter, ébtyto nahodné hodnoty maji exponenciélni #&eni. Intenzita fichodi
zakaznik k pokladnam je 45 zékaziiilza hodinu a intenzita obsluhy jedné pokladny jediGaznik
za hodinu. V provozu jsou 3 pokladny. Pro tentokémi pipad provedeme simulacigmhod 50
zakaznik systémem. Vstupni parametry pro zadani do progjacwintenzita vstupia=45, intenzita
obsluhy 4=18, pctet linek obsluhym=3 a paet simulovanych z&kaznikje 50. Po zadaniéthto
hodnot do spushého programu a stisknutim ditka SIMULACE se provede vifipac splreni
podminky stability (intenzita provozu je rovna hotn0,8333; podminka stability je tedy s@fma,
protoZe plati 0,8333<1) simulace konkrétnikipadu.

DNE OBSLURY MMImFIFC:

— Model obsluhy M/M/mJFIFO. — Wstupni p try it

Intenzita vstupniho proudu (lambda):

Pt 45

fronta (Tt Intenzita obsluhy (mi):

A Ay 18
9 . . . 4 " }EQ % Poc':atobsluinjn_ch kanalil {m):

* 3

Pocet simulovanych pozadavku:
W 50

SIMULACE

| Odstranéni parametri simulace |
Napovéda
. [napovéa |

— Moinost porovnani stejného modelu s jinym pottem kanalu

POROVHNANI Zaviit

— Graficke znazorneni

— CHARAKTERISTIKY SYSTEMU MIM/m ANALYTICKE RESENi—  — CHARAKTERISTIKY SYSTEMU M/M/m SIMULACE
Stfedni hodnota doby obsluhy poZadavku E(Ts): 333333 [min] Primérna doba obsluhy poFadavku Ts: 364353 [min}
Stredni hodnota doby stréveni poZadavku ve fronté E(Tf): 4.68165  [min] Priimémé doba Zekani poZadavku ve fronté TF 3.06541 [min]
Stfedni hodnota doby straveni poZadavku v systému E(Ty 8.01438  [min] Primémé doba straveni pofadavku v systému T 671283 [min]
Stredni hodnota poftu poZadavku v systemu E(N); 601124 [-1 Primérn{ pocet poFadavki v systému N: sog12s [-1
Stfedni hodnota poctu poZadavku ve fronté E(NF) 35124 [-] Primérna podet pofadavki ve fronts Nf: 230084 [-]
Stfedni hodnota poftu obsluhovanych poZadavku E(Ns): 2.5 [-1 Primérn{ pocet obsluhovanych poZadavkd Ns: 278131 [-]
Intenzita provozu ro (stupefi vytiZenosti systému): 0:833333 Intenzita provozu ro (stupefi vytiZenost systemu): 0.998003
Pravdépodobnost, Fe v systému je pravé podet poZadavki Pravdépodobnost, Ze v systému je pravé podet poZadavkd
[1234587,:8,8,10] [1,2;3,4:5:6:7,8,9,101
Pravdépodobnosti; Pravdépodobnosti:
[0.112;0.14;0.117;0.0975;0.0813;0.0677;0.0564;0.047;0.0392;0.0327] [0.071,0.0766;0.0357,0.168,0.187,0.205;0.14,0.0987,0.0123;0.0020
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Obr. 6.5 Ziskané hodnoty simulaci konkrétnikipadu



Podminka stability byla sptna. V hlavnim ok#& programu (obrazek 6.5) lze jiz &gt fadu
zakladnich charakteristik konkrétniho systému e jgou pfimérna doba obsluhy zakaznika 3,65 min,
primérna dobatekani zakaznika ve fran8,06 min, pimérna doba stravena zakaznikem u pokladny
6,71min, pimerny patet zékaznik v systému 5 zdkaznik pramérny patet zékaznik ve front 2,3
zékaznici, pimérny paiet zakaznik u pokladen 2,7 zakazrikTyto zakladni charakteristiky ziskané
simulaci je mozno porovnat s vysledky ziskanymilgitkym feSenim. Kroré téchto zékladnich
charakteristik Ize Wist také doplujici pravdpodobnosti charakteristiky. Ze simulace je patie,

v jisttm okamziku je maximalni pet zakaznikk u pokladen 10 (3 z&kaznici jsou obsluhovani a
zbylych 7 zakaznik ¢eka ve front na obsluhu). Pro @ty zdkaznik 1,2,3...10 jsou ze simulace
stanoveny jejich prawgodobnosti vyskytu po dobu simulace. Kafad 8 zakaznik se v systému
nachazi s prawghodobnosti $=0,0987. Odhady pra¥gdodobnosti jsou stanoveny i pro analytickou
castieSeni konkrétniho systému a tedy mohou byt tytedémodobnosti oft porovnany. V této fazi
jsme jiz sezndmeni se zakladnimi charakteristikeonkrétniho simulovanéhaipadu.

Tyto z&kladni charakteristiky nas ale dostateneinformuji o tom, jak probihal f,chod vSech
50 zakaznik pies pokladny. K pochopeni chovani systému nam slgiaficka interpretace hodnot
ziskanych simulaci, které je mozno vyvolat pomdatitka GRAFY Ve vyvolaném podokh si
zvolime graf, ktery chceme zkoumat. Na obrazkuj$@ uvedeny 4 grafy, ve kterych jsou zachyceny
casové okamziky fichodu 50 z&kaznikpies pokladny. Na obrazku 6.6 jsou uvedeny grafy doby
obsluhy jednotlivych zakaznik (kazdy zakaznik ma jiny obsah nékupniho ko3e, tgigh
zpracovani na pokladrrva tiznou dobu), okamzZikifchodu zakaznika k poklaginokamzik odchodu
obslouZzeného z&kaznika od pokladny a doba strdzékd@znikem ve frost(pokud jsou vSechny
pokladny obsazeny, zakazni&ka na obsluhu ve froft

1 Doba chsluhy pozadavku v SHO 2 Okamziky prichodu pozadavku do SHO
14 T T T I I I I 70 T T T T T T 1 ! !
| #— Doba obsluhy pozadavku —#— Okamzik prichodu pozadavku |
12 ' ' ' | | 80 : : : : :
101 501
= 8- < 40t
£ £
§ 6 (@ a0t
41 201
2+ 10}
o i i i 0 i i i i I i i i i
0 5 10 15 20 25 30 a5 40 45 50 0 5 10 15 20 25 a0 a5 40 45 50
Cislo pozadavku Cislo pozadavku
Okamziky odchodu pozadavku do SHO 4 Doba cekani pozadavku na ohsluhu v SHO
3o r—r—r T T T
Okamzik odchodu pozadavku ; ol Doba cekani pozadavku na cbsluhu
50l ' ' ' ' i H H H H B B
ar
sof i : : : : : ; : oA 7L
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= 4o 3 £
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Cislo pozadavku Cislo pozadavku

Obr. 6.6 Graf 1 - doba obsluhy zakaznika, Grafkamzik pichodu zdkaznika k poklagin
Graf 3 - okamZik odchodu obslouZeného zakaznilekiddny, Graf 4 - doba strdvené zakaznikem vedfro



Strana 52

Pro vys¥étleni ziskanych hodnot simulaci si vezmeme zakaznkkery piSel k poklads
v paadi jako 24. zdkaznik. Tento Zakaznitichazi k poklads v ¢ase 28,61min a jeho obsluha na
pokladre trva 6,7min. V okamzikuiichodu tohoto zakaznika k pokladnamni¢pod vcase 28,61min)
jsou vSechny pokladny obsazeny a proto nde&at ve front po dobu 1,52min. Po uplynuti tohoto
¢asového intervalu se ngjmlostangada. Zakaznik odchazi od pokladnyase 36,83min.

Pro lepsi interpretaci pchodu 50 zakazniksi uZivatel nize zvolit graf uvedeny na obrazku
6.7, ktery zahrnuje vjednom grafu dobu obsluhyn@tivych zakaznik, okamziky pichodi
zakaznik k pokladnam, okamziky odchddbslouzenych zékaznilka doby stravené zdkaznikem ve
fronte.

Priched pozadavku, doba ohsluhy pozadavku, doba cekani na obsluhu, odehed pozadavku ze SHO
70
[ [ | [ [ [ [ [

—#— Prichod pozadavku
—#— Doba ohsluhy pozadavku

Doba cekani pozadavku na obsluhu
—* Odched pozadavku

Cas (min)

Cislo pozadavku

Obr. 6.7 Graf doby obsluhy z&kaznika, okamZzZikghod: zakaznilt k pokladnam, okamzZiky odchiod
zakaznik od pokladen, doba stravend zakaznikekajicim na obsluhu

Kazdy graf je vyvolan v samostatném &kfro snadnou praci s grafem jsou v MATLABuU
implementovany zné funkce. Na obradzku 6.8 jsou uvedeny zakladrdrame, které umdaiji
s danym grafem manipulovat. Graf je mozZno ulotjsknou, z¥tSit/zmensit nebotzné posouvat.
Pro naSe vyuZiti je velmi vhodna posledni ikonar&ihdm umaiuje snadnou identifikaci zakaznika
a vybranéh@asového okamziku.

vyvolani okna s informaci o daném zakazniku
(x=zdkaznik, y=¢as) x:24
Y:67

posun grafu
sk zvtieni/zméngeni

uloZeni grafu

Obr. 6.8 Mozné operace prace s grafem



V této fazi jsme jiz prozkoumakiasové okamziky gichodi zékaznik systémem. Graf na
obrazku 6.9 ndm interpretuje dal$ie¥itou informaci. Zobrazuje ndm, na které pokkakonkrétrg je
dany zékaznik obslouzen. Z tohoto grafu Iz&isty ze nami zkoumany 24. zakaznik byl obslouzen na
druhé poklada

Graf zpracovavanych pozadavku v obsluze

[ —— T T T 1 I —

w

Obsluzny kanal
(R
|
[

5 6 7 8 91011121314 1516171818202122 2324 2526 2728203031 223334353637 38394041424344 454647484950
Pezadavek

Obr. 6.9 Graf zpracovavani poZzadavku danou pokladno

Graf na obrazku 6.10 nam podava informaci o vypofitu zakaznit v systému v ptbéhu
simulace. Vidime, Ze pcit8inuéasu jsou vSechny pokladny vyuZity. Pouze v@&ovych intervalech
se u pokladen nachazi néémez 3 zékaznici.

Wyvoj poctu pozadavku v systemu v jednetlivych casovyeh intervalech
10
T T I I

pocet pozadavku v systemu

cas [min]

Obr. 6.10 Graf vyvoje pitu zakaznik v systému
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V hlavnim okr programu (obrdzek 6.5) byly zj#ty zakladni charakteristiky konkrétniho
systému a to imérna doba obsluhy zakaznika 3,65 minjmérna dobatekani zdkaznika ve frant
3,06 min, pdmérnd doba stravena zakaznikem u pokladny 6,71mimgny paiet zakaznik v
systému 5 zakaznik pramérny patet zdkaznil ve frong 2,3 zakaznici, gimeérny paiet zéakaznik u
pokladen 2,7 zakaznik

V programu simulace modelu M/M/m je um@ho porovnat chovani konkrétnihdipadu i
zmeéné pactu pokladen fi zachovani okamziku ffchodu pozadavku do systému a éatbsluhy
pozadavku. Pokud bychom porovnavali systém se ZJagokmi, podminka stability by nebyla
splrena. Systém by se nemohl stabilizovat a fronta Bjlamade vSechny meze. Z tohotwadu byla
pro porovnani chovani systému provedena simulacet pokladny. Simulaci byly zj&ty zakladni
charakteristiky porovnavaného systému (obrazek)6R@imérna dobacekani zakaznika ve frant
klesla z 3,06 min na 0,4 min,inérna doba stravena zékaznikem u pokladny klesl&@k @jn na 4
min, primeérny paiet zakaznik v systému klesl z 5 zékaziikna 3 zakazniky. Pro grafickou
interpretaci dosazenych vysledisimulaci je vyuzito grdf pro porovnani odchodu zékazailod
pokladen a doby stravené zakaznikem ve &dPbrovnani je zobrazeno na obrazku 6.12.

Poéet obsluinych kandli zadani: 3

Novy poéet obsluinych kandlil (m) pro porovnéani:
4
Vypodet

Odstranéni parametrii simulace - porovnani

— CHARAKTERISTIKY POR. SYSTEMU M/Mim ZiSKANE SIMULACI——
Primérna doba obsluhy poZadavku Ts 364353 [min)
Priimérna doba Eekani poZadavku ve fronté T, 0436495 [mjn)

Primérna doba straveni poZadavku v systému T: 4.08002 [min]

Primérny podet poadavkd v systému N: 342756 |-
Primémé podet poZadavkl ve fronté Nf: 0.334597 [}
Primérny poéet obsluhovanych poZadavkd Ns: 279296 ]

Pravdépodobnost, Ze v systému je prave podet poZadavki
01234567

Pravdépodobnosti
[0.0675,0.126;0.194,0.172;0.233;0.0863;0.115;0.00824]

Obr. 6.11 Hodnoty porovnavaného systému ziskandasim

Porovnani dob cdehedu pozadavku ze SHO - pro pocet obsluznych linek zadani/porovnani Porovnan;gob cekani pozadavku na obsluhu v SHO - pro pocet obsluznych linek zadani/porovnani
70 - - - " " - - - " T T T T T T T T T

: . - - - : : : —+— Prichod pozadavku

aol Doba cekani pozadavku na obsluhu - zadani
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Obr. 6.12 Graf porovnani odchfdakaznikt a doba stravené zdkaznikem ve féont

MoZnost porovnavani e byt vyuZita naipklad pi optimalizaci daného systém hromadné
obsluhy. Z pohledu zakaznika je cilem optimalizakeacenicekaci doby ve frogt Z pohledu
provozovatele jeiezita optimalizace vytiZzeni jednotlivych pokladersamoiejmé pocet pokladen.

V praxi je tedy nutné hledat kompromis, ktery bugtbovovat olsma stranam.



6.5 Ovéreni funkénosti vytvoireného programu na konkrétnim gripadé

V piredchozi kapitole byla provedena simulac&chodu 50 zakazniksystémem. Tento get
byl volen z divodu zachovanifehlednosti a lepSi vypovidajici hod&elvedenych graf Provedeme
porovnani analytickéheeSeni s hodnotami ziskané simulaci pinné pdéty prichodi pozadavi
systémem. Hodnoty analytickéh@Seni vyplyvaji ze vzotc zakladnich charakteristik systému
M/M/m, které lze nalézt v kapitole 5. Pro srovnagslediki jsou vyuzity stedni hodnoty ziskané
analytickym feSenim. Sedni hodnota doby obsluhy zakaznikaiedhi hodnota doby stravené
zékaznikem ve fro#t stedni hodnota doby stravené zakaznikem v systérredréthodnota pitu
zékaznik ve frong a stedni hodnota pitu obsluhovanych zakazriik

V programu byla provedena simulaceigiodu fiznych p@ti zakaznik systémem — pro
piehlednost bylo zvoleno 50 zakaziniR00 zakaznik a 500 zakaznik V tabulceg. 6.1 jsou zapsané
ziskané pimeérné hodnoty dob obsluhy zdkaznika, dob stravenézrdkem ve fror dob stravené
zakaznikem v systému, §a zékaznik ve fron€ a pa@tu obsluhovanych zakazriikDale jsou zde
zaneseny i hodnoty ziskané analytickyesenim. Nasle@nbylo provedeno srovnani jednotlivych

vysledki vypasta.

Tab.6.1 Porovnani hodnot analytickéfeseni s hodnotami ziskané simulaci konkrétnthpagu

Analyticky vypaet Vypocet simulace
Stredni hodnota | Primérna hodnota danych charakteris
danych 50 200 500
charakteristik zakaznik | zakaznik | zakaznik
Doba obsluhy zakaznika Ts 3,33333 3,64353 3,5118 3,45478
Doba stravena zakaznikem ve froimt 4,68165 3,06941 4,17567 5,21177
Doba stravena zakaznikem v systém 8,01498 6,71293 7,68747 8,66655
Patet zakaznik v systému N 6,01124 5,09125 5,62803 6,23332
Patet zakaznik ve frong Nf 3,51124 2,30994 3,05703 3,74851
Patet obsluhovanych zakaziiiks 2,5 2,78131 2,57101 2,48481

Spravnost vytviteného programu pro simulaci modelu M/M/m byla pdema a osfena
porovnanim hodnot ziskanych simulaci konkrétnihbipguu s vysledky ziskanymi
analytickéhoteSeni. B simulaci dosta@&ného mnoZstvi piu prichodi zédkaznik systémem byly
tyto hodnoty ziskané simulaci velmi podobné hodmaadalytickéhaeSeni. B simulaci piichodu 50
zékaznik se rozdil mezi analytickynieSenim a simulaci pohyboval viperu okolo 12%. H
simulaci pfichodu 500 z&kaznikse rozdil mezi analytickyifeSenim a simulaci pohyboval viprru
okolo 5%. Na zakla#l téchto dosaZzenych vysledkze tedy usuzovat, Ze realizace programu pro
simulaci modelu M/M/m byla provedena sprévn

pomoci

k
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7 ZAV ER

Tato diplomova pracéeSi problematiku modé&lhromadné obsluhy, poznatky byly nasledn
aplikovany i tvorbé programu simulace modelu hromadné obsluhy M/M/ntedfetickécasti jsem
se zabyval matematickym pozadim problematiky systBromadné obsluhy, kde jsem se 2&ma
Markovovytetizce, Markovovy procesy se spojitgfasem a Poissdm proces. V teoretick&asti byla
dale provedena klasifikace systiémhromadné obsluhy, coz bylo také jednim # ¢éto diplomové
prace. Modely hromadné obsluhy, v nichZ intervalgziichody poZadavk a doba obsluhy maji
exponencialni roztdeni, byly detail& rozpracovany v teoretickéasti této prace. U jednotlivych
modeh uvadim zakladni vlastnosti, jejich obecna schématetn: matematického pozadi pro
odvozeni vzort zdkladnich charakteristik systému. U¥dél zakladni charakteristiky jednotlivych
modeli jsou v praxi vyuzivany pro posouzeni efektivhakiného systému. V praxi se sanfejae
vyskytuje ifada dalSich systémnez jen systéemy s exponencialnim mizd jako nap. Gama
rozdklenim, Erlangovym roztlenim nebo Gassovym normalnim rélethim. DileZité postaveni
v systémech hromadné obsluhy maji simiamodely umoi#ujici uZivateli poskytnout po#mng
rychlou gedstavu o chovani zkoumaného systémii ménicich se podminkach. Simutd
experimenty Ize diky simutaimu modelu opakovat a s hodnotami ziskanymi sioiygamozno dale
pracovat, vyhodnocovat je a vyvozovat z nighna stanoviska.

V praktické ¢asti jsem se zabyval zitdvanymi simulanimi modely. Byl vytvéen program
umoiujici provadt simulaci modelu hromadné obsluhy M/M/m, ktery kytvofen v programovém
prostedi MATLAB. Program umaiuje provadni simulace modelu M/M/m a byl vytien Wetn
grafického uZivatelského rozhrani. UZivatelské ramhprogramu bylo koncipovano tak, aby bylo pro
uzZivatele snadno ovladatelné a intuitivni. Zakladgen generovani hodnot s exponencidlnim
roz&lenim na zakla#l uzivatelem zadanych paramegtikterymi jsou intenzita vstupw, intenzita
obsluhy u, patet linek obsluhym a paet simulovanych poZadattk V piipac, Ze jsou splény
vSechny nutné podminky, provede se simulace nadakbhdanych paramétiuzivatelem. UzZivateli
jsou poskytnuty zakladni charakteristiky danéhotésys ziskané jak simulaci, tak i analytickym
eSenim. Vysledné hodnoty ziskané simulagitee chovani systému e uzivatel pozorovat diky
grafickému znézowmi, coz bylo dalSim cilem této diplomové prace.gPam poskytuje uZzivateli
moZnost provatt simulaci pro jiny poet obsluznych linek se zachovanirfichodi poZadavi do
systému a doby obsluhy poZzadavku. Tato funkééenbyt vyuZzita fi optimalizaci daného systému.
Program poskytuje uzivateli diky tomuto rde$iou moznost provédi simul&nich experimerit

Je-li vytvareny model chybny, vysledky simulace mohou véstybolim za¥ram. Spravnost
funkce vytvd@deného programu simulace modelu hromadné obsluhy/M/M/la o¥iena simulaci na
konkrétnim pipadu. Byly porovnany hodnoty ziskané simulaci dnobami ziskané analytickym
ieSenim. B dostaténé délce simulace (dostaty paiet prfichodi poZzadavik systémem) byly
hodnoty ziskané simulaci a hodnoty ziskané anéfjytic feSeni velmi podobné. Dikyérhto
vysledkim Ize usoudit, Ze realizace programu pro simulamii@u M/M/m byla provedena spravn
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