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Uvod

V této bakalaiské praci se zaméifujeme na mocninné funkce, které se vyuzivaji pii feSeni
nerovnic a ruznych uloh. Mocninné funkce se dale vyuzivaji v mocninnych fadach, o kterych
se zde také pojednava. Cilem této prace je shrnuti mocninnych funkci, jejich vlastnosti

a trochu pojednat o mocninnych fadach a jejich vyuziti.

Préce je rozd€lena do ¢ty kapitol. V prvni kapitole zavadime zakladni definice, které se
funkci tykaji a které budeme dale potfebovat. Déle si uvedeme nejcastéjsi zadavani funkci
a zakladni elementarni funkce. Ve druhé kapitole pojedndme o mocninnych a kvadratickych
funkcich a ukazeme si jejich grafy. Ve tieti kapitole nahlédneme do mocninnych fad
a ukazeme si ptiklady jejich vyuziti. Posledni kapitola obsahuje sadu feSenych ptikladd. Jsou
zde jak ptiklady na mocninné funkce, tak ptiklady na mocninné fady.

Vétsina grafa, které se zde vyskytuji, jsou délany v programu A&G Grapher. Tento
program je voln¢ stazitelny. Pomoci tohoto programu byly narysovany skoro vSechny
obrazky, které se v této praci vyskytuji.

V této bakalaiské praci jsou obsaZeny n€které poznatky, které by zaci na zékladnich
a stfednich $kolach méli jiz znat. Na zakladnich skolach se uéi, co je pojem funkce, tabulka
a graf funkce. Dale se uci, jak vypadd funkce rostouci a klesajici. Linearni funkci, funkci
nepiimé imérnosti a kvadratickou funkci. U kvadratické funkce si pouze ukazuji, jak vypada
graf, co je grafem a jak se dd pomoci tabulky narysovat.

Na stfednich Skolach se jiz vice uci o kvadratické funkci a jejim grafu, vypocet
diskriminantu, rozklad kvadratického troj¢lenu, vztahy mezi koieny a koeficienty. U¢i se také
0 definici n-t¢ odmocniny, operace s odmocninami, mocniny S racionalnim a realnym
exponentem a uci se dalsi elementarni funkce.

Na vysokych Skoldch se probiraji cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické

funkce a také mocninné tady.



Kapitola 1

Funkce vSeobecné

Jako prvni, nez se za¢neme zabyvat mocninnymi funkcemi, si uvedeme definici funkce
a definice zakladnich pojmu, které budeme potiebovat. Také si uvedeme zakladni zadavani

funkci a zakladni elementarni funkce.

1.1 Zakladni definice

Definice 1.1. Zobrazeni f neprazdné mnoziny A € R do mnoziny R (zapisujeme f: A - R)
se nazyva realna funkce jedné redlné promenné (zkracené funkce). Skutecnost, ze funkce f

piifazuje hodnoté x € A hodnotu y € R, zapisujeme jako y = f(x).[1, s. 64]

»Proménnou x € A budeme nazyvat argument funkce f nebo nezavisle proménnd.
Proménnou y € R budeme nazyvat zdvisle proménnd. Cislo f(x) se nazyva hodnota funkce f

v bod¢ x € A (neboli funkcni hodnota v bode x).* [1, s. 64]

Definice 1.2. Necht f: A = R je funkce. Mnozina A se nazyva definicni obor funkce f
a znaCime ji D(f) nebo Dy. Mnozina {y € R; y = f(x), x € A} (tj. mnozina viech funkénich

hodnot funkce f) se nazyva obor hodnot funkce f a znac¢ime ji H(f) nebo Hy. [1, s. 64]

»Funkci f chapeme jako ptedpis (pravidlo neboli funkéni predpis), kterym je kazdé
hodnoté nezavisle proménné x € Dy < R pfifazena prave jedna hodnota

y=f(x) € H  c R“[1,s.64]

Poznamka 1.1: Funkce oznacujeme zpravidla pismeny f, g, h, F,G, H, ... nebo pismeny

fecké abecedy @ a . [1, s. 64]

Definice 1.3. Grafem funkce f nazyvame mnozinu
{(x,y) ER%;x € Dy, y = f(x)} € R%
Znacime ji G (f) nebo G, nebo graf f. [1, s. 65]



,»Grafem funkce f je kfivka v rovin€ o rovnici y = f(x), kde x € Dy.“ [1, s. 65]
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Obrézek 1.1: Graf funkee f(x) = 2 + sinx

Definice 1.4. Funkce f se nazyva sudd, jestlize pro kazdé x € D(f) je téz —x € D(f) a plati
f(x) = f(—x). Funkce f se nazyva licha, jestlize pro kazdé x € D(f) je téz —x € D(f)
aplati f(—x) = —f(x). [2, s. 89]

Sudé funkce bude mit graf soumérny podle osy y a licha funkce bude mit graf soumérny

podle osy x. [2, s. 89]

Definice 1.5. Funkci f nazyvame rostouci (klesajici) na mnoziné A < D(f), jestlize pro
kazdé dva bOdy X1, Xy € A, X1 < X7, plati f(xl) < f(xZ) [f(xl) > f(xz)] FunkC| f
nazyvame neklesajici (nerostouci) na mnoziné A € D(f), jestlize pro kazdé dva body x;,

X, € A, xq < xp, plati f(x1) < f(x2) [f(x1) = f(x2)]. [2, 5. 88]

Definice 1.6. Funkci f nazyvame konstantni na mnoziné A, jestlize pro kazdé dva body
X1, X, € Aplati f(x;) = f(x3).[2,s. 89]

Definice 1.7. Funkci f nazyvame shora (zdola) omezenou na mnoziné A c D(f), je-li shora
(zdola) omezena mnozina funkénich hodnot f(A). Je-li funkce f omezena shora i zdola na

mnozin€ A, pak ji nazyvame omezenou na mnoziné A. [2, S. 87]

Definice 1.8. Funkce f ma vbodé a maximum na mnozin¢ M,a € M, pravé kdyz pro
vSechnax € M je f(x) < f(a).[3,s. 35]



Definice 1.9. Funkce f ma v bodé a minimum na mnoziné M, b € M, pravé kdyz pro vSechna
x €Mije f(x) = f(b).[3,s. 35]

Definice 1.10. Funkce f ma v bod¢ a ostré maximum na mnoziné¢ M,a € M, pravé kdyz pro

vSechnax € M, x # a, je f(x) < f(a).[3, s. 35]

Definice 1.11. Funkce f ma v bod¢€ b ostré minimum na mnoziné M, b € M, pravé kdyz pro
vSechna x € M,x # b, je f(x) > f(a). [3, s. 36]

1.2 Zpisoby zadani funkce

Funkci muzeme zapsat nékolika zptisoby. Zde si uvedeme analyticky zptisob, tabulku a graf.
Analyticky zpusob (zadani vzorcem) — mize byt zadan funkénim piedpisem, jednou rovnici
nebo soustavou rovnic.
D¢li se na zadavani:
o explicitné —rovnici y = f(x) a defini¢nim oborem Dy
e implicitné —rovnici F (x,y) = 0 a podminkami pro x a y
e parametricky — soustavou rovnic
x = @(t),
y =),
kde ¢ a ¢ jsou funkce nezavisle proménné t majici stejny defini¢ni obor
e polarnimi souradnicemi
Tabulka (zadani vy¢tem funk¢nich hodnot f(x;), kde i = 1,:--,n) — jestlize neni defini¢nim
oborem kone¢nd mnozina, pak neni zadani funkce pfesné a urcuje se jen piiblizné.
Graf — nepouziva se tak Casto, protoze hodnoty odecitame z grafu pouze pfiblizné, ale tento
zpusob udava ndzornou predstavu o prubéhu funkce.

Kombinaci téchto zpisobii [1, s. 65-66]

Priklad 1.1. Zde si uvedeme piiklady zapisovani funkei:
e Explicitné

fx) = %x“’, x €R



e Implicitné

y—§x4=0,x€]R,y€]R

e Parametricky

t
o
+[1
2
y=t*
e Tabulkou (neuplné zadani)
S M N N N
f(x)‘ 8 ‘0,5‘ 0 ‘0,5‘ 8 ‘
e Grafem
¥
4
3
2
1
2 1 e
-1
2

Obrazek 1.2: Graf funkce f(x) = %x“
[1, s. 66-67]

1.3 Zakladni elementarni funkce

Mezi zakladni elementdrni funkce fadime funkce mocninné, exponencidlni, logaritmickeé,

goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické.



1.3.1 Mocninna funkce

Mocninnou funkei se budeme dale zabyvat v nasledujici kapitole.

Definice 1.12. Mocninnou funkci s redlnym exponentem nazyvame funkci f(x) = x¢,
kde x € (0,) aa € R;je-lia > 0, pak x € (0, ). [4, s. 84]

4

-5

Obrazek 1.3: Ptiklad grafu mocninnych funkci f(x) = x3 a f(x) = x?

1.3.2 Exponencialni funkce
,~Exponencialni funkce ptedstavuje piirozeny rust. Toho se vyuziva v modelovani nejen
ptirodnich jevi. Pomoci exponencialni funkce se da popsat nardst obyvatel, chemické reakce,

ochlazovani, rozpousténi latek aj.« [1, s. 90]

Definice 1.13. Exponencidlni funkci se zdkladem a, a € R*, a # 1, je kazda funkce tvaru
f(x) =a*, x € R.[1,s.90]
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Obrazek 1.4: Ptiklad grafu exponencialni funkce f(x) = 2*

1.3.3 Logaritmicka funkce
Logaritmicka funkce je inverzni k funkci exponencialni. Také logaritmické funkce se

pouzivaji v ptirodnich zakonech, hlavné ve fyzikalnich zakonech.

Definice 1.4. Necht a € R, a > 0, a # 1. Inverzni funkce k exponencialni funkci a* se

nazyva logaritmickd funkce o zdkladu a a znaéi se f(x) = log, x. [1, s. 91]

¥
4

Obrazek 1.5: Ptiklad grafu logaritmické funkce f(x) = log, x

1.3.4 Goniometrické funkce
Do goniometrickych funkci fadime funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens.
Goniometrické funkce se pouzivaji naptf. pii vypoCtu stran nebo uhli pravouhlého

trojuhelniku.
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e Funkce sinus
Definice 1.15. Funkce f, jejiz hodnota je v kazdém bod¢ x € R rovna soufadnici n bodu A4,

se nazyva sinus. Hodnota funkce sinus v bodé x se znaci sin x. [1, s. 93]

e Funkce kosinus
Definice 1.16. Funkce f, jejiz hodnota je v kazdém bod¢ x € R rovna soufadnici m bodu A,

se nazyva kosinus. Hodnota funkce kosinus v bod¢ x se znaci cos x. [1, s. 93]

e Funkce tangens
Definice 1.17. Funkce f(x) = % se nazyva tangens. Hodnota funkce tangens v bodé x se

znadi tan x, t.

sinx

tanx = .
cosx

[1, s. 93]

e Funkce kotangens
Definice 1.18. Funkce f(x) = % se nazyva kotangens. Hodnota funkce kotangens v bodé

x se znaci cot x, t].

cosXx 1
cotx =——= .

sinx tanx

[1,s. 94]
Y
2
X
4 1 1 4

Obrazek 1.6: Ptiklad grafu goniometrickych funkci f(x) = sinx, f(x) = cos x,
f(x) =tanx, f(x) = cotx
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1.3.5 Cyklometrické funkce
Cyklometrické funkce jsou inverznimi funkcemi k funkcim goniometrickym. Do
cyklometrickych funkci fadime funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-

gens.

e Funkce arkussinus
Definice 1.19. Funkci arkussinus nazveme funkci, ktera je inverzni k funkci sin x,

x € (— g g). Hodnota funkce arkussinus v bodg x se zna¢i asin x. [1, s. 95]

¢ Funkce arkuskosinus
Definice 1.20. Funkci arkuskosinus nazveme funkci, ktera je inverzni k funkci cos x,

x € (0, ). Hodnota funkce arkuskosinus v bodé x se znaci acos x. [1, s. 96]

e Funkce arkustangens

Definice 1.21. Funkci arkustangens nazveme funkci, ktera je inverzni k funkci tan x,

T T

X € (— > 5). Hodnota funkce arkustangens v bodé x se znaci atan x. [1, s. 96]

e Funkce arkuskotangens
Definice 1.22. Funkci arkuskotangens nazveme funkci, ktera je inverzni k funkci cot x,

x € (0, 7). Hodnota funkce arkuskotangens v bodé x se znaci acot x. [1, s. 97]

y
3
\2
1
3 2 4 2 3 "
g
2
3

Obrazek 1.7: Ptiklad grafu cyklometrickych funkei f(x) = asinx, f(x) = acos x,

f(x) = atanx, f(x) = acotx
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1.3.6 Hyperbolické funkce
Hyperbolické funkce se vyuzivaji hlavné v technické praxi, na stfednich Skolach se s nimi
nesetkate. Patii mezi n¢ hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus, hyperbolicky tangens

a hyperbolicky kotangens.

e Hyperbolicky sinus

eX—e™*

Definice 1.23. Funkci f(x) =

— X ER, nazyvame hyperbolicky sinus. Hodnota funkce

hyperbolicky sinus v bod¢ x se znaci sinh x, tj.

e¥—e

2

-X

sinhx =

[1, s. 98]

e Hyperbolicky kosinus

e*+e™*
2

Definice 1.24. Funkci f(x) = , X € R, nazyvame hyperbolicky kosinus. Hodnota

funkce hyperbolicky kosinus v bod¢ x se znaci cosh x, tj.

e*+e™*
2

coshx =

[1, s. 98]

e Hyperbolicky tangens

sinh x

Definice 1.25. Funkci f(x) = x € R, nazyvame hyperbolicky tangens. Hodnota

coshx’
funkce hyperbolicky tangens v bodé x se znaci tanh x, tj.

sinh x eX—e™*

tanhx = = .
coshx eX+e~x

[1, s. 99]

e Hyperbolicky kotangens

coshx

Definice 1.26. Funkci f(x) = x € R, nazyvame hyperbolicky kotangens. Hodnota

sinh x’
funkce hyperbolicky kotangens v bodé x se znaci coth x, tj.

coshx e*+e™™

cothx = = .
sinh x eX—e~X

[1, s. 99]
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Obrazek 1.8: Ptiklad grafu hyperbolickych funkci f(x) = sinh x, f(x) = cosh x,
f(x) = tanhx, f(x) = cothx

1.3.7 Hyperbolometrické funkce
Hyperbolometrické funkce jsou inverzni k funkcim hyperbolickym. Patfi zde argument
hyperbolického sinu, argument hyperbolického kosinu, argument hyperbolického tangens

a argument hyperbolického kotangens.

e Argument hyperbolického sinu
Definice 1.27. Funkci argument hyperbolického sinu nazveme funkci, ktera je inverzni
k funkci hyperbolicky sinus. Hodnota funkce argument hyperbolického sinu v bod¢ x se znaci

argsinh x. [1, s. 100]

e Argument hyperbolického kosinu
Definice 1.28. Funkci argument hyperbolického kosinu nazveme funkci, ktera je inverzni
k funkci hyperbolicky kosinus pro x € (0,0). Hodnota funkce argument hyperbolického

kosinu v bod¢ x se znaci argcosh x. [1, s. 100]

15



e Argument hyperbolického tangens
Definice 1.29. Funkci argument hyperbolického tangens nazveme funkci, kterad je inverzni
k funkci hyperbolicky tangens. Hodnota funkce argument hyperbolického tangens v bodé¢ x se

znaci argtanh x. [1, s. 100]

e Argument hyperbolického kotangens
Definice 1.30. Funkci argument hyperbolického kotangens nazveme funkeci, ktera je inverzni
k funkci hyperbolicky kotangens pro x € R \ {0}. Hodnota funkce argument hyperbolického
kotangens v bod¢ x se znaci argcoth x. [1, s. 101]

Obrazek 1.9: Priklad grafu hyperbolometrickych funkci f(x) = argsinh x,
f(x) = argcosh x, f(x) = argtanh x, f(x) = argcoth x
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Kapitola 2
Mocninné funkce

Definice 2.1. Mocninnd funkce s exponentem a € R je kazda funkce tvaru f(x) = x¢.
[1, s. 87]

,Defini¢ni obor, obor hodnot i vlastnosti této funkce zavisi na tom, z jaké podmnoziny

mnoziny R je exponent a.“ [1, s. 87]

2.1 Konstantni funkce

Grafem konstantni funkce je pfimka, ktera je rovnob&zna s x-0vou 0Sou soufadnic.

Pokud a = 0, pak dostaneme konstantni funkci f(x) = 1. Vlastnosti této funkce je
sudost. Jeji Dr = Ra Hy = {1}. [1, s. 87]

Za x mizeme dosadit jakékoliv Cislo. Pokazdé dostaneme konstantni funkci, tzv.
konstantnich funkei je tolik, kolik je redlnych ¢isel, protoze kazdé redlné Cislo urcuje praveé

jednu konstantni funkeci. [2, s. 95]

Obrazek 2.1: Graf konstantni funkce f(x) = 2

2.2 Linearni funkce

Pokud za a dosadime 1, pak dostaneme funkci f(x) = x.
Rovnice linearni funkce vypada takto: f(x) = kx + q, kde k # 0, g jsou konstanty.
Grafem linearni funkce je pfimka, ktera neni rovnobézna s osou x ani kK ni kolma. Pokud g =

0, pak piimka prochazi pocatkem osy soufadnic. [5, s. 43]
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Obrazek 2.2: Graf linearni funkce f(x) = x

2.3 Mocninna funkce s pfirozenym exponentem

Grafem mocninné funkce s pfirozenym exponentem je parabola n-té¢ho stupné.
Je-li exponent a ptirozené cislo (a € N), zpravidla ho oznaCujeme n a ziskavame
mocninnou funkci ve tvaru f(x) = x™, kde n € N. [1, s. 87]

Pokud je n liché, pak vlastnosti funkce jsou lichost, neomezenost a je rostouci na

intervalu Dy. Jeho Dy = Ra Hf = R. [1, s. 88]

Obrazek 2.3: Graf mocninné funkce s linearnim exponentem f(x) = x3

Pokud je n sudé, pak vlastnosti funkce jsou sudost, omezenost zdola, je klesajici na

intervalu (—oo, 0) a rostouci na intervalu {(0,00). Jeho D = Ra H; = Rg. [1, s. 88]

18



Obrazek 2.4: Graf mocninné funkce s linearnim exponentem f(x) = x*

2.4 Funkce n-ta odmocnina
Pokud a = %, kde n patti do piirozenych cisel (n € N) a n > 2, ziskame mocninnou funkci

ve tvaru f(x) = xn = Vx,n € N. [1, s. 88]
Pokud je n liché (n = 3), je tato funkce f(x) = Vx inverzni funkce k funkci x™ pro
x € R. Vlastnosti funkce jsou lichost, neomezenost a je rostouci na Df. Jeji D = Ra He = R.
Pokud je n sudé (n > 2), je tato funkce f(x) = Vx inverzni funkce k funkci x™ pro
x € (0, ). Vlastnosti funkce jsou omezenost zdola a je rostouci na Dy. Jeji Dy = (0, o)
aHy =(0,0).[1,s. 88]
y

Obrazek 2.5: Graf mocninnych funkci f(x) = Vxa f(x) = Vx

2.5 Mocninna funkce se zapornym celym exponentem

Grafem mocninné funkce se zapornym exponentem je hyperbola stupné n + 1. Pokud je
n = 1, je grafem funkce rovnoosa hyperbola. [2, S. 96]

Jestlize je exponent celé zaporné Cislo, pak a = —n, kde n patti do pfirozenych ¢isel
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n € N), ziskdme mocninnou funkci ve tvaru f(x) = x™™ = ~ (m€eN).
XIl

Pokud je n liché, pak vlastnosti této funkce jsou lichost, neomezenost a je klesajici na
intervalu (—oo, 0) a na intervalu (0, ). Jeji D = R\ {0}a Hr = R\ {0}. [1, s. 88]

¥
5

4

Obrazek 2.6: Graf mocninné funkce se zapornym celym exponentem f(x) = x~3

Pokud je n sudé, pak vlastnosti této funkce jsou sudost, omezenost zdola a je rostouci na
intervalu (—oo, 0) a na intervalu (0, ) je klesajici. Jeji D = R\ {0} a Hr = R™. [1, s. 88]

Y
5

5 4 3 2 A 1 2 3 4 5

Obrazek 2.7: Graf mocninné funkce se zapornym celym exponentem f(x) = x~*

2.6 Mocninna funkce s racionalnim exponentem
Je-li exponent a racionalni ¢islo (a € R), které je ve tvaru a = %, m, n jsou nesoudé€lna Cisla

m
(m € Z,n € N,n > 2). Tato mocninn4 funkce se zapisuje ve tvaru f(x) = xn = Yx™.
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Defini¢ni obor je zavisly na ¢islech m a n:
= Pokud je m > 0 an je liché ¢islo, pak jeho Dy = R;
= Pokud je m < 0 an je liché ¢islo, pak jeho Dy = R\ {0};
= Pokud je m > 0 an je sudé Cislo, pak jeho Dy = (0, );
= Pokud je m < 0 an je sudé ¢islo, pak jeho Dy = (0, ). [1, s. 89]

Obrazek 2.8: Graf mocninnych funkei s racionalnim exponentem f(x) = Vx2, f(x) = Vx~2,
£ = 55, £ = VS

2.7 Mocninna funkce s iracionalnim exponentem

Je-li exponent a iracionalni ¢islo (a € R\ Q), pak mocninna funkce f(x) = x? je vymezena
pomoci logaritmické a exponencialni funkce jako f(x) = x® = e®!"*_ Vlastnosti této funkce
jsou: pokud je a > 0 pak je funkce rostouci a pokud je a < 0 pak je funkce klesajici.

Jeji Df = R* ajeji Hr = R*. Naintervalu (0, ) plati vztah: x* = e4'"* x € R*, a € R.

[1, s. 89]
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Obréazek 2.9: Graf mocninnych funkci s iracionalnim exponentem f (x) = e?!"*

af(x) = g 2Inx

Pravidla pro nerovnosti:
»Véta 2.1. Necht’ x,y € R*, a, b € R. Potom plati
o x%>0;
e Jelix<y,a>0,pakx?®<y%
e Jelix<y,a<0,pakx®* > y%;
e Je-lix>1,a<b,pak x* < x?;

e Je-lix <1,a<b,pakx® > xP. [1,s.90]

Zakladni pravidla pro pocitani s mocninnymi funkcemi:

,Véta 2.2. Necht' x,y € R*, a,b € R. Potom plati

a a
@& = (xv)¢ X _ (f)
ye=(xy) =G
x%xP = xatP X = yab x4 == (x®)P = x® .« [1,s. 90]
5 = “IL,s.

,Véta 2.3. Necht’ x,y € R*, m,n € N, m,n = 2. Potom plati
n n n n|x Nx nr n k mn mn
Yy = . - = — = EZ =
N x Vx -3y \/; n= Vx (\/x) Kk v VX Vx

(%)” = Vx™ = x.“[1,s. 90]
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2.8 Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce se Casto studuje spolu s mocninnymi funkcemi. Kvadraticka funkce je
kazda funkce, kterd je zad4na ve tvaru y = ax? + bx + ¢, kde a € R\ {0}, b,c € R.

ax? je kvadraticky ¢len

bx je linedrni ¢len

c je absolutni ¢len

Grafem kvadratické funkce je parabola.

1. Mame kvadratickou funkci ve tvaru y = ax? + bx + ¢ kde a € R\ {0}, b, ¢ € R. Jeji
e a>0
2
Jeji Hp = <c — Z—a,OO). Tato funkce je rostouci v intervalu <—%,00) a je klesajici

. b . . . , ,
v intervalu (—00,—;>. Jeji dalsi vlastnost je omezenost zdola, ale neni omezena

N b, ..
shora. V bodgé x = — > Md minimum.

5

Obrazek 2.10: Graf kvadratickych funkci f(x) = 2x? + 3x + 3, f(x) = 2x? — 3x + 3,
f(x) =2x>+3x—3, f(x) =2x>—3x—3
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a<0

Jeji Hy = ( o

) . b\ . o,
—00,C — —>. Tato funkce je rostouci v intervalu (—oo, — Z> a je klesajici

Vv intervalu <— ot ). Jeji dalsi vlastnost je omezenost shora, ale neni omezena zdola.

. b, )
V bodé x = — ~o Ma maximum.

y
1s
i o \._.. r
."JlJ / tz'.
.'llll / 'tlllll
| I'.
3 |2 -1[ "-|1 AR

f "

| A 27
| "I- _-3 I|

j N

Obrazek 2.11: Graf kvadratickych funkci f(x) = —2x% + 3x + 3, f(x) = —2x? — 3x + 3,
f(x) =—=2x*+3x -3, f(x) = —2x* —3x — 3

a vlastnosti této funkce je sudost.
a>0

2. Pokud mame kvadratickou funkci ve tvaru y = ax?, kde a € R\ {0}, pak jeji Dy = R

Jeji Hf = (0, o). Tato funkce je klesajici na intervalu (—oo, 0) a rostouci na intervalu

(0, ). Dalsi vlastnosti je, Ze je zdola omezena a neni shora omezena. V bod¢ 0 ma
ostré minimum.
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Obrazek 2.12: Graf kvadratickych funkci f(x) = 2x2, f(x) = 3x2, f(x) = 4x?, f(x) = 5x?

e a<o0
Jeji Hf = (—,0). Tato funkce je rostouci na intervalu (—oo,0) a klesajici na
intervalu (0, o). Dalsi vlastnosti je, Ze je shora omezena a neni zdola omezena.

V bodé€ 0 ma ostré maximum.

Obrazek 2.13: Graf kvadratickych funkci f(x) = —2x?, f(x) = —3x?, f(x) — 4x?,
f(x) = —5x*

3. Pokud mame kvadratickou funkci ve tvaru y = ax? + bx, kde a € R\ {0}, b € R,

pak jeji Df = R.
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e a>0

. —p2 ) , . ~b o
Jeji Hf = L,OO). Tato funkce je rostouci na intervalu (—,o00) a klesajici na
f 4a 2a

intervalu(—OO, %) Dalsi vlastnosti je, Ze je zdola omezena a neni shora omezena.
y
5
4
3

Obrazek 2.14: Graf kvadratickych funkci f(x) = 2x? + 5x, f(x) = 2x? — 5x,
f(x) =3x% + 2x, f(x) = 3x% — 2x

e a<o
. —b? . , . -b _
e Jeji Hf = (—00,i . Tato funkce je rostouci na intervalu | —oo,—) a klesajici na
f 4a 2a

. -b . L , , ,
intervalu (Z’ 00). Dalsi vlastnosti je, Ze je shora omezena a neni zdola omezena.
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Obrazek 2.15: Graf kvadratickych funkci f(x) = —2x% + 5x, f(x) = —2x* — 5x,
f(x) = =3x% + 2x, f(x) = —3x% — 2x
Poznamka 2.1: V tomto specialnim ptipadé mizeme lehce urcit x-ové souradnice

prasecikt grafu s 0sou x.

4. Pokud méame kvadratickou funkci ve tvaru y = ax? + ¢, kde a € R\ {0}, ¢ € R pak

se tato funkce nazyva ryze kvadraticka funkce. Jeji Dy = R.

e a>0

Jeji He = (c, ). Tato funkce je klesajici na intervalu (—oo, 0) a rostouci na intervalu

(0, ). Dalsi vlastnosti je, ze je zdola omezena a neni shora omezena.
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Obrazek 2.16: Graf kvadratickych funkei f(x) = 5x% + 3, f(x) = 5x% — 3,
fx) =2x?+2, f(x) =2x% -2

e a<o0
Jeji Hf = (—oo,c). Tato funkce je rostouci na intervalu (—oo,0) a klesajici na

intervalu (0, o). Dalsi vlastnosti je, Ze je shora omezena a neni zdola omezena.

¥
5

4

Obrazek 2.17: Graf kvadratickych funkei f(x) = —5x2 + 3, f(x) = —5x% — 3,
fx) = —2x*+2,f(x) = —2x% -2
28



Poznamka 2.2: V tomto specidlnim piipadé¢ mizeme lehce urcit x-ové soutadnice

prusecikn grafu s osou x. Pokud je %C >0, pak x; , = $\/§.

Kvadratické funkce s absolutni hodnotou
Pokud mame napt. funkci f(x) = |x? — 4x + 2|, pak tato funkce bude vypadat
stejné jako kvadratickd funkce bez absolutni hodnoty az na to, Ze tu ¢ast, kterd je pod

0Sou x, piekreslime v osové soumérnosti s 0SoU x nad osu x.

y
2

4

Obrazek 2.18: Graf kvadratické funkce bez absolutni hodnoty a funkce s absolutni hodnotou

fxX)=x*—4x+2af(x) = |x*—4x + 2|

Pokud méame napt. funkci f(x) = x? — 4|x| + 2, pak pro |x| najdeme nulové body,
tj. x = 0.

a)x €(0,00) = |x| =x

b) x € (—,0) = |x| = —x

Nyni obé |x| dosadime do funkce f(x) = x? — 4|x| + 2 (budou dvé& funkce) a nyni
pokrac¢ujeme dal jako u normalni kvadratické funkce. Nakonec udélame sjednoceni

téchto dvou funkeci.
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Obrazek 2.19: Graf kvadratické funkce s absolutni hodnotou f(x) = x? — 4|x| + 2

Uvedli jsme si vSechny mozZné typy mocninnych a kvadratickych funkeci. Na zavér této
kapitoly bych shrnula vlivy koeficientd.

Vliv koeficientu a:
e pokud mame kladny koeficient a, pak je graf kvadratické funkce ,,otevien* nahoru
(z toho plyne, ze je funkce zdola omezena neboli konvexni).
e pokud mame zaporny koeficient a, pak je graf kvadratické funkce ,,otevien* dolt
(z toho plyne, Ze je funkce shora omezena neboli konkavni).
Je-li 0 <a <1, pak je parabola vice rozeviena. Je-li a > 1, pak je parabola vice
piimknuta ke své ose. Z toho plyne, Ze s rostouci absolutni hodnotou koeficientu a se
bude parabola vice pfimykat ke své ose.
Vliv koeficientu b:
e Parametr b ovliviiuje soutadnice vrcholu paraboly. Je-li koeficient b roven nule,
pak vrchol paraboly bude leZet na ose y.
Vliv koeficientu c:
e Parametr ¢ ovliviluje y-ovou soufadnici. Graf funkce protind osou y Vv bod¢ y-ové
soufadnice rovné koeficientu c.
Spole¢ny vliv koeficienti a, b mizeme shrnout takto: Pokud maji koeficienty a, b stejné

znaménka, pak vrchol paraboly lezi vlevo od osy y a pokud maji znaménka rtizné, pak lezi

vpravo od osy y.
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Vypocet souradnic vrcholu:
Soufadnice vrcholu paraboly oznacujeme V = [X,, yo]. Vypocet soufadnic vrcholu se provadi

pomoci doplnéni na étverec. Funkci y = ax? + bx + ¢ vyjadiime ve tvaru

2+ bx+c= (2+b +C)— 2+2b +b2 + c_ b =
ax X c=al|lx ax . =qal\x zax 4612 a . 4612 =

_ 2 _Z _ )2
=a (x + a) +c ia a(x —xg)* + yo.

Vypocet prisecikii s 0SOU x:
—b+VD
2a '’

V4 pokud D = 0, pak xo = 22 Hodnotu v,

PriseCiky vypocitdme pomoci vzorecku: x; , = kde D = b? — 4ac (kde D se nazyva

diskriminant), pak z toho plyne x;, =

zjistime dosazenim hodnoty x, do funkce.

[6]
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Kapitola 3

Mocninné rady

Mocninné tfady jsou nejjednodussim specidlnim piipadem funkénich fad. Jsou to funkéni

fady, jejichz ¢leny jsou mocninné funkce.

Definice 3.1. Bud’ {a,}5-, posloupnost realnych ¢isel, x, libovolné realné ¢islo. Mocninnou

Fadou se stiedem v bod¢ x, a koeficienty a,, rozumime fadu funkci tvaru

(0]

ap+ a,(x +x9) + a,(x +x0)% + -+ a,(x + x)* + - = z a, (x + xo)™

n=0

[7,s. 85]

,»Véta 3.1. Necht’ }; a,x™ je mocninna fada a necht’ a = lim supm.

Je-li a =0, pak fada absolutné¢ konverguje pro vSechny x € R - fikame, ze tada vzdy
konverguje.

Je-li a = oo, pak fada diverguje pro vSechna x # 0 - fikame, ze fada vzdy diverguje.

Je-li 0 < a < oo, pak fada absolutné konverguje pro |x| < % a diverguje pro |x| > 2.“

[7, s. 86]

Pokud 0 < a < oo, pak polomér konvergence je Cislo r = % a konvergencni interval je
interval (—r, 7). Musime vySetfit zvlast chovani fady v krajnich bodech, jelikoz zavisi na
tvaru mocninné fady. U mocninné fady, ktera vzdy nediverguje, je oborem konvergence
konvergencni interval s piipadnymi jeho krajnimi body, v pfipadé Ze v nich fada konverguje.

Pokud fada ), a,x™ vzdy konverguje (a = 0), pak jeji polomér konvergence je r = o
a jeji konvergen¢ni interval je (—oo, ).

Pokud fada ), a,x™ vzdy diverguje (a = o), pak jeji polomér konvergence je r = 0.
[7,s. 86]

wPoznamka 3.1. Existuje-li lim%/|a,| = a, pak m4 mocninna fada Y a,x"™ polomér
konvergence
1

lim%y/|a,|
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(pfitom klademe r = oo, je-lia = 0,ar = 0, je-lia = ). [7, s. 86]

Vlastnosti a soucet mocninné rady
,Véta 3.2. Necht’ r > 0 je polomér konvergence mocninné fady ), a,x™. Pak tato fada

stejnomérné konverguje na kazdém uzavieném podintervalu [—p, p] intervalu (—r, 7).

[7, s. 93]

,Diusledek 3.1. Necht’ mocninna fada ) a,x™ ma polomér konvergence r > 0. Pak soucet

této fady je spojita funkce na intervalu (=7, 7). [7, s. 93]

,Dusledek 3.2. Necht mocninna fada )] a,x™ ma polomér konvergence r > 0. Pak pro

vSechna x € (—r, 1) plati

+1

x [ X x o x™
£ dt=Zf trdt= ) ,
'[;) Zan Oan ann+1
n n=0 n=0

=0

pfi¢emZ mocninna fada na pravé strané ma stejny polomér konvergence r.* [7, S. 93-94]

,Diusledek 3.3. Necht’ mocninna fada ) a,x™ ma polomér konvergence r > 0. Pak pro

libovolny interval [a, b] c (—r, 1) plati

b o oo b oo an o) an
j E a,x" |dx = E J a,x"dx = E —n _pn+l _ E T gntl o
a a n+1 n+1
n=0 n=0 n=0 n=0

[7, s. 94]

,Diusledek 3.4. Necht mocninna fada ), a,x™ ma polomér konvergence r > 0. Pak pro

vSechna x € (—r,r) plati

(i anx”> T = i(anx”)’ =

n=1

o0
na,x"1,
n=1

pfiéemz mocninna fada na pravé strané ma opét polomér konvergence 7.« [7, S. 95]
., Véta 3.3. (Abelova). Necht’ mocninna fada ) a,,x™ ma polomér konvergence r, kde

0 <r < oo anecht je vbodé¢ x = r tato fada konvergentni. Pak soucet s(x) této fady je

funkce zleva spojita v bodé r, tj. plati lim s(x) = Y a,r™.“[7,s. 96]
X-1r—
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3.1 Taylorova a Maclaurinova rada

Definice 3.2. Necht' funkce f ma vbodé x, derivace vSech fadi. Mocninnou fadu

o) f(n)xo (

n=0—— (X = Xo)" nazyvame Taylorovou radou funkce f v bod¢ x,.

(m)
Je-li x, = 0, mluvime 0 Maclaurinové rade, ktera je tedy tvaru Z;‘f’zofT(o)xn. [7,s.98]

,»Véta 3.4. Necht funkce f ma v n¢jakém bod¢ x, derivace vSech rada. Pak plati

)
Fo =Y L) sy

n=0

na intervalu I obsahujicim bod x, pravé tehdy, kdyz pro posloupnost {R,,(x)} Taylorovych
zbytkd plati lim R, (x) = 0 pro vSechna x € 1. [7, s. 99]
n-oo

,Véta 3.5. Necht' funkce f ma na otevieném intervalu I derivace vSech fadu a necht
posloupnost { f (”)} je stejnomérné ohranicena na I. Pak Taylorova fada funkce f v libovolném

bodé¢ x, € I konverguje nal Kk f, tj. plati

N fMxq «
z n' (x —xo)™.
n=0 '

[7, s. 99]

Rozvoje Maclaurinovych fad elementarnich funkci

x x? x™ oox"
SRR TRE TRk —
n=0
X3 2n+1 i x2n+1
" 1" Z_ n
sinx = x 3'+ + (= )(2 +1)' ( )(2 D!
n=0
X2
- n _ n
cosx =1 2'+ -+ (1) (2 )' Z( 1) (2 )
X2
ln(1+x)—x—7+ + (- 1)"+1 Z( 1)n+1
a_ Nyt oot (M) m _Z A n
(1+x) —1+(1)x+ +(n)x + = 0(")x
n=

kde a € R a ¢islo
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(a) B a(a—1)(a—-2)..(a—n—-1)
n n!
je binomicky koeficient. [7, s. 100]

3.2 Uziti mocninnych rad
Nyni si ukdzeme nékteré vyuziti mocninnych fad. Patii sem napt. ptiblizny vypocet funkénich
hodnot, vypocet limit, piiblizny vypocet integrali, feSeni diferencialnich rovnic a uréovani

funk¢nich hodnot logaritma.

3.2.1 Ptiblizny vypocet funkénich hodnot
Pro tento vypocet je Casto pozadovana velikost chyby, s jakou mé byt tato hodnota pftiblizné
urcena. Pro jeji odhad vyuzijeme tyto dvé véty:
,Véta 3.6. Necht’ {a,, }n-, je rostouci posloupnost kladnych ¢isel takova, Ze lim a,, = 0.
Pak pro zbytek po n-tém ¢lenu R,, alternujici fady Y.(—1)" 1a,, plati
|Rn| < anyy”

[7, s. 64]

,»Véta 3.7. Necht }; a,, je ¢iselna fada, pro kterou plati

Apt1

<q < 1lprovschnan € N."

an

Pak pro zbytek R,, této fady plati
q n
Rl < gl 77—

[7, s. 64-65]

V ptikladech, ve kterych budeme urcovat ptibliznou hodnotu funkce f(x) pomoci prvnich n
¢lentd ptislusného rozvoje dané funkce, budeme mit na mysli prvnich n nenulovych clenii

tohoto rozvoje. [7, s. 113]

»PFiklad 3.1. Pomoci prvnich n ¢lent urcete pribliznou hodnotu vyrazi:
a)ve (n=5)
b) (1,1)*? (n=3)

N~ , v . v , 1
Reseni: a) Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce e*, kam dosadime za x = 5 an =25,

a obdrzime
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Ve = %*1+1+ ! (1)2+ ! (1)3+ 1 (1)4;165
e=er= 27T g) Ta\2) Tat\z) T

b) PouZijeme Maclaurinovu fadu mocninné funkce (1 + x)% kam dosadime x = 0,1,
a = 1,2, n = 3 adostaneme

1,2-0,2

QDY =1+12-01+ (0,1)2 =1,12."

[7,s. 113]

3.2.2 Uréovani funkénich hodnot logaritmu

U vypoctu logaritmi je nékdy dobré pouzit rozvoj funkce In i—i

X3 X5 x2n+1
1 — P —_— coe voe , <1_
n <x+3+5+ to 1T ) | x|

[7,s. 117]

,»PFiklad 3.2. Kolik ¢lent rozvoje nésledujicich funkci je tteba vzit, abychom urcili ¢islo In 2
s chybou mensi nez 10~°:

a) In(1 + x)

b) In =,

Reseni: a) Chyba je |R,| < # Mame-li proto uréit &islo In 2 s chybou mensi nez 107>,
musi byt |R,| < ﬁ < 1073, tj. je tfeba se¢ist 100 000 Elent této Fady.

. " L1 v L 1
b) Nejprve ur¢ime hodnotu x, pro kterou je ﬁ = 2. Pfimym vypoctem dostaneme x = 3apo
x2n+1

2n+1

3 5
dosazeni do lng =2 (x + x? + x? + -+ + ), |x| < 1. dostaneme

m2=2(3+e2(3) +1-(3) +
Ne=21373'3) 53 '

Pro odhad chyby R,, v fadé na pravé stran¢ rovnosti pouzijeme vétu 3.6, podle niz

Apt1

q -
|Rn| < |an|m <10 5,kde

<qg<l1

a?’l
Urceme q, V zavislosti na hodnoté x:

Apyr  2x2™F3 2n+1 ,2n+1 -2 cN
= = - =x <x ron € N.
O a, 2n+3 2x2nt1 2n+3 P

2
1 , 1 c e ;o x o~ . . «
Prox = 3 dostavame q = (5) . Numerickym vypoctem ovéfime, Ze pro n = 4 je splnéno
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9

7\’ 109
Re|<=-(=) -=-2=1,41-10"% < 1075.
5 3/ 9 8

Proto v tomto piipadé staci vzit k vypoctu In 2 prvnich pét nenulovych ¢lent, tj.

m2=2(Re b (@) 42 ) 42 () 1 (2)) = osonr
e=e373°3) T5°\3) T7\3) ToT\z) )T

[7,s. 117-118]

3.2.3 Vypocet limit
Pti vypoctu limit se nejcastéji vyuzivaji elementarni zptuisoby vypoctu nebo 1"Hospitalovo

pravidlo. K vypoétu nékterych limit 1ze nékdy pouzit mocninné fady. [7, s. 118]

»PFiklad 3.3. Urcete nasledujici limity:

a) lim Vitx  Vi—x
x—>0 X X

b) lim 2(tg x—sinx)—x3

x—0 x5

ReSeni: a) K vyjadieni odmocnin pouzijeme binomicky rozvoj funkei V1 +x a Y1 —x .

Dostaneme

CV1+x V1-—x
lim — =
x—0 X X

1 11, 11,
=tim|(145x-gxt 4 ) - (1-5x g2+ )| =
5
6

Y 1(5 1 L. )—l' (5 1 L >_
limg* ~72*° ~xSo\e " 72" -

b) Pouzijeme Maclaurinovy rozvoje funkei tan x, sin x a dostaneme

~ 2(tanx — sinx) — x3
lim =

x—0 x5
' 2[(x+%x +125 +277,2 x7 4+ ) (x—%x3+%x5—%x7+---)]—x3
= lim z =
x—0 X
O R
_xl—rng(LLx 7 ) 4

[7,s. 118-120]

3.2.4 Priblizny vypocet integrali
Integrovat Ize, jestlize mame primitivni funkce (elementarni neboli kone¢ného tvaru). Ty jdou

vyjadtit pomoci zakladnich elementarnich funkci (raciondlni, exponencialni, goniometrické

37



a cyklometrické), pomoci algebraickych operaci a skladani v kone¢ném poctu.
Zde si ukdzeme, Ze lze integrovat nckteré funkce (ty které nejdou vyjadiit pomoci

elementarnich funkci), které se nazyvaji vyssi transcendentni funkce pomoci mocninnych fad.

[7, s. 120]

,PFiklad 3.4. a) Pomoci prvnich tfi nenulovych &lent pfiblizné vypoctete [ 01 e~ dx

a odhadnéte chybu.

1

e A4 i vne (5 d
b) S chybou mensi nez 10™* ptiblizné vypodtéte 021:; -

ReSeni: a) Maclaurin@v rozvoj funkce e ™*° vypada takto:
e‘xz=1—x2+x—4——6+---+(—1)”ﬂ+--- x €R
2! 3! n! ' '

Odtud integraci, pficemz fadu na pravé strané integrujeme ¢len po ¢lenu, dostaneme

X 5 x3 xS x27’l+1
-t dt — —_ e _1 n________ .o,
joe et TV Tt

Kde x € R. Ur¢ity integral 1ze pak vyjadtit fadou
fle—xzdx =1 _1+L_L+ e (_1)11—_'_ “e,
0 3 5-21 7-3! 2Zn+1)-n!
coz je alternujici ¢iselna fada s klesajicimi ¢leny. Pro ni plati, Ze velikost chyby pfi souctu

prvnich tii ¢lenti je mensi nez absolutni hodnota ¢tvrtého ¢lenu.

|Rs| < ! —1<0024
307,317 42 -0

Ptiblizn4 hodnota integralu [ 01 e dx =1- % + % = 0,77 je ur¢ena chybou mensi nez 0,03.
1

1+x4

! =1—-x*+x®+ -+ (D" 2"+, x| <1
1+ x* ' '

odkud integraci plyne

b) Integrovanou funkci vyjadiime mocninnou fadou

1

1
x5 x9 x13 x4-n+1 2
— + .-

5 ()
9 \2 13
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Jedna se o alternujici ¢iselnou fadu a podle zaddni ma byt chyba mensi nez 10™%. Pron = 3

plati |R;| < 11—3(%)13 =9,39-107°% < 107*, proto staci secist prvni tii ¢leny. Hledana
hodnota je

1 9
+5- (E) = 0,4940."

[7,s. 120-121]

3.2.5 ReSeni diferencialnich rovnic pomoci mocninnych iad
Jak jiz vyplyva z nazvu, jednd se o feSeni diferencialnich rovnic pomoci mocninnych fad ve

tvaru y = Yoo @y (x — x¢)™ definované v okoli bodu x = x,. [7, s. 123]

. Piiklad 3.4. Reste diferencilni rovnice pomoci mocninné fady:

Q) y +y=0

b) y +kxy=0.
Reseni: Obecné feseni obou rovnic hledame ve tvaru y = ag + a;x + -+ + a,x™ + ---.
Pak pro derivace této funkce plati

y =a; +2a,x + 3a3x? ... + na,x"" + -
y =2a,+2azx + - +nn—1)a,x" 2+ -
a) Dosazenim zay,y do diferencialni rovnice dostdvame
2a; + 3 2a3x + -+ n(n—Dax™ 2+ +ag+ax+ -+ apx™+ - =0,

tj. sectenim koeficientd u stejnych clenti

(2a, + ag) + 3+ 2az + ay)x + -+ (n(n— Va, + a,_)x" 2+ =0.

an-—2

nn-1)’

z predchozich krokil. Z uvedenych vztaht je vidét, Ze presné urCeni koeficientl a,, zavisi na

Odtud plyne n(n—1a, +a,_, =0, tj. a, = kde a,_, je rekurentné urceno

volbé ay, a,. Uvazujme dva piipady:

1. Je-li ag = 0, pak a,, = 0, tj. v fad¢ se vyskytuji pouze liché ¢leny. Pro a; € R libovolné

dostaneme
Arn—1 a,
= — T cee — —1 n—
Gant1 = "o o+ 1) AT
a feSeni rovnice je
x3 2n+1
y=a (x —§+ e (—1)nm+ > = aq sin x.

39



2. Je-lia; =0, pak a,,+1 = 0, tj. v fadé se vyskytuji pouze sudé ¢leny. Pro a, € R libovolné
je
Qo

___Pn—2 o qyn
=(-1) )t

= T on—1)

t.

xz x2n
_ 4 (—1)" e | =
y =ag <1 o1 + -+ (-1) (2n)!+ )-aocosx.

Poznamenejme, ze je-li ag = a; =0, tj. a,, = 0 pro vSechna n, pak feSeni y = 0, coz je
obsazeno v piedchozich ptipadech.

Dohromady je obecné feSeni y = ay cosx + a, sinx, ag,a; € R

b) Postupujeme podobné. Po dosazeni do rovnice za y,y dostavame

(00} co
Z n(n— Da,x" % + kxz a, x™ =0,
n=2 n=0

po Upravé
2a; + -+ nn—Dax™ % + -+ k(agx + ayx? + -+ ap_3x™ % +--) =0.

n-—2

Odtud a, = 0 a porovnanim koeficientli u mocniny x™~* muzeme urcit rekurentni vztah pro

a,:
K
nn—1a,+ka,_ 3=0=a, = D) -3 pron = 34,
Proa, = as = --- = 0 a ay, a; volime libovolné. Dostaneme tyto ptipady:
i ; : _ _k kL,

Je-li a;, € R libovolné, pak a; = 2o, Qg = —_-03 = 0o atd.
Je-li a; € R libovolné, pak a, = —<aq, a; = — —a, = ——a, atd

1 ovolne, pak a, = 12 o A7 = 76 a, = 12-42 1 .

Dohromady obecné feSeni 1ze vyjadiit ve tvaru

k 3 k 6 k 4 k 7 n
a=a0(1—gx +@x +---)+a1<x—ﬁx +12_42x +>

[7, s. 123-124]
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Kapitola 4

Priklady

Prvnich osm pfikladi je zaméfeno na mocninné (kvadratické) funkce. Tyto piiklady se
pocitaji na stfednich Skolach. Prvni dva pfiklady jsou piiklady na extrémy, ale na stfednich
Skolach se pocitaji pomoci kvadratické funkce. VSechny ptiklady na funkce jsem vymyslela
sama, ale u prvnich dvou jsem se fidila feSenim pomoci u¢ebnice [8]. Ostatni ptiklady jsou
zaméfeny na mocninné fady. Tyto pfiklady se pocitaji na vysokych Skolach. Ptiklad 4.9 je
zaméten na obor konvergence. Piiklady 4.10 a 4.11 jsou zaméfené na piiblizny vypocet
funkénich hodnot. Ptiklad 4.12 je zaméfen na urcovani funkénich hodnot logaritmu. Ptiklad
4.13 je na limity. Ptiklady 4.14 a 4.15 jsou zaméteny na pfiblizny vypocet integrall a ptiklad
4.16 se tyka teSeni diferencialnich rovnic pomoci mocninnych fad. U ptikladu 4.9 jsem vzala

zadani z ucebnice [7], ale piiklad jsem fesila sama.

Piiklad 4.1 Pan Novék si vzpomnél, Ze ma doma jest¢ 24 metrii pletiva. Pfemyslel, Ze by
oplotil &ast svého pozemku a koupil si par krocand. Zije v rodinném domé a za nim ma

velkou zahradu. Chtél by zjistit rozmér vybéhu s jeho nejvétsim obsahem.

rodinny dam

24-2x

Obrazek 4.1: Rodinny dim s vybéhem Obrazek 4.2: Ptiklad oploceni vyb&hu

ReSeni: Délky jednotlivych stran pravouhelniku nezname, ale vime, Ze délky boénich stran
jsou stejné (x) metru a posledni strana tedy bude (24 — 2x) metrii. Obsah zapiSeme jako

S = (24 — 2x) - x. Déale z toho vyplyva, ze x € (0,12).

Vypocitame hodnotu obsahu, pokud dosadime za x jednotlivé ¢isla z intervalu (0,12). Pro

0 a 12 pocitat nemusime, protoze do tohoto intervalu nepati.
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X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
S 22 40 54 64 70 72 70 64 54 40 22
Tabulka 4.1

V tabulce vidime, Ze hodnoty obsahu napted stoupaji a pak zase klesaji. Abychom zjistili

nejvetsi hodnotu vyrazu S, zakreslime si tabulku do osy soufadnic.

80
70
60
50
40
30
20
10

0
0 2 4 6 8 10 12

Obrazek 4.3: Bodovy graf funkce f(x) = (24 — 2x) - x

Podle obrazku 4.3 vyplyva, Ze nejvyssi hodnota bude pro x = 6.
Ted’ zkontrolujeme, jestli je tomu opravdu tak. Doplnime vyraz (24 — 2x) - x na druhou
mocninu dvoj¢lenu.
(24 —2x)x = =2(x? —12x) = —2(x? =2 6-x + 6% — 62) =
=—-2(x*—-12x+6%)+2-6%2=-2(x—6)? + 72.
Vyraz —2(x — 6)? + 72 ma nejvétsi hodnotu pro x = 6, to je 72.
Zavér: Pan Novak by si mél oplotit vybéh s bocnimi stranami o délkach 6 metr a treti

stranou o délce 12 metru.

Priklad 4.2 Pokud je Kuba dole pod balkénem vysokym 43 metrt, na kterém stoji Alenka

a chce hodit néjakou véc s hustotou g = 10 m.s~2, mize tam Kuba dohodit? Bude héazet

pocateéni rychlosti v = 30 m.s™ 1.
ReSeni: Musime zjistit, jak vysoko viibec miize dohodit. PouZijeme vzoreek s = vt — %tz.

Do tohoto vzorecku dosadime zndmé hodnoty.
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10
s=30t——t?>=5t(6-1t)

2
Do tabulky zapiSeme hodnoty a zjistime pro které ¢islo s je hodnota nejvyssi.
X 1 2 3 4 5 6
s 25 40 45 40 25 0
Tabulka 4.2

Z tabulky vidime, zZe jako v pfedchozim ptikladu i zde stoupaji hodnoty a pak klesaji.

Zakreslime si je jeSté do grafu.

Hodnoty osy Y

50
45
40
35
30
25
20
15
10

5

0
0 1 2 3 4 5 6 7

Obrazek 4.4: Bodovy graf funkce f(x) = 5t(6 —t)

Z grafu vyplyva, Ze nejvyssi hodnota je 45 pro x = 3. Ovéfime si to doplnénim vyrazu
5t(6 — t) na druhou mocninu dvoj¢lenu.
5t(6—t) = —5(t?> —6t) = —5(t> — 6t + 32 —32) = —5(t? —6t +3%)+5-3%2 =
= —5(t — 3)% + 45.
Vyraz —5(x — 3)? + 45 ma nejvétsi hodnotu pro x = 3, to je 45.
Zavér: Balkon je ve vysce 43 metrli a Kuba mlize maximalné dohodit 45 metrt do vysky.

Kuba muZe dohodit na balkon.

Priklad 4.3 Je zadana funkce f(x) = x% + 3x + 3. Zakreslete hodnoty pro f(x) do tabulky.

Zjistéte souradnice prasecikd s osou x, vrcholu paraboly (pokud je to parabola), zakreslete

graf, urcete jeji definiéni obor, obor hodnot a uréete vlastnosti funkce.
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ReSeni:

x -3 -2 -1 0 1 2 3
f0) 1,25 -0,75 -0,75 1,25 5,25 11,25 19,25
Tabulka 4.3

Priseciky s osou x:

243 +5—0
X X 4—

Vypocitadme diskriminant podle vzorecku

D = b? — 4ac

D=4
iz ) —-b+VD
Vypocitame X1, X, X1, = s
-3+4
X =

1,2 2
1 5
x1 = -0 xz = —=

o0 i . 1 5
Praseciky s osou x jsou [— 7 E]'

Soufadnice vrcholu:

5 1 1
x2+3x+Z=Z(4x2+12x+5)=Z(4x2+2-2x-3+32—32+5)=

1 1
Z[(4x2+4x-3+32)—32+5]=Z(4x2+12x+9)—1=
2

—<2+3 +9) 1—( +3> 1
=X X 4 =X ) .

Soutadnice vrcholu jsou: V = [— %, —1]
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Graf:

Obrazek 4.5: Graf funkce f(x) = x? + 3x +§

Dy = (—o0,00) a Hf = (=1, 00).
Vlastnosti: Funkce je klesajici na intervalu (—oo, — % > a rostouci na intervalu <— % ,00).

, . 3, ..
Je zdola omezena. V bodé — 5 Ma minimum.

Piiklad 4.4 Urcete ptedpis kvadratické funkce, jestlize vime, ze soufadnice vrcholu
V = [—1,3] a prochazi bodem [1,1].
Reseni: Nakreslime si soustavu soufadnic, ve které si udélame kiizky s body, které zname,

a podle nich si naértneme graf.

Obrazek 4.6: Graf funkce f(x) = — % (x+1)?2%+3

Nyni si zapiSeme funkci: f(x) = A(x + 1)? + 3. Hodnoty této funkce jsme vzali z
V =[-13].
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Hodnotu koeficientu A miZzeme dopoditat, jelikoZ vime, Ze funkce prochazi bodem [1,1].

Bod musi vyhovovat predpisu 1 = A(1 + 1)? + 3.

1
—2=A-2=A=-3

Konecény predpis funkce bude vypadat f(x) = — % (x + 1)% + 3.

Piiklad 4.5 Urcete predpis kvadratické funkce, pro kterou plati: Hy = (—o0, 2),

f@2)=f(0) = -4

Reseni: Napiseme si piedpis funkce f(x) = A(x — B) + C.

Podle Hy = (—oo, 2) bude mit hledana funkce maximum v bod¢€ 2 a bude mit konkavni tvar.

Ze zapisu f(2) = f(0) = —4 ziskame dva body grafu, protoze oba maji i stejnou y-ovou

hodnotu. MiiZeme urcit 1 x-ovou soufadnici maxima. JelikoZ je parabola osové soumérna

podle svislé piimky, ktera prochazi maximem, bude x-ové soufadnice maxima lezet ve stfedu

mezi x-ovymi soufadnicemi bodu se stejnou y-ovou soufadnici.

Ze soutadnic maxima miizeme vypocitat koeficienty B a C. f(x) = A(x — 1)% + 2.

Koeficient A zjistime dosazenim jednoho ze zadanych bodu [2, —4].

—4=A2-1)*+2 —6=A(1)2 A=-6
y=—6(x—1)%+2.

Sestrojime graf

5

Obrazek 4.7: Graf funkce f(x) = —6(x — 1)2 + 2
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Piiklad 4.6 Vrchol paraboly, ktera je grafem funkce f(x) = 2x? + 4x + 6, lezi na kruznici

se stftedem V pocatku soustavy soufadnic. Jaky ma polomér?

ReSeni: Napied si z funkce f(x) = 2x2 + 4x + 6 zjistime priseéiky s 0S0U x.
2x*+4x+6=0

Napfted upravime: x2 +2x +3 =0

-b+VbZ-4ac

Vypocitame Xq, X, Xy, = a

—2+V22-4-1-3
X1 = > <0
To znamena, Ze pruseciky s 0SOU x Nejsou.
Nyni si vypocitame soutadnice vrcholu:
2x2+4x+6=2(x*+2x+3)=2(x*+2'x-1+12-12+3) =
=2[(x®*+2x+1%)— 124+ 3] =2((x* +2x+ 12) + 2) = 2(x + 1)? + 4.
Soufadnice vrcholu jsou: V = [—1,4].
Dale vime, Ze ¢ = 6 = prilisecik v bodé 6 na ose y.

Narysujeme si kruznici se stfedem S, kterd je ve stiedu osy soufadnic a dotyka se vrcholu

paraboly.

vvvvvv

Jak zjistime polomér? Podle obrazku 4.8 sestrojime trojuhelnik, ktery ma jeden vrchol ve

vrcholu paraboly, druhy vrchol ma v bod¢ -1 a tfeti ve stfedu soustavy soutadnic. Dvé strany
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trojuhelniku se daji snadno spocitat. Tieti stranu trojuhelniku vypocitdme pomoci
Pythagorovy véty: ¢2 = a? + b?
ct=4*+12=17
c=v17
Polomér kruznice je v17.

Priklad 4.7 Je dana kvadratickd funkce f(x) = —2x%—x+ 3. Vypocitejte obsah
trojuhleniku, jehoZz vrcholy jsou pruseciky grafu funkce se soutadnymi osami.
Resfeni: Jako Vv predeslém piikladu zjistime prisediky s osou x a soufadnice vrcholu
kvadratické funkce.

—2x2—x+3=0

-b+VbZ-4ac

Vypocitame Xq, X;: X1, = o

_12/(D2-4-(-2)-3
2T 2-(-2)

3
X1 = 1, X2 = _E
o . 3
Priiseciky s 0sou x jsou [1, -3 ]

Souradnice vrcholu:

2t —xa3=-2(4ax-2) =22 ixa () - (3) -2) -
XmxmeE mA\ X X T T A\ T y* ) T \4) T2) 7

_ 2<2+1 +1> (1)2 3] _ , (2+1 +1) 25\ 2( +1)2+25
-\ T2* T 1e) T \a) T2 T XTXT16) T16) T T\ T : g

Soutadnice vrcholu jsou: V = [— i,%].

Déle vime, Ze ¢ = 3 = prisecik na ose y.
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Obrazek 4.9: Graf funkce f(x) = —2x% — x + 3 a trojuhelnik

Podle obrazku 4.9 narysujeme trojuhelnik. Jeho vrcholy jsou pruseciky grafu paraboly

s osami. V trojuhelniku zname stranu a = 2,5 cm a vySku v = 3 cm. Ze znamého vzorecku

S = %a ' U, Vypocitame obsah trojihelniku.

1
S = 52,5 -3 = 3,75 cm?.

Priklad 4.8 Narysujte grafy téchto funkci

a)fx)=x*—4x+1

b) g(x) = x? — 4|x| + 1.

ReSeni: a) Jako prvni zjistime u grafu f(x) = x? — 4x + 1 prise¢iky s osami:
x2—4x+1=0

—-b+Vb2-4ac
2

Vypocitame x4, X, podle vzorecku: x; , = % kde dosadime znamé hodnoty

44(-4)2-4-1-1
*2 = 21
V12 V12

X1:2+T,X2:2—T.

Priseciky s osou x jsou [2 + X222 —]
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Dale vypocitdme soutadnice vrcholu:
X2 —4x+1=x2-2-2"x+22-224+1=(x—-2)2—-4+1=(x—2)*-3.
Soufadnice vrcholu jsou: V = [2, —3].

Graf funkce:

Obrazek 4.10: Graf funkce f(x) = x% —4x + 1

b) U funkce g(x) = x? — 4|x| + 1 musime napied zjistit nulové body x = 0.
1.x€(0,0)= |x| =x

gi1(x) =x2—4x+1
Vrchol paraboly jiz zname z piedchozi ¢asti piikladu a). V = [2, —3].
Najdeme priseciky s 0sou x tak, ze dosadime za y nulu.

y=0 0=x*—4x+1

_ 44T
X1, X2 = )
V12 V12 V12
X =2+ =2-—— =Py I2+ l 5 = lz-— ol

Najdeme priseciky s osu y tak, ze dosadime za x nulu.
x=0 y=02-4-0+1

y=1=>Py=[0,1]
2. X € (—00,0) = |x]| = —

go(X) =x?+4x+1
Upravime piedpis funkce na druhou mocninu dvojclenu, abychom ziskali vrchol paraboly:

X2 +4x+1=x*>+22x+22-224+1=(x+2)?—-4+1=(x+2)?*-3
V=[-2,-3]
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Najdeme priseciky s osou x:

y=0 0=x?+4x+1

4442 —4-1
X1, X2 = >
V12 V12
== 2= xl_[——zol, xz_l———zol

Najdeme priseciky s osu y:
x=0 y=0*+4-0+1
y=1= P, =[0,1]

Narysujeme si grafy obou funkci do jednoho obrazku a udélame jejich sjednoceni.

y
5

4

Obrazek 4.11: Zde je jiz pouze vysledna funkce g(x) = x% — 4|x| + 1

Priklad 4.9. Urcete polomér a obor konvergence nasledujicich tad.
a) Zn 1n3n 1

2Mn!
b) ZTL 1(211)' Zn

Tl 1

1

ResSeni: a) Xg = 0, a, = ey

) 1 - 3(n+1) oo n+1
lim ——-(n+1)3" = lim ——= = 3 lim =

n—ooon3n-1 n—oo n n-o N
Polomér konvergence r = 3.
3l o1
x =3 z T Z — jedna se o harmonickou radu, ktera diverguje — D
n n

n=1 n=1
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£ =—3 (n;)lnll i( - 1_ Z( 1y 11

n=

Jedna se o Leibnizovo kritérium lim a,, = lim == 0 konveruje — K

n—-oo n-oon

Obor konvergence je (—3,3).

2Mn!
b)x, =0,a, = (2—:)'
y 2"l (2n+2)! i 2"n! (2n+2)(2n+ 1)(2n)!
nbe (2n)! 2% (n+ 1! nbe(2n)! 2%i(n+ Dn!
- 2n+1)(2n+1) )
= D) At l= oo

Piiklad 4.10 Pomoci prvnich n ¢lenli uréete ptibliznou hodnotu vyrazi:

a)e3 (n=25)

b) = (n="7)

¢) (1,3)3 (n = 4)

d) VY513 (n = 2)

e) 3220 (n = 2)

f) sin5 (n =5)

ReSeni: a) Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce e* kam dosadime za x =3 an =25, a
ziskame

32 33 3¢

3 :
=14ty tg+ 7= 16375,

Pokud hodnotu e® zadame do kalkulacky, vyjde ndm e3 = 20,0855. Je to hodné velky rozdil,

proto by bylo leps$i za prvnich n ¢lent dosadit alespori Cislo 7.

" . y ] 1 1

b) Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce e* kam dosadime za x = — san= 7, a ziskame
1 -1

=— =€ 3

Ve

ot () (3 (B 5 () e () 3 (B g o
¢ = 3 3/ 2! 3/ 3! 3/ 4! 3/ 5! 3/ 6/ T

¢) Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce (1 + x)¢ kam dosadime za x = 0,3, n =4 a a = 3,

a ziskame

3 3 3
(1,3 =1+ (1) 0,3+ (2) 0,3% + <3) 0,3% = 2,197.
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d) Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce (1 + x)¢, ale protoze tato fada konverguje pouze na

intervalu (—1,1), musime fadu nejprve upravit.

5 1 1
V513 =3512+1=3/2+1= 29<1+F>:2<1+_>

. i e o : o , 1
V této chvili mlizeme pouzit rozvoj mocninné funkce a po dosazeni za x = .

1 e
a=,a ziskavame

Nelio

\ 1
513 = 2(1 +E)

—2(1+1 ! )—20004
B 9 512/ 7T
e) Vypocet téhle fady je stejny jako u pfedchoziho piikladu. Pouzijeme Maclaurinovu fadu
funkce (1 + x)%, ale protoZe tato fada konverguje pouze na intervalu (—1,1), musime fadu

nejprve upravit.

V220=216+4 =6 +4 = /63 1+ —6 1+ﬁ>

1
Nyni miiZeme pouZit rozvoj mocninné funkce a po dosazeni za x = E’ =2aa= 3

Wl

a ziskavame
1
3

4 1
3\/220=6(1+m) =6(1+—-—> = 6,037.

f) Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce sin x kam dosadime za x = 5an = 5 a dostdvame

53 5% 57 59
Sln5:5—§+§—ﬁ+a:0,0896.

Priklad 4.11 Urcete ptibliznou funkéni hodnotu:
a) sin 36° s chybou mensi nez 10~*

b) asin 0,75 s chybou mensi nez 1073

SR ’ v . . . ’ m_, roos
ResSeni: a) UZijeme Maclaurinovu fadu funkce sin x, kde dosazenim za x = S ziskdvame

31 51
ins=5(5) 3+ (5) g+

Toto je alternujici Ciselnd fada. Podle véty:

,»Véta 4.1. Necht' {a, };-, je rostouci posloupnost kladnych ¢isel takova, ze lim a,, = 0.
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Pak pro zbytek po n-tém ¢lenu R,, alternujici fady Y,(—1)" 'a,, plati
|Rn| < ansy”

[7,s. 64]

Vezmeme-li prvni dva nenulové ¢leny, bude chyba mensi nez tfeti (nenulovy) ¢len rozvoje.

1 ,1m\5 >
— —4
|R2|<§(§) = o <107

Vysledna hodnota je tedy
in36° = (”)31 = 0,587
sin =——|=) == =0,587.
5 \5/ 3!
b) Jelikoz zatim nezndme Maclaurinovu fadu funkce asinx, musime si ji spocitat. Jeji
) 1
derivace je funkce (asinx) = (1 — x%)72 a jeji rozvoj vypada takto

1 1,3, 3-5+Qn-1) ,
Ao 25 Tyt Tt Ty T

pro |x| < 1. Pokud fadu z integrujeme, dostaneme

1 3 S (2n—1! «x
asinx = x + x3+22 5+...=x+z( )
n=1

(asinx) =

2n+1

2.3 215% 2"n 2n+ 1

Pro|x| <1, kde2n—DN'=02n-1)2n—-3) -3 1.
Pro odhad zbytku této fady pouzijeme vétu 3.6, podle které plati

Api1

<qg<l1.

q
IRl < lag] 7 e

n

Urc¢ime napted obecné g, V zavislosti na hodnot¢ x. Plati

CGpyy o @n-DU x2S 2%enl 2n+1
= " T (m+ D! 2n+3 (2n— DI x2nl
2n + 1)?
= x? ( ) < x? pro véechna n € N.

2m+1)(2n+3) —
Proto pro x = 0,75 dostavame q = (0,75)? = 0,5625 a odhad chyby je

0,5625
IRal < I <

-3
~ 05625 <!

Ted se ovéfime, Ze tato nerovnost je splnéna pro n = 2, tj.

1 3
asin 0,75 = 0,75 + Z (0,75)3 + 70 (0,75)° = 0,838.
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Priklad 4.12 Kolik ¢lent rozvoje nasledujicich funkci je tieba vzit, abychom urcili ¢islo In 4
s chybou mensi nez 1073:
a) In(1 + x)
b) In =

1-x
ReSeni: a) Do znamého rozvoje Maclaurinovy fady funkce In(1 + x) dosadime za x = 3.

32 3% 3% 35
In4 = ln(l +3) = 3—74—?—?'*'?—'“.

Dale vime, ze chyba je |R,| < ﬁ Jestlize mame ur¢it &islo In 4 s chybou mensi nez 1073,
musi byt |R,| < ﬁ < 1073, Je potieba segist 1000 ¢lenh této fady. Zde to délat nebudu,

protoze by to trvalo piili§ dlouho.

b) Jako prvni si uréime hodnotu x.

x2n+1

2n+1

3 5
Do vzorecku lni—z =2 (x +x?+x?+ O + ), |x| < 1 dosadime za x =§

a dostavame
5

ma=2(3+ (D) 1) e () 2s
=457/ 375/ 57\5) 7 '
Odhad chyby pocitame stejné¢ jak v Prikladu 3.2

3 3\2
Prox = E dostaneme q = (g) . Pron = 5 dosadime

|R|<(3)11 2.9 .2 371104 < 103
¢ =\5 11 25 16 '

K vypoctu staci vzit prvnich 6 nenulovych ¢leni, tj.
w33 Q1 Q) 3+
5T E) 375576 7T G

Priklad 4.13 Urcete nasledujici limity

9

1+(3>111 = 1,386
9 \5) 11) 7

. Vitx  ¥Yi—=x
a) lim -
x-0 X X

b) lim sinx — cos x
x—0

ReSeni: a) K vyjadieni odmocnin pouZijeme binomicky rozvoj funkei V1 + x a V1 — x.

Na funkci v1 + x pouzijeme Taylorovu vétu:
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,»Véta 4.2. Ma-li funkce f(x) derivace (n + 1)-niho fadu v¢etné v otevieném intervalu /,

pfiemz bod ¢ € I, potom pro kazdy bod x € I existuje takovy bod & mezi x a c, ze plati

' )
ro =@+ L2 w04t L2

(x —c) + R, (x),
kde

£ 1w
R,(x) = m(x — o)t

[9, s. 24]

f(x)=\/1+x=(1+x)% f(0)=1

1

f(0) =3

, 1 1 1 1
f(x) =v1+x=(1+x)f=§(1+x)_5=2 T

1

4/(1+x)3?

2

.1 1 1 3 ) 1
f(x) =§(1+X)2=—Z(1+x)2=— f(())=_Z

TG =14—— 4
AL S TR TR

Na funkci ¥/1 — x pouZijeme zase Taylorovu vétu.

Jako prvni musime za —x = t, dosadime Vit

fr)= Vi+e=0+ t)é f(0)=1

1

fO)=c

f(x)'=5/1+t=(1+t)%=%(1+t)—%= -

1
57 (1 + )4

. 4
f©=-

ST N S PR O
f6) =g (1405 = - (14075 = - —

4
253/ (14 t)°

1
Tx)=1+=-t—

t2 4 -,
5 25-2! *

Zpétky dosadime za t = —x

1 4
Tx)=1—=x—

2 LK)
X gt

CVI+x V1—x
lim — =
x—0 X X

b ) (1B )
= 2* 7 g”* 5 50" -

_ i 1(7 9 24 )_1_ (7 9 N )_7
= 2 x\10”* T 200" = 220\10 " 200” -
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b) Pouzijeme Maclaurinovy rozvoje funkci pro sin x a cos x. Dostaneme

limsinx — cosx =
x—-0

x3 x5 x2  x*

x% x3 x* x5
chl_r)%:_<1_x_g+§—z+§>:—1.

Piiklad 4.14 Pomoci prvnich tif nenulovych ¢lenii piiblizng vypodtéte [ 01 e%dx a odhadnéte
chybu.
~ v , 1 —x3 3 x©€ %2 n x31
Refeni: —=e™ =1—-x>+——=+-+(-D"=—+-, x€ER
e 2! 3! n!

Nyni integract, pfi¢emz fadu na pravé strané integrujeme clen po ¢lenu, dostaneme

fx T (. S ) . S €R
. ¢ X T 7217 1030 Gn+1)-nl @ FER
Urcity integral jde pak vyjadfit fadou
fl gy m -ty L +(-1D)" ! +
T T YT T 1003 Gn+1)-nl "

Toto je alternujici fada s klesajicimi ¢leny. Pro ni plati, Ze pifi souctu prvnich tfi ¢lent je

velikost chyby mensi, neZ je absolutni hodnota ¢tvrtého ¢lenu.

1 1
R.| <——=—<0,017.
IRs] 10-3! 60

Pfibliznéd hodnota integralu fol e 3 dx=1- i + 1—14 = 0,82 je urcena chybou mensi nez
0,02.

5
1—x5 1

x3 x3’

Piiklad 4.15 Vyjadiete mocninnou fadu | Ox

ReSeni: UZijeme binomicky rozvoj funkce (1 + t)%, kde a = =, t = —x® dostaneme pro

ul |-

vSechna x # 0, x € (—1,1).

Vi-x5 1 1 (1+1t 4 L, 36 ) 1]_
x3 x3  x3 5 252! 125 - 3! -
1 1 4 36
— _ .5 10 __ 15 ) = —
3 (1 s tos Y 1zt t ) 1]

1 4 36
— (=54 10 _ 15_|___,>:
x3< 5% 2521 T 125-317
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1 4 36
— a2 a7 " 12
sX t5gX T7ge T

515
Odtud plyne ling ;x — xi3 = 0, a proto Ize integrovanou funkci spojité dodefinovat na
xX—
celé R
Vi—-x5 1
flx) = v a—E x+0
0, x = 0.

K této funkci existuje primitivni funkce, kterou lze pro x € (—1,1) vyjadfit Maclaurinovou

fadou tvaru

fxm
0

1 dt = (-1) x3 4x8 36x13
t3 3 5

37 50-8 750-13

Piiklad 4.16 Reste diferencialni rovnici pomoci mocninné fady: vy~ + xy + 3y = 0
Reseni: Obecné feseni rovnice hledame ve tvaru y = ag + a;x + ayx? + -+ + a,x™ + ---.
Pokud funkci z derivujeme tak ziskame:
y =a, +2a,x + 3azx% + dax® + -+ na x4 e
y =2a,+3-2a3x +4-3a,x% + - +n(n—1Dax™? + .
Dosadime zay, y , y a ziskame
2a, +3-2azx + 4 3a,x% + -+ n(n— Da,x" 2+...+
+ x(a; + 2a,x + 3asx? + 4a,x3 + -+ na,xV 4+ ) +
+ 3(ag + ayx + azx® + -+ ayx™ + ) = 0.
Secteme koeficienty u stejnych Clent a ziskame
(2a, +3ay) + (3-2a3 + 4a;)x + (4-3a, + 5a,)x? + -
+ (n(n— Da, + (n+ Da,_,)x" 2 =0.

Mocninné fada na levé strané musi mit soucet rovny nule pro kazdé x € R.

0 3ag
x": 2a, +3ay =0, a2=—T,
2a4
x: 3-2a; + 4a, =0, a3 = ——
% 43,450, = 0, ay= 2
x . a4 az— ) a4._ 4.3I
(n+Da,_,

x"%nn—VDa, + (n+Da,_, =0, a,= 1)
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Zde je ziejmé, ze urceni koeficientu a,, zavisi na volbé a, a a,. Jelikoz je zadana diferencialni
rovnice linedrni, ur¢ime koeficienty a,, jednak pro dvojici (aga;) = (ao0), jedna pro dvojici
(aolal) = (0,a,). Poté obecné feseni s dvojici (ao,al) zapiseme jako soucet pro dvojice
(ap,0) a (0, ay).

1. Je-li a; =0, pak a,,+; = 0 pro kazdé n. V fad¢ se budou vyskytovat pouze Cleny se

sudymi mocninami x. Pro a, € R libovolné tedy dostdvame koeficienty

__Gnz (D4
Gon == 7 =D 2n)!!

Dosadime-li vSechny koeficienty do piivodni mocninné fady pro funkci y, dostavdme feSeni
rovnice
— 2 4 2n —
Vi =0ap+ax® +asx™ + -+ ayx" +-=

3 5 7 (n+ 1)x2n
= 1——x2 4 6 L (1) —— 4. ).
a"( 25 Y1 2¥ Teaa X Tt gt )

2. Je-li ay = 0, pak a,, = 0 pro kazdé n. V tadé se budou vyskytovat pouze ¢leny se lichymi
mocninami x. Pro a; € R libovolné tedy dostavame koeficienty

Ayn—_1 (n+ 1Da,

Dosadime-li vSechny koeficienty do piivodni mocninné fady pro funkci y, dostavdme feSeni

rovnice

Vo = A1 X + a3x3 + a5x5 + -+ a2n+1x2n+1 4=

1 1 4 (n + 1)x2nt1
= X3 S T — - 4.
_a1<x 3x +5x 7_5x + -+ (=" 20l
Obecn¢ feseni zadané diferencialni rovnice je ve tvaru
3 5 7 (n+ 1)x?n
= 1——x2 4 _ 6 (=1 — 4 ...
Y a°< 2 v Tzt T O TG >+

1 1 4 (n + 1)x?n*+1
3 L S 7 — -~ 2 ..
+a1<x 37X +5x T + -+ (D" 2ol .
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Z.avér

V této bakalaiské praci jsou shrnuty elementarni funkce. Zaméfili jsme se na mocninné

a kvadratické funkce. Vime, jak jednotlivé funkce vypadaji a jak jde zjistit u kvadratickych
funkei jejich vrchol, priseciky s 0sou x a funkci narysovat. Déle jsme si uvedli zékladni
poznatky o mocninnych tadach a jejich vyuziti. Jiz vime, Ze se pomoci mocninnych fad da
vypocitat obor konvergence a soucet mocninné fady a také vime, ze se vyuzivaji v piiblizném
vypoctu funkénich hodnot, vypoctu integrali, vyuzivaji se pii vypoctu limit, pfi feSeni
diferencialnich rovnic a pfi ur€ovani funkénich hodnot logaritmti. V posledni kapitole jsme si
uvedli rizné piiklady. Byli zde ptiklady jak na mocninné funkce, tak na mocninné fady.
V ptikladech jsme si procvicili parabolu (jak zakreslovani grafu, tak jeji vlastnosti), urcit
polomér a obor konvergence a ptiklady na vyuziti mocninnych fad. Funkce by méli byt
schopni spocitat zaci na stiednich Skolach. Mocninné fady spocitaji studenti na vysokych
Skoléch.

Vétsina graft, které se zde vyskytuji, jsou zpracovany v programu A&G Grapher.
Vsechny obrazky (kromé tif) jsem vytvofila pomoci tohoto programu. Tento program je volné
stazitelny. Ma vyhody 1 nevyhody. Jeho nevyhody jsou, Ze neobsahuje vSechny funkce napf.
hyperbolické a hyperbolometrické. Musela jsem je délat pomoci vzorec¢kd. Dalsi nevyhodou
je, ze nelze vyjmout jen Cast grafu a také u fady grafii funkce neprotind osu. Vyhodou je
jednoduché psani funkci. Je zde mala klavesnice, ktera obsahuje potiebné funkce. Kazdy graf
muze obsahovat jinou barvu, daji se zde upravovat oSy aj. Zbytek uprav se délalo v malovani.
Zbylé obrazky jsem udélala ve Wordu.

Tato prace mi byla pfinosem pifedevSim tim, Ze jsem se naucila fesit ptiklady na uZiti

mocninnych fad.
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Obrazek 2.19: Graf kvadratické funkce s absolutni hodnotou f(x) = x? — 4|x| + 2

Obrazek 4.1: Rodinny diim s vybé¢hem

Obrazek 4.2: Priklad oploceni vyb¢hu

Obrazek 4.3: Bodovy graf funkce f(x) = (24 — 2x) - x
Obrazek 4.4: Bodovy graf funkce f(x) = 5t(6 — t)

Obrazek 4.5: Graf funkce f(x) = x? + 3x +Z

Obrazek 4.6: Graf funkce f(x) = — % (x+1)?%2+3

Obrazek 4.7: Graf funkce f(x) = —6(x — 1)? + 2

Obrazek 4.8: Zde je ukézéna jen Cast paraboly, protoze v tomto piipadé je dulezit;si

kruznice

Obrazek 4.9: Graf funkce f(x) = —2x2 — x + 3 a trojithelnik
Obrazek 4.10: Graf funkce f(x) = x2 —4x + 1
Obrazek 4.11: Zde je jiz pouze vysledna funkce g(x) = x% — 4|x| + 1
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