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Abstrakt

Prace se zabyva vypoc¢tem gradientu ve vrcholech triangulace pomoci vaZzeného pruméru
gradientt obklopujicich elementti a pouzitim tohoto piresnéjsiho gradientu k aposteriornimu
odhadu chyby, ¢imz dosdhne presnéjsiho feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic. V praci
je popséano pouziti dvou béznych metod — metody Koneénych prvki a metody Koneénych
diferenci.

Abstract

This thesis deals with gradient calculation in triangulation nodes using weighted average of
gradients of neighboring elements. This gradient is then used for aposteriori error estimation
which produce better solution of partial differential equations. This work presents two
common methods — Finite elements method and Finite difference method.
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Kapitola 1

Uvod

Problematika parcidlnich diferencidlnich rovnic je dnes velmi dobfe prozkoumand a vseo-
becné znama. Existuje spousta systémi, s jejichZz pomoci je mozné tyto rovnice fesit. Mezi
nejznameéjsi systémy patii napt. Ansys, R3D, T3D, tCAD a cela fada dalsich.

Specifické pro software tohoto typu je, Ze kazdy program je specializovan na urcity
fyzikalni problém, ke kterému se vaze jedna nebo nékolik parcidlnich diferencialnich rovnic.
To je dano tim, Ze v podstaté neexistuje zadny zaruceny univerzalni postup, jak vyTesit
jakoukoli parcialni diferencialni rovnici. Pfi feSeni urcitého fyzikalniho problému se vyuzivaji
vlastnosti rovnic které umozinuji feseni.

Parcialni diferencialni rovnice spadaji do oblasti infinitezimdlniho poctu, ktery byl ob-
jeven sirem Isaacem Newtonem a Gotifriedem Leibnizem. Tento pocet znamenal prilom
v TeSeni nejriznéjsim fyzikalnich problému a s jeho pomoci se podarilo poprvé v historii
vysvétlit napt. Zenonovy paradozxy. Francouzsky matematik Jean d’Alembert publikoval
¢lanek o kmitani struny, coz byla v podstaté prvni publikace tykajici se parcialnich diferen-
cidlnich rovnic. Mezi dalsi nejvyznamnéjsi matematiky zabyvajici se touto problematikou
patii Leonhard Euler, Pierre Simon Laplace a Joseph Louis Lagrange. Matematici Augustin
Cauchy, Bernhard Riemann a Henri Poincaré rozvinuli predevsim teorii tloh s okrajovymi
podminkami, které maji Siroké uplatnéni ve fyzikalnich Glohach. Pomérné zajimavé infor-
mace o historii je mozné najit napt. v [3] a [8].

Stéale vSak existuji oteviené problémy. Mezi nejznaméjsi z nich patii Navier-Stokesova
rovnice Fesici dynamiku tekutin. Jestlize nékdo bude schopen podat analytické feseni této
rovnice, muze ziskat milion dolari. Informace o tomto problému je mozné najit napt. v [6].

Dalsi zajimavou a obtiZznou tlohou je napt. EMC (electromagnetic compatibility) simu-
lace integrovanych elektrickych obvodt pocitajici elektromagnetické vyzafovani a pohlco-
vani simulovaného obvodu.

Nejprve se budeme zabyvat znamymi konvenénimi metodami v oblasti soustav obycej-
nych diferencidlnich rovnic. V tfeti kapitole predstavime teorii parcialnich diferencidlnich
rovnic a typy uloh. Nasledujici dvé kapitoly popisi dvé nejznaméjsi a nejpouzivanéjsi me-
tody feseni parcialnich diferencidlnich rovnic. Vlastni pfinos — Superaproximace gradientu
— je odvozen a prezentovan v kapitole Metoda vdhovdni. Aplikace Superaproximace a jeji
pouziti je popsano na nékolika ptikladech v kapitole DosazZené vysledky.



Kapitola 2
Cile prace

1. Odvozeni metody vihovdni pro rovnobéznikové sité.

2. Analyzovat metodu konecnyjch diferenci vyuzivajici diferencni vzorce odvozené z Ta-
ylorova rozvoje jedné a vice proménnych.

3. Pouziti metody aposteriorniho odhadu chyby pro pfesnéjsi feseni vybranych parcial-
nich diferencialnich rovnic.



Kapitola 3

Metoda vahovani

Jadrem této prace je aproximace derivace ziskana metodou vazeného priméru. V této ka-
pitole se zamé¥ime pravé na tuto metodu na triangulaci obsahujici bud trojuhelniky, anebo
rovnobézniky.

Predstavime zde 2 metody. Prvni metoda bude zaméfena na triangulaci obsahujici troj-
thelnikové a druhou metodu obsahujici rovnobéznikové elementy. Rozdil v téchto dvou
metodach je pfedevsim ten, Ze pro vypocet gradientu (derivaci podle z i y) na trojihelni-
kovych sitich jsou potieba 2 vahove vektory a na rovnobéznikovych sitich je potfeba pouze
1 vahovy vektor pro obé slozky gradientu.

Metoda vahovani funguje pouze pro netupothlé triangulace. Budeme predpokladat Ze
vsechny thly ve vSech trojthelnicich v triangulaci musi byt v rozmezi 0...7. Budeme
predpokladat ze kazdy vrchol je obsazen alesponi 4 trojuhelniky. V pfipadé 4 trojihelniki
se jedna o 4 pravé uhly.

Informace pro tuto kapitolu byly prevzaty z [4], [5]

u(z,y) = - sin 7z sinh 7y (3.1)

3.0.1 Triangulace

Triangulaci budeme rozumét diskretizaci oblasti €. Zakladni prvky triangulace budeme na-
zyvat elementy. Pfestoze by se dalo podle nadzvu usuzovat, Ze triangulace znamené pokryti
prostoru trojuhelniky, v této praci budeme nazyvat triangulaci i pokryti jinymi nez trojua-
helnikovymi atvary, napf. ¢tverci, rovnobézniky apod. Triangulace je typicky pouZivana v
metodé koneénych prvki a v tomto pripadé zalezi i na geometrii pouzitych elementii.

Rovnici feSime na oblasti €2 a budeme pfedpoklddat Ze hranice 02 je polygon. Mnozinu
Tq budeme nazyvat triangulact, kdyz plati nasledujici podminky

o Jt € To = Q — sjednoceni viech elementti triangulace pokryje celou oblast véetné
hranice.

e kazdé dva ruzné elementy z triangulace 7o maji prazdny prinik, nebo maji spoleény
vrchol, nebo hranu.

V této praci se zaméiime na triangulace slozenymi z trojihelnikovych a ¢tyituhelniko-
vych elementi, pfipadné jejich kombinacemi. V literatufe se pojem triangulace pouziva pro
mnoziny obsahujici i slozitéjsi elementy. Typicky se jedna o trojuhelniky typu P, piipadné
Ps.



Vrcholy element® budeme znacit by, bs,...by,. Zaméfime se na linearni trojuhelnikové
popt. bilinearni rovnobéznikové elementy prvniho fadu, také nazyvané IP; elementy. Funkce
je ve tvaru

flz,y) =ax+by+c (3.2)

popr.

flx,y) =axy+br+cy+d (3.3)

a je jednoznacné urcena koeficienty a, b a ¢ popf. d. Jeji hodnoty ve vrcholech elementu
budeme nazyvat lokalni stupné volnosti.

3.0.2 Interpolant

Dulezitym pojmem je interpolant funkce. Jedna so o funkci kterd ma podobny prubéh jako
funkce, kterou interpoluje. Formalné interpolantem II;[f] funkce f na elementu ¢ budeme
rozumeét

e linedrni funkci 2 proménnych ve tvaru ax + by 4 ¢ v pripadé, ze ¢ je trojuhelnikovy
element

e bilinearni funkci 2 proménnych ve tvaru axy + ba 4 cy +d v pfipadé, zZe t je ctyruhel-
nikovy element

Vse vychazi z geometrie elementu. Trojuhelnik ¢ je definovan tfemi body [z1, y1], [z2, y2],
[x3,y3], s funkénimi hodnotami z; = f(z1,41), 22 = f(x2,y2) a 23 = f(x3,y3), které urci
jednoznac¢né linearni funkci dvou proménnych, pricemz koeficienty budou ve tvaru

0 = _ 2Y1T Z2Ys T Ya21 Y223 — Z3Y1 T YsA (3.4)
T1Y2 — T1Y3 — Y122 + Y123 — T3Y2 + Y322
bo— —21%T2 + 213 + X129 — X123 + 2302 — X329 (3.5)
T1Y2 — T1Y3 — Y122 + Y13 — T3Y2 + Y322
o = T1Y2z3 — T2Y123 + X3Y122 — T3Y221 + T2Y3zz1 — T1Y322 (3.6)
T1Y2 — T1Y3 — Y122 + Y123 — T3Y2 + Y3T2

V pfipadé ¢tyftuhelnikového elementu definovaného ¢tyimi body [x1,y1, 21], [z2, Y2, 22],
(23,3, 23] & [24, Y4, 24]. pro kazdy vrchol nadefinujeme bazovou funkci N*(z, y), ktera bude
nabyvat hodnoty 1 ve vrcholu [z;, y;], bude bilinedrni a v ostatnich vrcholech bude nabyvat
hodnoty 0.

Jakmile zndme bazové funkce N1, N2, N3 N4, vime, ze vysledny interpolant na elementu
t bude ve tvaru

Ht[f](xay) = ZlNl(xa y) + ZQNZ('I’ y) + Z3N3($a y) + Z4N4(£C, y) (37)

3.1 Priprava triangulace

Metoda je zalozena na okruzich obklopujicich elementii. Pod pojmem okruh okolo vrcholu
a budeme rozumét uspotrddanou n-tici r, = (b1, ba,...,by).



Uzly b; jsou sefazeny proti sméru hodinovych rucicek. Pro sefazeni uzli triangulace

jsme pouzili ihel o mezi vektory ab a (0,1) pomoci vzorce

A= y/(bx— a2+ (by — ay)? (3.8)
be —
o = arccos <y)\ay> A bx < ax (3.9)
by —ay
a = 27 — arccos 5 A bx >=ax (3.10)

Tento vzorec zarudi rozsah thlu v rozsahu 0. ..27.

3.2 Podminka konzistence

Zakladem celé metody vahovani je podminka konzistence, ktera se da slovné popsat jako

Véazeny prumér parcidlnich derivaci interpolantti funkce p v bodé a musi
byt roven parcidlni derivaci funce p v bodé a pro vsechny obklopujici
elementy T; a vSechny kvadratické polynomy p dvou proménnych.

anebo matematicky zapsat takto

n

Zwin[p]Ti (a) = aiz’(a),vp € P2 (3.11)

pricemz
e a je stfed okruhu r,

o (wq...wy)=w je vahovy vektor

(Ty ...T,) = ra je okruh elementt okolo a

p(z,y) je libovolny polynom dvou proménnych, druhého stupné ve tvaru p(z,y) =
a+ bz + cy + dry + ex® + fy?

II[p|7, je interpolant funkce p na elementu 7;

e 2 je smér vypoctu parcidlni derivace, jedna se pouze o moznost x a y, vektory (1,0),
(0,1)

e P2 je prostor vSech polynomi dvou proménnych druhého stupné

Dokézat tuto podminku pro vSechny polynomy dvou proménnych druhého stupné je

problematické. Jelikoz obé strany podminky jsou linedrné zavislé na funkci p, staci odvodit
rovnice pro libovolnou sadu bazickych funkci druhého stupné, napt. (1, z,y, zy, x2,y?).



3.3 Trojuhelnikové sité

Cela tato prace vychazi pravé z metody vahovani na trojuhelnikové siti, kterou odvodil doc.
Dalik. V této kapitole bude popsana metoda ze které vychézi odvozeni pro rovnobéznikové
sité.

Vime, ze trojuhelnik je jednoznac¢né urcen tiemi vrcholy a tyto tii vrcholy jednoznacné
urc¢i linedrni funkci dvou proménnych ve tvaru

flz,y) =a+bx+cy (3.12)

Pokud uvazime triangulaci 7 obsahujici pouze trojthelnikové elementy, miZzeme pro ka-
zdy vrchol a vytvofit okruh trojuhelnikti ro = (b1, b, ..., by, ) obklopujici vrchol a, pficemz
Ty = (a,b®,bl),..., T, = (a,b® 1 b®) jsou navzijem riizné trojihelniky v triangulaci 7T,
které neobsahuji tupé hly. V obecném pfipadé budeme predpokladat, ze pocet trojihelnikt
(velikost) v okruhu r, je vzdy vétsi nebo roven étyfem.

Cilem bude spocitat dva vdhové vektory wx a wy na okruhu r,, které budou slouzit pro
vypocet parcidlni derivace podle x a podle y, pficemz pouzijeme podminku konzistence.

V odvozeni vypoc¢tu budeme pouzivat smérovy vektor z ktery bude urcovat smér ve
kterém derivaci budeme pocitat. Pro derivaci podle x bude vektor z = (1,0) a pro derivaci
podle y bude vektor z = (0,1).

cely vypocet vdhovych vektorti provedeme v lokalnich soufadnicich (¢, (), které maji
pocatek v bodé a. Vime, ze transformace z globélnich soutadnic (z,y) do lokalnich (¢, ()
je linearni ve tvaru

¢ = z(x—a) (3.13)
¢ = z'(x—a) (3.14)
kde

e ¢, ( jsou lokalni soutadnice
e 7 je smérovy vektor, ve kterém pocitame parcidlni derivace
e a je stred okruhu

e x = [z,y] je libovolny bod v globélnich soutfadinicich

Tento novy lokalni soufadny systém nam definuje novou sadu bazickych funkei (1, ¢, ¢, ¢C, ¢2, ¢?).
Nyni v lokédlnich souradnicich a pro vSechny trojuhelniky 7T; € r5, ¢ = 1...n a funkci u
muizeme zapsat

Oy, [u] _ u(b™ )¢ — u(b)Gi-1
Oz Gi-1Gi — ¢iGi—1
Odtud odvodime soustavu ¢tyf lineadrnich algebraickych rovnic o n nezndmych ve tvaru
M(r)w = d, kde

(3.15)

e M(r) je matice koeficienti spocitanych z geometrie miizky

1 . 1
¢%C1_¢%Cn 525%_1(”—(1)%@1,1
— ¢nc _¢ Cn e (z’n— Cn_(ann—
M(r) = | G&ion—dn) G 1nl 1~ n) (3.16)
¢ncl_¢1<n e (z)n—lCn_(ann—l
¢n€1(¢n—C1) Cn—1¢n(¢n—1-C(n)
¢ncl_¢1<n e (z)n—lcn_(ann—l



e d vektor pravych stran, ktery je vzdy konstantni

(3.17)

o O O =

e w vahovy vektor

w=[w w ... wy, ] (3.18)

3.3.1 Okrajové vrcholy

Pro vypocet vadhovych vektorti pouzivame okruh vrcholu. Pokud se jedna o vnitini vrcholy,
je cely okruh trivialni, problém nastane pokud za¢neme uvazovat i vrcholy na hranici oblasti
Q. Pro tyto vrcholy neni mozné jednoduse sestavit okruh r.

Nase feseni spociva v jednoduché myslence pieklopeni prostoru. Pfedstavme si, ze nasi
triangulaci nakreslime na list papiru a ten prehneme podle hran trojihelniki, pfi¢emz nas
vrchol a bude ve stfedu prehnuti.

Vlastni algoritmus je velice jednoduchy z hlediska implementace. Pro hrani¢ni vrchol a
najdeme v jeho okoli vnitini vrchol ¢, u kterého zndme okruh r.. Okruh r, bude potom
kopie okruhu 7., ale prohodime v okruhu vrchol a a c. Pokud Zzadny vnitini vrchol neni
dostupny, potom neni mozné tuto metodu vahovani pouzit.

Zndme okruh r = (by,ba,...,a,...,by), pficemz c je vnitini vrchol a okruh pro
hrani¢éni vrchol a bude potom r, = (by,bs,...,c,...,by).

Je dtlezité si uvédomit, ze v okruhu r, budou vytvoreny a pouzity nové trojihelniky,
které se v puvodni triangulaci nevyskytuji. Novy okruh znazornuji nasledujici obrazky 3.1.
Obrézek vlevo zobrazuje okruh r, vnitfniho vrcholu a a obrazek vpravo zobrazuje okruh
okrajového vrcholu a.

by by ba by
T2 T2
T3
a by
Ty Te Ty Te
Ts
Ts
by bs a bs

Obrazek 3.1: Schéma okruhu okolo vrcholu. Vlevo je okruh vnitfniho vrcholu a, vpravo je
okruh okrajového vrcholu a.

7 obou obrazk je patrné, ze okruhy obsahuji nasledujici trojuhelniky. Pro jednoduchost

jsou oba okruhy ¢islovany stejnym zptisobem.



T1 = ab1b6

T2 = abzbl

. . T3 = ab3b2
Ta = (b1, b2, b3, byg, bs, bg) => T, — absbs (3.19)

T5 = ab5b4

TG = ab6b5

7 obrazku je vidét, ze noveé vzniklé trojuhelniky maji delsi hrany a prinasi vétsi chybu
do vypoctu.
3.3.2 Prakticky vypocdet

V této kapitole se pokusime demonstrovat vypocet vahového vektoru na trojithelnikové siti.
Predpokladejme nasledujici triangulaci tvofenou osmi trojahelniky.

Y,
by
1 by
T»
Ts
T,
a
0.5 bs bg
T4 T6
Ts
by bs
T
0.5 1

Obrazek 3.2: Schéma sité pouzité pro demonstraci vypoctu.

N4&s stfedovy vrchol a mé soufadnice [0.5,0.5]. Odtud jednoduse odvodime okruh okolo
a ve tvaru r, = ([0.5, 1], 0, 1], [0, 0.5], [0.5, 0], [1, 0], [1,0.5]). Nejprve provedeme pfevod glo-



balnich souradnic vSech vrchold do lokalnich soufadnic, se stfedem v bodé a. Transformace
bude ve tvaru

¢r = by —ay d)y:by_ay
Cx:by_ay Cy:_bx+am

pficemz (¢4, (y), resp. (¢y,(y) jsou lokalni soufadnice pro vypocet vahového vektoru
pro derivaci podle x, resp. y.
Soufadnice shrnuje nésledujici tabulka 3.1.

vrcholHaz\y‘%‘Cx‘%‘@‘

a 0505 O 0 0 0
bi 051 1 0 0.5 | 0.5 0
b2 0 1 |-05] 05| 05| 0.5
bs 0 105]-05| O 0 0.5
b4 05| 0 0 |-05|-05| 0
bs 1 0 105 |-05|-051|-0.5
be 1 {051 05 0 0 |-05

Tabulka 3.1: Okruh r, v globalnich soufadnicich (x,y) a v obou lokalnich (¢, (z), (¢y,Cy)

Vypocet budeme tedy pocitat na okruzich
e (¢, C) = ([0,0.5],[-0.5,0.5],[-0.5,0], [0, —0.5],[0.5, —0.5], [0.5, 0] )
e 7y, ) = ([0.5,0],0.5,0.5],10,0.5],[—0.5,0], [-0.5, —0.5], [0, —0.5])

Nyni mtzeme zacit sestavovat rovnice, ze kterych spocitdme vdhové vektory pro oba
okruhy. Celkem sestavime dvé nezavislé soustavy linedrnich algebraickych rovnic (jedna
soustava pro derivaci podle x, druha pro derivaci podle y) ve tvaru M(r)w = d. Vime, Ze
pravé strany d, i d, obou soustav budou vzdy ve tvaru

[1 00 0] (3.20)
Vahové vektory w, a w, budou v tomto piipadé ve tvaru
W, = [ Wyl Wg2 Wg3 Wg4 Wgs Wz ] (321)
w, = [ Wyl Wy2 Wy3 Wys Wy Wye } 3.22)
Posledni krok je sestaveni matic M, a M,. ve tvaru
mi; = 1 (3.23)
2 G- %G
Mo = ——1 ZDZ- L (3.24)
My — Gi—1Gi(di-1 — 94) (3.25)
D;
M Gi—1Gi(Gi—1 — i) (3.26)
D;

10



Kde si dopredu miizeme vypocitat konstantu

D; = ¢i—1Gi — ¢iGi—1 (3.27)

Po dosazeni do vzorcti obdrzime dvé shodné soustavy lineadrnich algebraickych rovnic

1 1 1 1 1 1 wy 1
05 —-05 -05 —-05 05 0.5 ) B 0
0 0.5 0 0 =05 0 N 0 (3.28)
0 0 0 0 0 0 we 0

Vime, zZe soustavy maji nekonecné mnoho feseni, ale my vybereme to s nejmensi normou
pomoci metody Moore-Penrose pseudoinverze. V nasem pripadé jsou oba vadhové vektory
shodné

] (3.29)

(Sl
=
[N
[N
o=
=

Wx:wy:[

3.4 RovnobézZnikové sité

V této kapitole bude popsana hlavni ¢ast této prace zaméiena pravé na rovnobéznikové sité.

3.4.1 Idea metody

Zaméfme se nyni na rovnobéZznikovou triangulaci. Pro jednoduchost nejprve predpokla-
dejme zjednodusSené schema, kdy stiedovy bod a lezi ve stfedu souradné soustavy a hrany
element jsou rovnobézné s osami z a y. Celkem budeme uvazovat ¢tyfi obdélniky 11,715,715, Ty,
které jsou definovany body bj...bg umisténych proti sméru hodinovych rucicek. Schéma je
zobrazeno na obrazku 3.3.

V tomto pfipadé budeme uvazovat sadu bazickych funkei (1, z,y, zy) a néjakou funkci
u = u(z,y) € C3(Q). Potom pro kazdy uzel b definujeme jeho odpovidajici hodnotu jako
u; = u(bl) pro i = 1..8 a ug = u(a).

Vsimnéme si, ze pro nas bude klicovych ne 8 bodti, ale pouze ¢tyii vzdalenosti. Uvedu
jejich vypocet véetné stiedového bodu a, ikdyZ vime, Ze se jedna vzdy o nuly.

S pomoci hodnot x1, x3, y2, Y a sady bazickych funkci sestavime funkce Lg , kde i bude
¢islo elementu 1...4 a 7 bude bod b; nebo a. Pripomenme, Ze funkce Lg bude bilinearni
funkce ve tvaru a + bx + cy + dxy, kterd ve vrcholu j elementu 7; nabyva hodnoty 1 a ve
zbyvajicich vrcholech nabyva hodnoty 0.

Funkce musi byt definovany pro vsechny vrcholy vSech 4 elementi. Uvedeme pouze pro
element T3

11



‘ Y
bz be bs
b8 a = [O, 0] b4 'Z‘V
bl b2 b3

Obrazek 3.3: Jednoduché schéma ¢tyt obdélnikt pro odvozeni idey metody

1

Li(z,y) = ——=x 3.30
1(@,9) e (3.30)
1
Li(z,y) = ———ylz+z1) (3.31)
T1Y2
1
Li(z,y) = —(@+21)(y+y2) (3.32)
T1Y2
1
LY(z,y) = ———a(y+u) (3.33)
T1Y2
(3.34)
Daéle definujeme interpolanty funkce w II[u]; pro kazdy obdélnik i = 1..4.
Ouli(z,y) = wli(z,y) +usli(z,y) + uoLf(z,y) + usLi(z, y) (3.35)
(3.36)

Potom budeme hledat koeficienty (f1, fo, f3, f4) tak, aby platila podminka konzistence.
V tomto piipadé

7 O ) gy PP ) g, P ) 4, PPy~ Py (337)

Pro vSechny kvadratické polynomy p(x,y). Jelikoz obé strany vztahu jsou linedrni
funkce, miizeme vztah zjednodusit na sadu bazickych funkei (1, z,y, 22, vy, y?).
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V piipadé PG/2) polynomi, tedy funkce u je jedna z nasledujicich éty¥ (1, z, y, zy) plati,
ze interpolant IT[u](x,y) = u(z,y) je shodny s interpolovanou funkei.

Pokud uvazime prvni ¢ast podminky konzistence obsahujici parcialni derivaci podle z,
tak v piipadé bazickych funkei (1,y,3?) plati

o1 oy y? _0
dr  dx  dr
Stejné to dopadne pokud uvazime druhou ¢ast podminky konzistence s parcialni derivaci
podle y a bazické funkee (1, x,z?).

(3.39)

ol 0 0x?
gI_9r_9 (3.40)
gy Oy Oy

7 téchto kombinaci bazickjch funkci odvodime rovnici 0 = 0, kterou miizeme ignorovat.

N

resp. y. Po dosazeni do podminky konzistence mtizeme vztah zjednodusit.

2 ) 1, PP ) 4, PP ) 1 T ) = Py aan)
flg(a)+f2%(a)+f3%(a)+f4%(a) %(a) (3.42)

(it Dot it 2@ = L@ (343)

fithtfi+fs = 1 (3.44)

Posledni tpravu operaci déleni mizeme provést, protoze nikdy nebudeme délit nulou.
Zbyla nam posledni bilinearni bazickd funkce xy pro obé parcidlni derivace. Vime, Ze
pocitame derivace v bodé a = [0, 0] a parcidlni derivace vypadaji nasledujicim zptsobem

% @) = y(a) = 0 (3.45)
oxy
a—y(a):a;(a) =0 (3.46)

V tomto pripadé je opét vysledkem rovnice 0 = 0.

Zbyly nam posledni dvé bazické funkce 22, resp. y? a jejich parcialni derivace podle x
resp. y v bodé a = [0, 0].

Nyni uz bazickd funkce neni rovna interpolantu bazické funkce, tak musime spocitat
interpolanty pro vSechny 4 obdélniky. Vychazime z nasledujici tabulky 3.2

U2y, =Ufz’ly, = -mz (3.47)
N[2%)p, = N[z, = w32 (3.48)
y* ), = M[y’ln, = —yay (3.49)
Oyl =l = vey (3.50)

Jejich odpovidajici parcidlni derivace v bodé a.
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Bod u; | Bazicka funkce z° | Bazicka funkce y?
uQ 0 0
Ul l’% y%
(25 0 y%
us a3 Y5
Uy x% 0
us l’% yfzi
Ug 0 Vi
ur af Y6
ug 77 0

Tabulka 3.2: Tabulka interpolantt pro bazické funkce druhého stupné

x? z?

W(a)zan[@x]n(a) = —1 (3.51)
x2 z?

W(@ — W(a> = 3 (3.52)
2 2

oM, oy My (3.59
2 2

Pokud uvazime tyto hodnoty a dosadime do podminky konzistence dostaneme nasledu-
jici rovnice

22 x2 x2 72
1 81'[6[$ h (a) + f2 8Ha[x L (a)+ f3 anﬁ[x I3 (a) + fa 81'[6[x l1 (a) = 0 (3.55)
fi(=21) + fows + faxs + fa(—z1) = 0 (3.56)

2 2 2 2
O e G I

0
fi(=z2) + fa(—z2) + fays + fays = 0O (3.58)

Vysledkem celé procedury je soustava 3 linearnich algebraickych rovnic o 4 neznamych,
pri¢emz neznédmé jsou vahy pro jednotlivé elementy.

fitfetfs+ /s 1 (3.59)
—fiz1 + fors + faxs — faxy = 0 (3.60)
—f1y2 — foye + faye + faye = O (3.61)

Reseni existuje nekoneéné mnoho, ale v tomto pripadé budeme uvazovat jako feseni
vektor s minimalni normou. Tyto vahy je mozné pouzit pro ortogonalni triangulaci.
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3.4.2 Zobecnéni metody

Pod1veJme se nyni na zobecnénou situaci s rovnobéznikem 7T'. Budeme uvazovat referencni
ctverec Tv Jeho lokalnich soufadnicich Z, g, ktery ma soutfadnice vrchold al = [—1,—1],
=[1,-1],a3=[1,1] a ad = [—1,1].
Budeme uvazovat linearni mapovaci funkci F7p : T — T definovanou jako

1 2 _ 1 4 1 I 1 2 4
[x]:[2 a g 1][”C]+[2+4] (3.62)
Y y Gy — Oy Y 21 ay+ay

T | 2 ai—a% al —al z| 1 aZ +ak (3.63)
] _D(al’a27a4) a;—ay a:%—aglc Y 2 af/—l—ag )

Pro kazdy lokalni vrchol definujeme bazovou funkci L(#,§) ve tvaru

Liz.9) = ;(01-8)(1-9) (3.64)
L3 (&,9) = i(l—l—i‘)(l—yj) (3.65)
B@g) = ;0+8)01+9) (5.66)
LY(#,9) = i(1—:ﬁ)(1+g) (3.67)

Vime, Ze bazové funkce i inverzni mapovaci funkce jsou linearni. Potom miZeme sloZenim
téchto funkci ziskat bazove funkce pro obecny element T’

Li(z,y) = (ii o F;l) (z,) (3.68)

S pomoci Lagrangeovy bazové funkce mizeme zapsat bazove funkce ve tvaru

[D(X, aj_lv a’j) - D(aj_l’ ajv aj+1)} [D(Xv aja aj+1) - D(aj_lu aj’ aj+1)}

J _
Lip(x) = D(ar T, a7, 1) (3.69)
pficemz
e x je bod o slozkach (z,y)
e o’ je j-t§ vrchol elementu T pro j = 1..4, pficemz budeme uvaZzovat cyklicnost a
a® =a*aa® =ad.
Odtud mizeme zapsat derivaci bazové funkce ve tvaru
. . - o - . o .- -
aL%(X) - (aé — a?]J )D(X> a’, aJ+1) + (ag/+ — ag/)D(aJ 17 a’, X) _ (CL{, — agl—/i_g n)
Ox D(ai=1 a7, ai*1)? D(ai=1, a3, al 1)
OLr(x) _ (¢h—ai )D(x,a), 0’ + (@b" —al)D(@alx) | (@ —ai")
Oy D(ai=1 al, ai*1)? D(ai=1, a7, ai*T)

S pomoci téchto bazickych funkci definujeme interpolant
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l7[u)(x) = u(a') L (%) + u(a®) L (x) + u(a®) L7 (x) + u(a*) L (x) (3.72)
Nyni prejdeme o kousek dal a budeme uvazovat okruh r = (b!, b2, b3, b*) okolo bodu
a. Zavedeme operator W

81_11 [u]
ox

oI, [u]

Welul(a) = fi @)+t g —(a) (3.73)

Dale zjednodusime situaci, a fekneme, ze bl = \b3 a b?/ = ubf;. Vime, zZe bod a je vnitini
kdyz A < 0 a p < 0, jinak se jednd o hranicni bod. Bez Gjmy na obecnosti muzeme z
rovnobéznikdl vypustit ¢tvrty bod a uvazovat pouze trojihelniky, protoze pokud zndme v
rovnobézniku t¥i body, ¢tvrty je jednoznac¢né urcen.

Podminka konzistence je splnéna, kdyz plati rovnice Wy[u|(a) = g—;‘(a) a Wylul(a) =
g—;(a) pro vSechny funkce u z P2 podobné jako v tvodni casti. Celou soustavu miizeme
zapsat v maticovém tvaru jako

Mf=d (3.74)
kde f = [f1, fo, f3, f4]T ad =[1,0,0]" a matice M je ve tvaru

1 1 1 1
(G225 —(B3)%0%  (b4)%2—(12)2b%  (B0)2bA—(b4)%HS,  (b5)%H6—(bG)205
M = D5 52,a) D2 5%,a) D(b155,0) D65 55,a) (3.75)
i R G R ) G
DS 02,a) D2 p%,a) DOL,05,a) D5b%,a)

Pokud uvizime o = (bi)%g af= (bg)ng, potom muizeme celou rovnici zapsat s pomoci
parametri A, p jako

1 1 1 1 ;1 1
SR A A N Rl O
by — Aby  pby, — Aby,  ubly — by by — by f, 0
Celou kalkulaci je mozné zjednodusit na
1 1 —1
1| -1 1 1 1 1
f=- — _— .
i1 [ Taaony | | T | (3.77)
3 —1 —1

3.4.3 Okrajové vrcholy

Podobné jako u trojuhelnikovych siti, je potfeba specidlnim zpiisobem fesit okrajové vr-
choly i v rovnobéznikovych sitich. PouZili jsme stejny pristup, diky kterému vzniknou nové
rovnobézniky, které maji vétsi rozméry a opét prinasi vétsi chybu do vypoctu.

Pri vypocétu mohou nastat tyto dvé moznosti:

e hranovy uzel

e vrcholovy uzel

16



Kapitola 4

Dosazené vysledky

V této kapitole budou popsany veskeré testy a experimenty, vyuzivajici metodu vazeného
vypoctu gradientd a metody Taylorovy fady. Mezi vyznamné praktické aplikace patii apo-
steriorni odhad chyby, ktery je mozné pouzit v itera¢nim vypoctu k ziskani jemnéjsi miizky.

Nejvic jsem se zabyval metodami pro feseni Laplaceovy rovnice s okrajovymi podmin-
kami. Vime, Ze se jedna o statickou (¢asové invariantni) tlohu.

4.1 Vypocet gradientu

Metoda véhovani predstavuje numerickou metodu vypoctu gradientu. Vime, ze metoda
funguje analyticky pfesné pro polynomy do druhého stupné vcetné. Pro ostatni funkce je
chyba v fadu O(h?).

Testovani bylo provedeno na nékolika vybranych funkcich dvou proménnych na obdélni-
kové mfizce. Chyba vybrané funkce v zavislosti na nejdelsi hrané mftizky h je zobrazena na
nasledujicim obrazku 4.1. Je zde zobrazena chyba gradientu na vnitinim (¢ervena barva) a
okrajovém vrcholu (zelena barva).

Posledni funkce pro demonstraci je funkce druhého stupné, ve které se promitnou pouze
zaokrouhlovaci chyby a chyby zobrazeni ¢isel v plovouci faddové carce, proto je chyba témér
nulova (na hranici zobrazeni) 4.2.

4.2 Aposteriorni odhad chyby

P1i praktickém TeSeni tloh s parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi je potfeba nalézt kom-
promis mezi rychlosti a presnosti. Pfi pouziti rovhomérné mrizky s velkymi elementy sice
ziskdme rychle feseni, ale s pomérné malou pfesnosti. Naopak pfi pouziti husté miizky zis-
kame sice presnéjsi feseni, ale vypocet bude trvat dlouho. Optimélni je pouzit dostatecné
malé elementy v oblastech kde je to potfeba a jinde pouzit vétsi elementy. Pro identifikaci
oblasti, kde se vyplati pouzit vice malych elementd pouzijeme aposteriorni odhad chyby.

Idea aposteriorniho odhadu chyby je pouzit numerické feseni a aktudalni triangulaci.
Vysledkem metody je prifazeni odhadu chyby ke kazdému elementu triangulace. Potom
jsme schopni zjistit v jaké oblasti mame velkou chybu a mrfizku zjemnit. Velkou vyhodou
je, ze nepotfebujeme znat analytické feseni.

Informace pro tuto kapitolu jsem prevzal z [1], [7] a [2].

Pojem aposteriorni odhad chyby nedefinuje néjaky konkrétni vzorec, jedna se spi$ o
obecny postup. Pro Gcely v této praci nadefinujeme vypocet aposteriorniho odhadu chyby
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"vnitrpi ——
Rolioyy —+—

a.861 - 1

a.8801 .

le=85 - 1

le-86 -~ 1

le-87 [ 1

le-88 -~ 1

le-89 1

le-18 -~ 1

1e=11 1 1 1 1
1le-85 6.8881 8,081 B8.81 8.1 1

Obréazek 4.1: Absolutni chyba p¥i vipoétu gradientu funkce ——— sin 7z sinh 7y

sinh 7

6,800000000018 T T T
Ynitrni ——

Rohovy —+—

6.08686800800681

6.086868008006060

8,.880000000008 -

a8,80600000800008

a8,80600000800008 1 1 1 L
le-85 a.8881 8,681 a.81 8.1 1

Obrézek 4.2: Absolutni chyba p¥i vypoétu gradientu funkce 2 + y?
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pomoci Superaproximace gradientu. Ptijde o to spoéitat rozdil mezi P° a P! gradientem pro
trojihlenikové a rozdil mezi P°® a P! gradientem v piipadé rovnobéznikovych elementii.

Nejprve néjakym zptsobem vyresime zadanou parcialni diferencialni rovnici a ziskame
jeji feseni u(x, y). Potom pro kazdy element ¢ z triangulace vytvorime linarni nebo bilinedrni
interpolant IT;[u](z,y). Potom v kazdém vrcholu triangulace spoéitdme gradienty pomoci
Superaproximace gradientu. Vzniknou ndm nové dvé po ¢astech spojité funkce (na vSech
elementech) IT;[ug](x,y) a I{uy](x, ).

Nyni spocitame aposteriorni odhad chyby 7 na elementu ¢.

. ﬁ' /t (31;;[“] _ nt[ux}f + <argy[u} _ Ht[uy]>2dxdy (4.1)

|t| je plocha elementu. Ve vzorci provadime normalizaci, protoze vétsi elementy by
meély vétsi chybu neZz malé elementy.

e II;[u] je interpolant numerického feSeni u na elementu t.

I [uz), I [uy] jsou interpolanty Superaproximace gradientu numerického FeSeni u na
elementu ¢.

e Kazdy rozdil umocnujeme, ¢imz ziskdme kladné c¢islo

Pokud se nad timto vzorcem zamyslime, vidime, Ze se jednd o vypocet objemu vyme-
zeného dvéma polynomialnimi funkcemi, v nejhorsim piipadé bilinearnimi.

Tuto metodiku mizeme taktéz upravit a vzorec rozdélit na slozku z a y, ¢imz nam
vznikne pro kazdy element vektor, jehoz slozky jsou odhady chyby ve sméru z a y.

4.2.1 Iterativni vypocdet

Definujme postup iterativniho vypoctu s vyuzitim aposteriorniho odhadu chyby. Tento
postup je vyuzivan ve vSech algoritmech pro zjemnovani miizky pouzitych v této praci.

1. Inicializace — jedné se o sestaveni hrubé triangulace

2. Vypocet okrajové tlohy — ziskdme Feseni zadané okrajové tlohy (metodou koneénych
prvku, metodou pfimek, metodou kone¢nych diferenci)

3. Superaproximace gradientu — v kazdém vrcholu triangulace spocitame superaproxi-
maci gradientu

4. Aposteriorni odhad — v kazdém elementu spocitame aposteriorni odhad chyby

5. Zjemnéni miizky — najdeme elementy s nejvétsim aposteriornim odhadem chyby a
nahradime je skupinou jinych elementu. V této praci se nezabyvam metodami pro
zjemnovani miizky, proto jsem zvolil 2 nejjednodussi metody

6. Revize chyby — pokud chyba feSeni je stale vetsi nez zadané limitni hodnota, pokracuj
bodem 2.

V celé praci jsem se zabyval dvéma typy mtizky. Prvnim typem je obdélnikové sit, ktera
mé hrany rovnobézné s osou  nebo osou y. V téchto piipadech zjemniovani probiha rozpiile-
nim pfislusnych obdélniku v rfadku nebo sloupci aby byla zachovana definice triangulace.
Rozdéleni je ilustrovano na nésledujicim obrazku 4.3.
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Obrazek 4.3: Zjemnovani obdélnikové miizky pomoci vertikalniho zjemnéni

vvvvvv

ximalné tfemi trojuhelniky. Vnitini trojuhelnik je rozdé€len na ¢tyfi mensi trojuhelniky

pomoci stfednich pficek - kazdou hranu rozpilime. Tim nadm vzniknou 3 nové vrcholy které

je potfeba pripojit v okolnich trojihelnicich. Kazdy sousedni trojihelnik rozdélime na dva

nové, ze stfedu hrany vnitfniho trojuhelniku na protilehly vrchol sousedniho trojuhelniku.
Postup je opét zobrazen na obrazku 4.4.

Obrazek 4.4: Zjemnéni trojihelnikové miizky

4.2.2 Aposteriorni odhad chyby na obdélnikové siti

Tento priklad bude ilustovat pouziti metody Superaproximace gradientu odvozeného v
tomto texu. Resit budeme okrajovou tilohu (3.1) a pouZijeme itera¢ni vypocet a aposte-
riorni odhad chyby. Nejprve za¢neme s hrubou siti, kterou budeme postupné zjemnovat.
Nékolik siti je zobrazeno na nasledujicich obréazcich 4.5, 4.6, 4.7, 4.8.
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Obrazek 4.5: Pocateéni miizka Obréazek 4.6: Mrizka po prvnim zjemnéni

Obrazek 4.7: Mrizka po desatém zjemnéni Obrazek 4.8: Finalni miizka

4.2.3 Aposteriorni odhad chyby na trojihelnikové siti

Stejnou metodou jako v pfedchozim piikladé jsme fesili stejnou rovnici, ale pouzita byla
trojuhelnikova sit. Opét Fesime okrajovou tlohu (3.1) s s vyuzitim metody Konecénych
prvku.

Zobrazim pouze pocatecni a koncovou triangulaci, které byly pouzity pii iterativnim
vypoctu. Uspokojivé piesné feseni bylo vypocitano pii desaté iteraci 4.9

Nasleduje prubéh feseni v vnitinim vrcholu [0.3,0.3] (4.10), v zavislosti na iteraci. Vi-
dime, Ze jemnéjsi miizka produkuje presnejsi feseni.

4.3 Aposteriorni odhad chyby pro vlnovou rovnici
V této kapitole se budeme zabyvat vlnovou rovnici a vyuzitim aposteriorniho odhadu chyby

pro zjemnovani miizky. Vime, Ze v této praci se zabyvame dvourozmérnymi oblastmi, tudiz
budeme Fesit vlnovou rovnici funkce t¥i proménnych ve tvaru
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Obrazek 4.9: Vlevo pocatecni triangulace, vpravo koncova triangulace pii desaté iteraci.

0*u  0*u  0%u
P e 4.2
922 " a2 T on 4.2)
Pro jednoduchost budeme uvazovat oblast @ = (0,1) x (0,1) x (0,00) s dirichletovou
okrajovou podminkou

u(z,0,t) =u(z,1,t) = sinmx (4.3)

u(0,y,t) =u(l,y,t) = sinmy

Pro jednoduchost budeme uvazovat nasledujici poc¢ateéni podminky

u(z,y,0) = sin(rz)sin(ry) (4.5)
ou

Prakticky tato rovnice popisuje vlneni pruzné blany, kterou v ¢ase t = 0 vychylime a
pustime.

Pouzijeme metodu pfimek a vytvorime soustavu obycejnych diferencialnich rovnic, které
budeme fesit Eulerovou metodou. Metoda aposteriorniho odhadu je stale stejna a pocita se
jako normalizovany rozdil dvou bilinearnich funkci.

Jelikoz zde mame navic casovy rozmér, metoda byla upravena, aby ulozila maximalni
aposteriorni odhad chyby v ramci feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic.

Protoze ocekavame symetrickou funkci, provedeme zjemnéni miizky symetricky.

Tento vypocet je iterativni podobné jako v metodé pouzité pro vypocet Laplaceovy rov-
nice. Nasleduje nékolik triangulaci pouzitych k vypoctu 4.11. Nejprve je zobrazena pocatecni
miizka zobrazujici 5 x 5 uzlu, postupné dochazi v kritickych mistech k zjemnovani mtizky.
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Obréazek 4.10: Absolutni chyba feseni v bodé [0.3,0.3]. Cervend kiivka piedstavuje nume-
rické Teseni, zelené analytické Teseni.

Obrazek 4.11: Schéma mrizek pouzitych pri feSeni vinové rovnice. Vlevo pocateéni mrizka,
vpravo koncova mfizka.
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Kapitola 5
Zaver

Dnes existuje celd fada metod, kterymi se daji fesit parcialni diferencidlni rovnice. Mezi
zékladni metody patii metoda Konecngch diferenci nebo metoda Konecnych prvku, které
jsou predstaveny v tomto textu. Spoleéné témto metodam je nahrazeni spojitého prostoru
diskrétnim a z toho vyplyvajici nahrazeni zadaného problému soustavou algebraickych ¢i
obycejnych diferencialnich rovnic a jejich feseni konvenénimi metodami. Vlastni prinos pre-
zentovany v této praci vsak lezi mimo tyto metody a jedné se o odvozeni metody vypoctu
gradientu na rovnobéznikovych sitich pomoci vaZzeného prumeéru.

Metoda vazeného primeérovani neni nové a pouziva se i v praxi. Varianta této metody
predstavend v této praci, nazyvand Superaprorimace gradientu, se od ostatnich lisi poctem
rovnic, které je nutné resit. Ostatni metody pouzivaji soustavy, kde je pocet rovnic roven
poctu vrcholt v okoli centralniho vrcholu, zatimco tato metoda ma vzdy pravé tfi rovnice.
(Pfipadné ¢étyfi v ptipadé trojuhelnikovych siti).

Metoda Superaproximace gradientu nachazi uplatnéni pfedev§im v metodé aposterior-
niho odhadu chyby. Numerické metody se vzdy nejakym zptisobem snazi spojity prostor dis-
kretizovat na kone¢nou mnozinu vrcholu, ve kterych vypocitaji pfibliznou hodnotu feseni.
Metoda diskretizace je klicova. Nevhodné mrizky mohou zptsobit velkou chybu feseni. Da-
181 problém je stanoveni velikosti jednotlivych elementti. Na pfilis fidkych mrizkach maji
metody velkou chybu feseni. Naopak na prili§ jemnych miizkach roste zaokrouhlovaci chyba
a zaroven je potfeba mnoho ¢asu pro vyfeseni a celd soustava Spatné konverguje.

Kompromisem je metoda aposteriorniho odhadu chyby a rizené zjemnovani mrizky. Pod
pojmem 7izené zjemnovdni mrizky rozumime nahrazeni vybranych oblasti s hrubou mtizkou
a velkou chybou feSeni jemnéjsi miizkou. Aposteriorni odhad chyby je zde pouZit pravé pro
identifikovani problematickych oblasti, ve kterych by bylo vhodné mfizku zjemnit.

Ve vysledku se jedna o iterativni viypocet zacinajici s hrubou miizkou, na které ziskame
ptiblizné feSeni velmi rychle. Postupné dochazi k zjemnovani miizky v mistech s velkou
lokalni chybou, a opakovanému feseni s pouzitim jemnéjsi mfizky. Vyhodou je rychlost a
vy$8i presnost vypoctu narozdil od srovnatelného rovnomérného zjemnéni.

V soucasnosti existuji odvozené rovnice pro trojihelnikové a rovnobéznikové sité. Dalsi
mozna rozsireni se tykaji odvozeni metody pro dalsi typy elementt pouzivanych v metodé
koneénych prvki, napf. obecnych ¢tytuhelniki, ptipadné nékterych dalsich specidlnich ele-
mentl. Metoda vazeného prameéru by se také mohla rozsifit do vice nez dvou rozmért,
protoze vétsina praktickych problémi je feSena v trojrozmérném prostoru.
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