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Uvod

V bakalafské praci se zabyvam nékterymi aspekty rovinnych kfivek s vyuZitim
programu Maple. S pojmem kiivky se setkdvame ve spousté védnich obort jako je
napf. geometrie, astrologie, fyzika, architektura, ekonomie. Kfivky ndm pomahaji
napi. pfi feSeni problémi, které miizeme znazornit v grafické podobé — znazornéni
funkcni zavislosti veli¢in. Pomahaji kupfikladu i pfi zkoumani pohybu télesa (tvar a
délka jeho trajektorie) nebo pfi navrhovani architektonickych prvk.

V prvni kapitole se budu vénovat pojmu rovinna kfivka, jeji definici a riznym
zpusobtim jejiho zadani. Popisi né€které vlastnosti kifivek a uvedu potfebnou teorii
pro vypocet délky kfivky a konstrukci te¢ny ke kiivce.

Ve druhé kapitole nastinim strukturu a fungovani programu Maple, a zptisob
jeho vyuziti v této praci.

Ve treti kapitole se zaméfim na jednotlivé kifivky, jejich definici,
charakteristiku, historii a dal$i informace. V praktické casti uvedu pro kazdou
zvolenou kfivku potfebné procedury systému Maple pro vypocet délky kfivky a pro
vypocet a grafické zndzornéni tecny ke kiivce v jejim daném bodé. Prvni podrobné

vvvvv

v této casti uvedené kfivky, zahrnuji jak bézné pouzivané, tak méné znamé krivky.

V praci jsem pouzil pfedevsim literaturu [2] a [7].



1. Kirivka

Kfivky jsou z riznych dtvodi zkoumany jiz od starovéku. S kfivkou se v béZném
zivoté setkdme velmi casto. V architektufe se objevuji napt. rizné spirdly zkraslujici
budovy ¢i sloupy. Mezi nejstarsi kiivky patfi jeskynni ornamenty a kresby, kterymi
zanechavali nasi davni predkové poselstvi a rtzné vzkazy svym druhim, ¢ se
chlubili svymi vytvarnymi dovednosti. Kfivkami jsou vlastné i pismena abecedy i
arabské cislice. Kfivkou je napf. trajektorie plynule se pohybujici ¢astice béhem
urcitého casu — kuptikladu drdha koule vystfelené z déla ¢i pohybu vesmirnych téles.
Nesmime opomenout ani vyuziti kfivek vekonomii, kde kfivky slouzi napft.
k vizualizaci vztahu mezi danymi ukazateli, kfivka ndm tak pomdhda k lepsimu

pochopeni konkrétni situace. V neposledni radé tvori kfivky reklamni ¢i firemni loga.

Obrizek 1a, 1b

Zkoumame-li kfivky, setkdvame se s pojmy rovinna a prostorova kfivka. Jiz z jejich
nazvil je zfejmy rozdil mezi nimi. Prvni z nich je situovana v roviné, tedy naptiklad

zminéné jeskynni kresby ¢i ekonomické krivky, druhd pak v prostoru. Ve fyzikalnich



¢i grafickych aplikacich mtizeme prostorovou kiivku lépe vyuzit. V této praci se

budeme zabyvat kfivkami rovinnymi.

Pojem kfivky se historicky vyvijel:

K#ivka podle Euklida: K¥ivka je délka bez Sitky.

Kfivka, jako geometrické misto bodii (mnoZina bodii dané vlastnosti):
Kfivkou v roviné rozumime mnozinu praveé vsech bodt X, majicich vlastnost V.

(Vlastnost V mtize byt dana syntakticky nebo analyticky.)
My budeme chapat kfivku takto:

Definice 1.1. UvaZujme otevienou mnozinu Uc R? a redlnou funkci F definovanou
na mnoziné U (F: U— R)) tfidy C? takovou, ze K je neprdzdnd mnoZina, jejiz body (xo,y0)

dF(Xy, Ye) dF(X,,Y,)
dx =~ dy

splriuji rovnici F(x,y)= 0. Necht dale plati dF(xo,yo) := ( ];ﬁ 0, pro

vSechna (xo,yo) € K. Pak K je kiivka tfidy C2.

Pozndmka 1.1. Ma-li ¢iselnd funkce f: I € R spojité derivace na intervalu I aZ do fadu 2

vcetné, nazyvame tuto funkci tfidy C2

1.1. Rovinna kfivka dana parametricky

Definice 1.1.1. Rovinnou kfivkou danou parametricky rozumime mnozinu bodt [x,y],

které lezi v roviné R? a jsou urceny parametrickymi rovnicemi

x=q@i(t), y=q@at), te<ab>, 2)
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kde
1) p1: <a,b>e R, @2 <a,b>e R jsou spojité funkce,
2) derivace @1 (t), @2 (t) jsou na <a,b> po ¢astech spojité,

3) pro zadné te<a,b> nejsou derivace @1(t), @2 (t) soucasné rovny 0.

Fyzikalni interpretace definice

Predpokladejme, ze se v roviné pohybuje bod v kone¢ném casovém intervalu <a,b> a
Ze je jeho draha popsana pomoci spojitého zobrazeni s = (g1, ¢2): <ab> € R
Trajektorii tohoto pohybu je rovinnd kfivka. Aby byl pohyb hmotného bodu
,smysluplny”, musi byt v kaZdém bodé¢ trajektorie definovana jeho rychlost. Velikost
rychlosti je v ¢ase t ddna derivaci s podle t. (Vektor rychlosti je v ¢ase t dan derivaci
polohového vektoru hmotného bodu podle t) V souladu s touto tvahou byla
v minulosti kfivka definovdna pouze prostfednictvim zobrazeni se spojitou derivaci.
Timto pozadavkem bychom ovSem vyloucili kfivky jako je napt. trojuhelnik. Proto

z tohoto striktniho poZadavku ustoupime a pfipustime konecné mnoho vyjimek.

Priklad 1.1.1.

UvaZujme trajektorii ze zbrané vystrelené kulky

Prvni podminka definice 1.1.1. fikd, Ze se v priibéhu letu kulka nikde neztrati a zase
jinde neobjevi. Trajektorie kulky také nahle ,lomené” nezméni sviij smér (trajektorii
neni lomena cdra), jde o plynuly pohyb, coZ ndm zaruci druhd podminka. A treti

podminka umoznuje rychlost kulky zjistit.



1.2. Jiné zadani rovinnych kfivek

Dosud jsme se v nasich ttvahdch zabyvali parametrickymi rovnicemi kfivky. V této
podkapitole ukaZzeme dal$i moznosti, jak zadat rovinnou kiivku. Kazdé vyjadrenti je

v jistych pfipadech vyhodné&jsi neZ ostatni.

Vylouéime-li parametr t zparametrickych rovnic dostaneme implicitni, resp.

explicitni rovnici kfivky.

1) Rovinnou kfivkou danou implicitné rozumime mnozinu prave téch bodt [x, y] lezicich

v roviné R?, které splnuji rovnici F(x,y) = 0.

2) Rovinnou ktivkou danou explicitné rozumime mnozinu prave téch bodt [x, y] lezicich

v roviné, které spliiuji rovnici y = f(x).

Vztah mezi explicitnim a implicitnim zaddnim rovinné kfivky lze charakterizovat

takto:

F(x,y)=y—f(x)=0 (3)

Ne vzdy je vS8ak mozné prevest implicitni vyjadfeni kfivky na explicitni.

Priklad 1.2.1.: F(x, y)=6x°y*+x*y3—5xy’+3

=> Nejsme schopni vyjadrit y, tedy najit explicitni tvar, y = f(x).

3) Oznaéme @ > 0 vzdalenost bodu K, leZicitho na kfivce, od pocatku soustavy

soufadnic O. Ozna¢me ¢ orientovany uhel, ktery svira kladny smér osy x s tiseckou



OK, plati 0 < ¢ < 2m. Potom rovinnou kfivkou definovanou polarnimi soufadnicemi

rozumime mnozinu bodi [x,y], které lezi v rovin¢ R? a jsou urceny rovnici

r= flo). (4)

Pozndmka 1.2.1. Pfevodni vztah mezi kartézskymi soufadnicemi a polarnimi

soufadnicemi je dan vztahem (5)

x = plp)cos(p),  y=plp)sin(p);, @e<ab>. (5)
Nékteré kiivky, u kterych je neodmyslitelné spojen smér a vzdalenost od stfedu, je
vyhodnéjsi ¢i jednodussi uvadét v polarnich soufadnicich. Je to napf. Archimédova
spirala, polarni rtize, ale i kruznice. Pfevod do polarnich soufadnic je ¢asto vhodny

pti vypoctech délky krivky.

Ptiklad 1.2.2.: Rovnice paraboly

Parametrické rovnice: x=t,

y=t; te <21, 21>
Explicitni rovnice: y=x
Implicitni rovnice: y—x?=0
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1. 3. Vlastnosti rovinnych kfivek

Méjme kiivku zadanou parametricky. Predpokladejme, Ze jeji parametr ¢ je
z intervalu <a,b>. Pro dalsi tivahy stanovime uspofadanou dvojici [¢i(a),¢2(a)] jako

pocitecni bod rovinné kfivky a [@1(b),¢@2(b)] jako koncovy bod.

Kfivku nazveme uzavienou, jestlize pocatecni bod a koncovy bod splyvaji, tj. [¢i(a),

@2(a)] = [@1(D),p2(b)]. (Obrazek 2 a, b)

Obrazek 2 a, b
Kfivku nazveme otevienou, pokud [pi(a), p2(a)] # [¢1(b), @2(b)], tedy pocatecni bod a

koncovy bod kiivky jsou rtizné body. Rikdme, Ze kiivka ma krajni body. (Obrazek 3
a, b,

Obrazek 3 a, b, ¢

Jsou-li funkce @1'(t), 2(t), kde te<a,b> spojité na intervalu <a,b>, fikdme, Ze rovinna

kfivka dand parametricky je hladkd.

-11 -



— pro otevienou kfivku plati, Ze je hladka, pravé kdyz v kazdém jejim bodu
muzeme vést ke kiivce tecnu. (Obrazek 4 a)
—u uzavfené kiivky miizeme pfipustit vyjimku: te¢na neexistuje v pocate¢nim

bodé k¥ivky. (Obrazek 4 b)

Obrazek 4 a, b

Po ¢astech hladkd kiivka je takova kiivka, ktera se skldda z hladkych usekt ktivky,

které na sebe navazuji. (Obrazek 5)

Obrazek 5

Jednoduchou kiivkou rozumime kfivku, ktera neprotina sama sebe, tj. pro kazdé t: # t»

plati @i(t1) # @i(t2) a zaroven @z(t1) # @a(t2).

U uzavfené kiivky pfipoustime jednu vyjimku, kdy tato podminka neplati, a to

pocatecni a koncovy bod. (Obrazek 6 a, b).

-12-



Obrazek 6 a, b

1.4. Délka kiivky

Jak jsme se uz zminili vyse, kfivkou je trajektorie hmotného bodu v urcitém casovém
intervalu t. Casto potfebujeme znat délku této trajektorie. Miizeme ji nap¥. zméFit

metrem, nas ale zajima vypocet z jeji rovnice.

1) Pfedpokladéme, Ze kiivka je dana parametrickymi rovnicemi, tj.
x=@i1(t), y=q@2At), te<a b>
kde derivace @i(t), 2(t) jsou na <a,b> spojité, potom délka kfivky je dand urcitym

integralem

b
= [ ol + o7t (6)

2) Pfedpokladejme, Ze mame kiivku zadanou explicitné, potom pokud pro f(x) na

intervalu <a,b> plati, Ze f'(x) je na tomto intervalu spojita, je délka kiivky vyjadfena

vyrazem
b
I= [ {1+ 11007 dx. 7)
3) Uvazujme kfivku zadanou v poldrnich soufadnicich, t.

-13 -



r=Afp), pe<0, 21>,

Potom délku kfivky uréime vztahem

1= | J () +[—d(df(g’)’))J o ®

Ne ve véch pfipadech je mozné urcit délku kfivky. Kfivka, ktera ma kone¢nou délku,

se nazyva rektifikovatelnd. Tato konecna délka se urcuje podle vyse uvedenych vztahti.

Ptiklad 1.4.1. a): Uréime délku paraboly z predeslého prikladu.

Parametricka rovnice: x=ty=#,; te<2m,2m>
Explicitni rovnice: y=x?; xe<-2m,2m>

parabola

0

0+

40 20 0 20 40
_20 -
—40 4
Obrizek 7
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Ponévadz zndme parametrické rovnice i explicitni zaddni paraboly muZeme na
vypocet délky této kiivky uzit vzorce (6), (7). Délku kfivky jsme pocitali pomoci

programu Maple:

= evalf(mz(/ (diff (t,0))* + (aifr (4, t))z,t=—2-Pi..2*Pi));

[:=80.8193161:

h = evalf(int(/ 1+ (diﬁ’(xz,x))z ,x=—2-Pi..2-Pi));

h :=80.8193161:

Tedy I =380, 81931615.

Pro kontrolu je vhodné mit k dispozici i grafické feSeni, viz obr. 7 .

Priklad 1.4.1. b):
Ukazeme duleZitost zvoleni , vhodnych” mezi urcitého integraluy, tj. intervalu <a,b>,

pro zjisténi délky kfivky. Jako priklad pouzijeme elipsu a jeji parametrické vyjadreni.

Parametrické rovnice elipsy se stfedem v pocdatku a osami na osach soustavy
soufadnic jsou:
x(t) = a*cos(t), y(t) = b*sin(t) ; te <0,2 1>

kde a, b jsou libovolné realné koeficienty (tzv. poloosy)

Zvolime napiiklad a=5,b=1:

1= I\/ (5 * cos(®) )" + ({1 *sin(t)])" dt = 21, 01004454

-15 -



Obrazek 8

Pfi zméné intervalu t, pozndme rozdil jen na zjisténé délce kfivky, nikoli vSak na
grafu kfivky. Zvolime-li, pfi stejnych koeficientech, interval te <0,47> pohyb
hmotného bodu bude po trajektorii tvaru dané elipsy proveden dvakrat, tvar elipsy
se nezméni, ale délka kfivky bude rovna /= 42.020 089 08, coZ je dvojnasobek ptivodni

délky.

1.5. Tecna ke kiivce

Pfimka, kterd ma s danou kfivkou pravé jeden spolecny bod, se nazyva tec¢na.
Tomuto spole¢nému bodu fikdme bod dotyku. O tecnu se jednd, pokud vSechny
okolni body kfivky kolem bodu dotyku leZi ve stejné poloroviné. Tuto polorovinu

urcuje praveé tecna. Jinak miZeme mluvit jen o pruaseciku.

-16 -



Urdeni tecny z parametrického vyjadreni

Tecéna k parametricky vyjadfené kfivce je dana rovnicemi

X = @1(to) + s * @1’ (to) , y = @2(to) + 5 * @2'(to) 9)

kde to je zvoleny parametr pro volbu bodu dotyku v bodé [¢i(to) , ¢2(to)],

a s je libovolna proménna.

Urceni tecny z explicitniho vyjadreni

Mame-li kfivku vyjadfenou explicitné, tj. y = f(x), potom rovnice teény v bodé [xo,yo]
je

y = yo=f (x0).(X - Xo). (10)

Tento vztah mtZeme upravit na tvar

y = f (x0).(X - X0) + yo. (11)

V programu Maple lze pomoci preddefinovanych prikazi urcit tecnu ke kfivce velmi
jednoduse a efektivné. Jednim z parametri této piedvolby je zadani kiivky
v explicitnim tvaru. Ponévadz nelze vyjadrit v tomto tvaru vSechny kfivky, neni tento

zpuisob ziskani a nakresleni te¢ny univerzalni. Je pak nutné provést obvykly vypocet.

-17 -



2. Maple

2.1. Charakteristika programu Maple

Maple je systém pro pocitacovou algebru vytvoreny béhem poslednich 25 let na
zapadnich univerzitdch. Maple je v dnesni dobé komeréni program, ktery vlastni
kanadska firma Maplesoft. Nazev programu vznikl ze zacatki anglickych slov
Mathematics pleasure, coZz v prekladu znamena Matematika potéSenim. Nazev
dokonale vystihuje jeho ucel, kterym je zpfijemnéni a zjednoduSeni matematickych

vypoctu.

Pomoci systému Maple jsme schopni provadét symbolické a numerické vypocty,
kreslit grafy a dopliovat je vlastnimi texty. Pfikazy miizeme zadavat interaktivné
nebo davkové — mutZeme vytvafet tzv. hypertextové zapisniky, v programu je
najdeme pod anglickym nazvem worksheet. Tyto zapisniky mutiZzeme ukladat do
soubori na pocitaci ve specidlnim formatu Maple MW. Soubory v tomto formatu
umoznuje Maple znovu nacist k prepracovani. Nebo se mohou snadno exportovat do
jinych formatt, napf. do Latexu ¢i HTML, ¢imz se usnadni psani matematickych

textq.

V maplovském programovacim jazyku je mnoho preddefinovanych funkci a prikazt.
Tyto pfeddefinované funkce jsou schopny pokryt mnoho oblasti matematickych
vypoctii — diferencidlni a integrdlni pocet, feSeni rovnic i soustav rovnic,
kombinatoriku, feSeni diferencidlnich a diferencnich rovnic, linedrni algebru,

geometrii a jiné.
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2.2. Pracovni prostredi Maple

Pracovni prostfedi programu Maple odpovida prosttedi operac¢niho systému
Windows. ProtoZe program obsahuje prvky typické pro operaéni systém Windows
(jde o prostredi grafické), je pro uZzivatele snadnéjsi se ho naucit pouzivat a pracovat
v ném. Mezi zdkladni a hlavni ¢asti tohoto prostfedi patti zapisnik, hlavni nabidka
menu a ovladaci liSta, nové také na levé strané takzvané paletové okno, s rychlym

pfistupem k preddefinovanym funkcim a jinym vyraztm.
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1©n & 7
o .-, | BT v

v |4 ¥
® Ready Memory: 6.93M Time: 7.655  Math Mode

Obrazek 9
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2.3. Procedury pouzivané v této praci

Program Maple pouZijeme v praci pro tvorbu graft jednotlivych kfivek, vypocet
jejich délky a nalezeni a nakresleni tecny ke kfivce v uréitém bodé. Maple vyuzijeme i
k zjednoduseni vyrazii ¢i feSeni rovnic a v neposledni fadé ke generovani vzorci

uvedenych v této praci.

2. 3. 1. Graf krivky

K nakresleni jednotlivych kfivek ndm postaci balicek piikazii plots, ktery obsahuje
(pro nas dulezité) piikazy plot, polarplot, implicitplot, display. Podle druhu feSené

rovnice pouZijeme pfislusny piikaz. Kazda funkce ma mnoho parametrt,

vvvvv

Priklad 2.3.1.1. a)

Funkce pro nakresleni elipsy v polarnich soufadnicich s ukazkou parametrti pfikazu

polarplot. Kromé prvnich dvou jsou zbyvajici parametry nepovinné.

with(plots) :
polarplot ( cos(x), x, style = point, color = green, symbol = circle,

axes = BOXED, title = "elipsa'] legend = "curve in polarcords, view
=[0..1,-1..1]);

-20 -



elipsa

0,5
0.0+

-0,5

T
[ali] 0.2 0.4 0.6 0.2
| curve in polarcords |

Obrazek 10 a

Priklad 2.3.1.1. b)

Vykresleni stejné elipsy, pouze s povinnymi parametry.

with(plots)
polarplot (cos(x),x);

0.4+

0.2+

-0,2

-0.4

Obrazek 10 b
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2. 3. 2. Délka kiivky

Délka kfivky je pocitana z dfive uvedenych vztahtt (5), (6), (7), v zavislosti na
rovnicich konkrétnich rovinnych kfivek, tedy parametrickych, polarnich ¢i explicitné

zadanych.

Jak ze vztahti pro vypocet délky milizeme vidét, pouzivame zde derivaci a urcity
integral, popfipadé ptikaz, ktery vyraz zjednodusi- evalf. Tyto procedury jsou

preddefinované v paletovém okné.

Priklad 2.3.2.1.
Vypocet délky pomoci preddefinovanych funkci derivace a urcitého integralu.

Druhou mocninu a odmocninu najdeme v paletovém okné také.

2-Pi

2 d 2
délka=evalfJ /(cos(x)) +[Ecos(x)j dx

0

délka = 6.28318530!

2. 3. 3. Tec¢na ke kiivce

Vyuziti programu Maple k pro nalezeni teény ke kiivce v daném bodé je trochu
obtiznéjsi. Mlizeme se pokusit vyuzit ptikaz tangent z balicku student, ale ten ma
v jednom z parametrt pozadavek na explicitni zadani kfivky, ¢ehoz neni vzdy mozné

dosahnout.
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Priklad 2.3.3.1. a)

Tecna k parabole pomoci pfeddefinované funkce programu Maple.

with( Student [Calculusl ] ) :
Tangent(xz, X = 2)
4x—4

Tangent(xz, x = 2, output = plot, view = [—10 ..10,-50 ..50])

The Tangent ta the Graph of
flx) =x"2
at the Point (2, £{2))

40 4

20

-10

-40

() T'}:le tangent at x = 2

Obrazek 11 a

Prvni vystup je rovnice teény v explicitnim tvaru a druhy vystup (output = plot) je

graf tecny k paraboly.

Jinou moznosti je v Maple vykreslit tecnu jako pfimku se zjiSténymi parametry. A
spolecné s kfivkou a tecnym bodem zobrazit ptikazem display. Te¢ny bod ziskame
funkci pointplot, jehoZ parametry jsou soufadnice [xo,yo]. Tecnu nakreslime pomoci

funkce plot a danou kfivku prikazem odpovidajicim typu rovnice.
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Priklad 2.3.3.1. b)
Tecna k téZe parabole (y = x?) pomoci rovnice teény v explicitnim tvaru. Nejprve
s vyuzitim vztahu (11) zjistime rovnici tecny. Déle urcime teény bod a jelikoz znadme

x=2, neni problémem si druhou soufadnici dopoditat.

y=f (xo0).(x - x0) + yo.
y=4(x-2)+4

y=4x-4

T=[2, 27
T=2, 4]

with(plots) :
a:= plot(xz, x) :
b = plot(4~t — 4, t, color = green) :

c = pointplot( [2, 4], color = black) : display( {a, b, c}, view = [
-10..10,-50 ..50);

20 4

-0 4

Obrazek 11 b
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3. Vybrané druhy rovinnych kfivek

3.1. Kruznice

Kruznice je mnozinou bodti v roving, které maji od daného bodu S stejnou vzdalenost.
Tuto vzdalenost nazyvame polomér kruznice, obvykle je oznacovan r, a bod S je stied

kruznice.

KruZnice je ¢asto zaménovana s pojmem kruh. Kruznice je soucasti kruhu spole¢né
s vnitfkem kruZnice, tedy jde o mnoZinu vsech bodt které maji vzdalenost od daného

bodu S rovnu nebo mensi nez je polomér.

Kruznice je kuzelosecka, tj. kfivka ziskana prunikem rotacni kuzelové plochy a roviny
kolmé na osu rotace, kterd neprochazi vrcholem kuzelové plochy. Do skupiny

kuzelosecek patfi dale elipsa, parabola, hyperbola.

Pivod nazvu kruznice, nebo-li circus pochdzi z feckého slova oznacujiciho ohnuti,
otoceni. Jeji existenci povazuje lidstvo za samoziejmost a je zndma po celou dobu
zaznamenané historie, pfedevsim z pfirody, napf. kruhy na vodé. Tvar kruhu maji
nejzndméjsi astronomické objekty — slunce, mésic, planety. Své vyuziti nasla kruznice

v technice v podobé kola, objev kola patii k nejvyznamnéjsim lidskym objevim.

Zakladni vlastnosti kruznice, které jsme uvedli dfive, jsou hladkost, uzavienost,

jednoduchost.
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Z téchto vlastnosti miizeme vydedukovat dalsi poznatky. Napftiklad jde-li o kfivku

hladkou, jsme schopni v kterémkoliv jejim bodé sestrojit te¢nu.

Dtikaz o hladkosti kfivky dostaneme derivaci parametrickych rovnic kruznice

@1(t)=(xo+rcos(t) =-rsin(t), @2(t)=(yo+rsin(t)) =rcos(t), kdete <0,2m>.

Predpokladame r > 0, goniometrické funkce sinus a cosinus jsou spojité.

Uzavienost kruznice plyne z rovnosti

[xo+ 1 cos(0), yo+r sin(0)] =[ xo+ r cos(27), yo + v sin(27)].

Jednoduchost nejlépe dokdaZeme nepfimo, kdyz vime, ze jednoducha kfivka se nesmi

nikde protinat (mit dva body sobé rovny).

Neptimy diikaz:

Predpokladejme, Ze kruznice neni jednoducha. Pak existuji t1, t2€ <0, 2>, ti# t2 a

xo0 + 1 cos(ti)=xo + v cos(tz), yo+ 7 sin(ti)=1yo+r sin(t).

xo+ 1 cos(ty)=xo+ 1 cos(t2), yo+r sin(ti)=yo + r sin(t2)
je cos(t)= cos(t2) a sin(t)= sin(tz). To je na < 0, 21> mozné jen tak, ze ti= t2 a to je spor
s predpokladem t# t2. Neni pravda, Ze kruznice neni jednoduchd. Tedy kruznice je

jednoduchd, protoze tfeti mozZnost neexistuje.
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Parametricka rovnice kruznice

Parametrické vyjadreni kruznice je dané soustavou

X =xo0+ 7 cos(t)

y=yo+rsin(t),

kde r > 0 je polomér kruznice, uspofadana dvojice [xo, yo] udava souradnice stfedu

kruZznice, tedy S = [xo, yo], te <0, 211> je parametr.

Délka kruznice

Urceni délky kruznice pomoci parametrickych rovnic docilime vztahem

I= j J (X, +Tcost) +(y, +rsint))>dt.

Pfi derivaci vyrazii pro x a y parametrickych rovnic kruznice pfi vypoctu jeji délky
nam vypadnou hodnoty xo a yo. Z toho vyplyva, Ze pro urceni délky kruZnice nejsou
soufadnice stfedu kruZnice podstatné. Do vzorce pro vypocet délky tak lze pouzit

zjednodusené parametrické vyjadieni

x = 7 cos(t)

y = rsin(t), kde te <0, 21t>.
Z predchoziho tedy vyplyva, Ze délku kruznice pro t € <0,2m> urcuje jeji polomér r.
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Kruznice a jeji délka v Maple

V systému Maple nakreslime kruZznici s vyuzitim parametrickych rovnic a ur¢ime jeji

délku. Zvolime si soufadnice stfedu kruznice S=[2, 1] a jeji polomér r = 3.

plot ( [xo + r'cos(t), Y, + r~sin(t), t=0..2-Pi],-5..5,-5..5, color
= black , title = Kruénice);

Frsice

Obrazek 12

27

delka kruznice = J / ( % (r-cos(t)) )

0

2 2

+ (%( r'sin(t)))

d

delka kruznice =61
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Tecna ke kruznici v Maple

Protoze parametrické rovnice kruznice nelze pouzit v preddefinovaném ptikazu
systému Maple, musime rovnici tecny spocitat. Méjme kruznici o stfedu [m,n] a
poloméru r, konkrétni hodnoty pfevezmeme z predeslého prikladu. Sestrojime te¢nu
ke kruznici postupné v bodé [m,n+r], [m+r,n] a [m+rcos(to), ntrsin(to)]. Prvni dvé
teény, budou rovnobézné se soufadnicovymi osami. Pro tfeti te¢nu zvolime parametr

t2=0,5 a pomoci Maple dopocitame pfesné soutadnice.

m + r-cos(0.5);
4.63274768

n + r-sin(0.5);
2.43827661t

Tedy T2=[4, 633 ; 2, 438].

Abychom ziskali soufadnice prvnich dvou teénych bodt (které jsme si zvolili vyse)

musi byt parametr to=0, 5 Pi pro prvni te¢nu a ti= 0 pro druhou.

Parametrické rovnice te¢ny ke kruZnici jsou obecné dany vztahy
Xo=m + r cos(to) — s r sin(to)

yo=n+r sin(to) + s r cos(to).

with(plots) :

a = plot([m + r- cos(x),n + r- sin(x),x =0..2-Pi]) :

b = plot([m + r-cos(t0) — s- r-sin(£0),n + r-sin(t0) + s- r
-cos(20),s =—1..1], color = yellow) :

¢ = pointplot ([m + r- cos(t0),n + r- sin(#0) ], color = green ) :
display ({a, b, ¢}, title = "te€na ke kruznici');
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tedra ke kudnici

Obrazek 13 as to=0.5 1

tedna ke knafnici

Obrazek 13bs t1=0

tedha ke kruEnici

Obrazek 13 cs t2=0.5
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3. 2. Cykloidy

Cykloida je mnozina bodd, které jsou trajektorii bodu pevné spojeného s kruznici,
ktera se kutdli po primce. RozliSujeme tfi druhy cykloid, a to prostou,
prodlouzenou a zkracenou. Jde-li o prostou cykloidu, lezZi zvoleny bod pfimo na
kruznici. Prodlouzend fikame cykloidé, jestlize dany bod se nachazi vné kruznice

a zkracena, je-li tento bod uvnitf kruZznice.

Cykloidy patfi do skupiny kfivek predstavujicich cyklické pohyby. Do této
skupiny patti i epicykloida a hypocykloida. Opisuje je bod zvoleny na kruznici, ktera

se pohybuiji po jiné kruznici at uz zvenku ¢i zevnitt.

Obrizek 14 a) Epicykloida Obrdzek 14 b) Hypocykloida

Studium cykloid bylo v minulosti pro matematiky i fyziky velmi dulezité. O tom
svédéi zvucnd jména, stimto pojmem spjatd. Jde naprfiklad o puvodce nazvu
cykloida Galileo Galilea ¢i italského badatele Evangelistu Torriceliho. Jeji
zkoumani dopomohlo ke zkonstruovani prvnich kyvadlovych hodin, jejichz

kyvadlo vykonava pravé ,cykloidni” pohyb.
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Parametrické rovnice cykloidy

Budeme uvazovat cykloidu prostou (stejné jako v celé dalsi praci), tedy bod
urcujici trajektorii se nachdzi pfimo na valici se kruznici. Cykloida je po castech

hladkd, otevienad i jednoducha.

Necht 7 je polomér valici se kruznice a teR velikost ihlu odvaleni, potom parame-

trické rovnice cykloidy jsou:

x =1 (t —sin(t))

y =1 (1 —cos(t))

Parametr t je definovan na celém oboru redlnych ¢isel, tudiz je jen na nas jak velky
interval si zvolime. Jen pfi volbé intervalu mensiho nez <0, 2>, bychom nedosahli
otoceni celé kruZznice a neméli bychom ani jeden dil¢i oblouk cykloidy. Dalsi volba
t je jiz v nasi rezii a pro graf cykloidy se ndm s vétSim intervalem dostava delsi

kfivky.

Délka cykloidy

Délku cykloidy danou parametricky uréime vztahem

kde 7 je polomér valici se kruZznice, g, b je interval parametru cykloidy.
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Délku cykloidy je zavisld na poloméru a intervalu <a, b>, kde a, b jsou libovolna

realna disla;

x =2t — 2sin(t)

y =2 — 2cos(t)

plot([x,y,t=-2-Pi..6- Pi],-15..50,-50..50)

Obrazek 15

"2 [ =64

Tecna k cykloidé v Maple

Zvolime si parametr to a pomoci programu Maple zjistime te¢ny bod,
parametrické zadani te¢ny a nakreslime ji.
Teény bod zaddme pomoci jedné jeho soufadnice a parametr to vypocteme

systémem Maple.
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Tedy, chceme-li tecnu v bodé y = 3:

volba y = solve (r — r-cos(t) =3, ¢t);

volba y = % I
m=%n
xk =2t — 2sin(1) yk =2 — 2 cos(t)
xt0 :=2.4567393% yt0 :=3.
dxk =2 — 2 cos(t) dyk =2 sin(t)
dxt0 =3. dyt0 :=1.73205080¢
xt :=2.456739396+ 3. s yt :=3. + 1.732050808s

Usporadand dvojice [xt0, yt0] je soufadnice tecného bodu a xt a yt jsou

parametrické rovnice tecny.

with(plots) :

g = plot([a,b,t=-2-Pi..6-Pi]) :

h = plot([xt, yt, s =—4 ..4], color = yellow) :
i == pointplot ([xt0, yt0], color = green) :
display ({g, h, i}, title = "te¢na k cykloidg');

teénak cykloide

Obrazek 16

-34 -



3. 3. Archimédova spirala

Archimédova spirdla je kfivka urcend trajektorii hmotného bodu vzdalujiciho se
stalou rychlosti po polopfimce od jejiho pocatku (pdlu), ktery se nachazi v pocatku
soufadnicovych os, pficemz se polopfimka rovnomérné otaci kolem tohoto polu.
Jako jeden z prvnich se touto kfivkou zabyval a dal ji i své jméno pfed vice nez

2 000 lety Archimédes.

Pfi pohybu po Archimédové spirdle vykonava bod dva nezavislé pohyby. Tato
kfivka tak zastupuje velkou Skalu dalSich spirdl, liSicich se napf. pomérem
rychlosti obou pohybti, druhem pohybt (rovhomérny, rovhomérné zrychleny,
zrychleny) aj. Dtlezitd je logaritmickd spirdla, jejiz polomér roste exponencialné,

zajimava je hyperbolickd spirdla, Fermetova spirdla ijiné spirdly.

V praktickém zivoté se, tfeba nevédomky, se spirdlami denné setkdvame. Tento
pohyb vykonava i stonek rostliny plazici se okolo pevné tyce za sluncem. Nebo
pes na vysuvném voditku obihajici svého pana. Ve strojirenstvi je princip spiraly
pouzit u vrtakd, vrutl ¢ Sroubli. Znalost logaritmické spirdly a jejich vlastnosti je

dtilezita v technice (riznd ozubend kola apod.).

Polarni rovnice Archimédovy spiraly

Jak uz je zminéno dfive, v nékterych pfipadech, nevyjimaje tento, je vyhodné

pouzit rovnici kfivky v poldrnich souradnicich.

Polarni soufadnice Archimédovy spirdly je

r=keo,
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kde k je kladné redlné ¢islo, ¢ tthel otaceni poloptimky, ¢ € R, r vzdalenost

pohybujiciho se bodu od pocatku soustavy soutradnic.
Délka Archimédovy spiraly
Délku Archimédovy spiraly v poldrnich soufadnicich uré¢ime vztahem

b

==J/(k~<p)2+ (% k-(pjz do /

a

a, b € R, jsou hodnoty intervalu proménné ¢, k € R*.

Délka spiraly je ovlivnéna hodnotami téchto konstant a proménné. Zvolime-li si
kuptikladu k = 3 a spirdlu definujeme na intervalu <0, 2> (obrdzek 17), potom

délka Archimédovy spiraly pomoci vyse zminéné rovnice je

2-Pi

2
1:=J / (3-0) + (% 3-¢) do = evalf (%)

0

=67 =59.2176264;

polarplot ([x,3-x,x=0..2- Pi]);

NI

Obrazek 17
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Tecna k Archimédové spirale

Pro vyjadfeni rovnice tecny a jejiho nakresleni pouzijeme pfedchozich hodnot, ale
rovnici spirdly vezmeme v parametrickém tvaru, tj. x=t cos(3t) a y=t sin(3t).
Stejnym postupem jako u cykloidy si miizeme zvolit soufadnice te¢ného bodu a

nakreslit tecnu ke kiivce.

t0 =7
x0 = —3.14159265:-
y0 =0.

dx =cos(3x) — 3 xsin(3x)
dy ==sin(3y) + 3y cos(3y)
dx0 = —1.

dy0 = —9.42477796.

xt :=-3.141592654— 1.5

yt == -9.424777962s

kde
[x0, y0] jsou souradnice te¢ného bodu, xt a yt jsou parametrické rovnice tecny s

parametrem s.

with(plots)
krivkal := plot([x-cos(3-x),x-sin(3-x) ,x=0..2- Pi]) :
tecnal = plot([xt,yt,s =—4 ..4], color =green) :

bodl := pointplot ([x0, y0], color = blue, symbol = circle) :
display ({krivkal ,tecnal , bodl },view = [ -10..10,-20..20]);

-~

Obrazek 18
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3. 4. Cassiniho ovaly

Cassiniho ovdl je mnoZina bodd, které maji konstantni soucin vzdalenosti od dvou
pevné danych bodiéi. Nese jméno francouzského astronoma a matematika
Giovanniho Domenica Cassiniho, ktery se domnival, Ze po jedné z téchto kfivek

obiha Zemé kolem Slunce.

Cassiniho ovaly, mohou byt kfivky zna¢né odlisné, na prvni pohled nemusi budit
zdani jakékoliv souvislosti. Je-li napf. soucin vzdalenosti od dvou pevné danych
bodi mensi nez polovina jejich vzdalenosti, dostaneme dvé nespojené krivky.
Specidlnim pripadem Cassiniho ovald je Bernoulliova lemniskata, kde je soucin
vzdalenosti bodu kfivky od dvou pevné danych bodt roven poloviné vzdalenosti
pevnych bodti. Obé kiivky byly studovany nezavisle a jejich vztah byl prokazan

az pozdéji.

Obrazek 19
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Rovnice Cassiniho ovaltl v parametrickém tvaru

Rovnice Cassiniho ovalu v parametrickém tvaru jsou:

X= \/? -cos(1)
y= \/? -sin(¢)

kde u = 2-a*-cos(2-1) + \/ (-a*+c*) + a4-cos(2-t)2’
parametr te (0, 21>,

a, ¢ jsou libovolna redlna cisla, pro ktera plati a <c.

Délka a te¢na Cassiniho kfivky

Pro nas dalsi postup, kde pouzijeme predeslé parametrické vyjadfeni Cassiniho
kiivky, zvolime a = 1,9, ¢ = 3,3 a parametr to= 2,5. Pomoci Maple urcime tecny bod

a parametrické rovnice te¢ny ke Cassiniho kfivce.

xt0 := —1.40903295:
yt0 :=1.05257903.

Tecny bod T = [xt0, yt0]

dx0 = —1.88010238: dy0 = —.790854558
xt == xt0 + dx0-s yt == yt0 + dy0-s
xt :=—1.409032952— 1.880102382s yt :=1.052579032— 0.7908545580s

Parametrické rovnice te¢ny xt, yt s parametrem s.

with(plots)

krivka = plot[

\/? -cos(x), M -sin(x),x=0..2- PiD :

2

tecna = plot([xt, yt,s ==1..1], color = black ) :
bod = pointplot ([ xt0, yt0], color = green) :
display ({krivka , tecna, bod });
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-0,5

-1,0

Obrazek 20

Délku Cassiniho kfivky vypocteme pro stejné hodnoty jako v pripadé jeji tecny.

Prioritné pPro jednoduchost a prehlednost zapisu vyrazi jsme pouzili substituci.

pl :=%/7.22 cos(21¢) + \/ 105.5600+ 13.0321cos(2 t)2 cos(?)

p2 :=%\/7.22 cos(2¢) + \/ 105.5600+ 13.0321005(2[)2 sin(¢)

2~Pi/ 1 3 1 3

délka = eval a4 4o &

elka = evalf [dtp)+(dtp)
0

délka :=11.1980556!

3.5. Exponenciala

vvvvv

matematickych funkci s Sirokym vyuzitim nejen v pfirodnich védach. Spolecné
s logaritmickou funkci (funkci inverzni k exponencidlni), patfi mezi zakladni

elementarni funkce.
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Logaritmicka funkce byla zkoumana jiz v 16. stoleti, nejdfive se objevila v podobé

logaritmickych tabulek, které mély pomahat zrychlovat a usnadnovat vypocty.

Rovnice exponencialy v explicitnim tvaru

Vyjadreni exponencidly v explicitnim tvaru je velice zname. Tedy

y=a,

kde a je kladné redlné ¢islo, pro které platia # 1, x € R, je libovolna proménna.

Tvar exponencialy se s riznou volbou ¢isla 2 méni. Jak uZ vyplyva z predchozi

rovnice, je-li a rovno jedné (obrdzek 21, pferusovand), nejednd se o exponencidlu,

nybrz o pfimku rovnobéznou s osou x a prochdzejici bodem y = 1. Pro a z intervalu

(0, 1) je exponenciala klesajici na celém svém definicnim oboru (obrdzek 21, tmavd

barva). A je-li a > 1 je rostouct (obrdzek 21, svétld barva).

-10 -

Obrazek 21
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Délka a tena exponencialy

Ponévadz je zadani exponencidly nejprirozenéjsi v explicitnim tvaru, vyuZzijeme

pro vypocet délky exponencidly explicitnéjsi explicitni rovnici, coz umozni vyuZzit

preddefinované funkce programu Maple.

Meéjme rovnici exponencidly y= 0,5% — 2, potom rovnici tecny (yt) v bodé xo=-1 a

jeji vykresleni spolecné s danou kfivkou ziskdme pomoci Maple:

with(Student [ Calculusi ) :
Tangent(O.Sx —2,x= —1);
-1.386294361x — 1.38629436°

Tangent (0.5x —2,x=—1,view=[-10..10,-20..20], output = plot,
title = "teCna k exponenciéle‘);

tedna k exponencidle
I

—|10 -|5 T—— : 0
-10 4
_20 -
| fix) The tangent atx=-1
Obrdzek 22

Rovnici teény miiZeme zjistit i vypoctem ze vztahu y = f(x0).(x - Xo0) + yo .

kontrolu tedy mtZeme dosadit a urcit rovnici tecny k exponenciale o rovnici

y=05%-2 vbodé x=-1.

yo=0,51-2=0
F(x0)=—0.6931471806 0.5= —1.386294361
yt= —1.386294361.x — 1.386294361
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Pro vypocet délky exponencidly z predchoziho obrazku s tecnou zvolime meze

<-5,10>.

10

1:=J /1+[dd—x(o.5x—2)j2 dx

-5

[:=42.0535555

3. 6. Hippiova kvadratrix

Hippiova kvadratrix je kfivka, dand mnozinou bodt P. Uvazujeme-li ¢tverec ABCD,
rotaci usecky AB kolem osy a az do AD a pohyb tsecky BC smérem k AD. Déle
predpokladejme konstantni rychlost obou pohybti a jejich pocatek ve stejnou

dobu. Bod P je dan jako prtisecik tisecek AB a BC.

Jde o jednu z prvnich zkoumanych kiivek, po pfimce a kruznici, se kterymi se
miizeme v matematice setkat. Jako prvni ji popsal v patém stoleti pred nasim

letopoc¢tem Hippias z Elis, podle kterého se také muize nazyvat.

vvvvvv

Jednim z nich je bezesporu snaha rozdélit thel na tfi stejné ¢asti pomoci kruha a
pfimek (kruzitka a pravitek) — trisekce thlu. Jinym problémem byla kvadratura
kruhu, problém spocival v hledani ¢tverce, ktery by mél stejny obsah jako dany

kruh. Odtud oznaceni kfivky jako kvadratrix.
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Rovnice Hippiovy kfivky

Vyjadiime-li rovnici této kiivky v explicitnim tvaru, potom dostaneme vyraz

‘a

_ ¢ Pi-x
Y =Xx-CO >

i)

kde a je kladné ¢islo, urcujici délku strany ¢tverce,

X je proménna.

0% -
0,6 -
0,4

0,2 -

D T T T T 1
] 02 0,4 06 0,2 1,0
x

Obrazek 23

Délka a tecna k Hippiové kiivce
Obdobné jako u exponencidly se pro jednoduchost zaméfime na explicitni

vyjadfeni této kiivky, jak v pfipadé vypoctu délky, tak v pfipadé vypoctu tecny,

kterou sestrojime pomoci Maple a jeho pfeddefinované funkce pro te¢nu.
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Tecnu k dané krivce ur¢cime v bodé T= [3, 0]:

with (Student [ Calculusl ]) :

T ; Pi-x 3
angent | | X+ CO 2.1 , X=0|;

1 3
2nx+2n

Pi-x .
Tangent| | x-cot | xT 3, output = plot, title

= "Tecna k Hippiové kfivce", view = [0..5,-5 ..5]],'

Teéna k HippiovE kivee

[ fx)

The tangent at =3

Obrazek 24

Abychom mohli délku Hippiova kvadratrixu porovnat, vypocéteme ji pro stejnou

kfivku jako predesle a definujeme ji na intervalu <0, 5>.

5

e

0

délka :=12.6795092!
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Zaveér

V prdci jsem se zabyval studiem rovinnych kfivek, jejich grafti, tecen a délek
s vyuzitim systému Maple.

Sezndmil jsem se s kfivkami, které nejsou bézné zndmé, napt. Cassiniho
ovaly a Hippiova kvadratrix, které vSak hraly dileZitou roli v rozvoji lidského
poznani. Dikladnéji jsem poznal moZnosti programu Maple, ktery byl zdkladnim
nastrojem pro moji praci. Neméné diilezita je pro mé i zkuSenost, kterou jsem
nabyl pfi praci s matematickym textem. Setkal jsem se s rliznymi problémy, které
bylo potfeba fesit.

Urcitym tskalim prfi psani tohoto textu byla dostupnost potfebnych
informaci. Nesnadnd prace byla s vhodnosti a pfesnosti nalezenych vzorct pro
zpracovani v systému Maple, vztahy pro jednotlivé kfivky nebyli vzdy pouZitelné
k tvorbé jejich grafi v tomto systému.

Patrné nejvétsi problém vznikl pfi konstrukci teény ke kfivce. Program
Maple ma ve svém portfoliu pfikazti moznost vykresleni tecny ke kfivce zadané
pouze v explicitnim tvaru, pfiemz tato rovnice neni vzdy dosazitelnd. Toto
“omezeni” jsem zjistil aZ pfi tvofeni této prace.

Doufam, Ze nebudu jediny, komu bude tento text uzite¢ny a prospésny, at

uz se jedna o studium ¢i praktické vyuziti.
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