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1 Uvod

Pozoruji ve vesmiru urcity rad a matematika je jednim ze zpusobui, jak jej zviditelnit.

MAY SARTONOVA (1912 — 1995)

S ¢isly se prakticky setkavdme na kazdém kroku, ackoliv nikdo pfesné nevi, kdy lidé
zacali pocitat, predpoklada se, Ze se tato potfeba vyvinula ke zvladani béznych kazdodennich
potieb. Dnesni dobu si vSak bez ¢isel nedovedeme ani predstavit, nebot’ provazi nas zivot
prakticky na kazdém kroku. VétSina Cisel se nevyznacuje néim zvlastnim, vyjime¢nym ¢i snad
jedine¢nym, avSak vyskytuji se €isla, ktera maji v matematice a nejen v ni zasadni vyznam.
Tato ¢isla maji specifické oznaceni a také nazev, ktery vétSinou ziskaly po svych objevitelich.
Mezi tato specificka Cisla patii bezesporu Ludolfovo ¢islo m, které miizeme nalézt ve vzorci
pro vypocet obvodu kruhu. Dal$im vyznamnym a znamym ¢islem je Eulerovo ¢islo e, jenz tvori
zaklad pfirozenych logaritmi a v neposledni fad¢€ je také nutné zminit pomérné méné znamé,
avSak vyznamné zlaté Cislo ¢, né€kdy tézZ oznaCované jako zlaty fez. Toto Cislo oznacuje
specificky pomér mezi celkem a jeho Castmi.

Cilem mé bakalatské prace je proniknout do problematiky vybranych matematickych
konstant, shrnout jejich historii, vlastnosti a seznamit s touto problematikou také ctenate, pro
které miize byt dana problematika doposud neznama. V pribeéhu naseho zakladniho vzdélavani
se s danymi konstantami, vyjma konstanty m, prakticky nesetkdme. Pravé diky této urcité
»Zahadnosti* a nezndmosti jsem se pro toto téma rozhodla.

Tato prace je rozdélena do tii velkych celkd. Prvni z nich je vénovan pravé nejznamé;si
konstanté m, nebot’ praveé s touto konstantou se setkavaji zaci jiz na zékladnich Skolach.
V uvodni ¢asti tohoto celku jsou shrnuty prvni zminky o této konstanté a také nejstarsi metody
vypoctu. Nasledné je popsana historie 7t a v neposledni fad¢ také iracionalita tohoto Cisla.

Druhy celek této prace je vénovan Eulerové &islu e. Uvodni ¢ast celku se opét vénuje
historii a nasledné se prace zabyva definovanim dané konstanty. Velky prostor je zde také
vénovan vlastnostem Eulerova ¢isla a to vcetné dikazu iracionality cisla e. Posledni
podkapitola se vénuje Eulerové identité, kterd je povazovana za nejkrasnéjsi rovnici svéta, ve

Treti celek této prace se vénuje tzv. zlatému Cislu ¢, znamému spiSe jako zlaty fez.

Jedna se o velmi vyznamnou konstantu, se kterou se bohuZzel setkavame pii studiu az na vysoké



Skole, 1 kdyZ by nebyl problém implementovat n€které poznatky o této konstanté jiz do uciva
zakladni Skoly. Prvni ¢ast je tedy vénovana historii zlatého fezu, kterd sahd az do staroveku.
Nasledné jsou v kapitole zatazeny definice urcujici hodnotu Cisla ¢ a také jeho vlastnosti.
Pomérné rozsahle se v této kapitole vénujeme také konstrukci zlatého fezu a rovinnym utvartim,
ve kterych je mozné zlaty fez nalézt. Posledni podkapitola zlatého tfezu je pak vénovéna

Fibonacciho posloupnosti a jejimu vztahu k ¢.



2 Ludolfovo cislo,

ey oo

zakladnich Skolach a znaji jeji hodnotu, ktera je ve Skolach uvadéna jen na dvé desetinna Cisla
jako 3,14. Cislo m nelze vyjadfit zlomkem a méa nekone¢ny desetinny rozvoj, ktery je
neperiodicky. Cislo 7 neni mozné vyjadfit jako podil celych &isel a je tedy fazeno do skupiny
Cisel iracionalnich. A v neposledni fad¢ je toto ¢islo oznaCovano jako Cislo transcendentni, tedy
takové¢ iracionalni ¢islo, které neni kofenem zadné algebraické rovnice.

Konstanta 7 je pojmenovana po holandském matematikovi Ludolphovi Van Ceulenovi,
ktery velkou ¢ast svého zivota travil vycislenim piesné Ciselné hodnoty ¢isla m© (Beckmann,

1998).

2.1 Prvni zminky o &t

Uplynulo jiz milion let, kdy se ¢lovék poprvé objevil na planeté Zemi. Béhem svého
vyvoje se postupné naucil poznéavat tvary a sméry, vyrabét a pouzivat nastroje a naucil se také
pouzivat pojmy jako velikost ¢i ¢islo. V neposledni fadé€ si zacal uvédomovat, Ze existuji vztahy
mezi uréitymi veli¢inami. Dilkazem, Ze €lov€k urcité predméty porovnaval ¢i méfil, slouzi
naptiklad vroubkovana hiil nalezené ve Véstonicich na Moravé, kterd pochazi z doby kamenné

(Beckmann, 1998).

Obrazek 1: Vroubkovana hiil nalezena ve Vestonicich na Moravé



Prvni pisemné zminky o matematické konstanté © pochéazi z obdobi okolo 2000 let pied
n. l. Jiz v této dobé lidé zacali chapat vyznam této konstanty a ziskali jeji ptibliznou hodnotu.
Aby ale byli schopni dojit k takovym zavéri, muselo tomu nutné predchazet fada objevi. Lidé
se nejprve museli naucit pocitat do dvou, museli si osvojit pojmy velikosti, kdy byli schopni
rozliSovat malé stromy a velké stromy, téZké kameny, t€z8i kameny a velmi t¢Zké kameny.
Zacali si uvédomovat, ze existuji urcité vztahy napiiklad mezi velikosti pfedméti a jejich
hmotnosti ¢i vztahy mezi stafim stromu a jeho vySkou. A co vic, pravé mezi témito vztahy
nemohli pfehlédnout ten nejdiillezitéjsi a to ten, ze ¢im veEtsi je kruh ,,napfic* tim je pak delsi
,kolem* (Beckmann, 1998). Lidé postupnymi uvahami, zkuSenosti, uvazovanim dosli az
k poyjmu proporcionality (tmérnosti), kdy se naucili uvédomovat si vztahy mezi dvojicemi
veli¢in, tedy je-li jedna z nich zvétSena ¢i zmensSena napt. dvakrat ¢i tfikrat, pak druha veli¢ina
se téz zvetsi €1 zmenSi napt. dvakrat ¢i tfikrat. Toto uvazovani vSak vedlo k zavéru, ze neni
dualezite, jak se dvé tmérné veli¢iny méni, jejich pomér vSak zlstava stejny (Beckmann, 1998).
Takové zjisténi ale bylo velmi blizko k ur€eni konstanty m, kdy ,,0kolo* (obvod) a ,,napfic*
(prtiimér) kruhu jsou umérné veli€iny, pak obvod : primér = konstanta pro vS§echny kruhy. Tento

pomér je oznacovan feckym pismenem 7 (pi) teprve od 18. stoleti n. 1. (Beckmann, 1998).

2.2 Nejstarsi metody vypoctu &

Jak Egyptané, tak také Babylonané se okolo roku 2000 pifed n. 1. zajimaly nejen

o vyznam konstanty 7, ale jiz v této dob¢ jim byla 1 znama ptiblizna hodnota . Egypt'ané tuto
2
hodnotu ur¢ili jako © = 4 (S) . Babyloniané dospéli k hodnoté m = 1—1. Jak byly schopny oba

tyto ndrody pomeérné presné urcit hodnotu m, v§ak neni dodnes zcela znamo. Domnivame se, Ze
ke stanoveni dané¢ hodnoty vyuzili klily a provazy, a to tak, Ze jeden kil zapichli do pisku
a s pomoci druhého kilu pfipevnéného provazem k prvnimu nakreslili kruh. Nasledné pouzili
delsi provaz, ktery upevnili v libovolném bod¢ na kruznici (bod A), vedli jej pres stied (bod O)
az protnul tento provaz kruznici v bod¢ (bod B). Na provaze oznacili délku AB, tedy primér
kruhu, ktery pokladali do kruhové ryhy v pisku od bodu A do bodu C (poklédali primér podél
ryhy jednou), z bodu C do bodu D a z bodu D k bodu A, kdy ale zjistili, Ze délka provazu do
bodu A nedosahuje (bod E). Zjistili tedy, Ze primér kruhu se vejde podél obvodu tiikrat
a ,.kousek* (Beckmann, 1998).



Obrazek 2: Méreni cisla © v pisku Nilu

Také starovéké narody meély sva pravidla, jak vypocitat obsah plochy kruhu, kdy
hodnota m hrala vyznamnou roli, ale ani zde nevime, jak je odvodily. JiZ od zékladni Skoly
vime, Ze obsah plochy kruhu se vypo¢ita ze vztahu S = mr?, kde r je jeho polomér. Zajimavé
vSak je, jak na vypocet tohoto vztahu pfisli lidé jeSté pred znalosti integralniho poctu.
Ptedpokladame, Ze k tomu dosSlo tzv. metodou pieusporddani. Rozdélime si kruh na Ctyfi
kvadranty jako na obrazku (3a) a uspotaddme je jako na obrazku (3b). Potom vyplnime prostor
mezi segmenty Ctyfmi stejné velkymi kvadranty. Obrys vzniklého kouzeln¢ho obrazce
pfipomind rovnob&znik. Délka obrazce métfena podél kruhovych tsekli se rovna obvodu
pivodniho kruhu 2nr. Sjistotou miZeme fici, ze velikost plochy obrazce je presné
dvojnasobkem obsahu plochy piivodniho kruhu. Jestlize nyni kruh rozd€lime ne na ¢tyfi, ale na
mnoho segmentll, nd$ kvazirovnobéznik (3¢) se podobad rovnobézniku mnohem vice a obsah
plochy kruhu je ptesné roven poloviné obsahu plochy tohoto kvazirovnobéZniku (3c). Budeme-
11 takto pokracovat a d€lit ptivodni kruh na stale vice segmentt, strana tvofena malymi obloucky
se stane nerozliSitelnou od tsecky a kvazirovnobé&znik se zméni ve skute€ny rovnobéznik —
obdélnik se stranami (2xr) a r. Obsah plochy kruhu je polovina obsahu plochy obdélniku, tj. wr?
(Beckmann, 1998).
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Obrazek 3: Metoda preusporadani
2.3 Historie ¢isla
2.3.1 Mezopotamie
Mezopotamie, Uzemi nachdzejici se mezi fekami Eufrat a Tigris, je z hlediska
matematiky a historie ¢isla m pomérné slozita, avSak babylonsk4 matematika je povazovana za

jednu z nejrozvinutéjSich. Jako dikaz matematické pokrocilosti svéd¢i nalez hlinéné tabulky

v roce 1936, ktera byla nalezena ptiblizn€ 200 mil od Babylonu.

Obrazek 4: Hlinena desticka nalezena v roce 1936

11



Na této desticce je vénovana pozornost riznym geometrickym Utvariim a stanovuje, Ze

pomér obvodu pravidelného Sestithelniku k délce opsané kruznice je % + %. Déle pak uvadi
vztah mezi pravidelnym Sestithelnikem a délkou opsané kruznice C, coz Babyloniany ptivedlo

k mySlence, ze kruh je mozné rozdélit na 360 dild. Dale védéli, ze 6r = C, tedy

. 6T “ < . L i . < iy
e — = 1, kdy r znaci polomér kruznice opsané Sestitthelniku a C je jeji délka (Becvar,

Becvarova, Vymazalova, 2003). Pokud nyni definujeme & jako m = ZC—T, pak dostaneme:

6r_ 6r 3

C _Z_m“_n
3 57 36

=60 (60)2’

a tedy

1
— 3> =3125.
T=23

Obrazek 5: Babylonska hodnota n

2.3.2 Egypt

Velkou roli v oblasti matematiky hraje bezpochyby Egypt. Jeho matematika je znama
vice nez matematika jinych narodi a to zejména proto, Ze egyptské hieroglyfy byly rozlustény
diive neZ ostatni. Jednim z takto vyznamnych dokumenti, a zaroven nejstar§im matematickym
dokumentem vilibec, je fazen papyrusovy svitek oznacovany jako Rhindiv papyrus nebo také
Ahmestv papyrus, ktery byl sepsan okolo roku 1650 pied n. 1. Na Ahmesové papyru je sepsano

celkem 84 1uloh s navody a feSenim (Becvart, Be¢varova, Vymazalova, 2003).

12



Obrazek 6: Rhinditv papyrus

Vzhledem k tématu této bakalafské prace se zde zaméfime na tlohu ¢. 50. Ahmes zde

predpoklada, ze obsah plochy kruhu o priméru 9 jednotek je stejna jako obsah plochy ¢tverce

2
se stranou dlouhou 8 jednotek. Pokud vyjdeme ze vzorce S = mr?, pak dostavame 1 (g) = 82

2
a tedy egyptska hodnota tje m = 4 (g) = 3,16049. Postup, kterym Egypt'ané dospéli k diive

uvedené hodnoté ¢isla w, popisuje Ahmes v uloze ¢. 48 (Becvar, Becvarova, Vymazalova,
2003).

Dle Beckmanna (1998) Ahmes vytvaii (nepravidelny) osmiuhelnik tak, ze rozdéluje
strany Ctverce o délce 9 jednotek na tfi ¢asti a vytina trojihelniky v rozich. Plocha osmithelniku
ABCDEFGH se prilis nelisi od plochy kruhu vepsaného do ¢tverce a jeji obsah se rovna obsahu
plochy péti vysSrafovanych ¢tverctll, z nichz kazdy ma obsah 9 plosnych jednotek, plus ctyf
trojuhelnikti kazdého s obsahem 42—1 plosnych jednotek. To je dohromady 63 plosnych jednotek,
coz je blizké 64 neboli 8%. Takze obsah plochy kruhu s primérem 9 je piiblizné rovna 64

plosnym jednotkam, tj. obsahu plochy ctverce o strané 8, coz jako diive povede k hodnoté

=l

13



Obrazek 7: Urceni hodnoty cisla n v Egypté

2.3.3 Starovék — Archimédes

Archimédes se narodil okolo roku 287 pted n. 1. v Syrakuséach a je dodnes povazovan
za vyznamného matematika, fyzika a mechanika. Studoval na univerzité¢ v Alexandrii bud’
u ptimych nastupcii Euklida ¢i u néj samotného. Archimédes se také tfadi mezi prvniho
védeckého inZenyra, nebot’ hledal obecné principy a aplikoval je na specidlni inZenyrské
problémy, naptiklad pouZiti principu paky ve valecnych strojich je velmi zndmé. Mimo to také
pouzil tohoto principu 1 k uréeni objemu segmentu koule v metod¢ vyuzivajici rovnovahu
(Beévat, Stoll 2005). Také jeho objevy v oblasti matematiky nebyly zanedbatelné, definoval
spiralu, ktera se dnes jiz oznacuje jako Archimédova spirala a v neposledni fad¢ urcil vzorce

pro vypocet objemul nejriznéjsich téles (Kolman, 1968).

14



Obrazek 8: Archimedes

A v neposledni fad¢ to byl pravé Archimédes, kdo jako prvni ptiSel na metodu vypoctu
1 s libovolnou piesnosti. Tato metoda je zaloZzena na faktu, Ze obvod pravidelného
mnohouhelniku vepsané¢ho do kruhu je mensi nez obvod tohoto kruhu a zaroveri je obvod tohoto
kruhu mens$i nez obvod mnohouhelniku, do n¢hoz je vepsan. Jak uvadi Beckmann (1998,
s. 54): ,, Zavedeme-li n dosti velké, budou se oba obvody mnohouhelniku blizit obvodu kruhu
s libovolnou presnosti, jeden zdola, druhy shora. Archimedes zacal od Sestivhelniku
a pokracoval tak, Ze zdvojoval pocet stran, az dospél k mnohouhelniku s 96 stranami, coz

davalo
3 10 <nt<3 1
71 >SS0

nebo v desetinném zaznamu 3,14084 < w < 3,142858.“

Obrazek 9: Archimedova metoda vypoctu hodnoty m© pomoci vepsanych a opsanych

pravidelnych n-uhelniki

15



Jak mtizeme vidét, tento odhad ndm ptfipomind hodnotu ¢isla . Ackoliv vypocet pomoci
Archimédovy metody byl pomérné zdlouhavy, jednalo se o revolu¢ni objev dané doby, ktery

ovlivnil fadu matematikti (Beckmann, 1998).

2.3.4 Francois Viéte (1540-1603)

Francois Viete byl vyznamny francouzsky matematik Zijici v letech 1540-1603. Narodil
se ve Fontenay-le-Comte v rodiné€ pravnikil a na ptani rodi¢ti vystudoval pravo na univerzité
v Poitiers. Viete zavedl do matematické terminologie fadu novych slov, jako naptiklad
negativni €1 koeficient, dosahl také dilezitych vysledkli v aritmetice, algebte, trigonometrii

1 geometrii (O’Connor, Robertson, 2019).

Obrazek 10: Francois Viete

Viete se tfadil k poslednim matematikti, kteti byli stadle ovliviiovani Archimédovou
metodou vypoctu m pomoci mnohothelnikl. Jeho metoda spocivala v tom, ze porovnaval obsah
plochy mnohothelniku s # stranami k obsahu plochy mnohothelniku s 2n stranami. Na rozdil
od Archiméda sviij postup zacal jiz od Ctverce nikoliv od Sestitthelniku. Jak uvadi Beckmann

(1998, s. 78): ,,Plocha n-uhelniku je A(n) = n-krat plocha trojuhelniku OAB,
=on r2 sin 2,

= nr2cosPsinp,
a podobné
A(2n) = nr?sing,

16



vyplyva tedy
A(n)/ A(2n) = cosp,
a jestlize zdvojime pocet stran mnohouhelniku, mame

An)  A(n) _ A(Zn) AN
Atan) ~ A@n) <A - Ok Cos(z)'

4"'\‘9

S¢

of

Obrazek 11: Uceni hodnoty r Vietovou metodou

Jestlize budeme postupné zdvojovat pocet stran mnohouhelniku, dostaneme:

Am)  A(m) _A(2n) A(2F1n)
A(2kn) — A(2n) ><A(4n) XX A(2kn) -~

Kdyz se k blizi k nekone¢nu, plocha mnohothelniku s 2% stranami je nerozlisitelna od plochy
kruhu, tedy

}limA(an) = mre.
Po dosazeni dostavame

1/2nsin2p
cosf cos (g) cos (%) cos (%) .

mwT =

Viéte zvolil za pocatek Ctverec, takze n = 4, = 45°, cosff =sinff = g a pomoci

vzorce pro polovi¢ni tthel nakonec dostaneme
2
T =
VI/2xV(1/2+1/2V1/2) xV[1/2 +1/2V(1/2 + 1/2V1/2)] X ...

Tento vyraz byl nasledné roku 1593 publikovan v dile Variorum de rebus mathematicis

responsorium liber VIII (Rlizné matematické problémy, sv. 8). Pro vy¢isleni hodnoty n ale
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Viete nakonec svilj vzorec nepouzil. K vypoctu m na 9 desetinnych mist vyuzil opét

Archimedovy metody tentokrat vSak pro mnohouhelnik s 393216-ti stranami a ¢islo w urcil

v rozmezi 3,1415926535 a 3,1415926537 (Beckmann, 1998).

2.3.5 Ludolph van Ceulen (1540-1610)

Ludolph van Ceulen byl holandsky matematik, ktery se narodil 28. 1. 1540
v Hildesheimu v Némecku, ale stejn€ jako mnoho dalSich Némct emigroval pred katolickym
utlakem do Nizozemska. Van Cuelen byl velmi nadanym a talentovanym matematikem, 1 kdyz
se mu diky chudym pomérim v rodiné dostalo pouze zdkladniho vzdélani (O’Connor,

Robertson, 2019).

Obrazek 12: Ludolph Van Ceulen

Velkou ¢ast svého Zivota travil pocitanim ciselné hodnoty ¢isla w, pfi€emZ vyuzival
vyhradné Archimédovu metodu mnohothelniki. V roce 1596 ve svém ¢lanku Van den Circkel
(O kruhu) informoval, Ze pro vypocet &isla m pouzil mnohothelnik se 60 x 2% stranami, coz
poskytlo hodnotu &t s pfesnosti na 20 desetinnych mist. V jeho dal§im dile De Aritmertische en
Geometrische fondamenten, které bylo publikovano az po jeho smrti v roce 1615 jeho zenou,
udava hodnotu ¢isla 7 s pfesnosti na 32 mist a dle Snelliovy zpravy z roku 1621 hodnotu &
vyjadril jesté o dalsi ti1 desetinnd mista. Jeho snaha o pfesné vycisleni hodnoty Cisla © ucinila

na Némce takovy dojem, Ze zacali Cislo ® nazyvat Ludolfovym ¢islem (Beckmann, 1998).
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2.3.6 John Wallis (1616-1703)

John Wallis byl anglicky matematik, ktery v roce 1655 ve svém dile Arithmetica
infinitorum vyjadtil m jako nekone¢ny soucin. Na rozdil od Viéta byl ale prvnim v historii, jehoz

nekonecna fada obsahovala pouze racionalni Cisla. Vzorec uvedeny Wallisem ve tvaru

2.24.4.6.6 ..

T= 2133557,

je velkym meznikem v historii ¢isla © (Fuchs, 2001).

Obrazek 13: John Wallis

2.3.7 James Gregory (1638-1675)

James Gregory byl skotsky matematik a astronom, prvotni studium matematiky zahajil
na univerzité¢ v Aberdeenu a pozdéji v Italii. Gregory se zabyval problémy, které znacné
predbihaly jeho dobu. Ve svém dile Vera circuli et hyperbolae quadratura (Spravna kvadratura
kruhu a hyperboly), které publikoval v roce 1667 v Padové¢, uvedl zakladni mySlenku o rozdilu
mezi algebraickymi a transcendentalnimi funkcemi a pokusil se zde také dokazat transcendenci

7 (O’Connor, Robertson, 2019).
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Obrazek 14: James Gregory

Pro historii m je velmi dilezity objev fady pro arctg x, kterd je oznaCovana jako
Gregoryho fada. Gregory zjistil, Ze obsah plochy pod kiivkoul/(1 + x?2) v intervalu (0, x) je

arctg x. Gregory nasledné procesem dlouhého déleni v integrandu nasel fadu

3 5 7

x° x> x
arctgx = x — ?+?— 7+
Nasledné polozil x = 1. Protoze arctg(1) = m/4, pak
1 1 1
=41 —3—+§—;+

Gregoryho tada, objevena v roce 1671, je prvni nekonecnou fadou nalezenou pro vyjadieni .
Tato tada, ackoliv je velmi plisobiva, nebyva vzhledem k pfili§ pomalé konvergenci vyuZzivana

v numerickych vypoctech (Kvasz, 1994).

2.3.8 Isaac Newton (1643-1727)

Anglicky matematik, fyzik, astronom, filozof a teolog Isaac Newton, se narodil
v anglickém Woolsthorpe a patii pravem mezi nejuznavanéjsi védce vSech dob. Ve svém dile
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica publikovaném v roce 1687 polozil zaklady
klasické mechaniky. V matematice patfi Newton mezi prvni objevitele diferencidlniho

a integralniho poctu (Ackroyd, 2010).
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Obrazek 15: Isaac Newton

Co se tyCe vypoctu ¢isla w, Newton uvazoval kruznici, jejiz rovnice je y = Vx — x2,

tedy kruznici s polomérem % a sttedem vbodé¢ y = 0,x = 2

D

‘ \
A J B[ 6 \cC ‘
l‘ I:

Obrazek 16: Newtonova metoda vypoctu

., Kruhova usec¢ ADB tedy bude mit obsah:

a= J%\/m=j% /x\/a—x)dx
0 0
- (@)~ (- (- (e

2 1 1 1

3.2 5.25 2827 72.29
kde Newton uzil binomickou vétu.
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Z druhé strany use¢ ACD se rovna vyseci ACD zmensené o trojuhelnik BCD, a protoze

CD =2,BD = %%, Newton nasel a = == — 32 (Beckmann, 1998, s. 118).

« " o et o= 3Y3 L L
Postupné Newton dospél k vyjadieni m = ==+ 24 (12 c25 " 7827 7220 )

Timto zpiisobem ziskal hodnotu 7 a pro urceni 16 desetinnych mist mu stacilo pouze 22 ¢lend,
coz ve srovnani s Archimédovou metodou, kde pro ur€eni 2 desetinnych mist bylo zapotiebi
pocitat s 96 stranami mnohothelniku a ¢tyfnasobného vypoctu odmocnin byla Newtonova

metoda daleko rychlejsi a jednodussi (Beckmann, 1998).

2.3.9 John Machin (1680-1751)

John Machin londynsky profesor astronomie je nejvice zndmy zrychlenim konvergence
Gregoryho fady a zjednodusenim daného vypoctu.

Protg f = gméme

2tgp 5
920 =111
g*p 12
a
2tg2 120
tg4p = g2p

1— tg22f 119°
Hodnota % se lisi pouze o ﬁ od 1, jejizarctg x = %. Pokud dany rozdil vyjadiime v thlech,

dostavame:

s tg4p—1 1
4 - =] = =
tg (46 4) 1+tg4f 239
a tedy
. (1)_4 n_4 . <1) s
arctg \5z5) = B 3 =tarctg (g) -7

Naslednym dosazenim do Gregoryho tfady pro 2 arctg dostal Machin:

T 4 (1 1 4 1 ) ( 1 1 N 1 )
4 "\5 3x5% 5x55 239 3x2393  5x2395 '
Diky tomuto malému triku, kdy druha fada konverguje velice rychle a naopak prvni se hodi pro

vypocty, Machin vypocital v roce 1706 © na 100 mist (Beckmann, 1998).
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2.3.10Leonhard Euler (1707-1783)

Leonhard Euler je prdvem fazen mezi nejveétsi matematiky vSech dob. Euler se narodil

Obrazek 17: Leonhard Euler

Také Euler uvedl né¢kolik moZznych vyrazii vyjadfenych pomoci nekonecnych soucini
a fetézovych zlomk pro vypocet . Euler vyuzil Machiniv trik a odvodil vzorce:

1 q

arctg; = arctgm + arctgm
a
arctgf = arctg @y + arctg b-a + arctg c—b + -
y ay +x ab+1 ch+1

Vsechny dané vyrazy jsou odvozeny od tady pro arctg a Eulerovi se podafilo najit takovou

fadu, kterd konverguje rychleji nez ostatni

" _(y)<1+2 +2X4 2+2X4X6 3+ )
arctg x = X 3y 3X5y 3X5X7y ‘

kde

x2

(1+x2)"

y=

Diky tomu vypocetl m© na 20 desetinnych mist za pouhou hodinu. Euler se problematikou

hodnoty a ukon¢il jeho historii, co se tykda numerického vypoctu (Beckmann, 1998).
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2.3.11Pocitaova éra

S nastupem modernich technologii se honba za vy¢islenim hodnoty ¢isla © dostava do
jinych rozmért, tam kde lovci Cisel v 18. a 19. stoleti pracovali se zdznamy s desitkami
a stovkami desetinnych mist, pocitace a jejich programatoti jsou schopni zpracovat zdznamy
s tisici a stovkami tisic €islic.

Prvni vypocet hodnoty ¢isla m pomoci pocitate byl proveden v zaii roku 1949 na
ENIACu (Elektronic Numerical Integrator and Computer) v Laboratofich pro balisticky
vyzkum americké armady. Pocita¢ byl vt¢ dobé schopen spocitat hodnotu m na 2 037
desetinnych mist za 70 hodin, coz bychom v dne$ni dobé mohli povazovat za pomérn¢ dlouhou
dobu, ale ve srovnani s ru¢nim vypoctem neskutecné kratkou. Vypocet n byl programovan na
zéklad¢ Machinova vzorce (viz kapitola 2.3.5.).

Vypocty hodnoty 7 se s postupem c¢asu a s nastupem lepSich a rychlejSich technologii
zrychlovaly. V zaii 1954 a lednu 1955 byl pocitaé NORC (Naval Ordnance Research
Calculator) v Dahlgrenu ve Virginii naprogramovan pro vypocet © na 3 089 desetinnych mist
a tento vypocet zabral pouhych 13 minut. Tento rekord byl zdhy piekonan v roce 1957 ve
Ferranti Computer Centre v Londyné¢, kdy pocitac Pegasus spocital 10 021 desetinnych mist za
33 hodin. V Cervenci 1958 se poprvé odhad dostal na 10 000 desetinnych mist a to béhem
1 hodiny a 40 minut. K naprogramovani pocitace IBM 704 byla pouZita kombinace vzorce
Machinova a Gregoryho fady (viz kapitola 2.3.5.). Jen o tfi roky pozdéji, v Cervenci 1961 byl
pouzit Machiniv vzorec k naprogramovani pocitace IBM 7090, coz vedlo k ziskani 20 000
desetinnych mist béhem 39 minut. O dalSich Sest let pozd&ji, vunoru 1967 doslo
k naprogramovéani pocitate CDC 6600, coz poskytlo 500 000 mist. Jak mizeme vidét diky
neustalému vylepSovani hardwaru i softwaru dochdzi k vyc¢isleni hodnoty 7 na dalSich a dalSich

desetinnych mist (Beckmann, 1998).

2.4 Iracionalita Cisla

Diky Eulerovu objeveni dalSich desetinnych ¢isel hodnoty m nastal novy problém, nad
kterym se matematikové z celého svéta pozastavili, a to jaké Cislo m vlastné je, zda racionalni

¢i iracionalni, algebraické nebo transcendentni. Jiz stafi Rekové znali existenci iracionalnich
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&isel, které oznaGovali jako nesouméfitelna. I sam Aristoteles si byl védom diikazu, e V2 je
iracionalni ¢islo. Dikazem bylo reductio ad absurdum:

Piedpokladejme tedy, Ze V2 miizeme vyjadiit jako pomér celych &isel p/q, pak tedy jen
jedno z nich mize byt sud¢, jinak by bylo mozné kratit 2.

V2=p/q

2q* =p?,
z toho plyne, Ze p?, a tudiz i p musi byt sudé (p = 2r) a tedy g musi byt liché.
Ale podle:

2q? = 4r?
je g% atedy i q sudé, tedy piedpoklad V2 = p/q neni spravny (Beckmann, 1998).

Jedna z dulezitych vlastnosti Cisla & je tedy ta, Ze je to Cislo iracionalni a neni tedy
mozné jej vyjadiit jako podil celych Cisel. Tuto skute¢nost dokdzal v roce 1767 némecky
matematik Johann Heinrich Lambert (1728-1777). Lambert ve svém pojednani Vorldufige
Kenntnisse fiir die, so die Quadratur und Rectfication des Cierculs suchen (Ptedbézné znalosti
pro ty, kdo se snazi o kvadraturu a rektifikaci kruhu) zkoumal fetézové zlomky a dokézal tento
teorém:

Jestlize x je racionalni ¢islo od nuly riizné, pak tg x nemuize byt raciondlni.

Odsud plyne, ze

Jestlize tg x je raciondlni, pal x musi byt iraciondlni nebo nula.

Protoze tg G) = 1 je raciondlni, pak % musi byt iraciondlni, tedy iracionalita n je dokazana
(Z4gkova, 1966).

Také francouzsky matematik Adrien-Marie Legendre (1752-1833) ve svém dile
Elements de Géometrie vroce 1794 dokazal iracionalitu m a podal také dikaz Ze 72 je
iracionalni. Zarovenn ve svych Uvahach zminuje, ¢ m neni ani mezi algebraickymi
iracionalitami, tedy nemtize byt kofenem algebraické rovnice s kone¢nym poctem clent, jejiz
koeficienty jsou racionalni. Dnes jiz vime, Ze Legendre mél ve svych ivahach pravdu, dikaz
byl ale natolik obtizny, Ze byl nalezen az za dlouhych 88 let némeckym matematikem
Ferdinandem von Lindemannem (1852-1939). Lindemann v roce 1882 publikoval dikaz
transcendence ¢isla w, jeho postup byl podobny metodé, kterou vyuzil v roce 1873 Charles

Hermite (1822-1901), ktery dokazal, Ze Cislo e je transcendentni (Beckmann, 1998).
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3 Eulerovo ¢islo, e

Eulerovo cislo e, které ma ptibliznou hodnotu 2,71828 je ve srovnani s Ludolfovym

¢islem 7 relativnim ,,novackem* na matematické scéné a saha piiblizné€ do 17. stoleti, kde se
. 1\" C oy C .
objevuje vyraz (1 + Z) ve vztahu pro sloZzené Urokovani. Stejné jako Cislo 7 je iracionalni,

tedy jeho desetinny rozvoj je nekonecny a neperiodicky. A je také transcendentnim Cislem.
V dnes$ni dobé& se jednd o velmi vyznamnou konstantu, kterd je vyuzivana nejen

matematiky, ale 1 fyziky ¢i astronomy.

3.1 Historie ¢isla e

Velmi vyznamnou roli v historii ¢isla e hraje skotsky matematik, fyzik a astronom John
Napier (1550-1617), ktery vroce 1614 publikoval knihu Mirifici logaritmorum canonis
descriptio (Popséani podivuhodného zakona logaritmil). V této praci Napier uvadi nejen pravidla
pro pocitani s logaritmy, ale také tabulku funkénich hodnot pfirozenych logaritmil funkce sinus,
které umoznovaly pfevést nasobeni a déleni na s€itani a odecitani. V roce 1619, dva roky po
smrti Napiera, dochazi k vydani jeho druhé knihy Mirifici logarithmorum canonis constructio,
kde Napier vysvétluje, jak s logaritmy pocitat. Diky témto knihdm je dnes Napier znam jako
,vynalezce* logaritmil (O’Connor, Robertson, 2020).

Prvni pisemnd zminka o konstantné¢ e oznaCované nékdy také jako ,,Napierova
konstanta® se objevuje v pracich Johna Napiera a jeji historie je tedy tzce spojovana
s logaritmy. AvSak samotny objev konstanty jako takové je ptipisovana Jacobu Bernoullimu

(O’Connor, Robertson, 2020).

3.1.1 Jacob Bernoulli (1655-1705)

Jacob Bernoulli byl $vycarsky matematik a fyzik, ktery na natlak rodict vystudoval
filosofii a teologii na univerzité v Basileji. Proti viili svého otce se vénoval matematice a fyzice,
od roku 1683 prednaSel na univerzit¢ v Basileji experimentdlni fyziku a nasledné také

matematiku (O’Connor, Robertson, 2020).

26



Obrazek 18: Jacob Bernoulli

V roce 1683 se Bernoulli pokusil vyfesit problém slozené¢ho trokovani a dosel k limité

1 n
lim (1 + —) .
n—-oo n
Bernoulli si polozil dillezitou otazku, kolik ¢loveék naspofi za jeden rok, pokud by byla ro¢ni

sazba 100 % a uroky by se ptipisovaly k jistin¢ v nekonecné kratkych intervalech. Bylo tedy
n
nutné vypotadat se s vypoctem vyrazu S = (1 + %) pro rostouci hodnoty n. Vysledky

takového vypoctu jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tabulka 1 Rostouci hodnoty n pri vypoctu slozeného urokovani

(1+3)

n
1 2

2 2,25

3 2,37037

4 2,44141

5 2,48832

10 2,59374

100 2,70481

1 000 2,71692

10 000 2,71815
100 000 2,71827

1 000 000 2,71828
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Jak mizeme vidét ztabulky je ziejmé, Ze jakykoliv dal§i vzrist n ovliviiuje vysledek
minimalné. Pomoci binomické véty Bernoulli dospél k zavéru, ze hodnota limity se bude

pohybovat v intervalu (2, 3), ¢imZ ucinil uplné prvni odhad hodnoty ¢isla e (Sikorova, 2000).

3.1.2 Leonhard Euler (1707-1783)

Vyznamny matematik a fyzik Leonhard Euler se narodil 15. dubna 1707 ve Svycarské
Basileji. Matematického vzd€lani se mu dostalo jiz v utlém véku. Jeho otec si pral, aby se jeho
syn stal duchovnim, a proto vroce 1720 zapocal Euler sva studia na univerzité¢ v Basileji.
Euleriv obrovsky talent vSak rozpoznal Johann Bernoulli, ktery se rozhodl jej nasledné
soukromé vyucovat a diky némuz Euler zanechal studia teologie a vénoval se dale jen studiu
matematiky. V kvétnu 1727 odesel Euler do Petrohradu, kde prozil vice nez 30 let svého zivota
(Thiele, 1982).

Euler ptisobil nejen v rozmanitych oblastech matematiky, ale také v oblasti mechaniky,
optiky ¢i astronomie. V oblasti matematiky zavedl pojem funkce: ,, Funkce promeénné veliciny
je analyticky vyraz, ktery lze néjakym zpusobem sestavit z promeénné veliciny, Ccisel
a konstantnich velicin. “ Roku 1727 pouzil poprvé pismeno e pro oznaceni zakladu ptirozeného
logaritmu a vroce 1734 zavedl oznaceni f(x) jenz ptedstavuje funkci f aplikovanou na
argument x. V roce 1777 jako prvni uzil symbol i pro v—1 a v neposledni fadé to byl pravé
Euler, kdo podpofil pouzivani feckého pismena m k oznaCeni poméru obvodu kruhu k jeho
pruméru (Thiele, 1982).

Thiele (1982) uvadi, Ze roku 1748 publikoval Euler praci Introductio in analysin
infinitorum, ve které uvedl pro realné x vztah

e = cosx + isinx,
ktery umoznil studovat funkce v komplexnim oboru. V publikaci také vypocetl ¢islo e na 18
desetinnych mist, 1 kdyZ bez postupu vypoctu. Euler se ve své publikaci také zabyval
diferencidlnim a integradlnim poctem, zkoumal vyjadieni funkci pomoci souctu tad

a v neposledni fad€ dosp€l k vyjadieni e

1 1 1 1
e o1 + 1 + 51 + 31 + -+ —~ +
a k vyjadreni exponencidlni funkce e*
N
ex = <1 + ﬁ) 5
N
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kde N znaci nekonec¢né velké Cislo. Toto vyjadieni je mozné prepsat do nami znamého tvaru

e* = lim (1 +%)n.

n—->oo

3.2 Definice Eulerova cCisla e

Definovat Eulerovo Cislo je mozné nékolika zpiisoby, v této praci se vSak budeme

zabyvat dvéma nejcastéjSimi definicemi této konstanty.

3.2.1 Limitni definice Eulerova ¢isla

K nejvyznamnéj$im definicim Eulerova Cisla bezesporu patfi limitni definice, pficemz

zavedeni Eulerova ¢isla pomoci limit je mozné dvéma zplsoby:

li 1\" li 1
e = lim (1 +;) e= xl_r)r(l)(l + x)x,

n—-oo

. ;o NN s o , .. . ) 1n\"
nicméné ve vétsSing piipada se setkavame s limitou posloupnosti ve tvaru e = lim (1 + Z) .
n—oo

Pokud chceme ukazat existenci této limity, budeme vychdzet z poznatkli o chovani monoténni

omezené posloupnosti (Sikorova, 2000, s.19):

Véta 3.1.: Necht je dana neklesajici posloupnost {a, }-, kde jen € N,a, € R. Je-li tato
posloupnost shora omezena, existuje a € R tak, ze

lim a, = a.

n—»oo

Budeme potiebovat také nerovnost mezi aritmetickym primérem n nezapornych &isel a jejich
geometrickym primeérem, tzv. AG-nerovnost:
Lemna (AG-nerovnost): Necht' je n € N a necht’ jsou xx, kdek = 1,2, ..., n,

nezaporna realna cisla. Potom plati:

n
X1+X2+: +Xp
R

pfi¢emz rovnost nastava prave tehdy, kdyz x; = x, = - = x,,.

Na zaklad¢ ptredeslé véty a lemnatu mlizeme vyslovit nésledujici tvrzeni (Sikorova, 2000,

s. 20):
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Véta 3.2.: Polozme:

a, = (1+i)n,bn = (1 +%)n+1 n=12,..

Pak je posloupnost {a,}r=, rostouci a posloupnost {b,}7-, klesajici.

Diikaz (Sikorova, s. 20):
Podle definice je posloupnost {a,}r=; rostouci pravé tehdy, kdyz pro kazdé n je a, < ap4.
Diikaz provedeme pomoci AG-nerovnosti, kterou uzijeme na souc¢in n Ciniteld (1 + i) al.

Cimz ziskame zépis ve tvaru
1 n
X1X2 'Xl’l+1 = (1 + _)
n
a dale

1
X1+“'+Xn+1 n(1+ﬁ)+1 1
= =14+—.
n+1 n+1 n+1

n n+1
Na zékladé AG-nerovnosti plati (1 + i) < (1 + n%l) , pfi¢emz podminka pro rovnost neni

splnéna a pro kazdé n € N dostavdme ostrou nerovnost tvaru

a, = (1 + i)n < (1 + n%l)nﬂ = Api1-

Tedy posloupnost {a, };-4je rostouci.

2
Nyni polozime x; =x, = =x, =1+ n+-1’xn+1 = (1 + n+-1) . Potom plati
1 n+2
X1X2 'Xl’l+1 = (1 + n+ 1)

n+2  (n+ 2\
N1t +1)
Xl + “'+X1’1+1 _ n n

n+1 - n+1

= 1v[n+1-

Upravenim dostavame:

m+1)°+(+1D*+(+D+1
(n+1)3 a

1v[n+1 =
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1 1 1
n+1+(n+1V+Xn+1P]

1 1 1 1
n+1+m+1y+(n+n3+m+ZFIB§+W]=

=1+

<1+

{ J
f

. ;o . 1
geometrickd fada s kvocientem —

=1+4-

n

1 n+2 1 n+1
Z téchto uvedenych vztahti a AG-nerovnosti vyplyva, ze (1 + n_-l-l) < (1 + H) , tato

podminka nerovnosti ovSem neni splnéna a pro kazdé n € N tedy dostaneme:

1 n+2 1
bhi = (1 + H) < (1 + H) = b,.

Posloupnost {b,, };>_; je tedy klesajici.
Je tedy zfejmé, ze pro kazdé n € N je

n+1

1\" 1
an=<1+—) <<1+—) = by,
n n

an<bnSb1=4.

Pro kazdé n € N tedy plati

Jak jsme dokazali, posloupnost {a,}r-,; je shora omezena a také rostouci. Posloupnost

s takovymi vlastnostmi ma tedy kone¢nou limitu

Jim an = Jim (143" e

3.2.2 Eulerovo ¢islo jako soucet nekone¢né rady

Druhou moznou definici Eulerova ¢isla je pomoci nekonecné fady. Jak uvadi Sikorova

n
(2000, s.23) budeme nyni vychazet z vyjadieni Eulerova ¢isla ve tvaru e = lim (1 + %) .

n—-oo

Iy . , , 1\"
Pomoci binomické formule umocnime vyraz (1 + Z) :

n

o d) = rom (G G O O

2! n 3! n! \n
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Naslednymi upravami ziskdvame
1\" 1 1 1 1 2 1 1 n—1
(145) =141+ (1-2)+5(1-) (1-5) + e (1-2) e (1-2),
n 2! n 3! n n n! n n

v v v 1 1\ . v v 1 R v 1 1 2\ . v L1
Je zieymé, ze clen; (1 - Z) je mensinez —, stejné jako ¢len e (1 - Z) (1 - Z) je mensi nez ..

Plati tedy:

<1+1)n<1+1+1+1+ +1<OO -
n 2! 3! n! n’

n=0

1

n
Z uvedeného vztahu e = lim (1 + %) tedy vyplyva nerovnost e < Y-, o

n—-oo

Nyni jesté¢ dokazeme obracenou nerovnost, ¢imz ziskame vyjadieni konstanty e pomoci fady.

Necht m,n € N,m < n aplati:

Iy (1-3)

<1+—) >1+1+
n

T m!

Limitnim pfechodem pro n — oo dostavame pro kazdé m € N

n

1 1 1 1
lim<1+—) >14+14+—4+—+ -+ —
n-oo n 2! 3! m!

a dale pak pro m — oo dostavame

=

[ee]
=3

k=

i 1

e = —.

n!
n=0

Nekonecna fada Y- % je fada s kladnymi €leny, tedy posloupnost ¢asteénych souctt

o

a plati tedy

je neklesajici. Limita této fady je vlastni a fada je tedy konvergentni.
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3.3 Vlastnosti Eulerova ¢isla e

Cislo e budilo velky zajem matematiki jiz od svého vzniku, a proto se také zkoumali
jeho vlastnosti z riznych hledisek. My jsme si v predeslych kapitolach ukazali, jak je mozné
urcit hodnotu Cisla a jak jej mizeme definovat, nyni se tedy zamé&fime na dulezité vlastnosti

této konstanty.

3.3.1 Iracionalita Eulerova ¢isla e

Mnoho let se matematici zabyvali otazkou, zda je Cislo e racionalni ¢i iracionalni. Dnes
jiz dobte vime, Ze se Cislo e fadi do skupiny ¢isel iracionalnich. Dlkazii iracionality existuje
nekolik. Vyslovime tedy toto tvrzeni:

Véta 3.3.: Cislo e je iracionalni.
Diikaz:

K ovéfeni iracionality vyuzijeme ditkaz sporem a budeme tedy vychéazet ze vztahu

1 1 1 1
e = 1+E+E+§+“'+E.
Budeme postupovat neptimo. Pfedpokladejme tedy, ze e je racionalni ¢islo, takové ¢islo
ma tu vlastnost, Ze se da napsat jako podil dvou celych ¢isel. Necht’ tedy

e = g,p,q € Z,p #0. Vime, Ze 2 <e <3, proto tedy e nemiize byt celé cislo.

Jmenovatel q tedy musi byt roven alesponi 2.
Vynésobime tedy obé€ strany rovnice ¢islem q! = 1-2 -3+ ...- q. Dostavame tak na levé

strané vztah:
e-q!=(S)-I-Z-S-...-q=p-1-2-3-...-(q—1),
zatimco na stran¢ pravé dostaneme vztah:
lq'+q'+3-4-..-q+4-5 ..-.q++(@—-1)-q+q+1]+

1 1
+ + + e
qg+1 (q+1)(q+2)

Je ztejmé, ze leva strana je ocividné celé Cislo, protoze je to soucin celych Cisel. Na

prave strané je vyraz uvniti zavorek také celé Cislo, ale zbyvajici Cleny jiz celé ¢isla nejsou,
nebot’ jejich jmenovatel je roven alespon 3.

UkaZeme si nyni, Ze ani jejich soucet neni celé Cislo.
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1 1 1

qg+1 (g+1(q+2) (g+1)..(g+k)
< 1 N 1 . 1 N 1 1 1
g+1 (¢+1)? (q+Dx " 7 q+1 ,__1 ¢
q+1
Jak mizeme vidét, v poslednim tadku jsme pouzili tvrzeni o souctu nekonecné geometrické
fadya + ar + ar? + --- = 1%, pro |r| < 1. Cislo é lezi v intervalu (0, 1), vzhledem k tomu, Ze
¢islo g = 2, pak miizeme fict, Zeé < %
Dosadime za g = 2, ¢imz dostaneme:
1+ 1 N <1+1+ <1+1+1+ 11 1
q+1 (g+1(q+2) ~3 3-4 3 32 33 3, 12
3

Z dané rovnice je ziejmé, ze na levé strané mame celé ¢islo, zatimco na pravé Cislo raciondlni,
které neni cel¢, coz je samoziejmé spor. Proto ¢islo e nemlze byt podilem dvou celych ¢isel

a je to tedy Cislo iracionalni (Maor, 1994).

3.3.2 Eulerovo ¢islo e v diferencialnim poctu

Eulerovo ¢islo e ma velmi vyznamné postaveni v diferencialnim poctu jako zaklad
exponencialni funkce. Exponencialni funkce neboli exponencidla je matematickd funkce
o zékladu a € R,a > 0, ktera ma tvar f(x) = a*,x € R.

Funkce a* je rostouci pro a > 1 a klesajici pro a < 1 (Kuben, Sarmanova, 2006).

Obrazek 19: Exponencialni funkce
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Vyzna¢nou exponencidlni funkei je funkce, jejimz zakladem je ¢islo e. Takova funkce
se nazyva ptirozenou exponencialni funkei a pro tuto funkei plati, ze ptimka dana rovnici
y = x + 1 je te¢nou grafu funkce e*.

Je také znamo, Ze tato funkce ma v kazdém bodé x € R derivaci f'(x) = f(x), tedy
(e*)' = e* (Finch 2003).

Eulerovo cislo je také zédkladem piirozeného logaritmu, jednéd se tedy o logaritmus

log,(x), ktery ma vak sviij specificky zapis In x (Kuben, Sarmanova, 2006).
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3.4 Eulerova identita

Eulerova identita ¢i také Eulerova rovnost je povazovana za nejkrasnéjsi rovnici svéta.

. , , , x% | x3
Euler dospél k vyjadieni e* pomoci nekone¢ného souétu e* =1+ x + St ta kolem
roku 1750 jej napadla myslenka nahradit v nekone¢né fadé pro e* proménnou x imaginarnim

vyrazem I, kdei = v—1.
Tedy:

(ix)?  (x)°
21 T3l

Vzhledem k tomu, Ze se celoCiselné mocniny i periodicky opakuji (tedy vzdy 4 cleny:

e =1+ix+ +

i =+v—1,i2 = —1,i3 = —i,i* = 1) zapsal Euler dany vztah nasledovné:

x? ix?® x*

ix — T o -
e =1+ ix o 3!+4!+ .

Po tpravé ziskal Euler nasledujici vztah:

. x% x* x3 x°
elx=(1_§+Z_...>+<x_§+§_...>_

Jiz v této dobé bylo znamo, Ze vyrazy nachazejici se v zdvorkach predstavuji mocninné fady
trigonometrickych funkci pro cos x a sin x a tak Euler dospél k proslulé nejkrasnéjsi rovnici
svéta
e = cosx + isinx,

Diky niZ dochdzi ke spojeni exponencialni funkce s trigonometrii (Sikorova, 2001).

Eulerova rovnost je vSak pozoruhodna 1 zjiného pohledu, polozime-li
x = m (cosm = —1,sinm = 0), pak ziskavame:

e™ = —1.

Tento vztah vSak miize zapsat také ve tvaru:

e™ +1=0.
jako aditivni identity, 1 jako multiplikativni identity, m konstanty, kterd udava pomér obvodu
kruhu k jeho priméru, i pfedstavujici imagindrni jednotku a v neposledni fad¢ Eulerovo ¢islo

e (Dunham, 1999).
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4 Zlaty rez, @

Kazd¢ cislo je svym zpisobem néfim vyjimecné a zaslouZzi si urCitou pozornost, ptesto
vS8ak existuji tf1 konkrétni iraciondlni ¢isla, ktera je mozné povaZovat za zajimavéjsi nezZ ostatni.
Radime k nim jiz zmifiované konstanty 7, e a v neposledni fadé také tzv. zlaty fez, ktery
popisuje jisty geometricky pomér délek.

Zlaty tez, ktery oznacujeme feckym pismenem ¢, byva oznacovan také jako bozsky pomér,
zlaty pomér, zlaty tez ¢i zlaté €islo. Jako prvni oznacil tuto konstantu feckym pismenem fi (@)
americky matematik Mark Barr na poc¢atku 20. stoleti, na pocest starov€kého mistra sochare
Feidia, ktery zil ptiblizn€ v letech 490-430 pf. n. 1. V odbornych matematickych publikacich se
ale velmi Casto vyuziva jako symbol pro hodnotu zlatého fezu fecké pismeno tau (t; z feckého

to-mi, coz znamena ,.,iez* nebo ,,dil*, Livio, 2003).

4.1 Historie zlatého rezu

Existence zlat¢ho fezu je znama jiz velmi dlouhou dobu, neni ovSem jasné, kdy byl pouzit
poprvé. Je tedy pomérné slozité sjednotit historii zlatého fezu, stejné tak jako pojmenovani této
fascinujici konstanty. Oficialni nazev ,,zlaty fez* poprvé pouzil némecky matematik Martin
Ohm ve své knize Die reine Elementar-Matematik (Cisté zaklady matematiky) v roce 1835.
AvSak miizeme se setkat také s oznaCenim bozsky fez, zlaty pomér, bozsky pomer ¢i zlaté ¢islo

(Livio, 2003).

4.1.1 Starovéky Egypt

Za uplné nejstarsi vyjadieni zlatétho poméru je mozné povaZovat stavby pyramid ve
starovékém Egypté. Prvni pisemny naznak se ukryva jiz v Rhindové papyru, v dne$ni dobé
spiSe nazyvaném Ahmesovym papyrem, ktery byl sepsan piiblizn¢ okolo roku 1650 pf. n. L.
a obsahuje celkem 84 uloh. V tomto papyru se tvrdi, Ze v konstrukci pyramid je ukryt tajemny

kvocient oznaovany ,,seqt®, ktery historikové povazuji za zlaté ¢islo (Olsen, 2013).

37



Obrazek 20: Cheopsova pyramida v Gize

146.71 m 186.52 m

115,174 m

Obrazek 21: Zlaty rez v Cheopsové pyramide

4.1.2 Antika — Platon, Feidias, Euklidés

Recky pedagog, matematik a filosof Platon (428/427 — 348/347 pi. n. 1) je povazovan za
prvniho vsestranné mysliciho ¢loveka v historii lidstva. Své vyzkumy soustfedil zejména na
vesmir a hvézdnou oblohu. Béhem svého zivota ptinesl svétu mnoho objevi a veskeré nabyté

védomosti se snazil pfedavat nové generaci.
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Obrazek 22: Platon

Se zlatym fezem je Platdon spojovan zejména prostfednictvim dvou fenomént, a to
nesoumeétitelnost usecek a platonskych téles. Platonska télesa jsou jedina télesa, jejichz stény
jsou totozné a rovnostranné a kolem kazdého z téles miizeme opsat kulovou plochu. Mezi
platonska télesa fadime tetraedr se Ctyfmi sténami (a), hexaedr se Sesti ¢tvercovymi sténami
(b), oktaedr s osmi trojuhelnikovymi sténami (c), dodekaedr s dvanacti sténami o tvaru

pétitthelniku (d) a ikosaedr s dvaceti sténami ve tvaru trojuhelniku (Livio, 2003).
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Obrazek 23: Platonska télesa

Prvni vyznamnou stavbou, jejiz ptivodni nacrty se dochovaly a dokazuji tak zamérné
pouziti zlatého fezu byl chram Parthendn, ktery byl postaven architektem Iktinem a Kallikratem
v Athénach na Akropoli. Dohledem nad sochatskou vyzdobou a kontrolou stavby byl povéien
fecky sochaf, malif a architekt Feidias (495-430 pf. n. 1.). Jeho nejvyznamnéjsim dilem byla
socha Athény Parthenos a socha Dia v Olympii, ktera pattila k sedmi diviim svéta (Hemenway,
2009).

Obrazek 24: Parthenon
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Nejstarsi pisemna zminka o zlatém fezu pochazi od feckého matematika Eukleida
(ptiblizn¢ 325-260 pi. n. 1.), ktery puasobil v prvni Alexandrijské Skole a je ftazen
k nejvzdélanéjsim uditelim vSech dob. Jeho nejproslulejsi tfinactisvazkové dilo Zroryeio
[Stoicheia] (Zaklady) je povazovano za nejvyznamnéjsi matematickou ucebnici, ktera byla
vyuzivana jest¢ po mnoho staleti. Ve svém dile Euklidés uvadi konstrukci zlatého tezu,
vysvétluje, jak je mozné jeho hodnotu vypocitat a v neposledni fadé popisuje, ve kterych
geometrickych utvarech je mozné zlaty fez nalézt. Euklidés ve svém dile nakreslil usecku,
kterou nésledné rozdelil ve zlatém pomeéru, toto rozd€leni nicméné oznacil jako rozdéleni

usecky v krajnim a stfednim poméru (Hemenway, 2009).

Obrazek 25: Euklides

4.1.3 Renesance — Luca Pacioli

Po antickém obdobi nastava pomérné dlouha pomlka, kdy se zlaty ez vytratil z povédomi
lidi a znovu se objevuje az v obdobi renesance (15. stoleti) a to zejména v Italii. Na Euklidovu
praci navazal italsky frantisSkansky mnich a matematik Luca Pacioli (1445-1517), ktery je znam
predevsim diky podvojnému tcetnictvi. Pacioli vydal roku 1509 pojednani Divina Proportione
(O bozském pomeéru), které je doprovazené ilustracemi Leonarda da Vinci, jenz povazoval zlaty
fez za idedl krasy a harmonie. Toto pojednani obsahuje zajimavy soubor piikladt vyskytu

zlatého fezu v rovinnych obrazcich i télesech (Livio, 2003).
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4.2 Zlaty fez v matematice

Z matematického hlediska se zlaty fez vysvétluje jako pomér ¢i timéra. Jako pomeér
oznacujeme vztah jednoho ¢isla k jinému. V piipadé, ze se dva poméry rovnaji, hovoiime
o uméfe. Uméra se obvykle sestava ze étyt ¢lend (napf. g = 15—0), kterou pythagorejci oznacovali
jako ctyt€lennou nespojitou uméru. Mezi dvouclennym pomeérem a Ctyiclennou umeérou se

nachazi trojClenny pramér, pro ktery plati, Ze dva poméry maji jeden c¢len spolecny

w

(napt. - = g). Cislo 3, které maji oba poméry spole¢né, oznadujeme jako geometricky pramér
nebo také stiedni geometrickd imérnd, coz pythagorejci oznacili jako trojclennou spojitou
geometrickou umeérou a je typicka prave pro zlaty fez (Olsen, 2013).

Zlaty fez je mozné popsat mnoha zplisoby nicméné nejvice vyuzivané vyjadieni je na

usecce, jak jej zminoval také Eukleides ve své knize.

Obrizek 26: Usecka AB rozdélend zlatym Fezem

Dle obrazku 24 vidime, Ze GiseCka rozd€lena zlatym fezem, je rozd€lena na dvé nestejné
dlouhé ¢asti tak, ze pomér délky celé usecky 4B ku délce vétsi Casti usecky AC je stejny jako

pomér deélky vétsi €asti tisecky AC ku délce Casti mensi usecky CB. Matematicky tuto uméru
AB

AB _ AC (Chmelikova, 2011).
AC CB

zapiSeme takto:

4.2.1 Definice zlatého Fezu

Uvazujme usecku 4B, na niz lezi bod C. O bodu C tekneme, ze déli useCku 4B v poméru

zlatého tfezu, jestlize pro délky uvazovanych usecek plati vztah:

IAB| : |AC| = |AC| : |CB

)
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tedy pomeér délek celé usecky a jeji delSi Casti je roven pomeéru délek jeji delsi ¢asti a kratsi
casti. Pokud oznacime velikost Gsecky 4B pismenem a, tzn. |4B| = a a délky jeji delsi casti

pismenem x, tzn. |[AC| = x, ziskdme iméru ve tvaru:
a:x=x:(ax).
L 4 [ v 7 o a X . v . ,
Vyjadiime-li tméru pomoci zlomki ve tvaru ol provedeme-li nékolik uprav,

ziskame tak kvadratickou rovnici s parametrem a:

2= /.x(a—x)

VyfteSenim této kvadratické rovnice postupné ziskame feSeni ve tvaru:

—a +Va? + 4a? B —a + V5a?
2 B 2

—1++5
—2 a

X12 =

X12 =

—-1++/5

Je zcela ziejmé, Ze koten kvadratické rovnice x; = a je kladny, ale naopak koten

—1-+/5

X, = a je zaporny. Druhy kotfen kvadratické rovnice nemtizeme pouzit, nebot’ nemuze
existovat zaporna velikosti UseCky. Prevracena hodnota kladného feSeni této kvadratické
rovnice pak ptedstavuje hodnotu o, tedy ¢ = x_11 . Cislo o se ozna¢uje jako zlaté ¢&islo (Reichl,
Vseticka, 2020).

Pti uvaZzovani jednotkové délky a = I pak ziskavame vysledek:

1 1T 22 -1-+v5 _ 2(-1-+5) _
YT T T1+ 5 1+ V5 -1+ —1-5 —4 -
2
1+ 5
¢ =—— = 1,61803398874989 ...
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4.2.2 Vlastnosti zlatého rezu

Je ztejmé, Ze pii vypoctu hodnoty ¢ ziskavame cislo nekonciciho a neperiodického
desetinného rozvoje, které nelze vyjadrit jako podil dvou celych ¢isel, tudiz se jednd o Cislo
iracionalni, které nelze vyjadrit zlomkem (Reichl, Vseticka, 2020).

Jak je wvidét v ptfedeslé kapitole, v ptfipadé volby a = [ =ziskdvame hodnotu
@ =1,6180339887... a hodnota kladného kotfene x; = 0,6180339887 ...Jak vidime,
vSechny Cisla za desetinou ¢arkou jsou stejna. Velmi zajimava je také druhd mocnina zlatého
Cisla, ktera se 1i$i pouze v jednom misté€, a to pred desetinnou ¢arkou, kde se misto jednicky
nachazi dvojka, tedy ¢? = 2, 6180339887 ... (Livio, 2003).

Cislo ¢ ma uplatnéni téméf ve vech oblastech, tedy kromé matematiky a architektury se
snim setkavdme také v botanice, zoologii, krystalografii ¢i v chemii. I pfesto se jedna
o matematickou konstantu méné zndmou nejen mezi Zaky a studenty, ale také mezi né€kterymi

wéiteli (Hejl, 1995).

4.3 Zlaty fez a rovinné ttvary

Zlaty fez pomérn¢ Casto nalézdme v mnoha rovinnych i prostorovych geometrickych
utvarech, proto se v nasledujici podkapitole budeme vénovat této problematice a uvedeme si

nejtypicté)si piiklady.

4.3.1 Konstrukce zlatého rezu

Zpusobi, jak je mozné konstrukéné rozdélit tseCku zlatym fezem je pomérné mnoho.
My si v této praci ukaZeme konstrukci zlatého fezu, kterou pouzil fecky matematik a vynalezce
Héron Alexandrijsky (10-70 n. 1.).

M¢gjme danu useCku AB libovolné délky, pomérné jednoduchym zpiisobem ji mizeme
rozdélit na dveé nestejné Casti, které jsou ve zlatém pomeéru. K usecce AB sestrojime v bodé B
kolmici p, na kterou naneseme polovi¢ni velikost useCky AB, ¢imz ziskdvame bod M. Nyni
muizeme sestrojit pravotuhly trojuhelnik ABM. Narysujeme kruznici k se sttedem v bodé M
a polomérem BM. Priisecik kruznice k s iseCkou AM oznacime jako bod N. Nyni narysujeme

druhou kruznici h s se stiedem v bodé A a polomérem AN. Prisecik kruznice h s ise¢kou AB
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ozna¢ime jako bod C. Tento bod rozdéluje tisecku AB pravé ve zlatém tfezu (Chmelikova,

2011).

Popis konstrukce (obrazek 27):

l.op,pLAB,BEDp
2.M;M € p,|MB| =7 |AB|
3. k; k(M, |MB))

4. omym= AM
5.N;N € (kN AM)

6. h; h(A,|AN|)

7.C; C € (hNAB)

Obrazek 27: Konstrukce zlatého rezu

4.3.2 Zlaty obdélnik

Zlatym obdélnikem oznacujeme takovy obdélnik s rozméry a X b,a > b, pro ktery

plati:

= @,

S Q
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tedy délky stran tohoto obdélniku jsou v poméru zlatého fezu.

Zlaty obdélnik ma velmi zajimavou vlastnost, pokud od zlatého obdélniku ABCD
(a X b) oddélime ¢tverec AEFD (b X b), bude zbyly obdélnik BCFE (b X (a — b)) opét zlaty
(Chmelikova 2011).

D F C
b

b E a-b
A B

a

Obrazek 28: Zlaty obdélnik

Dalsi pomérné zajimavou, ale také nc¢kterymi autory diskutovanou vlastnosti zlatého
obdélniku, je ta vlastnost, ze pokud vepiSeme zlaty obdélnik do ¢tverce tak, ze strany obdélniku
jsou rovnobézné s danymi uhloptickami Ctverce, pak budou vrcholy zlatého obdélniku délit

jednotlivé strany ¢tverce v poméru zlatého fezu.

N
X
b/2
D b/2 c
F
V' o2
c/2
K E M
A B

Obrazek 29: Obdélnik ve ctverci

Problémem tohoto tvrzeni je vSak fakt, Ze uvedena vlastnost funguje pro obdélnik, jehoz

strany jsou v libovolném poméru, tedy pokud budeme vepisovat obdélnik se stranami v poméru

46



3 : 4, budou jeho vrcholy délit strany Ctverce také v poméru 3 : 4. VySe zminéné tvrzeni tedy

neni zajimavou vlastnosti zlatého obdélniku, ale plati pro obdélnik libovolnych rozméra

(Chmelikova, 2011).

Ke konstrukci zlatého obdélniku mizeme opét vyuzit mnoho zplsobil, vyuzijeme

konstrukéni tlohu, pfi které nejprve narysujeme ctverec ABCD o libovolné velikosti strany a.

Ur¢ime stfed tGsec¢ky AB, (S;S € |AB|) a protdhneme polopfimku AB. Nyni narysujeme

kruznici k se sttedem v bod¢€ S a polomérem SC, kterd protne polopiimku AB. Vznikly prasecik

E nam jiZ postaci k dorysovani zlatého obdélniku AEFD (Livio, 2003).

Popis konstrukce (obrazek 30) je-li dana krat$i strana AD:

1. B,C; ABCD je Ctverec

2.5;S € |AB|

3. ks k(S, |SC)
4.E;E € (— ABNk)
S.opplAE,E€p
6.F;F € (— DCNp)
7. obdélnik AEFD

Obrazek 30: Konstrukce zlatého obdélniku
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4.3.3 Zlaty trojuhelnik

Jako zlaty trojuhelnik oznacujeme rovnoramenny trojuhelnik sramenem délky r

a zakladnou délky z, pro kterou plati:

2= ¢
Tedy pomér délek ramen a zakladny je zlaté €islo. Kazdy zlaty trojuhelnik ma pii zakladnach
uhly velikosti 72° a tihel pii vrcholu trojuhelniku je roven 36° (Chmelikova 2011).
Zlaty trojuhelnik ma podobnou vlastnost jako zlaty obdélnik, pokud tedy do zlatého
trojihelniku ABC se zékladnou AB vepiSeme rovnoramenny trojihelnik DAB s ramenem AB

a zadkladnou AD dostdvame opét zlaty trojuhelnik. Tento postup je mozné opakovat neustéle

a vepisovat tak stdle menSi a mensi zlaté trojuhelniky (Kowal, 1975).

Cc

A B

Obrazek 31: Vepsané trojuhelniky

4.3.4 Zlata logaritmicka spirala

Spiraly jsou rovinné kiivky, které vznikaji pohybem bodu po ptimce, kterd se zaroven
ota¢i kolem svého pocatku. Zlatd spirala je specifickym piipadem logaritmické neboli
rovnouhlé spiraly, ktera se diky svému tvaru a pravidelnému zaplnéni prostoru vyskytuje
pomérné Casto v prirodé (Olsen, 2013).

Logaritmicka spiréla je takova kiivka, jejiz polomér r roste exponencialné s velikosti
uhlu. Jeji rovnice v polarnich soufadnicich (r, ®) ma tvar:

r=aqa-eb®
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kde a, b jsou realné konstanty a e je zaklad pfirozeného logaritmu. Polarni soufadnice ndm
udavaji polohu bodu 4 pomoci jeho vzdalenosti » od pocatku soustavy soufadnic P a polarnim
uhlu O (theta), ktery svird poloptimka PA4 s kladnym smérem osy x (Chmelikova, 2011).
Logaritmickou spiralu je mozné vytvofit ze zlatého trojihelniku, kdy postupné
vepisujeme mensi zlaté trojuhelniky. Vrcholy téchto trojihelnikli lezi v logaritmické spirdle.
Spiralu miZzeme zvétSovat ¢i zmenSovat na jakykoliv rozmér, ale jeji tvar se neméni, spirala

roste stejnomérné jak do délky, tak i1 do Sitky (Kowal, 1975).

Obrazek 32: Zlata spirdla znazornéna pomoci zlatého trojuhelniku

Zlatou spirdlu je mozné také nakreslit do zlatého obdélniku, ktery budeme postupné
rozdélovat na ¢tverce a zlaté obdélniky. Ptibliznou podobu zlaté spirdly ziskdvame propojenim
bodit AEGIJKL kiivkou. Postupnym oddélovanim zlatych obdélnikli pokracuje také zlatd
spirala, kterda se zaviji smérem k polu, ktery dostal dokonce mysticky ndzev ,,bozi oko*

(Vincent, 2007).

o
Q

o
L

A ! 1 B

Obrazek 33: Zlata spirdla znazornéna pomoci zlatého obdélniku
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4.3.5 Pravidelny pétiihelnik

Pravidelny pétithelnik je konvexni ttvar, ktery mé pét shodnych stran a pét shodnych
vnitinich thli. Pokud vSechny vrcholy pétitthelniku spojime uhlopiickami, vznikne péticipa
hvézda oznacovana jako pentagram. Kazdy cip hvézdy je zlatym trojuihelnikem a v jejim stiedu
dochazi ke vzniku mensiho pravidelného pétithelniku, ve kterém miizeme opét propojenim
vrcholll vytvofit mensi pentagram. Plati tedy, ze kazda ze stran a,b,c,d,e, f je kratsi nez

predesla v poméru zlatého fezu, tedy ¢ (Vincent, 2007).

Obrazek 34: Pentagram

4.3.6 Fibonacciho posloupnost a vztah k @

Se zlatym fezem velmi Gzce souvisi nekonecnd posloupnost ptirozenych cisel, pro niz
plati pfesné stanovena pravidla. S ideou této posloupnosti jako prvni piisel italsky matematik
Leonardo Pisano (cca 1170-1250), ptezdivany Fibonacci z latinského filius Bonacci, coz
v doslovném piekladu znamena ,,syn dobrosrde¢né povahy* (Livio, 2003).

Fibonacci se narodil pravdépodobné v roce 1170 v Italii, avS8ak matematiku studoval
v islamském mésté Bugia, kde jeho otec Guilielmo zastdval diplomatické posty. Své znalosti
Fibonacci rozsifil také pii svych cestdch ve Stfedozemi a Orientu. Kolem roku 1200 se
Fibonacci vratil do Pisy, kde sepsal nékolik vyznamnych matematickych spist, avSak
dochovaly se pouze kopie Ctyft, a to Flos (Kvét), Practica geometriae (Praxe geometrie), Liber
quaratorum (Kniha Ctverci) a Liber abaci (Kniha poctl), ve které Fibonacci zmifiuje znamou

ulohu o ristu populace kralik (O’Connor, Robertson, 2020).
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Jak jiz jsme zminili, celd Fibonacciho posloupnost proslula tlohou o mnozeni kralikd.
Ukolem je zjistit, kolik parti kralikt zplodi jeden pér kralikéi béhem jednoho roku, jestlize jeden
par kralika ptivede na svét mésicné jeden par a kralici poc¢inaji rodit ve dvou mésicich svého
véku. Uloha je velmi teoreticka a pracuje pouze s idealnimi kraliky, predpoklada se tedy, ze
kralici jsou nesmrtelni. Danou situaci si uvedeme v nasledujici tabulce, kde je znazornén vyvoj
populace kralikii béhem dvanacti mésicii. Danou situaci si nyni ukazeme v nasledujici tabulce

v prvnich sedmi mésicich (Dunlap, 1997).

Tabulka 2 Uloha o mnozeni kraliki

Pocet para Leden Unor Brezen Duben Kvéten Cerven Cervenec

v mésici
Dospéli 0 1 1 2 3 5 8
Mlad’ata 1 0 1 1 2 3 5
Celkovy pocet 1 1 2 3 5 8 13

8 P
33 |
83 86 -

8888 38 \
3833333888

Obrazek 35: Schéema mnozeni kraliku
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Této tlohy si v 19. stoleti v&imnul francouzsky matematik Francois Edouard Anatole
Lucas (1842-1891), kdyZ sepisoval svou knihu z oblasti rekrea¢ni a zdbavné matematiky.
Posloupnost cisel 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, ..., kterd se v tloze o krélicich objevila, nazval Lucas
Fibonacciho posloupnosti a ¢leny této posloupnosti oznacil jako Fibonacciho Cisla (Nocar,

2018).

Fibonacciho posloupnost miizeme rekurentné zadat nasledujicim vztahem:

1 pron=1
E, = 1 pron =2
Fo_,+F,_4 jinak

Jedna se tedy o nekonecnou posloupnost piirozenych ¢isel definovanych jako soucet
dvou predchozich Cisel, pficemz prvni dva ¢leny jsou rovny jedné (Nocar, 2018).
Danou posloupnost {F, };—,; miZeme zapsat vztahem:

FTH'Z = F?’l+1 + Fn;n € N,Fl = 1,F2 = 1.

Dunlap (1997) dale uvadi, Ze pokud budeme sledovat dostate¢né dlouho vyvoj €lent
Fibonacciho posloupnosti zjistime, Ze posledni Cislice se periodicky opakuji. Také plati, ze
kazdé treti Cislo je sudé a kazdé ¢tvrté Cislo je nasobkem tii.

Vypoctem n-t€ho ¢lenu Fibonacciho posloupnosti se zabyvali matematici Leonhard Euler
a Abraham de Moivre v 18. stoleti. OvSem piesné matematické vyjadieni uvedl francouzsky
matematik Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) v 19. stoleti, podle n¢hoz je tento vzorec

pojmenovan:

at —ay 1++/5 1-+/5
Fn=¥,kdea1= Sl =

V5

Na tomto vztahu je pomérné zajimavé, ze se zde objevuje hodnota zlatého fezu
a, = @,a, = @ (Dunlap, 1997).
Jak uvadi Chmelikova (2011, s. 14) dosadime-li do Binetova vzorce postupné n = 1

an =2, musindmvyjitF; =1akF, = 1.

Tedyn = 1:
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1+v5 1-+/5
2 - 2 2\/§

A= NS PN

=1.

1+v5\ _ (1-V5)
2 ) _1+42V5+45-1+2/5-5_ 45 __
- 45 45

A dale si ovétime, ze pro Binetiiv vzorec plati rekurentni vztah F,, = F,,_; + F,_,:

q)n—l _ q~)n—1 q)n—z _ q~)n—2
E,=F,_ {+ F,_,= + =
n n—-1 n—-2 \/'g \/'g
P p+ D= F G+ D)
V5
p" ="
= T

Velmi zajimavou souvislost Fibonacciho posloupnosti s hodnotou zlatého fezu ¢ objevil
pravdépodobné némecky matematik Johannes Kepler (1571-1630). Kepler zjistil, Ze podil dvou

sousednich cisel Fibonacciho posloupnost F,, F,,,; konverguje k hodnot¢ zlat¢ho fezu ¢, tedy

Fri1

lim a,, = lim
n—-oo n—-oo n

Podivejme se na piehled prvnich deseti Clent:

. F, 1
ylll_l;rgoale—lzizl
. F; 2
7111_)1’1010612=F—2=I=2
. F, 3
L A
_ Fs 5  _
s = F, 37 b
Fe 8
w0 = F, 5 M



13

lim a =F_Z=3= 1,625
lima, = — = 2. 1,615
now | F, 13
limag = E = ﬁ =1,619
now 8 Fg 21
limag = E = ﬁ =1,6176
N F, 34
limayo = %: =2 = 1,618.

Jak vidime, ¢im vétsi je n, tim vice se hodnoty a,,blizi k hodnoté¢ zlatého fezu ¢. Tyto hodnoty

podilu tedy osciluji kolem hodnoty zlatého fezu o.

24

22

1,618

0,6
04

0,2

Graf 1: Konvergence hodnot podilu sousednich cisel Fibonacciho posloupnosti

Fibonacciho posloupnost je pomérné zajimavé ukryta také v Pascalové trojuhelniku.
Jedna se o geometrické uspotadani binomickych koeficientii do tvaru trojuhelniku, kde kazdé

¢islo je souctem dvou policek nad danym ¢islem, pii¢emz na prvnim fadku piSeme ¢islo jedna.
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Soucet ¢isel na rovnobéznych primkach uvedeného sméru (viz. obrazek 36) dava koeficienty

Fibonacciho posloupnosti (Walser, 2006).

/1
S
s

//////
]I/7(7 211535 35 21 7 |

Obrazek 36: Pascaliv trojuhelnik
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5 Zavér

Hlavnim cilem této bakalarské prace bylo zejména proniknout do problematiky
vybranych matematickych konstant. V jednotlivych kapitolach jsme se postupné seznamili se
ttemi vyznamnymi matematickymi konstantami, tedy s Ludolfovym ¢&islem m, Eulerovym
Cislem e a zaltym c&islem ¢. Sezndmili jsme se s pomérné bohatou historii danych konstant,
s jejich moznym vyjadienim, ale také s vyznaénymi vlastnostmi. Je zcela ziejmé, Ze ne
s kazdou konstantou piichazeji zaci bézné do styku. Na jedné strané¢ zde mame jednu
z nejznamg;jsich konstant konstantu m, kterou vyuzivaji jiz Zaci na zakladnich Skolach, na strané
druhé v praci zminuji konstantu, se kterou jsem se ja sama setkala poprvé az v ramci studia
vysoké skoly, a to zlatym fezem oznacovanym symbolem ¢.

Béhem studia literatury jsem zjistila, Ze ne kazda konstanta ma tak dlouhou a bohatou
historii. Zatimco prvni pisemna zminka o Ludolfové ¢isle pochazi z obdobi okolo 2000 1. pted
n. ., s Eulerovym ¢islem se poprvé setkdvame az v letech 1614 v souvislosti s logaritmy a praci
Johna Napiera. V historii jednotlivych konstant jsem se snazila uvést také vyznamné osobnosti,
jez se zaslouzily nejen o objeveni dané konstanty, ale také o jeji Sifeni. Kromé historie jsem
v této praci nastinila také definovani jednotlivych konstant, jejich dilezité vlastnosti
a v neposledni fad¢ také jejich provazanost.

Dnes je jiz zndmo pomérné velké mnoZstvi matematickych konstant, diky nimz ¢asto
dochazi ke zjednoduseni nékterych matematickych vypocti a 1 v této praci by bylo mozné
pokracovat dale popisem a historii dalSich konstant. Jednalo by se vSak o praci pomérné velkého
rozsahu a troufam si fici, Ze neni mozné v ramci jedné publikace podat uceleny a detailni soupis
vSech doposud znamych konstant. Myslim si vSak, Ze se mi podatilo dobie vystihnout dilezita
fakta vySe zminénych matematickych konstant a v&fim, Ze tato prace mize velmi dobie

poslouzit jinym studentim k pochopeni dané problematiky.
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