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Abstrakt

Prace je zamérena na rozdéleni extrémnich hodnot a jejich aplikace. V tivodni ¢asti jsou
poloZeny zaklady teorie extrémnich hodnot pro jednorozmérné pozorovani. Pomoci limitni
véty pro rozdéleni maxim jsou zavedeny tii typy extremalnich rozdéleni (Gumbelovo, Fré-
chetovo, Weibullovo) véetné charakterizace jejich obort atraktivity. Déle jsou popsany dva
modely pro odhady parametrickych funkeci rozdéleni extrémnich hodnot vychéazejici ze zo-
becnéného rozdéleni extrémnich hodnot (model blokovych maxim) a zobecnéného Paretova
rozdéleni (prahovy model). Pro tato rozdéleni jsou odvozeny odhady parametric metodou
maximalni vérohodnosti a metodou pravdépodobnostné vazenych momenti. Popsané me-
tody jsou nasledné pouzity k analyze srazkovych thrni v brnénském regionu. Dale je po-
zornost vénovana Gumbelové t¥idé rozdéleni, ktera se v praxi ¢asto vyskytuje. V praci jsou
odvozeny metody pro statistickou inferenci mnohonasobné zleva cenzorovanych (cenzoro-
vani typu I) vybéri z exponencialniho a Weibullova rozdéleni, které jsou nasledné pouzity
k analyze koncentraci syntetickych musk sloucenin. Posledni ¢ast prace shrnuje zakladni
poznatky z teorie extrémnich hodnot pro dvourozmérné pozorovani. Soucésti prace je také

vytvoreny demonstracni software pro rozdéleni extrémnich hodnot.

Abstract

The thesis is focused on extreme value distributions and their applications. Firstly, ba-
sics of the extreme value theory for one-dimensional observations are summarized. Using
the limit theorem for distribution of maximum, three extreme value distributions (Gum-
bel, Fréchet, Weibull) are introduced and their domains of attraction are described. Two
models for parametric functions estimation based on the generalized extreme value distri-
bution (block maxima model) and the generalized Pareto distribution (threshold model)
are introduced. Parameters estimates of these distributions are derived using the method
of maximum likelihood and the probability weighted moment method. Described methods
are used for analysis of the rainfall data in the Brno Region. Further attention is paid to
Gumbel class of distributions, which is frequently used in practice. Methods for statisti-
cal inference of multiply left-censored samples from exponential and Weibull distribution
considering the type I censoring are developed and subsequently used in the analysis of syn-
thetic musk compounds concentrations. The last part of the thesis deals with the extreme
value theory for two-dimensional observations. Demonstrational software for the extreme

value distributions was developed as a part of this thesis.
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Uvod

Teorie extrémnich hodnot je specifické odvétvi matematické statistiky, které se zabyva
rozvojem metod a technik pro popis, modelovani a predikci neobvyklych a malo ¢astych
jevu, které se mohou vyskytnout v mnoha oblastech lidské ¢innosti. V takovych situacich
je vzdy trfeba odhadnout nebo predpovédét troven hodnot néjakého redlného procesu,
obvykle mimo oblast dosud pozorovanych dat. Prestoze jsou takové predpovédi vétsinou
postaveny na diuvéfe ve spravnost konkrétniho matematického modelu, jsou v literatufe
popsany statistické modely a analyzy, které vedly ke kvalitnim predikcim v dané oblasti.
Z uspésnych historickych aplikaci, které dokumentuji moznosti teorie extrémnich hodnot,
lze jako piiklad zminit pfedpovédi v oblasti radioaktivnich emisi provedené Gumbelem
v roce 1937 (viz [41]), dale analyzy pevnosti materidlu (viz [94]), analyzy zaplav (viz napf.
[42, 43, 44, 45, 80]), seizmické analyzy (viz [77]) nebo analyzy destovych srazek (viz [79]).

Prudky rozvoj teorie extrémnich hodnot doprovézeny jejim pouzitim v fadé odvétvi
dokumentuje skutecnost, ze do roku 2000 se v literatui'e objevilo vice nez 1000 titulud, které
se zabyvaji jejimi tsp&Snymi aplikacemi (viz [59]). Z modernich aplikaci lze zminit demo-
grafické predpovédi délky zivota provedené de Haanem v roce 2006 na datovém souboru
osob narozenych v Nizozemi v letech 1877-1881, a které prezily 1. 1. 1971 (viz [22]), déle
pak analyzy predikce pevnosti materialu (viz [92]), modelovani velikosti vin oceanu (viz
[21]), modelovani selhani pamétovych bunék (viz [74]), analyzu dat o vétru (viz [48]), mo-
delovani termodynamiky zemétieseni (viz [63]), analyzu manazerskych strategii (viz [19]),
zpracovani biomedicinskych dat (viz [81]), posouzeni klimatickych zmén (viz [89]) nebo
aplikace v potravinarstvi (viz [58]).

Je samoziejmé, Ze praktické pozadavky na predpovéd extrémnich hodnot datovych
soubort mély vliv na prudky rozvoj teorie extrémnich hodnot, zejména pak podnitily
rozvoj souvisejici matematické teorie rozdéleni extrémnich hodnot (zkracené EV rozdéleni
z anglického Extreme Value distribution).

Z historického hlediska se traduje jako prvni tloha v oblasti extrémnich hodnot stano-
veni prumérné nejvétsi vzdalenosti n bodi nahodné vrzenych na interval (0;1) od levého
krajniho bodu (bodu 0) tohoto intervalu (Nicolas Bernoulli, 1709). Matematicky piistup
k rozdéleni extrémni (maximalni nebo miniméalni) hodnoty daného statistického souboru
se objevuje v pracich autort Fuller (1914), Griffith (1920) nebo Bortkiewicz (1922). Na-
sledovaly prace von Misese (1923) zabyvajici se stanovenim stfedni hodnoty nejvétsiho
pozorovéani, prace Dodda (1923) zabyvajici se stanovenim medidnu nejvétsiho pozorovani
a dale prace Frécheta (1927) zabyvajici se stanovenim mozného asymptotického rozdéleni
nejvétsiho pozorovani. V roce 1928 Fisher a Tippett ukazali, Ze limitni rozdéleni muze
byt pouze jediné ze tif moznych typu. Pozdéji v roce 1943 Gnedenko polozil rigorézni
matematické zédklady teorie extrémnich hodnot a uvedl nutné a postacujici podminky pro

slabou konvergenci extrémnich potradovych statistik. Na néj navazal de Haan, ktery v le-
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tech 1970 a 1971 pomoci teorie regularné se ménicich funkci teorii EV rozdéleni elegantné
rozvinul. V soucasnosti je velkd pozornost vénovana konstrukci odhadi parametri rozdé-
leni extrémniho typu v zavislosti na vlastnostech a tvaru studovanych datovych soubort.
Detailni citace uvedenych praci i dalsi souvisejici literarni zdroje lze nalézt v monografi-
ich [8, 15, 22, 59|. Z uvedeného piehledu aplikaci teorie EV rozdéleni je dobie patrné, ze
moderni aplikace rozdéleni extrémnich hodnot se vyskytuji v nejriznéjsich oborech.

Predlozené dizertacni prace je rozclenéna na sedm kapitol a tii dodatky. V kapitole 1
jsou shrnuty zakladni myslenky teorie extrémnich hodnot pro jednorozmérna pozorovani.
Ptedevsim je zde uvedena a dokazana limitni véta pro rozdéleni maxim a popsany tii
zékladni typy EV rozdéleni (Gumbelovo, Fréchetovo, Weibullovo) véetné charakterizace
jejich oboru atraktivity. V neposledni fadé jsou zde odvozeny dva modely pro odhady
parametrickych funkeci rozdéleni extrémnich hodnot vychézejici ze zobecnéného rozdélent
extrémnich hodnot (model blokovych maxim) a zobecnéného Paretova rozdéleni (prahovy
model), které budou vyuzity v kapitole 4.

Kapitola 2 je vénovana metodam odhadu parametri zobecnéného EV rozdéleni a zo-
becnéného Paretova rozdéleni. Jsou zde shrnuty zaklady z teorie maximélni vérohodnosti
a pro uvedena rozdéleni jsou odvozeny odhady parametri metodou maximéalni vérohodnosti
a metodou pravdépodobnostné vazenych momentt, které budou vyuzity v kapitole 4.

V kapitole 3 jsou pak struéné popsany vybrané testy dobré shody (Pearsontv x? test,
Kolmogoroviuv-Smirnoviv test, Andersontv-Darlinguiv test) a asymptotické testy véetné
testd s rusivymi parametry, které budou pouzity v kapitolach 4-6.

Metody popsané v kapitolach 1-3 jsou v kapitole 4 pouzity k analyze realnych hydrolo-
gickych dat. Konkrétné se bude jednat o statistickou analyzu srazkovych thrnt v brnénském
regionu, ktera vychéazi z autorovych praci [49, 50, 75].

Kapitola 5 je vénovana statistické inferenci pro vybrané cenzorovana rozdéleni z oboru
atraktivity Gumbelova rozdéleni, protoze Gumbelova tiida se v praxi ¢asto vyskytuje. Kapi-
tola byla motivovana potfebou analyzovat redlna chemicka data, ktera jsou reprezentovéna
dvojnasobné zleva cenzorovanym vybérem s cenzorovanim typu I. Jelikoz dosud nebyly
dostupné zadné statistické metody, které by bylo mozné snadno aplikovat na tento typ
dat, bylo nutné vyvinout zcela novou metodiku, kterad vychézi zejména z autorovych praci
[33, 34, 35]. Konkrétné se jedna o metody pro analyzu mnohonasobné zleva cenzorovanych
vybéru z exponencialnitho a Weibullova rozdéleni. Model pro analyzu jednoho vybéru je
dale rozsifen na model pro dva nezavislé cenzorované vybéry. V neposledni fadé jsou zde
v navaznosti na kapitolu 3 odvozeny testovaci statistiky pro srovnani dvou nezavislych
mnohonéasobné zleva cenzorovanych vybériu z exponencialniho a Weibullova rozdéleni.

V kapitole 6 jsou metody odvozené v kapitole 5 pouzity ke zpracovani redlnych che-
mickych dat. Konkrétné se bude jednat o analyzu koncentraci syntetickych musk sloucenin,
jejichz pritomnost byla odhalena v rybi tkani, a posouzeni vlivu ¢istirny odpadnich vod

na koncentraci musk sloucenin v rybi tkani. Kapitola vychézi zejména z autorovych praci
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[36, 37].

V kapitole 7 jsou shrnuty zékladni poznatky z teorie extrémnich hodnot pro dvouroz-
mérna pozorovani. V dodatku A jsou pak odvozeny indexy extrémnich hodnot pro vSechna
rozdéleni z oboru atraktivity EV rozdéleni, ktera jsou uvedena v kapitole 1. V dodatku B je
popsan autorem vytvoreny demonstracni software pro rozdéleni extrémnich hodnot, ktery
umoziuje uzivateli ziskat zékladni predstavu o tvaru EV rozdéleni a o rozdélenich z jejich
obort atraktivity. Pomoci tohoto softwaru je také mozné posoudit rychlost konvergence
daného rozdéleni k prislusnému limitnimu EV rozdéleni. Vsechny metody popsané v kapi-
tole 5 byly pro ucely kapitoly 6 softwarové implementovany v prostiedi Matlab, pricemz
prehled jednotlivych funkei lze najit v dodatku C.

V celé préaci bude veskera pozornost soustfedéna pouze na spojita rozdéleni s absolutné
spojitou distribu¢ni funkci. Predpoklad absolutni spojitosti distribu¢nich funkci nebude

dale pripominan, nicméné dusledné dodrzovan.
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1 Teorie extrémnich hodnot pro jednorozmérna pozo-
rovani

V této kapitole budou uvedeny zakladni poznatky z teorie extrémnich hodnot pro jednoroz-
meérné pozorovani. Nejprve bude popsana souvislost mezi vlastnostmi vybérovych primeéri
a asymptotickou teorii vybérovych extrémnich hodnot (maxim nebo minim). Dale bude
pomoci limitni véty pro rozdéleni maxim ukazano, ze EV rozdéleni miize byt pouze jed-
noho ze tii typt (Gumbelovo, Fréchetovo, Weibullovo). V zavéru kapitoly budou popsény

dva klasické modely uzivané pfi vySetfovani extrémnich hodnot.

1.1 Formulace problému

Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribu¢ni funkei F', tedy jinymi slovy
Xq,..., X, jsou nezéavislé nahodné veli¢iny se stejnou distribuc¢ni funkci F. Dale x* :=
sup{x : F'(x) < 1} bude oznacovat pravy koncovy bod rozdéleni s distribu¢ni funkei F'. To
znamena, ze x* je maximalni hodnota, které mize nahodné veli¢ina X s distribu¢ni funkei
F nabyt. Muze nastat i situace, kdy pravy koncovy bod z* = oo. Cilem teorie extrémnich
hodnot je vySettit pravdépodobnostni chovani maxima M,, = max{X;,..., X, } pro velké
hodnoty n, tedy zkoumat limitni chovani ndhodné veli¢iny M,, pro n — oco. Pozornost bude
tedy vénovana asymptotické teorii vybérovych extrémnich hodnot.

Vyuziti asymptotické teorie je v praxi velmi ¢asté. Jde napiiklad o situace, kdy rozdeé-
lenf souctu Y i, X; nebo priméru X, = 1/n " | X; ndhodného vybéru lze aproximovat
normélnim rozdélenim. Ze zakona velkych ¢isel (viz [5]) je dobfe zndmo, Ze v pripadé, kdy

rozdéleni dané distribu¢ni funkei F'(z) ma stfedni hodnotu pu, plati
X, —p

podle pravdépodobnosti pro n — oo. Existuje-li koneény rozptyl o2 rozdéleni s distribuéni
funkei F(z), plati podle centréalni limitni véty (viz [5]), Ze standardizovany vybérovy pru-

mér /n(X,, — u)/o ma asymptoticky normalni rozdéleni N(0; 1). Tedy pro viechna realné

P(@ S:l?) — O(x)

x plati, Ze

pro n — oo, kde a,, a b,, n = 1,2,..., jsou posloupnosti vhodnych redlnych konstant
a ®(x) oznacuje distribu¢ni funkci normovaného normalniho rozdéleni N(0; 1).

V praktickych aplikacich je pak zasadni otazkou, kdy lze rozdéleni vybérového pru-
méru dostateéné presné aproximovat normélnim rozdélenim. V piipadé, kdy je rozdéleni
nahodné veli¢iny X symetrické, sta¢i pomérné maly rozsah nahodného vybéru n (¢asto
in < 30) a aproximace rozdéleni vybérového priméru normalnim rozdélenim je pomeérné
kvalitni. Na druhou stranu, je-li rozdéleni nahodné veli¢iny X silné asymetrické, je tieba

k dobré aproximaci pomoci normalniho rozdéleni pomérné velky rozsah vybéru. Na obrazku
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1.1 je tato situace graficky demonstrovana pro exponencidlni rozdéleni s parametrem A = 2,
distribu¢ni funkei F'(z) = 1 —exp (—Ax) a konstantami a,, = 1/(Ay/n) a b, = 1/X. Nejprve
byl vygenerovan nahodny vybér rozsahu n = 5,15,30,100 z exponencidlniho rozdéleni.
Néasledné byl spocitan vybérovy priumeér kazdého vybéru. Pomoci 100 opakovanych simu-
laci byl sestrojen histogram rozdéleni ¢etnosti vybérovych pruméri a stanovena piislusna
vybérova distribucni funkce. Histogram byl porovnan s hustotou a empiricka distribuéni
funkce s distribuéni funkci normovaného normélniho rozdéleni. Z obréazku 1.1 je dobie

patrna rychlost konvergence rozdéleni vybérového primeéru k normalnimu rozdéleni.

(b) n=15

(d) n = 100

(e)n=5 (f) n=15 (g) n=30 (h) n =100

Obréazek 1.1: Tlustrace centralni limitni véty pro exponencidlni rozdéleni s parametrem

A = 2 a distribu¢ni funkei F(z) = 1 — exp (—Az) pro rozsah vybéru n.

Problematika studovana v teorii EV rozdéleni je do zna¢né miry paralelni s asymptotic-
kou teorii, ktera se zabyva asymptotickym chovanim vybérovych pramért. Rozdil je v tom,
ze vybérovy prumeér se v teorii EV rozdéleni nahrazuje maximem M,, = max{Xy,..., X, }.

Plati nasledujici véta, ktera je obdobou zakona velkych ¢isel pro vybérovy pramer.

Véta 1.1. Necht x* je pravy koncovy bod rozdéleni s distribucni funkci F a M, =
max{Xy,..., X, }. Pak plati, Ze

M, — z*
podle pravdépodobnosti pro n — oo.
Diikaz. Nejprve je tfeba odvodit distribu¢ni funkei veli¢iny M,,, pro kterou plati

P(M, <z)=Pmax{Xy,...,X,} <z)=P <ﬁ (X Sx]) = ﬁP(XZ- <z)=F"(x).

i=1

Déle se rozlisi dva piipady:
(1) Jestlize 2* < oo, pak pro v8echna e > 0 plati, ze

lim P (|M,, — 2| > €)= lim [1 — P (|M, —z"| < ¢)]

n—oo n—oo
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= lim [1 = P(z" —e < M, <z"+¢)]

= lim [1 — F"(a" 4+¢€)+ F"(z" —¢)] = lim F"(2" —¢€) = 0.

(2) Jestlize z* = oo, pak pro vSechna x € R plati, ze

lim P(M, >z)= lim [l - P (M, <z)]= lim [1 - F"(z)] = 1.

n—oo n—oo n—oo

Dale pro kazdé realné x plati
F'(z) — G(x)

pro n — oo, kde limitni funkce G(x) je degenerovana distribu¢ni funkce (tj. G(x) = 0 pro
x < z*aG(x)=1proxz > z*) v pfipadé, ze pravy koncovy bod z* je kone¢ny. Neni-li
pravy koncovy bod x* konec¢ny, je G(x) identicky rovna nule. Z toho divodu se podobné
jako v centralni limitni vété studuje limitni rozdéleni normované nadhodné velic¢iny M,,, tedy
rozdéleni nahodné veli¢iny
7, = M’
Qp,

kde a, > 0ab,, n =1,2,..., jsou posloupnosti vhodnych realnych konstant. V piripadé,
Ze takové limitni rozdéleni existuje, je nedegenerované a jeho distribuéni funkce je G(x),
lze problém nalezeni asymptotického rozdéleni preformulovat pomoci distribuc¢nich funkei.
Ukolem je pak zjistit, kdy existuje nedegenerovana distribuéni funkce G(x) takova, ze pro
n — oo existuje limita

nh_)ngo F"(apx + b,) = G(x) (1.1)

pro kazdy bod spojitosti limitni funkce G(z). Déle je tfeba najit nutné a postacujici pod-
minky pro existenci této limity. V piipadé, Ze je podminka (1.1) splnéna, rozdéleni prav-
dépodobnosti reprezentované nedegenerovanou distribu¢ni funkei G se nazyva EV rozdé-
leni. Ttida vSech distribu¢nich funkei F', pro které plati rovnice (1.1), se pak nazyva obor

atraktivity distribu¢ni funkce G. Dalsi pozornost bude vénovana pouze rozdéleni maxim

M, = max{Xy,..., X, }, viz nasledujici poznamka.
Poznamka 1.2. Jelikoz plati min {Xy,..., X,} = —max{—Xy,...,—X,}, lze vysledky
ziskané pro rozdéleni maxim M, = max{Xi,...,X,} vyuzit i v situaci, kdy je tfeba

vySetfit chovani vybérovych minim.

Dalsi odstavec bude vénovan nalezeni limitni distribu¢ni funkce G.

1.2 Rozdeleni extrémniho typu

V tomto odstavci, ktery je zpracovan podle [22], bude stanoveno EV rozdéleni reprezento-

vané distribu¢ni funkei G. K tomu je nutné urcit limitu uvedenou ve vzorci (1.1). Pfimy
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vypocet této limity v8ak neni snadny a k podstatné jednodussimu vypoctu vede pouziti
kvantilové funkce. Vztah (1.1) se tedy preformuluje pomoci kvantilové funkce, spocita se
pozadovana limita a potom se zpétné prejde k funkci distribuc¢ni. Jde tedy o obdobnou
situaci jako v dikazu centralni limitni véty, kdy se od distribu¢ni funkce prejde k funkci
charakteristické, s jeji pomoci se nalezne charakteristickd funkce limitniho rozdéleni a zpét-

nou transformaci se prejde opét k funkei distribué¢ni.

Definice 1.3. Necht h je neklesajici readlna funkce. Pak funkci A~ ve tvaru
h™(y) = inf{z : h(z) >y}, y € R,

nazveme zleva spojitou inverzni funkei k funkci h.

Poznamka 1.4. Je-li funkce h z definice 1.3 rovna distribu¢ni funkci F', pak zfejmé funkce

F~ je dobfe znaméa kvantilova funkce.
Pomoci funkce h~ se zavede kvantilova funkce chvostu prislusna distribu¢ni funkei F.

Definice 1.5. Necht I je distribu¢ni funkce. Funkci U urcéenou predpisem

U(t) = (%F(t))& o1, (1.2)

nazveme kvantilovou funkei chvostu piislusnou distribuéni funkei F'.

Lemma 1.6. Kvantilovou funkci chvostu z definice 1.5 lze vyjadrit ve tvaru
_ 1

Diikaz. Upravou vztahu (1.2) dostavame

1
U (t) = 1.3
= =55 (13)
Dosazenim substituce
U=(t) =z,
t="Ul(z),
do (1.3) dostavame
1
CTISFUR)
1
FU)=1--,
1
Ue) = F- (1__), 0>,
coz je tvrzeni lemmatu.
O
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Kvantilova funkce chvostu méa v teorii EV rozdéleni podobnou roli jako charakteristicka
funkce pfi studiu asymptotického rozdéleni souctl nezavislych a stejné rozdélenych nahod-
nych veli¢in. Vyhodou této funkce je, Ze umoznuje ziskat dobrou predstavu o chovani distri-
bucni funkce F' v oblasti, kde F' nabyva hodnot ,,blizkych* jedné. Tato skutecnost je dobte
patrna z obrazku 1.2, kde jsou znazornény distribuc¢ni funkce, kvantilova funkce a kvanti-
lové funkce chvostu pro tii vybrana rozdéleni. Konkrétné se jedna o exponencialni rozdéleni
s distribuéni funkei F'(x) = 1—exp (—Az), kvantilovou funkei £/ (p) = — In(1—p) /A a kvan-
tilovou funkei chvostu U(z) = In(x)/A pro A = 1, Weibullovo rozdéleni s distribuéni funkei
F(z) = 1—exp (—Az7), kvantilovou funkci /= (p) = [ In(1 — p)/)\]l/T a kvantilovou funkci
chvostu U(z) = [In(x)/ )\]l/ " pro A = 1,7 = 2, a lognormalni rozdéleni s distribu¢ni funkei

F(z)=® ((In(z) — p)/o) pro p = 0,0 = 1 (kvantilové funkce nelze explicitné vyjadrit).

(a) Distribu¢ni funkce (b) Kvantilové funkce (¢) Kvantilové funkce chvostu

Obréazek 1.2: Srovnéani distribu¢ni funkce F', kvantilové funkce F~ a kvantilové funkce
chvostu U pro exponencialni (plnou ¢arou), Weibullovo (¢arkované) a lognormaélni (&ercho-

vané) rozdéleni.

Nyni lze vypocet limity ve vztahu (1.1) preformulovat tak, ze distribu¢ni funkce F' se

nahradi kvantilovou funkei chvostu. Logaritmovanim a tipravou rovnice (1.1) se dostane

lim nln F(a,x + b,) = InG(z). (1.4)

n—oo

Déle 1ze uzitim L’Hospitalova pravidla ukazat, ze

—InF
lim —— (@nT + b)

=1
n—oo 1 — F(a,x + by)

a tedy ze vztahu (1.4) postupné plyne, ze

lim n(l — Fla,z +b,)) = —InG(z),
i 1 1

im = :
n—oon(l — Flapz +b,)) —InG(x)

Odtud lze uzitim zleva spojité inverzni funkce ziskat ekvivalentni vyjadfeni rovnice (1.1)

pomoci kvantilové funkce chvostu ve tvaru

U(nzx)—0b

lim " =G (e_%> =: D(x), (1.5)

n—oo an,

pFicemy bylo zavedeno oznadeni D(z) := G~ (e x).
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Véta 1.7. Necht a, > 0 a b, jsou posloupnosti redlnijch konstant a G nedegenerovand

distribucni funkce. Ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:

1. Vztah
lim F"(a,z + b,) = G(z) (1.6)

n—oo

plati pro kaZdy bod spojitosti x funkce G.

2. Vztah U ;
L Ultr) — b(t)
% a(t)

plati pro kaZdyj bod spojitosti x > 0 funkce D(x) = G~ (e7Y/%), kde a(t) = ayy,
b(t) := by ([t] oznacuje celou cdst t).

= D(z) (1.7)

Diikaz. Ekvivalence (1.5) a (1.6) byla ovéfena jiz difve. Proto nyni stac¢i ukazat, ze (1.5)
implikuje (1.7). Necht x je bodem spojitosti funkce D(x). Pak pro ¢ > 1 plati, zZe

UQHw)—hﬂ<(Nm)—hﬂ<17QHwﬂ+ﬁ/UD)—hw
ajt) B ajt) B ajt)

(1.8)

Pro libovolny bod spojitosti o > z funkce D s vlastnosti D(xy) > D(z) plati, Ze prava
strana vztahu (1.8) je mensi nez D(xg). Jelikoz = je bodem spojitosti funkce D(x), dosta-

neme
. Ultx) — bLtJ
hm _— =
=00 |t

D(x).
(]

K nalezeni limitni distribu¢ni funkce G tedy sta¢i vypoctem limity ve vztahu (1.5) najit
funkci D a nésledné pomoci funkce D™ stanovit distribuéni funkci G. T¥idu EV rozdéleni

popisuje nésledujici véta, ktera historicky vychazi z praci [31, 38].

Véta 1.8 (Fisherova a Tippetova (1928), Gnedenkova (1943)). T7ida EV rozdélent
je definovdna distribucng funkci G (cx + p) prop € R, 0 >0 a vy € R, kde

exp [—(1 —}—7:1:)_% proy#0al+~yx >0,

Gy (x) = (1.9)

exp (—e™ ") pro v = 0.

Diikaz. Uvazujme t¥idu limitnich funkei D(x) ve tvaru (1.7) a pfedpokladejme, ze xz = 1 je
bodem spojitosti funkce D(z). Dale polozme E(z) := D(z) — D(1), pfi¢emz pro vSechny
body spojitosti x > 0 plati

_ D(2) — D(1) = Jig L) =0 . U®) =) _ . Ulte) —U)
B() = D() = D) = Jim == Jim == Jim == (110

Dale pro x,y > 0 uzitim upravy
Ultey) —U(t) _ Ultey) — Ulty) + U(ty) — U(?)
a(t) a(t)
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dostaneme
Ultey) —U(t)  Ultey) = Ulty) alty)  Ulty) = U(1)
0 ) alt) T a@) (1)

Jelikoz ze vztahu (1.10) plyne existence limit

iy Jey) —U@) . Ultey) - Ulty) . Ulty) — U(1)
t—00 a(t) " oo a(ty) " =00 a(t)

Y

existuje pro y > 0 také limita

a(ty)
i alt) Aly)
a pro x,y > 0 plati
Elzy) = B(@)A(y) + E(). (1.12)

Nyni poloZzme s :=Inx a t := Iny pro z,y # 1, z éehoz plyne x = e*, y = e'. Dosazenim

do rovnice (1.12) dostaneme

E(e*™) = E(e®)A(e") + E(e"). (1.13)
Polozime-li H(t) := E(e'), miZeme prepsat (1.13) jako

H(s+t)=H(s)A(e") + H(t). (1.14)

Protoze H(0) = 0, muZeme (1.14) dale prepsat jako

H(s+t)— H(t) :A(et)H(s)_H(O).

(1.15)

Jelikoz je H monoténni, ma derivaci skoro viude a z (1.15) plyne, Ze ma derivaci viude
a pro s — 0 dostaneme
H'(t) = A(e")H'(0). (1.16)
Poznamenejme, ze H'(0) # 0, protoZze H nemuze byt konstantni, nebot funkce G je nede-
generovana. Déale polozme Q(t) := H(t)/H'(0), pficemz Q(0) = 0 a Q'(0) = 1. Z (1.14)
plyne
Qs +1) = A(e")Q(s) + Q(t),

co mitZeme s vyuzitim (1.16) piepsat jako
Qs +1) = Q Q) + Q). (117
Zaménime-li nyni s a ¢ v (1.17), dostaneme Q(s + ¢) = Q'(s)Q(t) + Q(s), co# polozime do
rovnosti s (1.17) a postupné dostaneme
QM) +Qls) = QD) + Q).
QT QO gy .

Q(t) QI(S) - QI(O) _ Q(S) - Q(O) (Q/(t) o 1) ’

S S
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z ¢ehoz pro s — 0 plyne
Q(1)Q"(0) = Q'(0) (Q'(t) — 1),
Q(H)Q"(0) = Q'(t) — 1.
Jelikoz existuje derivace Q”(t), derivovanim (1.18) dostaneme
Q'(t)Q"(0) = Q" (1),
Q"(t)
"(0) = .
Polozime-li nyni Q)”(0) =: v € R, pak pro vSechna t plati

Q"(t)
Q'(t)

Odtud vzhledem k poc¢éateéni podmince QQ(0) = 0 dostaneme

= (InQ'(1) =7.

Protoze Q(t) = 5,—((2), postupné

H(t) = H'(0) /t e’*ds,

e’ —1
7.

Dale H(t) = E(e'), E(z) = D(z) — D(1) a e = z, tedy

H(t) = H'(0)

e —1

E(e') = H'(0) ,

7
et —1
D(e') = D(1) + H'(0) ,
7
7 —1

v

D(x) = D(1) + H'(0)

Polozime-li y := D(z), pak D~ (y) = x a upravou (1.19) postupné dostaneme

. y— D(1)
y—D()\"
o= (1))
D™ (y) = (1 +7y;f,l()0()1)) '

(1.18)

(1.19)

(1.20)



_ 1
In G(y)

Tedy D= (y) = —m, coz po dosazeni do (1.20) dava

e~ w0 ) |
_ (1 +7y;p7ﬁ)()1))_1 .

Oznacime-li nyni 4 := D(1) a 0 := H'(0), dostaneme

G(y) = exp [— (1 +7%)_%] ,

G(ox + p) = exp [— (1+ 'yx)_ﬂ ,

G(y) = exp

pro 1 +~x > 0, z ¢ehoz plyne tvrzeni véty.

Na zacatku dikazu jsme pro zjednoduseni predpokléadali, Ze x = 1 je bodem spojitosti
funkce D(z). Pokud by tento predpoklad neplatil, 1ze v ditkazu postupovat podobné s tim,
Ze by se misto funkce U(t) uvazovala funkce U(tzg), kde xy by byl bodem spojitosti funkce
D.

Ul

Obrézek 1.3: Distribu¢ni funkce EV rozdéleni pro rizné hodnoty EV indexu 7.

Definice 1.9. Parametr v ve vztahu (1.9) se nazyva index extrémni hodnoty (zkracené

EV index z anglického Extreme Value index).
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Ze vztahu (1.9) je patrné, ze tiida EV rozdéleni je az na parametr polohy u a parametr
méfitka o tvofena jednoparametrickou tfidou rozdéleni s EV indexem ~. Vliv indexu ~
na tvar EV rozdéleni je graficky znazornén na obrazku 1.3, z kterého je vidét, Ze existuji
tfi zédsadné odlisné typy EV rozdéleni, které budou podrobnéji rozebrany v nasledujicim

odstavci. Nejprve lze vSak s vyuzitim vysledku véty 1.8 preformulovat tvrzeni véty 1.7.
Véta 1.10. Pro v € R jsou ndsledugici tvrzent ekvivalentni:

1. Existuji takové posloupnosti redlniyjch konstant a,, > 0 a b, Ze

lim F™(anz + by) = G- (x) = exp [— (1+~2)73 (1.21)

n—oo

pro vSechna x a 1+ ~vx > 0.

2. FExistuje takovd kladnd funkce a, Ze pro x > 0 plati

U(tz) —U(t) -1

tll)rono O =D, (z) = ot (1.22)

pricemZ pro v = 0 je pravd strana vztahu (1.22) rovna Inz.
Navic vztah (1.21) zistdvd v platnosti pro a, = a(n) a b, == U(n).

Diikaz. Ekvivalence (1.21) a (1.22) byla dokazana ve vété 1.7. O

1.3 Zakladni typy rozdeleni extrémnich hodnot a jejich obor atrak-
tivity

Jak jiz bylo zminéno v pfedchozim odstavci, rozlisuji se tii specialni typy EV rozdélent,

které se lisi hodnotou EV indexu . Konkrétné se jedna o situaci, kdy v > 0, v = 0

nebo v < 0. Jednotlivé ptipady budou nyni rozebrany. Bez jmy na obecnosti bude dale

uvazovan nulovy parametr polohy p a jednotkovy parametr méritka o.

1.3.1 EVindex v >0

Rozdéleni v této tiidé maji pravy koncovy bod z* = oo, tedy distribué¢ni funkce G, (z) < 1

pro vSechna x € R. Dale plati, ze

1-G
lim 177(?) =1,
TTe Ty

tedy rozdéleni ma tézky pravy chvost, coz kupiikladu znamené, Ze neexistuji jeho momenty

rfadu veétstho nebo rovného % Zavede-li se reparametrizace a pro a = % > (0 se polozi
Ho(z) := Gy ((z —1)/7), pak
exp(—z~%) pro z >0,
H,(z) = (1.23)
0 pro z < 0.
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Ttida rozdéleni s distribu¢ni funkei (1.23) se nazyva Fréchetova tiida rozdéleni. Hustoty
rozdéleni z této t¥idy jsou pro vybrané hodnoty EV indexu ~ graficky znazornény na

obrazku 1.4a.

“““““ ¥=0 vy =0

2 ——y=03 ——y=-03
—y=06 ——=-06}
——=y=1 ——=y=-1

Obrazek 1.4: Hustota EV rozdéleni pro rizné hodnoty EV indexu ~.

1.3.2 EVindex v=0

Rozdéleni v této tiidé maji pravy koncovy bod z* = oo a plati, ze

lim —1 — Gol@)

T—00 e~ 7T

=1

Y

tedy rozdéleni nemé tézky pravy chvost, coz znamena, Ze vSechny jeho momenty existuji.

Trida rozdéleni s distribuéni funkei
Go(z) =exp (—e7), z € R,

se nazyva Gumbelova tiida rozdéleni (nékdy téz rozdéleni dvojité-exponencialniho typu).
Hustota tohoto rozdéleni ve vztahu ke zbyvajicim dvéma typtum je graficky znazornéna na
obrazcich 1.4a a 1.4b.

1.3.3 EVindex v <0

Rozdéleni v této t¥idé maji konecény pravy koncovy bod a plati, ze z* = —%. Déle plati, ze
1-G, (-1 —2)
lim LA A
W (=ym)
tedy rozdéleni méa kratky pravy chvost. Zavede-li se reparametrizace a pro a = —% > 0 se
polozi H,(z) := G, (—HT””>, pak
exp(—(—xz)¥) pro x <0,
H,(z) = (1.24)
1 pro xz > 0.
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Ttida rozdéleni s distribu¢ni funkei (1.24) se nazyva Weibullova tiida rozdéleni. Hustoty
rozdéleni z této tiidy jsou pro vybrané hodnoty EV indexu ~ graficky znézornény na
obrazku 1.4b.

Jak jiz bylo zminéno, pokud plati
lim F"(an,x + b,) = G,(x) (1.25)

pro n&jaké v € R, pak distribucni funkce F' patif do oboru atraktivity G, coz se zapiSe
jako F' € D(G,). V zavislosti na hodnoté parametru v lze tedy rozlisit obory atraktivity
Gumbelova, Fréchetova a Weibullova rozdéleni. Nyni bude odvozena postacujici podminka
kladena na distribu¢ni funkci F' garantujici existenci posloupnosti konstant a,, > 0 a b,

takovych, Ze pro v8echna z a néjaké v € R je splnéna podminka (1.25).

Véta 1.11 (von Misesova). Necht x* je pravy koncovy bod rozdéleni s distribucni funkci
F. Ddle predpokladejme, Ze ezistuje druhd derivace F"(x) a proni derivace F'(x) > 0 pro
vsechna x v néjakém levém okoli x*. JestliZe plati tzv. von Misesova podminka
1-F@)\
lim| —= | = 1.26
e ( F'(?) ) " (1:26)
pak F' patri do oboru atraktivity G.,.

Diikaz. 7 definice kvantilové funkce chvostu (viz definice 1.5 a zejména lemmatu 1.6) plyne,

ze .
t= T—FU0) (1.27)
Derivaci (1.27) dostaneme
L PUmUE
L= FUm)”
coz po upravé dava 1 F O ))]2
o [I=FU(t
U'(t) = IO (1.28)
Derivaci (1.28) dostaneme
U = =2 L-FUMF UM U )~ [L - FU®)]* F'(U®)U' (1)
[F(U ) ’
coz po upravé dava
ure) o - FO)FU®)
tu'@e) ., 1= FUQ®)F"UR)
0 = -2 [F’(U(t))]2 . (1.29)
Jednoduchou tupravou vztahu (1.26) lze ukazat, ze
WI-FOIFO

T
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z ¢ehoz lze odvodit, Ze
I tU”(t)
im
s T

Nyni je tfeba ukazat, ze (1.30) implikuje

=~—1. (1.30)

_ v _
lim U(tx) — U(t) oz 1’
tmooa(t) gl

coZ je ekvivalentni podminka pro piislusnost funkce /' do oboru atraktivity G, které plyne

z vét 1.7 a 1.10. Jelikoz pro 1 < xg < x plati, Ze

T U”(S)
ds,
o U'ls)

InU'(z) —InU'(z0) = /m

prox >0 a t,tr > 1 plati, ze

“tsU"(ts)

InU'(tz) —InU'(t) :/1 st.

Polozime-li A(t) := tg,u(g), pak vzhledem k (1.30) plati

nU'(tz) — InU'(t) = / A(ts)% =(y—-1lhz=hna""".
1

Déle pro 0 < a < b < oo plati, ze

!
lim sup |ln Ute) —Ina"!

= 0.
t—oo g<a<p|  U'(t)

JelikoZ pro né&jaké kladné k na kompaktnim intervalu plati |e* — €| < k|s — t|, pak

U'(tz)
Uty

v—1

lim sup
1—=00 g <2<b

=0,

z ¢ehoz plyne, ze

U(tf()],?t)U(t) B x77_1 _ /lr (({]',(Et;) _ sv—l) ds

konverguje k nule.
O

Poznamka 1.12. Za platnosti (1.26) lze posloupnosti konstant a,,, b, ve vztahu (1.25)
volit ve tvaru a, =nU'(n) = 1/(nF'(b,)) a b, = U(n).

Uvedena podminka pro piislusnost F' do oboru atraktivity G, neni jedini. V monografii
[22] 1ze nalézt jejich zevrubny piehled. Nicméné von Misesovu podminku (1.26) lze v kon-
krétnich praktickych situacich vétg§inou pomérné snadno ovérit a je tak mozno rozhodnout
o limitnim chovani maxim M,,, kdyz ndhodny vybér pochézi z rozdéleni s distribu¢ni funkei

F'. Vybrana rozdéleni patiici do oboru atraktivity EV rozdéleni t¥i vyse uvedenych typu
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Rozdéleni F(x)
1—azft exp(——% )
Benktanderovo I1
r>1,a>00< <1
1—e ",
Weibullovo
x>0A>0,7>0
1— ef)\m’
Exponencialni
z>0A>0
1— oo A" tm— 1 7)\tdt
Gama. fm T(m)
z>0A>0m>0
g
Logistické
rzeR
2
1— exp [—7(111 i) ] dt,
Lognormalni I~ mat 207
z>0peR,o>0

Tabulka 1.1: Rozdéleni z oboru atraktivity Gumbelova rozdéleni.

r<zx*;a>0

Rozdéleni F(x) EV index
r—x"+1,
Rovnomérné -1
r-l<zr<z*
1 Tptq) ,p—1 1
1/ .. 11— t)e e,
Beta f +1 T(p)T(q) _%
f-l<z<z*p>0,g>0
1- [%r,
Reverzni Burrovo G —)\—17
r<z*0>0A>0717>0

| exp (—(* — ), 1
Extremalni Weibullovo —=

Tabulka 1.2: Rozdéleni z oboru atraktivity Weibullova rozdéleni.

Predstavu o tvaru jednotlivych rozdéleni uvedenych v tabulkdch 1.1-1.3 je mozné

EV indextu je uvedeno v kapitole Dodatek A.
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jsou spole¢né s jejich distribu¢nimi funkcemi a EV indexy uvedena v tabulce 1.1 pro rozdé-
leni Gumbelovo (EV index je roven nule), v tabulce 1.2 pro rozdéleni Weibullovo a v tabulce
1.3 pro rozdéleni Fréchetovo. Platnost von Misesovy podminky (1.26) byla autorem ovéfena

pro vSechna rozdéleni uvedena v tabulkach 1.1-1.3, pficemz kompletni odvozeni piislusnych

ziskat pomoci autorem vytvofeného softwarového produktu, ktery je popsan v kapitole




Rozdéleni F(z) EV index
1—27%
Paretovo é
z>0,aa>0
1— (1 + %I) B
Zobecnéné Paretovo 13
x>0;0>0,>0
X
1= (7))
Burrovo (Typ XII) o +
z>0n>0A>0,7>0
X
(=)
Burrovo (Typ III) e 1
z>0n>0A>0,7>0
%) F(m+") m/2 _ —(m+n)/2
1— [0 2 ()™ /2= (] g dt,
z>0m>0n>0
) 1= 7 Ray exp(=A/t)t"" dt, .
Inverzni gama o
z>0a>0A>0
1— [ 2=t (Int)ot dt,
Logaritmické gama = D) 1
z>La>0A>0
exp (_T’ia)v 1
Fréchetovo o
z>0a0>0

Tabulka 1.3: Rozdéleni z oboru atraktivity Fréchetova rozdéleni.

(e) n=5

(f) n=15 (g) n =30

(d) n =100

(h) n = 100

Obrézek 1.5: [lustrace limitni véty pro rozdéleni maxim pro exponencialniho rozdéleni.

Dodatek B. S jeho pomoci je rovnéz mozné posoudit rychlost konvergence daného rozdé-

leni k prislusnému limitnimu EV rozdéleni. S vyuzitim tohoto softwaru byly pro ilustraci
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vygenerovany nahodné vybéry rozsahu n = 5,15, 30,100 z exponencialniho rozdéleni. Na-
sledné bylo spoc¢itdno maximum kazdého vybéru. Pomoci 100 opakovanych simulaci byl
nésledné sestrojen histogram rozdéleni cetnosti vybérovych maxim a stanovena piislusna
vybérova distribucni funkce. Histogram byl porovnan s hustotou a empiricka distribuéni
funkce s distribu¢ni funkci Gumbelova rozdéleni. Z obrazku 1.5 je dobie patrné rychlost
konvergence rozdéleni vybérového maxima k limitnimu Gumbelovu rozdéleni.

Dalsi odstavec bude zaméfen na modely pro odhady parametrickych funkci EV roz-

déleni.

1.4 Modely pro odhady parametrickych funkci rozdeleni extrém-

nich hodnot

Nyni budou popsany dva piistupy, které lze pouzit pii analyze a modelovani extrémnich
hodnot posloupnosti nezavislych pozorovani X, ..., X,,. Nejprve bude zaveden model blo-
kovych maxim, ktery je zaloZzeny na zobecnéném EV rozdéleni, a nasledné bude popséna

jeho souvislost s prahovym modelem zaloZzenym na zobecnéném Paretové rozdéleni.

1.4.1 Model blokovych maxim

V odstavci 1.2 byla zavedena tiida EV rozdéleni pomoci distribu¢ni funkce G (o + p).
Z funkce G, viz (1.9), lze po jednoduché tpravé ziskat obecnou distribu¢ni funkci EV

rozdéleni v zavislosti na parametrech u, o a v ve tvaru

exp{—[l—}—v(%)}_”} proy #0al+v(=2) >0,

G(z) = (1.31)

exp {~exp [ (59)])  proy =0,

kde p € R je parametr polohy, o > 0 je parametr méfitka a v € R je EV index. Rozdéleni
s distribuéni funkei (1.31) se nazyva zobecnéné EV rozdéleni (zkracené GEV rozdéleni
z anglického Generalized Extreme Value distribution).

V praktickych aplikacich se GEV rozdéleni pouzivad k aproximaci rozdéleni maxima
M, = max{Xy,..., X, }, kdyz je dan nahodny vybér X,..., X, z rozdéleni s neznamou
distribu¢ni funkci F' dostatecné velkého rozsahu. V takovém pripadé je datovy soubor roz-
délen na bloky urcité velikosti a z kazdého bloku se spocitda maximum. Rozdéleni ¢lenii
posloupnosti maxim lze pak aproximovat GEV rozdélenim, které je mozné vyuzit ke sta-
noveni odhada vybranych parametrickych funkei. Vzhledem k aplikacim v této préaci (viz
kapitola 4) bude pozornost vénovana odhadu kvantilu z;_, GEV rozdéleni, pomoci kterého
Ize vyjadiit funkci z, = 1_p, kterd se nazyva Groveil navratu pfifazend periodé navratu
1/p a hojné se pouziva v hydrologii pii modelovani srazkového thrnu. V takovém piipadé

je datovy soubor reprezentovan c¢asovou radou srazkovych thrnu.
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JestliZe je casova fada rozdélena na bloky o délce jeden rok, pak tiroveii navratu z, je
hodnota méfené veli¢iny, ktera je v praméru piekrocena jednou za 1/p let. Jinymi slovy,
sledovana veli¢ina miZe nabyt hodnoty z, nebo vétsi v libovolném roce s pravdépodobnosti

p. Uroven navratu z, je tvaru

. p=2{1—[=I(1—-p)]"} proy#0, (132

p—oln[—In(1—p)] pro v =0,

pricemz jeji odhad z, lze ziskat nahrazenim parametri p, o, v ve vztahu (1.32) jejich odhady
i, 0, 7. Odhady parametri GEV rozdéleni metodou maximalni vérohodnosti a metodou
pravdépodobnostné vazenych momentu jsou odvozeny v kapitole 2. Na zakladé vlastnosti
maximalné vérohodnych odhadu (zkracené MV odhadu) lze tzv. delta metodou (viz napf.

[15]) ziskat odhad rozptylu odhadu trovné navratu ve tvaru
Var(z,) ~ VZEVVZP,

kde
V =V(i,0,7)

je varian¢ni matice, kterd je odvozena v odstavci 2.1.1, a

0z, 0z, 0z l—y 7 o o
Vel= (22 222 Z2) = |1, — P~ (1—y7)— =y "1 ,
“p (&U do Oy ~ 12 ( Yp ) ,yyp D Yp

kde y, = —In(1 — p) a parametry p, o, v jsou nahrazeny jejich MV odhady 1z, 7, 7.

1.4.2 Prahovy model

Jak jiz bylo uvedeno, GEV rozdéleni se pouziva k aproximaci rozdéleni maxima M, =

max{ Xy, ..., X, }. Formalné zapsano, vychazi se z asymptotického vztahu

Pwagxqu@yzmp{—P+7(5%ﬁ)y%}.

P1i hledani odhadu EV indexu ~ je také mozné vyjit ze vzajemného vztahu mezi GEV
rozdélenim a zobecnénym Paretovym rozdélenim. Necht tedy Xi,..., X, je posloupnost

nezavislych a stejné rozdélenych nahodnych veli¢in s distribu¢ni funkei F' a necht
M, = max{Xy,..., X, }

mé asymptoticky GEV rozdéleni s distribu¢ni funkci
_1
G(x):exp{— {1+'y(x;'u)} }
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pro néjaké p, o > 0 a . Pak lze podminéné rozdéleni ndhodné veli¢iny ¥ = X — u za

podminky X > u pro dostatecné velké u aproximovat zobecnénym Paretovym rozdélenim

H(y)zl—(l%—ﬁ)_%

Ou

s distribuéni funkei

pro{y: y>0 A (1+~y/o,) >0}, kde o, = 0 + y(u — p).

Poznamka 1.13. Jestlize Ize rozdéleni blokovych maxim sledované veli¢iny aproximo-
vat GEV rozdélenim, pak lze rozdéleni sledované velic¢iny pfesahujici prdh u aproximovat
zobecnénym Paretovym rozdélenim, pri¢emz parametr v zobecnéného Paretova rozdéleni

odpovida parametru v GEV rozdéleni.

Kritickym bodem uvedeného pfistupu je stanoveni prahové hodnoty u, o ¢emz svéddci cela
fada publikaci (viz napt. [10, 11, 70, 73, 83|). Volba nizkého prahu mé za nasledek $patné
asymptotické vlastnosti modelu a velké vychyleni odhadu. Naopak vysoka hodnota prahu
vede k malému poc¢tu hodnot nad prahem, coz mé za nésledek velky rozptyl odhadu.

K vybéru prahu se pouzivaji rizné explorativni techniky (viz [15]):

e Mean Residual Life (MRL) plot vznikne tak, Ze se do grafu vynesou souradnice bodu

1
- 0 — > u, 1.33
<u, nu Z(x() u)) proz > u (1.33)

=1

kde (1, ..., 7(,) oznacuje usporaddané realizace vybéru x,...,z,, a n, je pocet po-
zorovani, ktera prekro¢i prah w. Vhodna (v jistém smyslu optimalni) prahova hodnota
ug se zvoli tak, aby byla pro u > wug znédzornéna zavislost v grafu priblizné linearni.
Metoda vychazi z faktu, ze stfedni hodnota veli¢iny Y = X — u za podminky X > u

je linearni funkci prahu u pro u > ug, tedy

E(X—u|X>u)= 10“ .
—

Stiredni hodnota pfesahu prahu u se odhadne vybérovym primérem, z ¢ehoz jiz plyne
podstata vztahu (1.33).

e Techniky vyuzivajici stability parametriu. Z grafického znézornéni se posoudi pribéh
hodnot parametri v zavislosti na volbé prahu u > ug s tim, Ze cilem je najit takovou

hodnotu ug, pro kterou plati:
(a) Parametr méfitka o, vykazuje linearni prubéh pro u > wug, protoze parametr o,
zobecnéného Paretova rozdéleni je linearni funkei prahové hodnoty w.

(b) Parametr tvaru v vykazuje konstantni pribéh pro u > wg, protoZe parametr -y
zobecnéného Paretova rozdéleni odpovida parametru v GEV rozdéleni, a tedy

musi byt konstantni pro u > wuy.
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Jakmile je vybrana vhodnéa prahova hodnota, 1ze pristoupit ke statistické inferenci pro
prahovy model a pouZzit zobecnéné Paretovo rozdéleni ke stanoveni odhadu EV indexu v
a dalgich parametrickych funkci. Vzhledem k aplikacim v této praci (viz kapitola 4) bude
dali pozornost opét vénovana odhadu rovné navratu piifazené periodé navratu 1/p. Uro-
ven navratu x,, je hodnota méfené veli¢iny, ktera je ve vybéru prekroc¢ena v prumeéru jednou
za m = 1/p pozorovani. V anglicky psané literatufe je zvykem ji nazyvat m-observation
return level. Necht je dale splnén predpoklad, Ze zobecnéné Paretovo rozdéleni je vhodnym

modelovym rozdélenim pro veli¢inu X presahujici prdh u. Tedy pro x > u plati

PX>z|X>u) = {1+7(:’3_“)]_%.

u

Oznacuje-li ¢, = P(X > u), pak

P(X > ) =(, {1+7("T—“>]_

Oy

2=

Jelikoz p = 1/m, dale

P(X > z,) = G {1—!—7(%1_”)}_% _ L1

Ou m

Odtud jiz lze pro dostate¢né velké m (aby platilo x,, > ) snadno stanovit Groven navratu

T, ve tvaru

T = U+ UTU [(m¢u)” = 1] pro vy # 0, (1.34)

u+ o, In(m¢,) pro v =0,

pricemz jeji odhad 7, lze ziskat nahrazenim parametra o,, 7, (, ve vztahu (1.34) jejich
odhady 7, 7, @ Odhady parametri o, a v zobecnéného Paretova rozdéleni metodou
maximalni vérohodnosti a metodou pravdépodobnostné vazenych momentu jsou odvozeny
v kapitole 2. Odhad @ parametru (, se ziskd jako relativni ¢etnost pozorovani, ktera
prekroc¢ila prah wu. Jelikoz pocet piekro¢eni prahu u méa binomické rozdéleni Bi(n, (,),
odhad Zu je MV odhadem parametru (,.

Odhad rozptylu odhadu trovné navratu je opét mozné ziskat delta metodou, pricemz
rozptyl odhadu (Au lze urcit z vlastnosti binomického rozdéleni a zahrnout do varian¢ni

matice. Déale tedy Var((Au) ~ Zu(l - Zu)/n a varian¢ni matice pro odhady 7, 7, (Au je tvaru

R Cu(1— G, 0
V(Eogua) = | T ,
0 V(E.9)

kde V' (7,,7) je varian¢ni matice pro odhady 7,, 7, které je odvozena v odstavci 2.1.2. Pak

Var(Z,,) ~ Vol V'V,
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kde

ox,, O0r,, 0T
T _ m m m
Vit = (agu’aau’ By )

(mC)"—1 o,

_ {aumvcz-l, Pl =2 ) - 1+ Zny 1n<m<u>} ,

pri¢emz parametry o,, 7, , jsou nahrazeny jejich MV odhady o, 7, Zu

V praxi se ¢astéji pouziva tzv. N-letd aroven navratu zy (z anglického N-year return
level), coz je hodnota métrené veli¢iny, ktera je ve vybéru prekrocena v pruméru jednou za
N let. Pii jejim vypoctu se vychézi ze vztahu (1.34) s tim, ze m = Nn,, kde n,, je pocet

pozorovani za rok. Uroven névratu zy je tedy tvaru

N BT [(NnyG)" = 1] proy #0, (L.35)

u + oy In(Nny(y) pro v =0,

pricemz jeji odhad Ty lze obdrzet nahrazenim parametri o, 7, ¢, ve vztahu (1.35) jejich
odhady 7,, 7, @ Odhad rozptylu odhadu N-leté trovné navratu zy se ziskd podobnym

zpusobem jako pro troven navratu x,,.
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2 Inference o parametrech rozdéleni extrémnich hod-

not

Jak bylo zminéno v odstavcich 1.2 a 1.3, v teorii extrémnich hodnot hraje kli¢ovou roli EV
index v, ktery méa zasadni vliv na tvar EV rozdéleni. Odhad EV indexu je tedy stézejni
soucasti analyzy EV rozdéleni a lze jej ziskat napiiklad uzitim standardnich metod, tedy
teorie maximalni vérohodnosti, ovSem s jistym omezenim. Klasicka teorie MV odhadu je
totiz zalozena na regularnim systému hustot (viz definice 2.1), ale hustota EV rozdéleni
neni obecné regularni. Je v8ak mozné ukazat (viz [84]), ze pro v > —0,5 maji odhady
ziskané metodou maximalni vérohodnosti obvyklé asymptotické vlastnosti, tedy rozdéleni
odhadu 7 EV indexu v je asymptoticky norméalni. V pfipadé, kdy —1 < v < —0,5, lze
MYV odhady ziskat obvyklym zptisobem, ale jiz nemaji standardni asymptotické vlastnosti.
Koneéné pro v < —1 je malo pravdépodobné, ze MV odhady EV indexu budou dosazitelné
s uspokojivou presnosti (rozdéleni méa velmi kratky ohrani¢eny pravy chvost).

Dalsi moznosti jak ziskat odhad EV indexu je uzitim neparametrickych metod. Vy-
hodou téchto metod je, Ze pii jejich pouziti odpadé predpoklad na konkrétni rozdéleni
pravdépodobnosti. Z neparametrickych metod odhadu EV indexu lze zminit napt. Hilliv
odhad (viz [51]), Pickandstuv odhad (viz [78|), momentovy odhad (viz napt. [22]), odhad
metodou pravdépodobnostné vazenych momentu (viz [53]), negativni Hillav odhad (viz
[29, 85]). Nevyhodou naopak je, ze piesnost odhadi EV indexu pomoci vétSiny vyse uve-
denych metod je silné zavisla na urceni optimélniho poc¢tu hornich £ poradovych statistik,
které jsou pro konstrukci piislusného odhadu stézejni. Pii ,,velkém* k muze byt odhad
znacné vychyleny, volba ,,malého” k mé za nésledek velky rozptyl odhadu. Uréeni optimaél-
niho £ je tedy kritickym bodem téchto metod. Adaptivni metody pro odhad optimélniho
k lze nalézt napiiklad v [9, 20, 25, 39]. VySe uvedené neparametrické metody vSak nejsou
dostupné béznému uzivateli, protoze se nevyskytuji v komerénich softwarech.

V této kapitole bude pozornost upfena nejen na stanoveni odhadu EV indexu, ale
i na odhad zbyvajicich parametri GEV rozdéleni a zobecnéného Paretova rozdéleni, ktera
jsou stézejni pi modelovani extrémnich hodnot metodou blokovych maxim, piipadné uzi-
tim prahového modelu (viz odstavec 1.4). Vysledky z této kapitoly budou déle vyuzity
pii analyze destovych srazek v brnénském regionu (viz kapitola 4). K odhadu nezndmych
parametri, které jsou klicové pro popis pravdépodobnostniho modelu vyse uvedenych roz-
déleni, bude pouzita metoda maximalni vérohodnosti jako zastupce parametrickych metod
a metoda pravdépodobnostné vazenych momentu jako zéstupce neparametrickych metod.
Nejprve vsak bude podle [5] uvedeno nékolik vybranych pojmu z teorie maximalni véro-

hodnosti, které budou potiebné dale. Vice vysledku lze najit napiiklad v [5, 64].

Definice 2.1. Necht X = (Xi,...,X,,)" je ndhodny vektor s hustotou f(x, @) vzhledem

k n&jaké o-kone¢né mite p, pricemz @ = (0y,...,0,,)T. Piedpokladejme, Ze plati:

37



(1) 8 € ©, kde O je neprazdna oteviena mnozina v R™.

(2) Mnozina M = {x : f(x,0) > 0} nezavisi na 6.

(3) Pro skoro v8echna & € M vzhledem k p a pro v8echna i = 1,..., m existuji parcialni
derivace of (x.0)
, x
'(z.0) = \DY)
fl(w.0) = 2

(4) Pro kazdé i a pro vSechna 6 € © plati
| si@.6)du(a) ~0
M

(5) Pro kazdou dvojici (i, ) existuje koneény integral

fi(@,0)f)(.6)
15(0) = [ SETEE f(w0)au(e)

(6) Matice J,,(0) = [|J;;(0)||;",_, je pozitivné definitni pro kazdé 6 € ©.

Pak se systém hustot {f(x,8),0 € O} nazyva regularni a J,(0) se nazyva Fisherova in-

formac¢ni matice.

Poznamka 2.2. Bude-li vektor parametri @ jednorozmérny, bude misto terminu Fisherova

informaé¢ni matice (dale jen FIM) uzivan termin Fisherova mira informace (dale jen FMI).

Véta 2.3. Necht systém hustot { f(x,0),0 € O} je requldrni. Predpokladejme, Ze pro skoro

v§echna © € M (vzhledem k 1) existuji derivace

p P f(x,0)

7 i?J: 17"'7m7
a Ze pro vSechna @ € O plati

| Fi@ 8@ =0 ij=1..m
M

Pak plat?

[ Phf(z.0) o
Jir<0>——/MWﬂm,e>du<w>, ij=1....m. (2.1)

Diikaz. Dikaz pfimo nesouvisi s tématem této prace a lze jej najit napiiklad v knihach
[5, 64].
[

Definice 2.4. FIM J,,(0) s prvky danymi vztahem (2.1) se nazyva ocekavana FIM. Matici

s prvky
~ 9 f(x,0)
7O =008,
i0Uj

1,7=1,...,m,
nazveme vybérovou FIM a bude déle oznatena jako J,(8).
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Poznamka 2.5. Pro oekévanou a vybérovou FIM plati vztah J,,(0) = EJ,(6).

Poznamka 2.6. Da se ukézat, Ze za predpokladi regularity je vybérova FIM nestrannym

odhadem o¢ekavané FIM a J,,(0) — J,(0) v pravdépodobnosti pro n — co.

Véta 2.7. Necht Xy,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x,0) vzhledem k
o-konecné mire v. Necht systém hustot { f(z,8),0 € O} je requldrni a ma FIM J(0). Pak
ndhodny vektor X = (X1,...,X,)T md hustotu

f(m>0) :f(atl,O)f(xn,O)

vzhledem k mite pp = v X+ - - xv. Systém hustot { f(x,0),0 € O} je také requldrni a pro jeho
FIM J,(0) plati J,(0) = nJ(0), kde J(0) je informace obsaZend v kaZdém jednotlivém
X;.

Diikaz. Dukaz pfimo nesouvisi s tématem této prace a lze jej najit napiiklad v knihach
[5, 64].
O

2.1 Metoda maximalni verohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti bude zavedena pouze pro regularni hustoty. Neni-li systém
hustot regularni, lze metodu pouzit s jistymi omezenimi. Nastane-li takova situace, bude

rozebrana zvIast.
Definice 2.8. Necht X je m-rozmérny nadhodny vektor s hustotou f(x,0), kde 8 =
(0y,...,0,,)T € ©. Funkce

L0) = f(2.0) = ][ F(2..0) (2.9
i=1
se pak nazyva vérohodnostni funkce a funkce
[(0) =1n L(0) (2.3)
logaritmické vérohodnostni funkce.

Definice 2.9. Existuje-li hodnota 6 = 5(33) € © maximalizujici vérohodnostni funkci
(2.2), pripadné logaritmickou vérohodnostni funkei (2.3), nazyva se maximalné vérohodny
odhad (MV odhad) parametru 6 € ©.
Definice 2.10. Systém
0l(9)
00;

se nazyva systém (logaritmickych) vérohodnostnich rovnic.

=0,i=1,...,m, (2.4)
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Véta 2.11. Necht systém hustot { f(z,8),0 € O} je requldrni a md FIM J(0). Ddle necht
jsou splnény ndsledujici predpoklady.

(1) Necht ® C R™ je parametricky prostor, ktery obsahuje takovy neprazdny otevieny

interval ©, Ze skutecnd hodnota parametru Oq patii do ©.

(2) Necht X = (X1,...,X,)7T, kde X; jsou nezdvislé a stejné rozdélené ndhodné veliciny

s hustotou f(x,0) vzhledem k néjaké o-konecné mire .
(8) Necht M = {x: f(x,0) > 0} nezdvisi na 6.
(4) Necht 01,05 € ©. Pak f(x,01) = f(x,03) vzhledem k p prdve tehdy, je-li 0y = 0.
(5) Derivace
0 f(x,0)
00,00;00),

existuje pro skoro vsSechna x, pro vsechna @ € © a pro vsechna i,j,k =1,...,m.

(6) Pro vsechna 8 € © plati
[ 2w 6)dut@) =0, i =1,...om
M

(7) Pro viechna i,j,k =1,...,m existuji takové funkce M;;,(z) >0, Ze
EGOMijk(X) < o0
9*In f(z,0)

00,00,00,

pro vSechna @ € © a skoro vsechna x € M.

< Miji ()

Pak plati ndsledujici torzend.

(a) Jestlize n — oo, pak ke kaZdému € > 0 ezistuje s pravdépodobnosti blizici se jedné

takové Fesent §n systému vérohodnostnich rovnic, Ze §n — 00‘ < €.
(b) Polozime-li
al(8)
901
U(e) = ; (2.5)
al(8)
Om

pak pron — oo plati
1

NG

d » . . . .
kde — znaci konvergenci v distribuci.

U(6y) — N (0; J(8y)).
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(c) Existuje-li pro kazdé dostatecné velké n a pro kaZdou hodnotu X takovy koten §n

systému vérohodnostnich rovnic, Ze §n je konzistentnim odhadem parametru 6y, pak
Vn(8, — 6,) -5 N (0; J7(60)) -

Diikaz. Dukaz pfimo nesouvisi s tématem této prace a lze jej najit napiiklad v knihach
[5, 65].
O

Poznamka 2.12. Vektor U(0) ze vztahu (2.5) se nazyva skorovy vektor piislusny hustoté
f(z,8).

Déle budou odvozeny MV odhady parametri GEV rozdéleni a zobecnéného Paretova roz-

déleni. Pomoci FIM (viz véta 2.11) pak budou stanoveny rozptyly téchto odhadu.

2.1.1 GEV rozdeéleni

Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z GEV rozdéleni s distribu¢ni funkci

_1
F(x,p,0,7) ZGXP{— {1+7 (a:;,u)} }
a hustotou

F@m0,7) = % {1 4y (%)}_%_lexp {— {1 +r (%)}_} (2.6)

pro z € {x: 1+~ (=) > 0}. Dosazenim vztahu (2.6) postupné do vztaht (2.2) a (2.3)

lze dostat vérohodnostni funkei ve tvaru

n

L(:u> 0-77) = Hf(l’z,,u, g, ’Y)

a logaritmickou vérohodnostni funkci ve tvaru

l(,0,7) = InL(p,0,7) = —nlno — (% n 1) Z-Z:;ln {1+7 (QJ;M)]
S ()]

2|
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Uzitim vztaha (2.4) a (2.7) lze obdrzet systém vérohodnostnich rovnic

o 1+ zi—p\]T 1 Ti— I -5
- = - R 1 —
o o ;{1+7( o )] a; T o 0
n -1

g () o (52)
do o o = o o

T — =51
S

o

R N | _
Iy szn{ (0’ )} gl ;( o

Rl ()

oo () () (5] o

e (1))

jehoz vyteSenim lze ziskat MV odhady i, o, 4 parametri u, o, . Soustavu je v8ak nutné

fesit numericky. Je také mozné vyuzit numerickou proceduru zalozenou na Nelderové-

Meadové simplexovém algoritmu (viz [60]), ktery je implementovan v Matlabu (verze 7.12,

R2011a), a maximalizovat logaritmickou vérohodnostni funkei (2.7). Pii numerickém vy-

poc¢tu MV odhadi neznamych parametri je ¢asto nutné stanovit pocatecni (startovaci)

hodnoty neznamych parametri. Jako startovaci odhady mohou poslouzit naptiklad od-

hady parametria GEV rozdéleni metodou momenti (viz napf. [5]).

Dale bude pomoci vybérové FIM stanoven rozptyl odhadu 1, o,7 parametra u, o, .

Z definice 2.4 plyne, ze vybérova FIM je tvaru

~ ~ ~ 821 9A 92
Ju Jiz Jig T o2 oudo  oudy

7 N e 7 7 — 821 821 821

Jn(l%aa '7) =\ Jou Jao Jas | = T 9oop 902 900y |’
T 77 _o o 9%
Js1 Jza Js3 oo 0v0c 02

+%;{(1+7) (x;u) {1+7(a:i0—,u>]_%_2_ {Hy(xi;u)]‘%‘l},

~ ~ 1 — T — [ -t 1—}—7" Ti— [ -1
Jiz = Jg = — 1 — 1
s h= S e ()] - e (5

42



b (] )]

[ (B (=) e (=) )
e (5 e (550

e (e | e IS N SIS

{5 ()] el ()]

|
(=) oo ()] o (22 oo (2] )
2 G
LR Rl (el
() 2 [ (2]
LG el (22)
() [ ()] () [ )

Z véty 2.11 pak plyne, Ze odhad rozptylu odhadt parametri GEV rozdéleni lze ziskat

i=1

=

z varian¢ni matice V' (u, 0,7y) = j_l(,u, 0,7), pricemz za i, o, 7 se dosadi jejich MV odhady

~

ﬁ) a\) -
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2.1.2 Zobecnéné Paretovo rozdéleni

Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér ze zobecnéného Paretova rozdéleni s distribu¢ni funkei

_1
5

Flo)=1- (1+7§)

a hustotou )
_1 4

1 x
——(1+22) " 2.9
)=~ (1472 (2.9
pro x > 0. Dosazenim vztahu (2.9) postupné do vztaha (2.2) a (2.3) lze dostat vérohod-

nostni funkei ve tvaru

n

L(o,7) :Hf(fl%UVY) = inﬁ(l_*—’y%) i

i=1 i=1

a logaritmickou vérohodnostni funkci ve tvaru

l(o,7) = InL(6,7) = —nlno — (% + 1) iln (1 + 7%) . (2.10)

Uzitim vztaha (2.4) a (2.10) lze obdrzet systém vérohodnostnich rovnic

ol no 14y e ( i\ L

a_ n (1+45) " =0

do o * o? Z_;x +70

o . = . (2.11)
1 T 147 i\ 1

oy 2 — o +70 Yo ;x +70

jehoZ vyfeSenim lze ziskat MV odhady @, 7 parametri o, 7. Soustavu je vSak tieba Fesit
numericky. Opét lze pouzit numerickou proceduru zalozenou na Nelderové-Meadové sim-
plexovém algoritmu (viz [60]), ktery je implementovan v Matlabu (verze 7.12, R2011a),
a maximalizovat logaritmickou vérohodnostni funkeci (2.10). Jako startovaci odhady mo-
hou opét poslouzit odhady parametri zobecnéného Paretova rozdéleni metodou momentii
(viz napt. [5]).

Dale bude pomoci vybérové FIM stanoven rozptyl odhadt &, 7 parametri o, 7. Z de-

finice 2.4 plyne, Ze vybérova FIM je tvaru

- T Jio & -
. . ag ooy
Jn(07 ’Y) - - - - 521 521 ’
J21 J22 _8780' _8_'y2
kde
~ n 147 i\~ ! 9 Ti\ 2
=+ ; {20931- (1 - 7;) — ] (1 - 7;) ,

n

~ ~ 1 'ZBZ —1 1_*_'}/ —1 9 X; -2

=1
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~ 2 T; 2 < i\l 1+7¢ T\ 2
T =5 2om(1007) = g o (1007) )
22 73Zn +’YU U;fﬂ +’YU o7 ;% +’YU

Z véty 2.11 pak plyne, ze odhad rozptylu odhadi parametri zobecnéného Paretova rozdé-

leni 1ze ziskat z varianéni matice V' (0,v) = J ~1(0,7), pfitemz za o, v se dosadi jejich MV

odhady &, 7.

2.2 Metoda pravdepodobnostne vazenych momentu

Pravdépodobnostné vazené momenty (dale jen PVM) jako zobecnéni béznych momentu
rozdéleni pravdépodobnosti byly poprvé predstaveny v pracich [40, 61]. Hlavni myslenkou
je stejné jako u klasické metody momentti porovnani obecnych PVM s jejich empirickymi
protéjsky.

Necht X je nahodné velic¢ina s distribuéni funkei F'(z). Veliciny
Mpps = E{XP[F(X)]"[1 = F(X)]"}, (2.12)

kde p,r, s jsou realnéa cisla, se nazyvaji pravdépodobnostné vazené momenty. Pokud je
mozné vyjadiit inverzni distribuéni funkci z(F) = F*~ (F) k funkci F' v explicitnim tvaru,

pak je ptihodné prepsat (2.12) jako
1
M, = / (FT)PF"(1 — F)°dF,
0

coz je Casto nejjednodussi cesta k ziskdni PVM.

PVM ve tvaru M, (p = 1,2,...) odpovidaji klasickym obecnym momentim veli-
¢iny X. Casto jsou viak pri odhadovanf nezndmych parametrt daného rozdgleni upred-
nosthovany PVM typu M, , 5, nebot obsahuji pouze prvni mocninu X, a tedy vztah mezi
parametry a PVM daného rozdéleni jsou jednodussiho tvaru. Jsou-li r a s cela ¢isla, lze
Fr(1 — F)® vyjadrit jako linearni kombinaci bud mocnin F' nebo mocnin (1 — F'). Proto
je prirozené popsat rozdéleni bud momenty typu M o, 7 = 0,1,2,..., nebo typu M,
s=0,1,2,...

Vyhodou PVM odhadt je skutecnost, ze jsou vypocetné nenarocné a hodnoty odhado-
vanych parametrii jsou vzdy piipustné. Pro maly rozsah vybéru se ¢asto chovaji dokonce
lépe nez odhady ziskané metodou maximéalni vérohodnosti (viz [54]). Dnesni popularitu
PVM odhadi lze pri¢ist na vrub jejich jednoduchosti, prakti¢nosti a dobrym vlastnostem
pro malé rozsahy vybéru.

V dalsich odstavcich bude pozornost vénovana odhadu parametri GEV rozdéleni a zo-
becnéného Paretova rozdéleni metodou PVM. Déle z ;) bude znacit j-ty prvek v usporddané

realizaci vybéru zy, ..., z,.
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2.2.1 GEV rozdeleni

Necht X,..., X, je ndhodny vybér z GEV rozdéleni s distribu¢ni funkeci

F(z,p,0,7) :exp{— {1 7 (%)]_l}

pro = € {x: 1+ (%) > 0}. Dale budou uvazovany momenty typu 3, = M, =
E{X[F(X)]"},r=0,1,2,... Prib&nym uzitim substituce —In(F) =t a (r+ 1)t = u lze

dostat momenty ve tvaru
1 1 o
B, = / FTF'dF = / {,u + ; [(—ln(F))_7 — 1} } F'dF
0 0

= /oo {N + g(t—v — 1)} ettt = /oo {N + gt—v — f} e tr+1) ¢
0 v 0 v v

— (N— g)/ e—t(?‘+1)dt+g/ t—ye—t(r—l—l)dt
Y/ Jo Y Jo

— (M_ %) (r+1)7"+ %(7’4— 1)7‘1/000 ue "du
:(M—%)@+4y4+%@+4ﬁ”ﬂl—w
:Til{M—%[l—(r+1)7f(1—7)]}>7<1>77é0> (2.13)

kde I'(x) = fooo t*~te~tdt je dob¥e znama gama funkce. Dale budou odvozeny rovnice pro

stanoveni odhadt parametru u, o, . Ze vtahu (2.13) plyne pro r = 0
o
fo=p——[1-TA=7)],
Y
pro r = 1 Ize dostat

b= 5 {n-Zn-2ra-},
261 == Z[1=T(1 =) +T(1 =) = 2T(1 =),
2= p = T [1 =T =)+ ZT( =72 = 1),
261 — By = %m — @ - 1),
a pro r = 2 lze uzitim vztahu (o/9)(1 =) = (261 — Bo)/(27 — 1) vyjadFit

f= 3 {n-2n-sra-},
3ﬁgzu—%[1—r(1—7)+r(1—7)—3vr(1—7)],

&ﬁzu—%H—Tﬂ—7ﬂ+%Nl—w@”—U,
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362 — By = (1 -3 1),

2ﬁ1 ﬁO( 1)’

3ﬁ2 ﬁO 1

362 — B 37 —1
200 — By 27—1
Celkové tedy lze PVM odhady fi, 0, 4 parametriu u, o, 7 ziskat feSenim soustavy rovnic

ﬁozu—%[l—F(l—v)],

o
261 — By = ;T(l -2 -1),
30— 0o 3 —1
20— 0 2-1
pricemz (3, se nahradi odhadem

N 1 n r 1
ﬁr:EZ <H%> L)

j=1 \i=1

ktery je nestrannym odhadem parametru (3, (viz [61]). Odhady i, &, 7 spliuji podminky
pripustnosti (v < 1, o > 0) skoro jisté a jsou asymptoticky norméalni, stejné jako ﬁo, ﬁl,
Bg, pro v < 0,5 (viz [54]).

2.2.2 Zobecnené Paretovo rozdeleni
Necht X1, ..., X,, je ndhodny vybér ze zobecnéného Paretova rozdéleni s distribu¢ni funkei

F@)zl—(1+7§>

pro xz > 0. V pfipadé zobecnéného Paretova rozdéleni je prihodné uvazovat momenty typu
as =M, =E{X[1-F(X)]’}, s=0,1,2,... Uzitim substituce 1 — F =t lze dostat

agz/ﬂF*ﬂ—FfMW:/qgﬂl—FY”—ﬂG—JUHF

1 1
1 1
= [er-nra=7 | <t—v+s—t8>dt=g( B )
v Jo v Jo Yy\s+1—v s+1

- 7 <1
T GiDGsrl_) TS

Pak PVM odhady &, ¥ parametru o, v je mozné ziskat FeSenim soustavy rovnic

1
5

o
Qo = 11—~
o
M T2
Po jednoduché tupravé lze dostat
20901
77 -2 (2.14)
— 4o '
7= ag — 204
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pricemz oy se nahradi odhadem

n—j—1+1
= Z H — = | o
_7 1
ktery je nestrannym odhadem parametru ay (viz [61]). Veli¢inu ay ve vztahu (2.14) lze

nahradit také odhadem
1 i\’
s — — 1—-= i)
) (1-2) 2

ktery je sice pouze konzistentni, ale pii provedenych simulacich vykazoval lepsi vysledky.
Odhady &, 7 a ap, a; jsou pro v < 0,5 asymptoticky norméalni (viz [53]). Toto omezeni
vSak neni podstatné pii aplikacich, kterymi se budeme zabyvat v této praci, protoze pii
zpracovani hydrologickych dat (viz kapitola 4) se hodnota parametru v obvykle pohybuje
v mezich —0,5 < v < 0,5.
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3 Testovani hypotéz o parametrech rozdeleni extrém-

nich hodnot

V této kapitole bude pozornost vénovana testovani hypotéz o parametrech rozdéleni ex-
trémnich hodnot. Nejprve bude shrnuto nékolik zékladnich poznatkt o testech dobré shody,
které budou vyuzity pfi posuzovani adekvatnosti pravdépodobnostnich modeli. Déle bu-
dou popséany asymptotické testy vychazejici z teorie MV odhadi véetné testu s rusSivymi
parametry, které l1ze vyuzit napiiklad v situaci, kdy je nutné posoudit vhodnost nahrazeni

navrzeného modelu jednodussim submodelem.

3.1 Testy dobré shody

Je-li nutné posoudit, jak dobte zvoleny statisticky model vystihuje urcita data, lze k tomu
pouzit testy dobré shody, které jistym zptisobem popisuji rozdil mezi empirickym rozdeé-
lenfim datového souboru a zvolenym teoretickym rozdélenim pravdépodobnosti. Typické
vyuziti testi dobré shody je pfi zjistovani, zda data pochazi z pfedem specifikovaného roz-
déleni. Stejné tomu bude i v této praci. Nize uvedené testy dobré shody (Pearsonitv x>
test, Kolmogoroviav-Smirnoviv test, Andersontv-Darlingiiv test) jsou v oblasti matema-
tické statistiky natolik znamé, zZe nebudou probirany dopodrobna a budou shrnuty pouze
nékteré zékladni poznatky, které budou vyuzity v ramci této préace. Detailni informace
o uvedenych testech lze najit naptiklad v monografii [66]. VSechny zde uvedené testy jsou
natolik rozsifené, Ze je lze najit ve vét§iné bézné pouzivanych statistickych softwari.

Dale Xy, ..., X, bude znacit posloupnost nezavislych a stejné rozdélenych nahodnych

veli¢in z rozdéleni s distribucni funkei F'.

3.1.1 X2 test

Pearsoniiv x? test je jednim z nejznaméjsich testt pro posouzeni shody mezi pozorova-
nymi daty a navrzenym statistickym modelem. Jelikoz je test aplikovan na data rozdélena
do t¥id, lze jej pouzit pro diskrétni i spojita rozdéleni. Pearsontiv x? test je zaloZen na
porovnani pozorovanych ¢etnosti v jednotlivych tf¥idach s o¢ekdvanymi ¢etnostmi odvoze-
nymi z testovaného rozdéleni. Necht je tedy ndhodny vybér rozdélen do k t¥id s tim, ze
pravdépodobnost, Ze ¢len vybéru padne do tiidy i, ¢ = 1,...,k, je p;. Pritom plati, Ze
Zle p; = 1. Necht Y;, © = 1,...,k, jsou Cetnosti v jednotlivych tfidach. Pak sdruzené

rozdéleni (Y7, ..., Yy) je multinomické rozdéleni s pravdépodobnostni funkeci

n!

P(E:y1>>Yk:yk): 'pllll___ka’

yi!l - !

pri¢emz Zle yi=n,y; €{0,1,...,n},i=1,..., k. Nulova hypotéza je tvaru Hy : p; = 7,

1=1,...,k, proti alternativé H; : p; # m; pro né&jakeé 1.
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Testovaci statistika y? testu je tvaru
(Y; — nmi)?
=) (3.1)

a ma asymptoticky x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti. Nulova hypotéza se zamiti na
hladiné vyznamnosti o v pfipadé, Ze hodnota testovaci statistiky (3.1) presahne kritickou
hodnotu x? rozdéleni s pifslusnym stupném volnosti. Je tieba vzit do tvahy, Ze x? test je
asymptoticky, a proto rozsah vybéru n musi byt dostatecny, stejné jako ¢etnosti pozorovani
v jednotlivych tiidéch.

Casto viak nastava situace, kdy m = m(0), i = 1,...,k, zavisf na neznamém para-
metru @ = (0y,...,0,,). V takovém piipadé je tfeba tento parametr odhadnout, napiiklad
metodou x? minima nebo modifikovanou metodou x? minima (viz napi. [5]). Testovaci

statistika (3.1) mé pak asymptoticky x? rozdéleni s k — m — 1 stupni volnosti.

3.1.2 Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test

Kolmogorovuv-Smirnoviv (K-S) test patii do skupiny neparametrickych testu zaloZenych

na empirické distribuéni funkci. Empiricka distribuéni funkce je definovana vztahem

1 n
Fufz) =~ > lixicans
=1

pricemz 1{4 je indikator jevu A. D4 se také ukazat (viz [5]), Ze funkce F,,(z) je pro vSechna
x € R nestrannym a konzistentnim odhadem distribu¢ni funkce F'(z). Nulova hypotéza je
tvaru Hy : F' = Fy proti alternativé Hy : F' # Fy, kde Fj je pfedepsana distribu¢ni funkce.
Testovaci statistika K-S testu je tvaru
T, = \/ﬁsug |F,(z) — Fy(z)| (3.2)
e

a ma asymptoticky Kolmogorovovo rozdéleni s distribu¢ni funkei
K(z)=1-2) (-1)*le 2",
i=1

Je-li rozsah vybéru maly, porovna se testovaci statistika (3.2) s kritickymi hodnotami K-S
testu, které lze najit v tabulkach (viz napf¥. [68]). Pro vétsi rozsah vybéru plati, ze je-li
K(T,) > 1 — «, nulova hypotéza se zamita na hladiné vyznamnosti, kterd se s rostoucim
rozsahem vybéru blizi ¢islu a.

V pripadé, Ze funkce F' obsahuje nezndme parametry, je tfeba je odhadnout a také
modifikovat kritické hodnoty K-S testu. Modifikované kritické hodnoty K-S testu lze ziskat
pomoci simulaci, jako tomu bylo naptiklad v pfipadé Lillieforsova testu (viz napt. [69]),
ktery je modifikaci K-S testu pro testovani, zda data pochézi z norméalniho rozdéleni s ne-
znamymi parametry p a o2. Vétsina dostupnych softwartt viak K-S test obsahuje a fesi

situaci modifikace kritickych hodnot za uzivatele.

50



3.1.3 Andersoniiv-Darlingiiv test

Andersonuv-Darlingiv (A-D) test, stejné jako K-S test, patii do skupiny testu zaloZenych
na empirické distribu¢ni funkeci. A-D test je modifikaci K-S testu, pricemz klade vétsi duraz
na chvosty testovanych rozdéleni nez K-S test. Nulova hypotéza je tvaru Hy : F' = F{ proti
alternativé Hy : F' # [y, kde Fj je pfedepsané distribu¢ni funkce.

A-D testovaci statistika je tvaru

s [ B -R@P
A=n [ e T Ra) ) (3:3)

Jak bylo ukazéano v [4], vztah (3.3) lze pro vypocetni ucely nahradit vztahem

n

fﬁ:—n—EEXM—lﬂmEﬂ&m+mﬂ—FM&WHMH, (3.4)
i=1
kde X(y),..., X oznacuje usporddany vybeér Xi,..., X,,. Nulovd hypotéza se zamita na

hladiné vyznamnosti a v pipadé, Ze hodnota testovaci statistiky (3.4) presahne piislusnou
kritickou hodnotu. Kritické hodnoty A-D testu na rozdil od K-S testu zavisi na testovaném
rozdéleni, coZ na jednu stranu zvySuje silu testu, na druhou stranu je vSak nutné spocitat
kritické hodnoty pro kazdé testované rozdéleni.

V pripadé, ze funkce F' obsahuje nezndme parametry, je tfeba je odhadnout a také mo-
difikovat kritické hodnoty A-D testu. Kritické hodnoty pro vybrana rozdéleni se znamymi

i neznamymi parametry lze najit naptiklad v [18, 55, 86].

3.2 Asymptotické testy

Nyni budou s vyuzitim vysledku z teorie MV odhadu popsany testy zalozené na vérohod-
nostni funkci. Nulova hypotéza bude tvaru Hy : @ = 6, proti alternativé Hy; : 8 # 6.

V nasledujici vété budou zavedeny tii statistiky, které lze pouzit pii testovani hypotézy.

Véta 3.1. Necht jsou splnény predpoklady véty 2.11. Ddle necht

LAM(8) =~ [U(60)]" 1 (60)] " U (8y).
W(8o) = n(8, — 6,)TJ(8,)(8, — 6,),
LR@@zQP@Q—M%),

kde U(0) je skorovy vektor definovdin vztahem (2.5). Jsou-li vsechny prvky matice J(6)
spojité v bodé Oy, pak LM (60y), W (0y), LR(0y) maji asymptoticky x>, rozdélent.

Diikaz. Diukaz pfimo nesouvisi s tématem této prace a lze jej najit napiiklad v knize [5].
[
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Poznamka 3.2. Za predpokladu spojitosti viech prvka matice J(0) v bodé 8 zustava tvr-
zeni o asymptotickém rozdéleni statistiky LM (6y) v platnosti, i kdyZz se misto matice J(6y)
pouzije néjaky jeji konzistentni odhad. Také tvrzeni o asymptotickém rozdéleni statistiky

W(6y) zustava v platnosti, i kdyz se misto matice J(6,) pouzije n&jaky jeji konzistentni
odhad.

Test zalozeny na statistice LM (6y) se nazyva skorovy test (nékdy téz Ratv test nebo
test zaloZeny na Lagrangeovych multiplikiatorech), test zalozeny na statistice W (6y) se
nazyva Walduv test a test uzivajici statistiku LR (6) se nazyva test pomérem vérohodnosti
(likelihood ratio test). VSechny t¥i testy zamitaji nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti
«, pokud prislugné testovaci statistiky presdhnou kritickou hodnotu x2 ().

Vyhodou skérového testu je, ze ve statistice LM (6y) nevystupuje maximalné vérohod-
ny odhad §n Tim se lisi od Waldova testu, ktery znalost maximalné vérohodného odhadu
§n vyzaduje. Test zaloZeny na vérohodnostnim poméru na rozdil od dvou predchozich testu

nevyzaduje znalost FIM J, jejiz stanoveni muze byt v nékterych situacich velmi obtizné.

3.2.1 Testy s rusivymi parametry

Dale necht je m-rozmérny parametr 8 rozdélen na dvé slozky, tedy 8 = (71, 4™)T, kde

01 Or+1

T=|:1,v= : , 1< k<m.
0 0,,

Nulova hypotéza je tvaru Hf : 7 = 7y proti alternativé H} : 7 # 7. Pozornost je tedy
soustfedéna pouze na parametr 7 a parametr 1 je sice potiebny k popisu pravdépodob-
nostniho modelu, ale hypotéza Hf se jej netykd. Proto se T nazyva cilovy parametr a 1

rusivy parametr. Dale U(0) je skorovy vektor definovan vztahem (2.5) a

o1(8) oL(6)
961 0041
Ji1(0) J12(0)
Ui(0)=| : |, U(0)=] : |,J(0)= :
o o Ji(60) J»2(0)
004, 00,

kde Ji11(0) je matice typu k x k. Déle bude tfeba uZit vzorce pro vypocet inverzni matice

rozdélené na bloky, které jsou shrnuty v nasledujicim lemmatu.

Lemma 3.3. Necht

Jll J12
J:

J21 J22
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je requldrni matice, pricemz bloky Ji1 a Jas jsou ctvercové a requldrni. PoloZme

Jio=Jn — J12J2_21J21, JH = J1_1.12> J? = _J1_1?2J12J2_21>
Jog1 = Jog — I It Jha, J*? = J5), J? = 5 It

J_l Jll J12
B J21 J22

Diikaz. Lemma lze dokazat ovérenim faktu, Ze soucin matice J a matice J ! dava jednot-
kovou matici.

OJ

Pri urcovani MV odhadu parametru @ je tfeba rozlisit dvé situace. V prvnim piipadé se
jednd o MV odhad, ktery neni vazan zadnymi dalsimi podminkami. Takovy odhad bude

oznacen 6,, a je tvaru

V druhém pripadé je tfeba ziskat MV odhad parametru 6 za podminky, ze plati Hf : 7 = 7.
Vérohodnostni funkce se tedy maximalizuje pouze vzhledem k parametru ¢ a takovy odhad

bude oznacen Jn Prislusny MV odhad parametru @ je pak tvaru

~ To
0,=1 _
i
Je-li skutecnd hodnota parametru 6 rovna 6y = (14, 43)", pak za platnosti predpokladi

véty 2.11 plati pro ”(Z a veli¢iny s timto odhadem souvisejici

%Ug(eo) i) N[Oa JQQ(OO)]>

V(W — o) == N[0; 55" (8)).
Dale necht
LM* — % [Ul(én)}T [Jn.g(én)}_l U, (6,).
W* = n(F, — 10) " J11.2(0,) (T — 7o),
LR =2 [z(én) - z(én)} .

Véta 3.4. Necht jsou splnény predpoklady vety 2.11 a necht jsou vSechny prvky matice
J(0) spojité v bodé 0. Jestlize n — oo, pak za platnosti Hy plati

LM* %3, W* =53, LR -5
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Diikaz. Dikaz pfimo nesouvisi s tématem této préace a lze jej najit napiiklad v knize [5].
]

Poznamka 3.5. Za predpokladu spojitosti vSech prvka matice Jy12(0) v bodé 6y zu-
stava tvrzeni o asymptotickém rozdéleni statistiky LM™ v platnosti i v piipadé, ze se
matice Jll.g(é/n) nahradi né&jakou matici -j\ll.g(é/n), ktera je konzistentnim odhadem matice
J11.2(60). Stejné tak tvrzeni o asymptotickém rozdéleni statistiky W* zistava v platnosti
i v piipadé, Ze se matice Ju,g(é\n) nahradi néjakou matici fu,g(é\n), ktera je konzistentnim
odhadem matice Ji1.2(6p)-
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4 Statisticka analyza destovych srazek

V této kapitole budou teoretické poznatky odvozené v predchozich kapitolach aplikovany na
redlnych datech. Konkrétné se bude jednat o statistickou analyzu thrnia destovych srazek
v brnénském regionu, které bylo motivovano potiebou aktualizace hydrologickych podkladi
pro tvorbu méstského odvodnéni. Nejprve budou popsany dvé vzorkovaci techniky slouzici

k vybéru dat do statistického souboru, které se v hydrologii nejc¢astéji pouzivaji.

4.1 Vzorkovaci techniky

P1i posuzovani hydrologickych jevi je ¢asto aplikovana teorie EV rozdéleni, pricemz statis-
tické soubory jsou tvoreny z mérenych ¢asovych fad vySetfované ndhodné veli¢iny, v tomto
pripadé srazkového thrnu. Jak je popsano naptiklad v [56], rozlisuji se dva zptisoby vybéru
prvki do statistického souboru hydrologickych dat. Prvni je zaloZzen na metodé blokovych
maxim, tedy vybéru maximéalni dosazené hodnoty sledované veli¢iny v daném mérném
obdobi. V piipadé hydrologickych aplikaci se ¢asto jedna o obdobi jednoho roku. Takové
soubory jsou pak nazyvany Annual Maximum Series (AMS). Volba délky mérného obdobi
(tj. velikosti bloku) jeden rok neni ndhodna. Pokud je zvolena velikost bloku pfilis mala,
miuze dojit k poruseni asymptotickych vlastnosti modelu, coz vede k vychyleni odhadu. Na-
opak, je-li velikost bloku pfilis velka, po¢et maxim bude maly, coz zpusobi zna¢ny rozptyl
odhadu. Pragmatickou volbou se ukazala byt pravé velikost bloku rovna jednomu roku.
Statisticky model pro metodu AMS je zalozen na GEV rozdéleni a je popsan v odstavci
1.4. Druhym zptisobem je vybér v8ech hodnot prekracujicich uréitou prahovou hodnotu.
Statistické soubory jsou pak nazyvany Peaks Over Threshold (POT). V hydrologii se v8ak
Castéji uziva terminu Partial Duration Series (PDS). Statisticky model pro metodu PDS
je zalozen na zobecnéném Paretové rozdéleni a je popsan v odstavci 1.4. Rada autort (viz
napt. [17, 71, 72, 88]) se také zabyvala porovnavanim obou vzorkovacich technik.

V oblasti modelovani hydrologickych extrému byla ¢asto pouZivina metoda AMS
(napft. [3, 6, 96]). Vyhodou metody AMS je, Ze jsou jasné stanovena pravidla pro vybér
prvki do statistického souboru a je vseobecné povazovana za metodu, ktera spliuje pod-
minku nezavislosti prvki statistického souboru (viz [56]). Nevyhodou v8ak je, Ze metoda
nezohlednuje dalsi extrémni hodnoty v daném roce, které jsou nizsi nez hodnota maximalni.
Jelikoz lze ziskat pouze jednu hodnotu za rok, ¢asové fady musi byt dostatecné dlouhé.

V soucasnosti stale vice vyuzivanou vzorkovaci technikou je metoda PDS, coz dokladéa
fada praci (|10, 11, 13, 70, 71, 82, 95]). Tato metoda stoji na pevnych teoretickych zakladech
(viz [90]), lépe fituje rozdéleni s tézkymi chvosty (viz [72]) a do statistického souboru je
mozné zahrnout vice extrémnich hodnot za rok, tedy nejen jednu maximélni hodnotu. Tim
se ziska vice informaci o chovani pravého chvostu rozdéleni, nez pii pouziti pouze ro¢nich
maxim, coz vede ke zpfesnéni odhadi parametru i kvantili EV rozdéleni. Nevyhodou

metody je, Ze nejsou stanovena jasnéd pravidla pro vybér prvku do statistického souboru.
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Napiiklad v [93] byly datové soubory pro metodu PDS sestaveny tak, Ze jednotlivé extrémy
byly od sebe oddéleny nizsimi srazkovymi thrny nejméné po dobu 8-24 hodin v zavislosti
na délce trvani desté. V oblasti atmosférickych srazek byva PDS ¢asto obsazena v tzv. Event
Maxima Series (EMS). Pak se postupuje tak, Ze v prvni fazi je destova fada rozdélena na
jednotlivé destové udalosti a néasledné jsou z téchto udalosti vzorkovany jednotlivé délky
trvani desté. Neni vSak jednoznac¢né déano, jak presné definovat destovou udalost. Jednou
z moznosti definice je stanoveni minimalni délky bezdestového obdobi mezi jednotlivymi
udélostmi.

Riuzni autofi k tomuto problému pfistupuji raznym zpusobem. Napiiklad v [47] stano-
vili minimalni délku bezdestového obdobi rovnu jedné hodiné, coz je doba dotoku nejdelsi
danské stokové sité. V [95] oddélili jednotlivé udalosti ustanim desté po dobu rovnou délce
uvazovaného desté, minimalné vsak 12 hodin. V [70] oddélili destové udélosti ustanim desté
na nejméné jednu hodinu. V [62| vytvorili proménlivé kritérium usténi desté na 1-6 dnu
v zavislosti na délce desté. V [11] oddélili destové udalosti ustanim desté po dobu 24 hodin.
Zalezi tedy vzdy na tom, za jakym tcelem je dané vyhodnoceni provadéno.

Z pohledu méstského odvodnéni se jevi jako vhodné postupovat podle [70]. Pokud se
stanovi délka bezdestového obdobi jako soucet doby dotoku stokovou siti a doby do vy-
prazdnéni deten¢nich prvkua odvodinovaciho systému, pak lze predpokladat, Zze nasledujici
destova udalost nebude ovliviiovat sledované efekty (napf. pritoky, prepady z odlehéova-
cich komor) z udélosti predchozi. To je podstatné zejména pro statistické vyhodnoceni
sledovanych veli¢in na siti.

Vzhledem k délce dostupnych historickych destovych fad bude dalsi odstavec vénovan
zpracovani hydrologickych dat pomoci technik zalozenych na PDS.

4.2 Analyza srazek v brnenském regionu

V Ceské republice jsou tidaje o srazkovych intenzitach ziskavany z registrac¢nich pasek om-
brografi (ombrograf = pfistroj pro méreni srazkovych thrni) provozovanych (jesk;’/m hyd-
rometeorologickym tstavem. Pro potieby moderniho zpracovani téchto tidaju je provadéna
digitalizace ombrogramu (ombrogram = graficky zaznam tudaji ombrografu) ode¢itanim
soufadnic zlomovych bodu ze zaznamu na digitizéru. K opravé, doplnéni a rekonstrukci
zédznamu se pouziva celé fada podkladi, zejména mési¢ni vykaz meteorologickych pozoro-
vani na dané stanici (denni thrny srazek ze srazkoméru a zaznamy pozorovatele o ¢asovém
vyskytu a intenzité srazek), ombrogramy a mési¢ni vykazy z okolnich stanic, radarova po-
zorovani, synoptické mapy a tdaje o srazkach ze synoptickych a automatickych stanic.
Vysledny digitalizovany zédznam je ukladan do databéze s ¢asovym rozliSenim 1 minuty:.
V Ceské republice jsou ombrografy bézné osazovany v obdobi kvéten az zaii, kdy se obje-
vuje vétsina piivalovych srazek. Proto jsou analyzy extrémnich srdzek vychazejici z téchto
méfeni povazovany za spolehlivé. Zaznamenané roky, které neobsahuji kompletni méfent

ve vySe uvedeném obdobi, byly ze statistickych analyz vylouceny.
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Stanice Obdobi sledovani | Délka fady
Brno—-Jundrov 1992-2003 11
Brno-Turany 1959-2000 41
Brno—Zabovfesky 1987-2003 16
JeviSovice 1961-2000 37
Vyskov 1961-1992 31
Znojmo-Kuchafovice 1956-2003 27

Tabulka 4.1: Prehled srazkomérnych stanic. Ve sloupci Délka Tady je uveden pocet let

s Uplnymi zédznamy.

Jako vstupni data pro tuto analyzu slouzi kontinuélni fady realnych destu ve formé
srazkovych intenzit z 6 srazkomérnych stanic v Jihomoravském kraji (viz tabulka 4.1).
Stanice Brnonabovfesky, Brno—Turany a Brno—Jundrov jsou umistény na urbanizovaném
povodi mésta Brna, které je centrem kraje a druhym nejvétsim méstem v Ceské repub-
lice. Stanice Vyskov je umisténa v severovychodni Casti a stanice JeviSovice a Znojmo—
Kucharovice v jihozapadni ¢asti kraje (viz obrazek 4.1).

15°3P'O"E 16°Cll'0"E 16°3I0'0"E 1?"9‘0"E 17°30'0"E
L 1 L L L 1 L I L 1 L L L L L L 1 l L
J

49°3P'O"N

T 1 T
49°30'0"N

‘. 6:5!?3 A
TN 3 g
Q‘.{.-._': Oj Ov _

'Q;"{.'\ - Tuan :

Kilometers

1
15°300"E 16°00°E 16°30'0°E 17°00°E 17°300°E
Obrazek 4.1: Rozmisténi srazkomérnych stanic.

Ze sledovanych fad byly podle vyse uvedenych metodik (AMS a PDS) vyélenény
vSechny desté, jejichz doby trvani byly postupné 5, 10, 15, 20, 30, 45, 60, 90, 120, 180,
240 a 360 minut. Tim byly ziskdny soubory dat, kde ke kazdému roku byl prirfazen blok

hodnot intenzit desti daného trvani. Pfislusna intenzita desté je dana mnozstvim sréazek,
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které dopadnou na jednotkovou plochu. Ilustraci rozdilu mezi metodami AMS a PDS co
do slozeni datovych soubort lze najit na obréazku 4.2, kde jsou vyneseny sréazkové thrny

pro 15minutové desté ze stanice Brno—Turany.

35 T T T T T T T T
s PDE
" +  AMS
a0k FPrah |
251 * ]
0 . * -
. *
" . *
15+ * * _
10F ®
¥+ o
E =]
Jin
oy o r
39 L B LI % Befl  d% po, T @ oo .
1985 1990 1985 2000

0 1960 1965 1970 1975 1880

Obrazek 4.2: Slozeni datovych souboru podle metodiky AMS a PDS pro stanici Brno—

Tufany a 15minutovy dést.

Vzhledem k malé délce nékterych casovych fad bude k vyhodnoceni srazkovych dat
pouzita metodika zalozend na PDS. Jak jiz bylo zminéno (viz odstavec 1.4), nejdulezitéj-
$fm faktorem u metody PDS je stanoveni optimalni prahové hodnoty u. K tomu lze vyuzit
metod popsanych v odstavci 1.4. Nejprve je tfeba pro vSechny uvedené doby trvani desté
a ruzné prahové hodnoty ur¢it MV odhady parametria zobecnéného Paretova rozdéleni (viz
odstavec 2.1.2). Vhodn4 prahova hodnota se pak ur¢i pomoci MRL plotu a posouzenim sta-
bility odhadu parametri zobecnéného Paretova rozdéleni v zavislosti na prahové hodnoté w.
Vybér prahové hodnoty je demonstrovan pro stanici Brno-Tufany a 15minutovy dést (viz
obrazek 4.3). MRL plot vykazuje pfiblizné lineélni trend od hodnoty prahu v = 2,2 mm
(viz obrazek 4.3c). Stejné tak zavislost parametru tvaru (viz obrazek 4.3a) a métitka (viz
obrazek 4.3b) na velikosti prahu u je pfiblizné linearni (respektive konstantni) od hodnoty
prahu u = 2,2 mm.

Jakmile jsou stanoveny prahové hodnoty pro vSechny stanice a doby trvani desté, je
tfeba vysetfit, zda lze hodnoty nad prahem popsat pomoci zobecnéného Paretova rozdélent.
K tomu se pouZiji testy dobré shody (viz odstavec 3.1), konkrétné Pearsontiv y? test, K-S

test a A-D test, ktery se v hydrologické praxi zvlast doporucuje. Testy dobré shody lze do-
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Obrazek 4.3: MRL plot a posouzeni stability parametri tvaru a méritka pro stanici Brno—

Tufany, 15minutovy dést a prah uy = 2,2 mm. Carkovana ¢ara oznacuje 95% intervaly
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Obrazek 4.5: Odhady parametra tvaru (vlevo) a méfitka (vpravo) véetné prislusnych smé-

rodatnych odchylek s logaritmickym méfitkem na ose x.

plnit grafickou analyzou s vyuzitim Q-Q plotu (viz obréazek 4.4a) a porovnanim histogramu
datového souboru s hustotou zobecnéného Paretova rozdéleni (viz obrazek 4.4b). Ukazalo
se, ze shoda empirického a teoretického zobecnéného Paretova rozdéleni je velmi dobra,
protoze vSechny testy dobré shody nezamitaji nulovou hypotézu o shodé se zobecnénym
Paretovym rozdélenim na hladiné vyznamnosti 0,05. Kompletni tabulku vysledka A-D
testu véetné hodnot testovacich statistik a kritickych hodnot pro vSechny stanice a doby
trvani desté lze najit v praci [50]. Dalsi analyza tedy vychazi ze zobecnéného Paretova
rozdéleni.

Na obrazku 4.5 jsou znézornény odhady parametri zobecnéného Paretova rozdéleni
véetné smérodatnych odchylek pro stanici Brno—Tufany a Brno-Jundrov. Z téchto grafi je
vidét, ze variabilita parametri tvaru a métitka pro kratkou ¢asovou radu ze stanice Jun-
drov (11 let) je témér o fad vétsi nez pro nejdelsi ¢asovou fadu ze stanice Turany (41 let).
Podobné skutecnost byla pozorovéna i pro ostatni ¢asové rady. Informace o variabilité jed-

notlivych parametri budou dale pouzity k odhadu trovné névratu a piislusnych intervali
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Obrazek 4.6: Odhad IDF kfivek v logaritmickych soutradnicich na obou osach.
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Obrézek 4.7: Odhad IDF kiivek v logaritmickych soufadnicich na obou osach. 95% intervaly

spolehlivosti jsou vyznaceny teckované (N = 5) a ¢arkované (N = 100).

spolehlivosti.

V hydrologické literatufe je zvykem znazornovat odhady N-leté irovné navratu v po-
dobé tzv. IDF (Intensity-Duration-Frequency) kiivek, kde intenzita je definovana jako podil
urovné navratu a doby trvani desté. Na obréazku 4.6 jsou pro stanice s nejdelsimi ¢asovymi
fadami (Turany, JeviSovice) znazornény odhady IDF krivek, které byly ziskdny proloZenim

odhadnutych intenzit kfivkou za pouziti nelineérni regrese ve tvaru

A

I= 7 mom

kde I oznacuje odhadnuté intenzity, t dobu trvani desté a (31, B2, (3 regresni parametry.

Aby bylo moZné detailnéji rozeznat piislusné hodnoty intenzit desti ruzné doby trvani,

byla v uvedenych grafech na obou osach pouzita logaritmicka stupnice.

61



¢ Bmo-Jundrev | [T ©  Brno - Jundrov
A0 a  Brno- Tufany H 40 ";‘ a  Bro- Tufany

% Bmo- Zabovesky T *  Bmo - ZabovPesky
A evitovice A A Jevidovice

* Wyskov RS * VySkov

Znojmo - Kuchafovice H Znojmo - Kuchafovice H

S}
o

20F

o

o
=

=}
i

Qdhadnuta intenzita [mm/min]
Odhadnuta intenzita [mm/min]

. L . . . L | I . . . . I L
1.0 5.0 100 200 450 90.0 1800 360.0 10 50 100 200 450 900 180.0 3600
Coba trvani [min] Doba trvani [min]

(a) N =50 let (b) N =100 let

Obrézek 4.8: Srovnani odhadu IDF kfivek pro vSechny stanice v logaritmickych soutadni-

cich na obou osach.

Na obrazku 4.7 jsou znazornény IDF kiivky pro vybrané stanice véetné 95% intervali
spolehlivosti odvozenych delta metodou (viz odstavec 1.4). Z obrazka je patrné, ze se
snizujici se délkou ¢asové Tfady se snizuje spolehlivost modelu kvili zvySujici se chybé
odhadu.

Na obrazku 4.8 jsou za tcelem srovnani znazornény odhady IDF kiivek pro vSechny
stanice a N = 50 let a N = 100 let. Navzdory relativné malé plose zkoumaného br-
nénského regionu lze z obréazku posoudit rozdily mezi jednotlivymi stanicemi a to nejen
v intenzité srazek, ale i v priub&hu odhadnutych IDF kiivek. Pfedné lze konstatovat, ze IDF
kiivky pro v8echny brnénské stanice (Jundrov, Tufany, Zabovfesky), které jsou relativné
blizko u sebe, vykazuji ptiblizné stejné pribéhy. Rozdily v IDF kfivkach mezi brnénskymi
a mimobrnénskymi stanicemi jsou s nejvétsi pravdépodobnosti zptusobeny odlisnymi geo-
grafickymi a klimatickymi faktory v jednotlivych oblastech. Déle lze konstatovat, ze IDF
kiivky pro N = 5,10, 20 let vykazuji podobné pribéhy.

Metodologie pouzitd vysSe k vyhodnoceni IDF kiivek byla zaloZena na metodé maxi-
malni vérohodnosti pro zobecnéné Paretovo rozdéleni a asymptotickych vlastnostech MV
odhadu. Aby bylo mozné posoudit asymptotické chovani MV odhadu v zavislosti na délce
fady, provedou se nova vyhodnoceni historickych destovych fad. Postupuje se stejnym zpt-
sobem jako vySe s tim, Ze k odhadu neznamych parametri zobecnéného Paretova rozdéleni
se pouzije metoda PVM (viz odstavec 2.2.2).

Nové vyhodnoceni ukéazalo, ze takika ve vSech pfipadech jsou odhady IDF kiivek témeér
identické pri pouziti metody maximalni vérohodnosti a metody PVM. Z hlediska prak-
tického vyuziti jsou rozdily mezi kiivkami viceméné zanedbatelné. Vyjimku tvofi kratka
destova rada ze stanice Brno—Jundrov, u které IDF kfivky ziskané pouzitim metody PVM
vykazuji vyssi hodnoty intenzit nez kfivky ziskané metodou maximélni vérohodnosti (viz
obrazek 4.9).
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Obréazek 4.9: IDF kiivky ziskané metodou maximéalni vérohodnosti (vlevo) a metodou PVM

(vpravo) v logaritmickych soufadnicich na obou oséch.

Shodu mezi metodami lze pozorovat i na obrazku 4.10, kde jsou IDF kiivky odhadnuté
uzitim obou metod doplnény 95% intervaly spolehlivosti pro IDF kiivky odhadnuté me-
todou maximalni vérohodnosti. Z obrazku je vidét, ze IDF kiivky ziskané metodou PVM
se nachazi uvnitt 95% intervali spolehlivosti pro IDF kiivky ziskané metodou maximalni
vérohodnosti. Podobné pribéhy lze pozorovat i pro vSechny zbyvajici stanice. AZ na mirné
rozdily v odhadu IDF kiivek pro stanici Brno—Jundrov je tedy mozné konstatovat, ze roz-
dily v odhadech IDF kfivek mezi metodou maximalni vérohodnosti a metodou PVM se
jevi jako zanedbatelné.

Zéveérem je tfeba zduraznit, ze navzdory faktu, Ze odhady IDF kfivek pro stanici Brno—
Jundrov vykazuji podobné pribéhy jako k¥ivky u ostatnich brnénskych stanic, analyzovana
¢asova Tada ze stanice Brno-Jundrov je kratkd a neni tedy piilis vhodna pro praktické
vyuziti z duvodu vyssi variability odhadt.

Vysledky ziskané pouzitim teorie extrémnich hodnot v ramci této kapitoly byly né-

sledné porovnény se stavajicimi hydrologickymi podklady (viz [91]), pficemz toto srovnani
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Obréazek 4.10: IDF kiivky ziskané metodou maximélni vérohodnosti (95% intervaly spoleh-

livosti jsou vyznaceny teckované) a metodou PVM v logaritmickych souradnicich na obou

oséch.
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5 Inference pro cenzorovani rozdeleni z Gumbelova

oboru atraktivity

Tato kapitola je vénovéana statistické inferenci pro vybrané cenzorované rozdéleni z oboru
atraktivity Gumbelova rozdéleni, protoze Gumbelova tiida se v praxi ¢asto vyskytuje. Infe-
rence cenzorovanych rozdéleni byla motivoviana potiebou analyzovat realna chemicka data,
ktera budou blize popsana v kapitole 6. Konkrétné pijde o data, ktera jsou reprezentovana
dvojnasobné zleva cenzorovanym vybérem s cenzorovanim typu 1. Jelikoz dosud nebyly
dostupné zadné statistické metody, které by bylo mozné snadno aplikovat na tento typ
dat, bylo nutné vyvinout zcela novou metodiku, ktera vychézi zejména z autorovych praci
[33, 34, 35]. Nejprve budou shrnuty zakladni poznatky o cenzorovanych vybérech a dale
bude pozornost vénovana odvozeni modeltt pro vybrana cenzorované rozdéleni z oboru
atraktivity Gumbelova rozdéleni.

V technické praxi lze ¢asto narazit na pfipady, kdy ndhodny vybér neni uplny. Napii-
klad pfi sledovani experimentalnich jednotek muze nastat situace, kdy rizikovy jev (napii-
klad porouchéni sou¢astky) neni pozorovan u vSech jednotek. V takovém piipadé se mluvi
o netplnych nebo také cenzorovanych nahodnych vybérech.

Obecné se rozlisuji dva druhy cenzorovani—zleva a zprava. Cenzorovani zprava se ¢asto
uziva v analyze preziti, kdy neni mozné pozorovat experimentalni jednotky po celou dobu
jejich provozu az do poruchy. Cenzorovani zleva se pouziva pii analyze environmentélnich
nebo chemickych dat, napfiklad kdyz se analyzované latka vyskytuje v tak nizké koncent-
raci, ze nepresidhne detekéni limit méficiho zafizeni. Oba druhy cenzorovani se mohou lisit
v zévislosti na dobé pozorovani experimentalnich jednotek nebo detekénim limitu méfictho
zafizeni. Jestlize je detekéni limit fixni, jedné se o cenzorovani typu I nebo téz o cenzorovani
casem. V takovém piipadé je pocet cenzorovanych experimentalnich jednotek ndhodna ve-
licina. Jestlize je fixni pocet cenzorovanych jednotek, jedna se o cenzorovani typu II nebo
téz o cenzorovani poruchou.

Ruzné techniky cenzorovani a metody statistické inference cenzorovanych dat jsou
detailné popsany v mnoha monografiich (viz napt. [14, 16]). Vétsina autoru se zabyva
cenzorovanim zprava, které je v literatufe dobfe rozpracovano pro vSechna bézné rozdéleni
pravdépodobnosti. V piipadé cenzorovani zleva jiz nejsou literarni prameny tak obsahlé.
Vzhledem k aplikacim cenzorovanych vybéra pii analyze chemickych dat (viz kapitola 6)
bude dalsi pozornost soustfedéna na cenzorovani typu I zleva.

V mnoha pracich je cenzorovani zleva zaloZeno na normélnim rozdéleni, coz je také
dobfe rozpracovano v literatuie (viz napft. [26, 27]). Casto je také nutné se zamé¥it na
mnohonasobné cenzorované vybéry (viz napf. [1, 2, 14]). V takovém piipadé je definovano
vice detekénich limiti DL; < DLy < --- < DLy, k& > 1, pricemz k dispozici jsou pouze
pozorovani nad nejvyssim detekénim limitem DL, a poéty pozorovani pod zbyvajicimi

detekénimi limity. Mnoho autort se ve svych pracich zabyva mnohonasobné cenzorovanymi
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vybéry z norméalniho rozdéleni (viz [1, 2]). Toto rozdéleni vSak neni pfilis vhodné v situacich,
kdy métena veli¢ina (napiiklad koncentrace chemické slouceniny) nabyva pouze kladnych
hodnot, rozdéleni této veli¢iny je asymetrické a mé kladnou Sikmost. V takové situaci je
vhodnéjsi pouzit napiiklad exponencialni nebo Weibullovo rozdéleni, ktera nalezi do oboru
atraktivity Gumbelova rozdéleni. Proto bude dalsi pozornost vénovéana mnohonésobné zleva

cenzorovanym vybérim z exponencidlniho a Weibullova rozdéleni, pficem?z cenzorovani

bude typu L.
Necht ndhodny vybér Xi,..., X, je mnohonasobné cenzorovin zleva s cenzorovanim
typu L. Dale necht X(yy,. .., X(,) oznacuje usporadany vybér X, ..., X,,. Pro jednoduchost

budou detekéni limity oznaceny DL; = dy, DLy = ds, ..., DL = dg, polozi se dy = 0 a pro
zjednoduseni zapisu nékterych vyjadieni se polozi také In(dy) = 0. Veli¢ina N; bude znadit
pocet pozorovani nad detekénim limitem d;_; a pod nebo rovno detekénimu limitu d;, tedy
v intervalu (d;_1;d;), a Ny bude pocet necenzorovanych pozorovéani. Tedy pro Ny > 0 jsou
pozorovani X(,—ny+1),- - ., X(n) Decenzorovana.

Nyni bude uvedeno nékolik pomocnych tvrzeni, ktera budou vyuzita pozdéji v dika-
zech vét 5.7 a 5.17.

Lemma 5.1. Za predpokladu cenzorovant typu I md ndhodny vektor (No, N1, ..., Ni) mul-

tinomické rozdélent, tedy
(No,Nl, . ,Nk) ~ Muk+1(n, 90,91, e ,Hk),
kdeQZ:F(dz)—F(dz_l), 1= 1,,/€, 90:1—F(dk) an:NO—}—Nl—{——{—Nk

Diikaz. Ziejmé.
]

Lemma 5.2. Za predpokladu cenzorovdni typu I maji margindlni cetnosti N; binomické
rozdélent, tedy
Ni ~ Bl(n,QZ), = 0, 1,. . .,k’,

deQZ:F(dl)—F(dl_l),Zzl,,k’, 90:1—F(dk) an:N0+N1++Nk

Diikaz. Plyne z lemmatu 5.1.
]

V dalsich odstavcich bude popsana nové vyvinutda metodika pro analyzu mnohonasobné
zleva cenzorovanych vybéru z exponencidlniho a Weibullova rozdéleni, pricemz cenzorovani
bude typu I. Pro odhad nezndmych parametru cenzorovanych rozdéleni se ¢asto pouziva
vérohodnostni pfistup (viz napf. [5, 7, 64, 65] nebo kapitola 2 této préace). Stejné bude

ucinéno i v této praci.
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5.1 Cenzorované exponencialni rozdeleni

P1i analyze cenzorovanych dat pochézejicich z exponencialniho rozdéleni jsou mnohé vy-
sledky, zejména pro cenzorovani zprava, dobie znamy jiz od poloviny minulého stoleti (viz
napt. [23]). Novéjsi préace o statistické analyze nahodnych vybériu z exponencialniho rozdé-
leni pro ruzné typy cenzorovani lze najit napiiklad v [30, 57, 87], coz v8ak nepokryva vyse
nastinénou situaci mnohonasobné zleva cenzorovanych vybéra z exponencialniho rozdélent
s cenzorovanim typu I. Nejprve bude popsan model mnohonasobné zleva cenzorovaného
exponencialniho rozdéleni pro jeden vybér, ktery bude nasledné rozsiten na piipad srov-
nani dvou nezavislych cenzorovanych vybéru z exponencialniho rozdéleni. Z toho divodu
budou v zavéru odstavce odvozeny testovaci statistiky pro srovnani dvou nezéavislych mno-

honasobné zleva cenzorovanych vybértu z exponencialniho rozdéleni.

5.1.1 Model exponencialniho rozdeéleni pro jeden vyber

Necht Xi,...,X,, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s parametrem A > 0,
distribu¢ni funkci

1 —exp (—%) pro x > 0,

F(z,\) = (5.1)
0 pro x < 0,
a hustotou
Texp (—%) proz >0,
F(a ) = (5.2)
0 pro z < 0.
Cenzorovany vybér X, ..., X, mize byt také reprezentovan transformovanym nahodnym

vybérem Y3, ...,Y, jako

X; pro X; > di,

d; prod;y < X; <dj,
pricemz kazda z transformovanych nahodnych veli¢in Y; ma hustotu

F(di,)\)—F(di_l,)\) prox:di,z'zl,...,k,
g(w,\) = (5.3)
flx, N pro x > dy,

vzhledem k mite p, coZ je Lebesgueova mira na (dy; 00), a ¢itaci mife, ktera pfirazuje miru
jedna kazdému bodu y = d;, i = 1,..., k. Rozdéleni dana hustotou g(.,A), A > 0, jsou
obecné ruzné, maji spoleény nosi¢ (0;00), jednotliva pozorovani Yi,...,Y, jsou nezavisla

a skutetna hodnota parametru A je vnitinim bodem intervalu (0; 0o).
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Uzitim rovnice (5.3), viz také [14], lze vérohodnostni funkci cenzorovaného vybéru

zapsat ve tvaru

L()‘>NO>N1>' .- >Nk7X(n—NO+1)7' . >X(n)) = WH [F(dw)\) - F(dz—b)‘)]
b

< JI r&a.

i=n—Np+1
piicem? se polozi [ Not1f(X@) = 1 pro Ng = 0. Logaritmickd vérohodnostni funkce

je pak tvaru

n!
l()\,No,Nl, .. ->Nk>X(n—N()+1)>- .. >X(n)) =InL=1In (m)

+ZN1H (di, \) — F(d;i_1, \)]  (5.4)

—+ Z ln X (Z

i=n—Np+1

Jestlize F\ oznacuje derivaci distribuéni funkce I podle parametru ), fy oznacuje derivaci
hustoty f podle parametru A a

Hi(\) = a% In[F(di, \) — F(dir, \)]

— Fy(di, \) = Fy(diz1, ) di—1 exp (

 F(di, \) — F(di_y, \) A2 [exp (—di/\_1> —exp (—4)

pak vérohodnostni rovnice pro odhad parametru A je tvaru

> dexp( 72)

T

oy = > NiH;(A Z = 0. (5.5)
i=1 i=n— N()+1
Dosazenim hustoty (5.2) do vztahu (5.5) lze vérohodnostni rovnici prepsat jako
Q—Zk:N-H-(A)——Jr— Z X (5.6)
I\ = : i 41g (i) — VY. .
=1 i=n—No+1

MV odhad A parametru A lze obdrZet jako FeSeni rovnice (5.6). Rovnici je v8ak nutné
fesit numericky. Lze také vyuzit numerickou proceduru zaloZenou na Nelderové-Meadoveé
simplexovém algoritmu (viz [60]), ktery je implementovan v Matlabu (verze 7.12, R2011a),
a maximalizovat logaritmickou vérohodnostni funkci (5.4). Numericka studie (viz také [46,
76]) prokazala, ze TeSeni je jediné. Tedy podle [65]|, uzitim vlastnosti hustoty g zminéné
vyse, je feSeni rovnice (5.6) konzistentnim odhadem parametru \.

Dale bude pomoci FMI (viz kapitola 2) odvozen rozptyl odhadu parametru A. Nejprve
bude odvozena vybérova FMI, ktera je nestrannym odhadem ocekavané FMI, a ktera je
v mnoha aplikacich upfednostiiovana (viz napt. |2, 28]), zvlasté pak v situacich, kdy je

stanoveni oc¢ekavané FMI komplikované.
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Véta 5.3. Vybérovd FMI mnohondsobné zleva cenzorovaného (cenzorovdni typu I) ndhod-

ného vybéru z exponencidlniho rozdélent s distribucéni funkci (5.1) je tvaru

Z N;H,( Z X, (5.7)

i=n—No+1

kde

OH;(\) (d7_y —2d;-1)\) exp (— —1) — (&2 — 2d;\) exp (—%)
2 i foxp (—22) — exp (%)
s exp (~52) — exp<_f)r
3 [exp (~55) —exp (<4)]

Diikaz. Jak bylo uvedeno v kapitole 2, vybérova FMI je definovana jako

~ 0%l

Uzitim vztahu (5.6) lze pak snadno stanovit druhou derivaci logaritmické vérohodnostni

funkce podle parametru A, coz dava tvrzeni véty.
O

Dalsi pozornost bude vénovana stanoveni o¢ekavané FMI. K tomu bude potfeba nékolik

pomocnych tvrzeni.
Lemma 5.4. Necht X4, ..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni. Pak hustota
poradové veliciny Xy je tvaru

i—1

fiy (@) = ”(?:f)iz(—l)j(i ; 1) exp (—(”_itj + 1):'3) ci=1,....n.

J=0

Diikaz. Hustota veli¢iny X(;) je obecné tvaru (viz [52])

foy(@) = n(?: 11> f@)[F@)] ' 1=F@)"", i=1,2,...,n

Misto F' se dosadi distribu¢ni funkce (5.1) a misto f hustota (5.2) necenzorovaného expo-

nencialniho rozdéleni a postupnymi tpravami lze obdrzet hustotu fy)(z) ve tvaru
oo =0 o (-5) - ()] o (25
(Z) r)=mn Z_ 1 )\ € p )\ € p )\ € p )\ xr
n—1\1 (n—i+ 1z = (i—1 . jx
- — N e _1) _Jr
o121 e (-5 )Z( e (4
i—1 . o
—1\1 (1 —1 — 1
_ (" LSy - exp (n—itj+1) .
i—1/ A — j A
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Lemma 5.5. Necht X4,..., X, je ndhodny vjbéer z exponencidlniho rozdéleni. Pak stiedni

hodnota E (X(Z-)) ndhodné veliciny Xy je tvaru

1—1 .

1 -1

E(X ) :n(?_l))\ (—1)9(’ ; )(n—z'+j+1)—2, i=1,....n.
j=0

Diikaz. Postupnymi tpravami s vyuzitim lemmatu 5.4 a faktu, ze fooo ze ?dr =T1'(2) =1,

lze odvodit stfedni hodnotu E (X(Z-)) ve tvaru

- 7”‘L—1 1 (=1 i—1 / exp (n—it+j+1z d
1—1/) A J 0 A
7=0
i—1
n—1\1 1—1 o
= - —1-7 —7 ) 1_2 —_
n(i_1>)\j:0( )( ; )(n i+j+1) /o texp( A)dt
n—1\. = 1—1 o0
— —1)/ _ 1)~2 _
n(i_l))\;( )( ; )(n i+j+1) /0 zexp (—2z)dz
n—1\. < i—1
:n(. ))\ (—1)9( , )(n—z—l—j—l—l)_2.
1—1 , J
7=0
Ll
Lemma 5.6. Necht X4,..., X, je ndhodny vjber z exponencidlniho rozdéleni. Pak stiedni

hodnota souctu ndhodnijch velicin E (Z?:n_Noﬂ X(Z-)) je tvaru

(En) £LE o8

i=n—Np+1 no=0 Li=n—ng+1

(4

Diikaz. 7 vlastnosti podminéné pravdépodobnosti plyne, ze E(E(X]Y)) = E(X), kde X,

Y jsou nédhodné veli¢iny. Vzhledem k tomu, Ze z lemmatu 5.2 plyne, ze Ny ~ Bi(n, 6)),

)

postupnymi tpravami lze odvodit

E< Zn: X(i)>:E E< Zn: X

i=n—Ng+1 i=n—Np+1
=Y E < > Xa | No :n0> P(Ny = 1)
nog=0 i=n—ng+1

= Zn: Zn: E (Xa) (72)980(1—90)"‘”0

no=0 Li=n—ng+1 i

-3 5w (1) e (1) [eo (2]

no=0 Li=n—ng+1 i

O
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Véta 5.7. Ocekdvand FMI mnohondsobné zleva cenzorovaného (cenzorovdani typu I) nd-

hodného vijbéru z exponencidlniho rozdélent s distribucéni funkci (5.1) je tvaru

kde
IO = Zk: [di—l exp (_dl,\_ > — diexp (_dT)} N (d2 — 2dp\) exp (—dyk)
=1 Al [GXP (_di,\_1> — €Xp (_% } A
1 dk 2 " n nodk dk nno
STICIES DY { (o) ("5 [ (-51)

n i—1 .
n—1 1 —1
—1) —i+j+1)7%5.
<3 (NS e
Diikaz. 7 poznamky 2.5 plyne, Ze
Ju(A) = EJ,(N). (5.8)

Dosazenim J,, ze vztahu (5.7) do (5.8) dostavame

7)== Y HB ) - 25 ¢ 2 ( 5> X(i)> . (5.9

=1 i=n—No+1
Z lemmatu 5.2 plyne, ze N; ~ Bi(n,6;), i =0,...,k, tedy ocekdvané ¢etnosti jsou tvaru
n[exp (— H) — exp (—ﬁ)} proi=1,...,k,

nexp (—di) pro 2 = 0.

Kombinaci vysledki lemmat 5.5 a 5.6 dostavame

E< Zn: Xm)ZZn: Zn: ”(?:11>A§(_1)j(i;1>

i=n—Np+1 no=0i=n—nmo+1 Jj=

s (on(28) o ()]

Dosazenim vyse uvedenych vysledki do vztahu (5.9) dostaneme tvrzeni véty.

0J

Vzhledem k asymptotickym vlastnostem MV odhadu A ma (viz véta 2.11) /n(A — \)
asymptoticky norméalni rozdélenf N(0; 02())), kde 0%(\) = J~1(\). Asymptotické vlastnosti
odhadu \ a odhadu jeho rozptylu (vychézejiciho z vybérové a o¢ekavané FMI) pro rizné
rozsahy vybéru a ruzny pocet detekénich limiti k£ budou vySetfeny v simulac¢ni studii

v nasledujicim odstavci.
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5.1.2 Posouzeni vlastnosti odhadt na zaklade simulaci

Odhady parametru a parametrickych funkef odvozenych v pfedchozim odstavei budou déle
analyzovany a porovnany uzitim simulaci. Nejprve bylo vygenerovéano 10 000 jednonéasobné,
dvojnésobné a trojnasobné zleva cenzorovanych vybéru rozsahu n = 10, 20, 30, 50, 100, 500
z exponencialniho rozdéleni. Jelikoz A je parametr méfitka a MV odhady jsou invariantni
vici méritku, 1ze bez ztraty na obecnosti polozit A = 1. Detekéni limity d;, i = 1,...,k, k =
1,2, 3, byly zvoleny jako kvantily exponencialniho rozdéleni uzitim rovnice ¢; = F'(d;, \),

kde g; jsou uvedeny v tabulce 5.1.

Cenzorovind Jednonasobné | Dvojnasobné Trojnasobné
q1 q1 4z q1 4z a3
a 0,05 0,03 0,05 | 0,02 0,03 0,05
o 0,10 0,05 0,10 | 0,03 0,07 0,10
3 0,20 0,10 0,20 | 0,07 0,13 0,20
c4 0,30 0,15 0,30 | 0,10 0,20 0,30
Cs 0,40 0,20 0,40 | 0,13 0,27 0,40
C6 0,50 0,25 0,50 | 0,17 0,33 0,50
cr 0,60 0,30 0,60 | 0,20 0,40 0,60
cs 0,70 0,35 0,70 | 0,23 0,47 0,70
Co 0,80 0,40 0,80 | 0,27 0,53 0,80
€10 0,90 0,45 0,90 | 0,30 0,60 0,90
€11 0,95 048 095 | 0,32 0,63 0,95

Tabulka 5.1: Kvantily pro stanoveni detekénich limiti pro jednonasobné, dvojnasobné

a trojnasobné cenzorovani a rizna schémata cenzorovani ¢;, 1 = 1,...,11.

Prislusna schémata cenzorovani jsou oznacena jako cq,...,c;; a odpovidaji kvantiltim,
které urcuji detekéni limity pro k = 1, 2, 3. Tedy napfiklad ¢, ve sloupci Jednondsobné v ta-
bulce 5.1 znaci podil jednonasobné cenzorovanych pozorovani a tim popisuje dané schéma
cenzorovani. Schéma cenzorovani ¢; reprezentuje nejmensi podil (5 %) cenzorovanych dat
a schéma cy; reprezentuje nejvétsi podil (95 %) cenzorovanych dat pro jednonasobné, dvoj-
nésobné a trojnasobné cenzorované vybéry. Velky podil cenzorovanych pozorovani odpovida
realnym dattm, kterd budou analyzovana v kapitole 6.

Dale byly uzitim rovnice (5.6) spo¢teny MV odhady parametru A ze vSech 10 000
vybéri a jejich prumérné hodnoty i jsou na obréazku 5.1 pro rizné schémata cenzorovant
z tabulky 5.1. Z obrazku 5.1 a tabulky 5.2, kde jsou uvedeny prumérné MV odhady P\
a jejich pramérné stiedni kvadratické chyby, je vidét, Ze pro malé rozsahy vybéru (n < 20)
jsou MV odhady parametru A zna¢né vychylené i v pfipadé, kdy pocet cenzorovanych po-
zorovani je nizky. Pro n > 20 je vychyleni MV odhadu velmi malé a z praktického pohledu
zanedbatelné pro schémata cenzorovani cg (viz obrazek 5.1) a nizsi. Dopad nasobnosti cen-

zorovani na odhad parametru A je patrny pouze pro vyssi detekéni limity v zavislosti na
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Obrézek 5.1: Pramérné MV odhady parametru A pro jednonasobné (index S), dvojnasobné

(index D), trojnasobné (index T') cenzorovani a rizné rozsahy vybéru n.

Cenzorovani n=10 n =100
S D T S D T
c1 1,02 (0,092) 1,02 (0,092) 1,02 (0,092) | 1,00 (0,010) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
Cco 1,02 (0,092) 1,02 (0,092) 1,02 (0,092) | 1,00 (0,010) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
cs 1,02 (0,090) 1,02 (0,090) 1,02 (0,090) | 1,00 (0,010) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
c4 1,02 (0,091) 1,02 (0,091) 1,02 (0,091) | 1,00 (0,010) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
cs 1,02 (0,091) 1,02 (0,090) 1,02 (0,090) | 1,00 (0,010) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
C6 1,02 (0,094) 1,02 (0,093) 1,02 (0,092) | 1,00 (0,010) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
cr 1,02 (0,094) 1,02 (0,090) 1,02 (0,090) | 1,00 (0,010) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
cs 1,01 (0,099) 1,02 (0,090) 1,02 (0,090) | 1,00 (0,011) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
Co 1,04 (0,097) 1,05 (0,092) 1,05 (0,092) | 1,00 (0,012) 1,00 (0,010) 1,00 (0,010)
€10 0,82 (0,351) 1,01 (0,101) 1,02 (0,095) | 0,99 (0,016) 1,00 (0,011) 1,00 (0,011)
c11 0,61 (0,568) 1,02 (0,103) 1,03 (0,096) | 0,98 (0,025) 1,00 (0,012) 1,00 (0,011)

Tabulka 5.2: Primérné MV odhady j a jejich prumérné stiedni kvadratické chyby (v za-

vorce) pro jednonasobné (S), dvojnasobné (D), trojnasobné (T) cenzorovéani a rizné rozsahy

vybéru n.
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rozsahu vybéru. Pro n > 30 je rozdil mezi jednonasobnym, dvojnasobnym a trojnasobnym
cenzorovanim témér zanedbatelny az do schématu ¢y, pii kterém je v souladu s o¢ekavanim
nejvyssi vychyleni odhadu v pripadé jednonasobného cenzorovani.

Rozptyl MV odhadu h) parametru A je mozné odhadnout vybérovym rozptylem

82(/):) ze simulovanych hodnot. Déle bude pomoci simulaci porovnédn asymptoticky roz-
ptyl 02(A) = J7L(A) s odhadem o%(\) = J1()\) zaloZenym na odekivané FMI (viz véta
5.7) a odhadem 5%(\) = J-1()\) zaloZenym na vybérové FMI (viz véta 5.3). Odhady o2())
a 52@) byly zpramérovany (10 000 vybéri) a od ted, kdyz se bude mluvit o odhadech

o2(N), 32(\) asymptotického rozptylu o2()\), budou tim mygleny priimérné odhady z 10 000
vibéri (tedy o2(N) = J-1(A), 52(\) = J-'(\)). Tyto dva odhady spole¢né s prislugnym

~

empirickym vybérovym rozptylem S? = ns?(\) budou dale srovnany s asymptotickym roz-

ptylem v zévislosti na nasobnosti cenzorovani (jednonasobné, dvojnasobné, trojnésobné)

~

a rozsahu vybéru n. Vzhledem k relativné velkému poc¢tu vybéri nam odhad S?(\) umoz-

~ ~

fiuje posoudit vychyleni odhadi o2()), 62()\) a asymptoticky rozptyl o2(\).
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(d) Jednonasobné, n = 100 (e) Dvojnasobné, n = 100 (f) Trojnasobné, n = 100

Obrézek 5.2: Srovnén{ odhadi rozptylu S2(\) = ns*(\), 02(A) = J-1(A), 32(A) = J-1(A)
a asymptotického rozptylu o?(\) = J~1()\) pro jednonasobné, dvojnisobné, trojnisobné

cenzorovani a rizné rozsahy vybéru n s logaritmickym méritkem na ose y.

Ze srovnani vyse uvedenych charakteristik rozptylu (viz obrazek 5.2 a tabulka 5.3 pro

~

dvojnasobné cenzorovéani) je vidét, Ze ocekavand vychylka odhadu o?()) je zna¢né pro maly

~

rozsah vybéru, napitklad hodnota o(\) (respektive o%(\)) je rovna 1,01 (1,14) pro n = 10,
1,00 (1,04) pro n =30 a 1,00 (1,01) pro n = 100 uvazujeme-li schéma c¢; a dvojnasobné

~

cenzorovani. Déle odhad S?()\) nabyva nizsich hodnot nez asymptoticky rozptyl o*(\) pro
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Cenzorovani = n=10 = = = n =100 = =

S2(\)  a2(\) g (N F2(N) | SP(N) aE(N) a2\ ()
c1 0,9122 1,0101 1,1372 1,1270 | 1,0076 1,0010 1,0131 1,0121
c2 0,9170 11,0204 11,1473 11,1266 | 1,0130 11,0020 1,0133 1,0114
c3 0,8925 1,0419 11,1691 1,1266 | 0,9994 1,0042 1,0169 1,0129
c4 0,9071 1,0647 1,1990 1,1335 | 1,0164 1,0068 1,0184 1,0123
cs 0,8987 11,0896 1,2206 1,1310 | 1,0078 1,0103 1,0189 1,0108
ce 0,9212 1,1174 1,2540 11,1384 | 1,0049 1,0153 1,0245 1,0143
cr 0,8972 1,1504 1,2898 1,1457 | 1,0090 11,0234 1,0299 1,0175
cs 0,8990 11,1925 11,3322 11,1573 | 1,005 11,0377 1,0465 1,0316
Co 0,8998 11,2524 1,4571 11,2392 | 1,0460 1,0667 1,0752 1,0575
€10 1,0049 1,3550 11,4837 11,2519 | 1,1370 11,1441 11,1515 11,1293
€11 1,0313 11,4517 11,5948 11,3682 | 1,2308 11,2537 1,2601 1,2336

Tabulka 5.3: Srovnéni odhadii rozptylu S2(A) = ns2(N), a2(\) = J-1(N), 32(\) = J1())
a asymptotického rozptylu o(\) = J~1()\) pro dvojnasobné cenzorovani a rtizné rozsahy

vybéru n.

malé rozsahy vybéru, ale selhava pro vysokou uroven (schéma) jednonasobného cenzoro-
vani. VSechny odhady rozptylu jsou témér identické pro rozsah vybéru n > 100. Variabilita
odhadu je podle ocekavani nejmensi pro trojnasobné cenzorovani a rizné rozsahy vybéru
a schémata cenzorovani. Napiiklad pro schéma cenzorovani c¢y; a rozsah vybéru n = 10 je
asymptoticky rozptyl o%(\) roven 2,53 v piipadé jednondsobného, 1,45 v pFipadé dvojna-

sobného a 1,30 v pripadé trojnasobného cenzorovani. Podobné pro rozsah vybéru n = 100.

S S S % S S S S B 6 B B G % G 0 5, ©

Obrézek 5.3: Asymptoticky rozptyl o2(A) = J~}(\) pro jednonasobné (index S), dvojna-
sobné (index D), trojnasobné (index T) cenzorovani a rtzné rozsahy vybéru n s logarit-

mickym méritkem na ose y.

Asymptoticky rozptyl o%(\) (ziskany z ocekavané FMI) byl déle analyzovan pro rtizna

schémata cenzorovani a rozsahy vybéru. Z obrazku 5.3 a tabulky 5.4 je vidét, Ze rozdily
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Cenzorovani n=10 n=5 n =50
S D T S D T S D T
c1 1,010 1,010 1,010 | 1,002 1,002 1,002 | 1,000 1,000 1,000
Co 1,021 1,020 1,020 | 1,004 1,004 1,004 | 1,000 1,000 1,000
cs 1,043 1,042 1,042 | 1,009 1,008 1,008 | 1,002 1,001 1,001
c4 1,067 1,065 1,064 | 1,015 1,013 1,013 | 1,004 1,002 1,002
Cs 1,097 1,090 1,088 | 1,025 1,019 1,017 | 1,010 1,004 1,003
Co 1,136 1,117 1,114 | 1,041 1,026 1,023 | 1,022 1,007 1,004
cr 1,191 1,150 1,143 | 1,069 1,036 1,030 | 1,045 1,013 1,007
cs 1,279 1,192 1,175 | 1,120 1,053 1,040 | 1,089 1,026 1,013
Co 1,444 1,252 1,215 | 1,226 1,085 1,057 | 1,184 1,052 1,026
10 1,869 1,355 1,264 | 1,531 1,168 1,100 | 1,459 1,126 1,062
c11 2,534 1452 1,298 | 2,062 1,283 1,161 | 1,929 1,230 1,118

Tabulka 5.4: Asymptoticky rozptyl o%(\) = J~(\) pro jednonasobné (S), dvojnisobné

(D), trojnasobné (T) cenzorovani a rizné rozsahy vybéru n.

mezi asymptotickymi rozptyly pro jednonésobné, dvojnésobné a trojnasobné cenzorovani
jsou zanedbatelné po schéma cg pro libovolny rozsah vybéru.

Uzitim asymptotického rozptylu o?()\) lze urdit interval spolehlivosti pro parametr
M. Pravdépodobnost pokryti 95% intervalu spolehlivosti je pak dana procentem piipadi
(z 10 000 opakovani), kdy odhadnuty 95% interval spolehlivosti obsahuje skute¢nou hod-
notu parametru. Vysledky simulaci ukazaly, Ze pravdépodobnosti pokryti jsou velmi po-
dobné pro vSechny rozsahy vybéru a schémata c;—cg v piipadé jednonasobného, dvojna-
sobného i trojnéasobného cenzorovani. Z toho duvodu byly spocteny také pravdépodobnosti
pokryti 95% intervalu spolehlivosti pro riizné odhady rozptylu, konkrétné o2(\) a 52(X).
Vliv typu odhadu asymptotického rozptylu na pravdépodobnost pokryti je ilustrovan na
obrazku 5.4 pro piipad dvojnésobného cenzorovani. Z obrazku je vidét, Zze odhad zalozeny
na oc¢ekavané FMI (viz véta 5.7) vykazuje lepsi vysledky nez odhad zalozeny na vybérové
FMI (viz véta 5.3) pro vSechna schémata cenzorovani. Podobné vysledky lze pozorovat
i v pripadé jednonésobného a trojnasobného cenzorovani.

Z provedenych simulaci 1ze usoudit, jaké vychyleni odhadu Na 0’2(/):) lze oc¢ekévat pro
ruzné rozsahy vybéru n = 10, 20, 30, 50, 100, 500, schémata cenzorovani ¢;—cy; (viz tabulka
5.1) anasobnosti cenzorovani (jednonasobné, dvojnasobné, trojnasobné). Ukazalo se, ze uzi-
tim ocekavané FMI lze provést prijatelnou statistickou inferenci o parametru A pro rozsahy
vybéru n > 30 a schémata cenzorovani c;—cg, kde ¢g odpovida 50% kvantilu exponencial-
niho rozdéleni (tedy 50 % cenzorovanych hodnot). Déle v pfipadé vyssi tirovné cenzorovani
(schémata cg—c11) a malého rozsahu vybéru (n = 30) je pravdépodobnost pokryti spoctena
s vyuzitim o2 (X) (tedy uzitim ocekéavané FMI) o asi 1 % nizsi nez predepsand 95% mez

~

spolehlivosti. PouZijeme-li odhad o2()\) (tedy uZitim vybérové FMI) je pravdépodobnost
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Obrazek 5.4: Pravdépodobnosti pokryti pro parametr \ a rizné odhady rozptylu pii uva-

zovani dvojnasobného cenzorovani.

pokryti o asi 2 % niz8i nez predepsana 95% mez spolehlivosti.
Aby bylo mozné srovnat dva nezavislé cenzorované vybéry z exponencialniho rozdéleni,

bude dale odvozen model cenzorovaného exponencialniho rozdéleni pro dva vybéry.

5.1.3 FIM pro dva vybery z cenzorovaného exponencialniho rozdeéleni

Necht X;i,...,Xj,, 7 = 1,2, jsou dva nezavislé cenzorované vybéry z exponencidlniho
rozdéleni s distribuéni funkei (5.1), hustotou (5.2) a parametry A\; = A pro prvni vybér
a Ao = A + « pro druhy vybér. Parametr « charakterizuje rozdil mezi rozdélenim prvniho
vybéru a rozdélenim druhého vybéru. Je-li a = 0, rozdéleni obou vybéri jsou identicka.

Dale Xy, ..., Xjm), 7 = 1,2, oznacuje usporddany vybér X;i,..., X;, a veliciny N;;

jsou ¢etnosti odpovidajici ¢etnostem N;, i = 0,1,..., k, kde j znaci ¢islo vybéru (5 = 1, 2).
Logaritmicka vérohodnostni funkce sdruzeného vybéru X q,..., X1, Xo1,...,Xa, je pak
tvaru

ZR(OZ, )\) = l()\a Nl,(]? s >N1,k> Xl,(n—Nl,()—f—l)) s 7X1,(n))

(5.10)
+I(A+ 0, Nog, ..., Nog, Xo(ne Ny gt1)s - - - s X2,(n))

a MV odhady a,X parametri o, A se ziskajl maximalizaci logaritmické vérohodnostni
funkee (5.10).
Dale 1ze uzitim FMI pro jednovybérovy model exponencidlniho rozdéleni stanovit oce-

kavanou FIM pro dvouvybérovy model.

Véta 5.8. Ocekdvand FIM sdruZeného mnohondsobné zleva cenzorovaného (cenzorovdni

typu 1) ndhodného vybéru z exponencidlniho rozdéleni je tvaru

JR JR _E&le _pdle
e (B) - (CEE TR,

R 7R _ _pdir
Soi Iz EaAaa Eav

kde
Jllzg = Jllg = lezg = Jn()\ + «, N270, ceey Nng, X2,(n—N2’0+1)> Ce ,X27(n)),
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JQP; = Jn()\7 NLO) e 7N1,k7 Xl,(n—Nl’o—l—l)) D) 7X1,(n))
+ Jn()\ + «, N270, ceey Nng, X2,(n—N2’0+1)> e >X2,(n))>
a J, je uvedeno ve véte 5.7

Diikaz. Ziejmé.
O

5.1.4 Srovnani dvou nezavislych cenzorovanych vybert z exponencialniho rozde-

leni

Je-li potfeba porovnat dva nezavislé zleva cenzorované vybéry z exponencialniho rozdélent,
lze k tomu pouzit asymptotické testy s rusivymi parametry, které jsou popsany v odstavci
3.2. Nulova hypotéza je tvaru Hg : a = 0 proti alternativé Hy : a # 0, tedy A je rusivy
parametr. Testovaci statistiky maji asymptoticky x? rozdéleni s jednim stupném volnosti
a jsou tvaru

UZ(0,))

Jﬁll.g(O,X)’

W= @zJﬁu.z(@, X)>
LR =2 [la(@X) = 1a(0,3)]

LM =

(5.11)

kde J (o, A) = Jff — Ji5(J5) 715 je transformace FIM J}¥(a, A) s dosazenymi pa-
rametry odhadnutymi za platnosti Hy (oznaceno vinkou), pfipadné bez dal$ich omezeni
(oznaceno stiiskou). Funkce Ui(a, A) = Olg/0a je skoérova funkce s dosazenymi parame-
try odhadnutymi za platnosti Hy (ozna¢eno vlnkou). Nulova hypotéza se zamitne na dané
hladiné vyznamnosti v piipadé, ze hodnota zvolené testovaci statistiky (5.11) presdhne

prislusnou kritickou hodnotu y? rozdéleni.

5.2 Cenzorované Weibullovo rozdeleni

Nyni bude popsdn model mnohonasobné zleva cenzorovaného Weibullova rozdéleni pro je-
den vybér, ktery bude nasledné rozsiten na piipad srovnani dvou nezavislych cenzorovanych
vybéri z Weibullova rozdéleni. Z toho divodu budou v zévéru odstavce odvozeny testo-
vaci statistiky pro srovnéani dvou nezavislych mnohonasobné zleva cenzorovanych vybéru

7z Weibullova rozdéleni.

5.2.1 Model Weibullova rozdeleni pro jeden vyber

Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z Weibullova rozdéleni s parametry A > 0, 7 > 0,

distribu¢ni funkecf

1—exp[—(2)"] proxz>0,
Pz, \7) = -G (5.12)
0 pro x < 0,
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a hustotou

L™t exp [— (f)q pro x > 0,

fle, N\ 1) = (5.13)
0 pro z < 0.

Vérohodnostni funkei cenzorovaného vybéru lze zapsat (viz [14]) ve tvaru

k
n! ,
LT, Noy Ny oo Ny X g 41y, -+ - X)) = oy [TF(di, A7) = F(diy, A 7)™
k-

!
NN

< JI r&xa.
i=n—Np+1
pfi¢emz se polozi [, No+1J (X)) =1 pro Ny = 0. Logaritmickd vérohodnostn{ funkce

je pak tvaru
n!
l()\77-7 N07 N17 e 7Nk7X(’fL—NO+1)’ e ’X(n)) - lnL - ln (m)

+ZN In[F(di, A\, 7) — F(di—1, A\, 7)]

—+ Z ln X (Z

i=n—No+1

(5.14)

Jestlize Iy (respektive F') oznaluje derivaci distribu¢ni funkce podle parametru A (re-
spektive 7), f, (respektive f.) oznacuje derivaci hustoty podle parametru A (respektive 7)

a

0 F)/\(dz>)\77) _F)/\(di—b)\’T)
(

H —1 ; — F(d;- =
4 ()‘77_) 8)\ Il[ (d ’)\’T) (d 1’)\’7)] di,)\,’r) _F(di—1>)\>7-)

T {d{_l exp [— (di‘ >T} — d] exp [ (%)T}
]

)
o d

v () T 0T

/

T _ g ) _ ) _ FT(di7)\7T)_FT(di_17)\7T)
HI(\71) = 5 In[F(d;j, \,7) — F(di_1,\,7)] = Fd h 1) = Fldy )
i (%) exp [ (4)7] —d I (%) exn [ (52) ]
= N = s i=1,...,k,
v o[- (452) ] - ew [ (3]
pak vérohodnostni rovnice pro odhad parametri A a 7 jsou tvaru
ol o e A f)\ X(z
™ ZZI:NZHZ (A7) —l—l nzz\;ﬂ (X )
R 0 (5.15)
8l T X(Z
—T:ZNZ-HZ-()\,T)+ Z f
=1 i=n—No+1
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Dosazenim hustoty (5.13) do vztahu (5.15) lze pak vérohodnostni rovnice ptrepsat jako

ol \
8)\—ZNH A7) — )\T+1 Z X7y =0,
i=1 i=n—Np+1
ol <& T (1—7In)) d m d
9 > O NHT(AT) + No————+ > WXp+ >, Xp  (616)

=1 i=n—No+1 i=n—No+1

- Ai > XX =0.
i=n—No+1

MV odhady Xa7 parametri A a 7 lze ziskat numerickym FeSenim rovnic (5.16). Je také
mozné pouzit Nelderuv-Meaduv simplexovy algoritmus, ktery je implementovan v Matlabu
(verze 7.12, R2011a), a maximalizovat logaritmickou vérohodnostni funkei (5.14).

Dale bude pomoci FIM (viz kapitola 2) stanoven rozptyl odhadu parametra A a 7.
Nejprve bude odvozena vybérova FIM, ktera je nestrannym odhadem ocekédvané FIM,
a kterd byva ¢asto uprednostiovana, zejména v situacich, kdy je stanoveni o¢ekavané FIM

komplikované.

Véta 5.9. Vyberovd FIM mnohondsobné zleva cenzorovaného (cenzorovdni typu I) ndhod-

ného vybéru z Weibullova rozdéleni s distribucni funkci (5.12) je tvaru

J.(\,7) = <‘1“ ‘112) : (5.17)

J21 J22
kde
k
¥ Nyt 7‘ +7
_ A 0
J11 = — ZNZHZ ()\,’7‘) )\2 )\7—+2 Z X(z
i=1 i=n—Np+1
k n n
~ N, ln)\ 21n)\
J22 = — ZNZHZ—T()\ ) + _0 + Z X(z Z X(Z lnX(Z
=1 i=n—Np+1 i=n—Np+1
R T 5
v 2 XhInXe)
i=n—Ng+1
k n
~ ~ Nog 71lhnX—1
J12 = ng = — ZNZHZAT()\,T) + TO )\T+1 Z X(Z) )\T+1 Z X(Z lnX(Z
i=1 i=n—No+1 i=n—Np+1
pricemz
T\T T\T T dz
) PHOLT) N 4 T — ) esp [ (5)])

O\ A\27+2 {eXp [_ (di;)q — exp [ (dz

BN
(A7 ATT2 + d]_ N1 — d77,72) exp [— (d > }

sz e [ (52) ] - ew [- (5)7

)1}
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72 {d{_l exp [— (d—/\*)q —df exp [— (%)T} }2
A\27+2 {exp [_ (dZTA)T} exp [_ (%)T 2

- OHT (O, 7) _ (diN —d¥) [In ()] exp [ ()]
H" (A1) = —5——= - {eXp [_ (dT_ly} e [ (& T}}
(di A7 = di7y) [ln (di—;l rexp [— (difﬂ
wer {exp [~ (452) ] - e [~ (4)7]}
Lo (%52 ) exp [ (%2) ] —drm (%) exp [~ (%)}
orfon [ (52) ] —ew - @1
o) < 2HOT) _ [E7n(3) — N T (§) — dx e[ (4)]
p[-(4)7}

or 22T+l {exp [_ di_/\—1>T} ex

—
SS9
ST
| 3
—_
23
=
S
&
>4||
N——
I
IS
—_
>
-
23
S =
RS
‘&.
>
N——
IS
L
>
—_
[©]
i
| ’U

vt fexp [ (%52) | —exp [~ (%)
y {d{_l In (dl—/\‘1> exp [— (CQT‘l)TJ —dl In )exp [—2 (%)T} }’ '
Y B Y Y PE
Driikaz. Jak bylo uvedeno v kapitole 2, vybérova FIM je definovana jako

_ou ok
7 _ a2 axoT
In(A7) = 821 R

OTON or2

Uzitim vztahu (5.16) lze pak snadno stanovit druhé derivace logaritmické vérohodnostni

funkce podle parametru A a 7, coz dava tvrzeni véty.
]

Dalsi pozornost bude vénovana stanoveni o¢ekavané FIM. K tomu bude potieba nékolik

pomocnych tvrzeni.
Lemma 5.10. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z Weibullova rozdeéleni. Pak hustota
poradové veliciny X ;) je tvaru

i—1

f@(x)=n(7;:11)%x7—12(_1)j(i;1> exp [— (;)T(n—z‘ﬂ‘ﬂ) i=1,....n

J=0
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Diikaz. Hustota veli¢iny X(;y je obecné tvaru (viz [52])

foy (@) = n(?: 11> f@)[F@) ' 1=F@)"", i=1,2,...,n

Misto F' se dosadi distribu¢ni funkce (5.12) a misto f hustota (5.13) necenzorovaného

Weibullova rozdéleni a postupnymi tpravami lze dostat hustotu f;)(x) ve tvaru

fote) = (121t ew [ () T e [ ()T} e [ (5) 0]
(7)o [ (5) -] (e [ (5)]

[y

Lemma 5.11. Necht Xi,..., X, je ndhodny viybér z Weibullova rozdéleni. Pak stredni

hodnota E (X(TZ.)> transformované ndhodné veliciny X (i) Je tvaru

n—1\. e, .. [i—1
T. = T — J s . -2 .:
E(XG) ”(i_l)A ;20( 1)( ; )(n iti+D) =10

Diikaz. Postupnymi tpravami s vyuzitim lemmatu 5.10 a faktu, Ze fooo te”tdt =T'(2) =1,

lze odvodit stfedni hodnotu E (X (TZ)> ve tvaru

B(X]) = / 7 fo ()

i1
n—1\ 7 (i—1 <, (n—i+j+1)

— o _13 27—1 T

”(z‘—l)x.o( )( j )/ ! e"p{ ! g ]dz

O

Lemma 5.12. Necht Xi,...,X, je ndhodny vijbér z Weibullova rozdéleni. Pak stredni
hodnota E (X(TZ.) In X(i)> transformované ndhodné veliciny X o In X3y je tvaru

i—1

(X7, In X)) = n(:‘:ll) X >_ (=1 (Z P 1) (n—i+j+1)7

T = Jj
)\T
x n(—>2—— )+ 1—7|,i=1,...,n,
{n(n—z‘+j+1>+ 7} Z !
kde v. = 0,57722 je Fulerova konstanta.
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Diikaz. Postupnymi tpravami s vyuzitim lemmatu 5.10 a faktu, ze fooo te”tdt =T(2) =1
a [Ctlntetdt = I'(2) =1 — 7., lze odvodit stiedni hodnotu E (X(TZ.) In X(i)> ve tvaru

i—1
> n—1\r71 (i—1
]ﬂX@mXMP=[:w”mﬁm@szn(i_L»FE:@4y( ‘)

=0 J
></ ¥ nzexp {—af(n_z_*—]_*—l)] dx
0 AT
i—1
n—1\ 71 (1—1\1
o)z ()
></ 77 'Ina" exp {—xT(n_Z+J+1)] dx
0 AT
n—1\N <=, . (i—1 o
(s
j=0

o )\T
X / tln (—t> e_tdt
0 n—1-+ ] + 1
i—1

()T (e

i=0 J

x%{—fif—)/tﬁ&+/tmm%ﬂ
n—i+j+1) Jy 0

i—1

()R (s

Jj=0 J

< fm (—2 ) 41—
n—itj+1 Te|

Lemma 5.13. Necht Xi,...,X,, je ndhodny vijbér z Weibullova rozdéleni. Pak stiedni

hodnota E [X(TZ.) (ln X(i))z} transformované ndhodné veliciny X(TZ.) (ln X(i))z je tvaru

OJ

B[ X7 (0 X)*| = n(:‘:ll) a if:(—l)" (Z P 1) (n—itj+1)7

2
T 4
Jj= J

A (2 Vo (Y Naa
n—i+j+1 n—i+j+1 Te

kde ~, = 0,57722 je Fulerova konstanta.

Diikaz. Postupnymi tpravami s vyuzitim lemmatu 5.10 a faktu, ze fooo te”tdt =T1'(2) =1,
[ tnte ™ dt =T'(2) = 1 — 7. a [, t(Int)’e!dt = I(2) = ”6—2 — 27, + 72, Ize odvodit
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stfedni hodnotu E [X(TZ.) (ln X(i))z} ve tvaru

i—1

E[X(Ti) (1nX(i))2} - /Ooof (In2)? foo(z )dg;_n(?:D x;(_l)j (231)
X /OOO 221 (Inz)® exp {—f (n = ’;“7 il 1)] da
() rser (A
X /OOO 221 (Inz™)? exp {—f (n = ’;‘7 il 1)] da
);ZZ ( , )n—z‘+j+1)—2
x/ooot{ln (ﬁ_;\ﬁt)re_tdt
)£Z_l(—l)j(ifl)(n—é+j+1)‘2
|
)

J

[e.e] T 2
() ]
0 n—Z+J+1
AT o (i—1
(U mieiey
T 2 o0
A2 ] [
+2In (L) /Ootlnte_tdt—}—/Oot(lnt)ze_tdt
n—i+j+1) Jy 0
n—1\AN e . [i—1
_ N _13 o . 1_2
n(i—l)fz ':( )( J )(n i+3+l)

A (— 2 Ny om L)u_ )
n—itj+1 n—i+j+1 e

0l

Lemma 5.14. Necht Xi,..., X, je ndhodny vijbér z Weibullova rozdéleni. Pak stredni

hodnota souctu transformovanich ndhodnych velicin E (ZZ n—No+1 X (i )> je tvaru

E (ZXU) = Z [ZE <Xa->>] () exp |- (%ﬂ

[ @)
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Diikaz. Podobnym zpusobem jako v ditkazu lemmatu 5.6.
]

Lemma 5.15. Necht Xi,...,X,, je ndhodny vijbér z Weibullova rozdéleni. Pak stiedni
X(TZ.) In X@) je tvaru

n
i=n—mng+1

E< Zn: X@lnX(i)): Zn:[ Zn: E(X@lnXm)]

i=n—ng+1 no=0 Li=n—no+1

Q@=L

Diikaz. Podobnym zpusobem jako v ditkazu lemmatu 5.6.

hodnota souctu transformovanich ndahodniych velicin E (Z

]
Lemma 5.16. Necht Xi,..., X, je ndhodny vijbér z Weibullova rozdéleni. Pak stiedni
hodnota souctu transformovangch ndahodnijch velicin E [Z?:n_no X (ln X(i))z} je tvaru
n T 9 n n T 9
o[ 3 ] - S5 spo o))
i=n—mnog+1 no=0 \i=n—mo+1

@l @)=Y

Diikaz. Podobnym zptisobem jako v dikazu lemmatu 5.6.
O

Véta 5.17. Ocekdvand FIM mnohondsobné zleva cenzorovaného (cenzorovani typu I) nd-

hodného vijbéru z Weibullova rozdélent s distribucni funkci (5.12) je tvaru

J J
J,(\ 1) =nJ(\T)=n < Y ) :
J21 J22

kde

ko2 {d[_l exp [_ (di;1>7—:| —dl exp [— %)T} }2
Ju = T
5o () oo -]

(dAT2 + dpATT — dir ) exp [— ()] 7 {_ (dk)T]

- A\27+2 A2 exp

i i ol (i L ) SR
X (;;) exp {—no (%)T} {1 —eXp {_ (%)T} }n_m’
() e [ ()] @l 9
= ; e fop |- (%) ]~ e [ (4)1]




(1) ()] (Bl (4]

[d7rA™In (%) + dfAT —dZ r1n (%) exp [ (%)"] 1 -
' A27+1 " (%

-1 & =1\, (i1
1\ L ,
no=0i=n-no+1 s

Qe

()T

J.(\ 1) =EJ, (A, T). (5.18)



Dosazenim J, ze vztahu (5.17) do (5.18) dostavame
Jii J
J.\T1)=ndJ(\,T)=n < H 12) ,
Jo1 Jao
kde
k
E(No)T 7' +T
nJi = — ZH{\/\(AJ)E(NO - )\20 A2 < Z X ) ’
i=1

i=n—Np+1

ndyp = — ZHZ-TT(AJ)E(NQ + E(TJQVO) ln)\ < Z X(Z)

i=n—No+1
21n A & . 1

i=n—No+1

n

> Xp (lnX(i>)2] , (5.19)

i=n—No+1

k

E (N TlnA—1 -
nJiz = nJo = —ZH{\T()\>7)E(NZ') + ()\ o) + JXEE! E < Z X(Ti)>

i=1 i=n—Ng+1

)\T+1 < Z X lnX(Z>’

i=n—Np+1

pFitem? presné vyjadieni HM, HT™ a H}™ lze najit ve vété 5.9. Z lemmatu 5.2 plyne, Ze

N; ~Bi(n,0;),i=0,...,k, tedy otekdvané ¢etnosti jsou tvaru
d’—l T d:\T .
n{exp[—(l—>}—exp —(—Z) } proi=1,...,k,
. A - (%))
n exp [— (di)T} pro ¢ = 0.

Dosadime-li vysledky z lemmat 5.11-5.13 do lemmat 5.14-5.16, dostaneme

i—1

E( > X&-)):Wi > (Z‘:f)Z(—l)j

i=n—No+1 no=0i=n—ng+1 7=0

x(i_,l)(n—i—{—j—{—l)_z

J

X exp | —ng 1 —exp — )
Un A
S S A N N
(3 xpwx) =X S (TS (
i=n—mng+1 no=0i=n—ng+1 0
N
X (n—z+J+1)_2 |:1Il (m) +1—’}/e:|

(el P O]}

E{_Zn: X&)[IHX@]Q}:”an: Zn: (n:11> (_1)J(Z;1>

no=0i=n—ng+1

X (n—i+j+1)" {{ln(n_zﬂﬂ)r
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+21In N (1— )+7T—2—2 + 97
n—i+j+1 el g T e e

(e (8) e )]}

coz po dosazeni do vztahu (5.19) dava tvrzeni véty.
(]

Vzhledem k asymptotickym vlastnostem MV odhadu A (respektive 7) ma (viz véta 2.11)
\/ﬁ(X— A) (respektive /n(7T — 7)) asymptoticky norméalnf rozdéleni N(0; 0%(\)) (respektive
N(0; 0%(7))), kde 0%(\), 0?(7) odpovidaji diagonalnim prvkim varianéni matice V' (\,7) =
J\ 7).

Aby bylo mozné srovnat dva nezavislé cenzorované vybéry z Weibullova rozdéleni bude

dale odvozen model cenzorovaného Weibullova rozdéleni pro dva vybéry.

5.2.2 FIM pro dva vybery z cenzorovaného Weibullova rozdeleni

Necht Xj1,..., X, j = 1,2, jsou dva nezavislé cenzorované vybéry z Weibullova rozdéleni
s distribu¢ni funkei (5.12), hustotou (5.13) a parametry \; = A, 7y = 7 pro prvni vybér
ad = AN+ a, i, =7+ [ pro druhy vybér. Parametry o a ( charakterizuji rozdil mezi
rozdélenim prvniho vybéru a rozdélenim druhého vybéru. Je-li a = 0 a § = 0, rozdéleni
obou vybéri jsou identickd. Dale Xj qy,..., X ), 7 = 1,2, oznacuje usporadany vybér
Xj1,...,X;n a veliciny N;; jsou Cetnosti odpovidajici ¢etnostem N;, ¢ = 0,1,...,k, kde
j znadi ¢islo vybéru (j = 1,2). Logaritmickd vérohodnostni funkce sdruzeného vybéru

X171, c. >X1,n>X2,17 c. ,Xgm je pak tvaru

ZR(a> ﬁ? )\7 7_) = l()\> T, NLOa s >N1,k> Xl,(n—Nl’o—i—l)a cee >X1,(n))

(5.20)
+ l()\ + a, T + ﬁ, N270, e ,Nng, X2,(n—N2’0+1)> Ce ,X27(n))

a MV odhady @, 3, \, 7 parametrii o, 3, \, 7 se ziskaji maximalizaci logaritmické vérohod-
nostni funkece (5.20).
Dale 1ze uzitim FIM pro jednovybérovy model Weibullova rozdéleni stanovit ocekava-

nou FIM pro dvouvybérovy model.

Véta 5.18. Ocekdvand FIM sdruZeného mnohondsobné zleva cenzorovaného (cenzorovdni

typu 1) ndhodného vybéru z Weibullova rozdélent je tvaru

R JR JR JR _EPlr _pdlr _pPlr _polp
Jll J12 J13 ‘]14 E Oa? E Oadf E OadA E OadT
R R R R 1Pl ol  pdlr pdir
JR( a, B, A T) _ Jo Jan oz Ja _ Eaﬁaa E 932 Eaﬁa,\ Eaﬁaﬂ'
n Iy M Y - - 2 2 2 2 )
JE IR IR IR ~EZle _piln _EZr g
31 32 33 34 [DXelo" oNOB N2 ONOT
R 7R 7R JR &g 1?2 1dlp g
‘]41 ‘]42 ‘]43 ‘]44 EaTaa EaTaﬁ EZ)T(‘)A E or2

kde

Jllzg = Jg = J?l):g = an()\ + a, T + ﬁ, N270, PN >N2,k>X2,(n—N2’O+1)> PN ,X27(n)),
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‘]11:; = J21 J14 J J2P§s = Jg
=nJia(A+ o, 7+ B, Noyg, ... s Noj, Xo(neNagt 1)s - - - X2,(n))

Jay = Jay = Jis = nJas(A+ a, 7+ B, Nog, ..., Nojo, Xo (0N g1)s - - -+ Xo,(n))s
Jis = nJit (A T, Nioy - ooy Nigy X1 Not1)s - -« s X1,(m)

+nJiy( A4 a, 74+ B, Naj, - .., Noj, Xo (n-Nog41)s - - - » X2,())
Jii = ndao (A T, Nig, ooy Nig, Xt e Ny g t1)s - -+ > X1,(m))

+ndpA+a, 7+ B, Nao, .., Nojy Xo (neNogt1)s - - - s X2,(n))
I3y = Iy = nJiz(A 7, Nig, ooy N, Xt e Ny g t1)s - -« > X1,(m)

+nJios( A+ a, 7+ B, Nag, .., Nojy Xo (noNog11)s - - - s X2,(n))

a Ji1, Jio, Jog lze najit ve veté 5.17

Diikaz. Ziejmé.

5.2.3 Srovnani dvou nezavislych cenzorovanych vyberi z Weibullova rozdeleni

Je-li potfeba porovnat dva nezavislé zleva cenzorované vybéry z Weibullova rozdéleni, lze
k tomu pouzit asymptotické testy s rusivymi parametry, které jsou popsany v odstavci 3.2.
Nulova hypotéza je tvaru Hy : (o, 3)T = (0,0)7 proti alternativé H; : (a, 8)T # (0,0)7, tedy
A, T jsou rusivé parametry. Testovaci statistiky maji asymptoticky x? rozdéleni s dvéma

stupni volnosti a jsou tvaru

~ ~ —1 ~
LM = Uir(()? 07 )‘7%) [']71311.2(07 07 )‘7%):| U1(0> 07 )‘7%/)7

= @D)" [18,2@.8.3.7)] @5, (5.21)
LR:2Pﬂ&@Aﬁ)Z OOAT}

-1
oo - (21 B) - (88 (48 ) ()
n,11.2 s My 7Y -
gpogn ) \gr s \mom ) \urom

je transformace FIM J®(a,3,)\,7) s dosazenymi parametry odhadnutymi za platnos-

kde

ti Hy (oznaeno vlnkou), piipadné bez dalsich omezeni (oznaceno stiiskou). Funkce
Ui(a,B,\,7) = (0lg/0c, Olg/ aﬁ)T je skorova funkce s dosazenymi parametry odhadnu-
tymi za platnosti Hy (ozna¢eno vinkou). Nulova hypotéza se zamitne na dané hladiné
vyznamnosti v piipadé, Ze hodnota zvolené testovaci statistiky (5.21) pfesdhne piislusnou

kritickou hodnotu y? rozdéleni.
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5.3 Test pripustnosti nahrazeni cenzorovaného Weibullova rozde-

leni exponencialnim submodelem

Casto miZe nastat situace, kdy je model cenzorovaného Weibullova rozdgleni pro popis
zvoleného datového souboru prilis slozity a model cenzorovaného exponencialniho rozdé-
leni by byl dostacujici. Proto bude dale popséan test pro posouzeni piipustnosti nahrazeni
cenzorovaného Weibullova rozdéleni exponencialnim submodelem.

Je-li tfeba posoudit vhodnost nahrazeni Weibullova rozdéleni exponencialnim rozdéle-
nim, lze pouzit asymptotické testy s rusivymi parametry, které jsou popsany v odstavci 3.2.
Nulova hypotéza je vyjadirena jako omezeni na hodnotu parametru 7 Weibullova rozdélent,
tedy piinezamitnuti Hy : 7 = 1 proti alternativé Hy : 7 # 1 na zvolené hladiné vyznamnosti
lze pouzit exponencidlni rozdéleni misto Weibullova rozdéleni. V tomto piipadé je 7 cilovy
parametr a A\ rusivy parametr. Testovaci statistiky jsou pro necenzorované exponencidlni
a Weibullovo rozdéleni odvozeny v knize [5].

V pfipadé mnohonésobné zleva cenzorovaného Weibullova a exponencialniho rozdéleni

maji testovaci statistiky asymptoticky x? rozdéleni s jednim stupném volnosti a jsou tvaru

UZ(\,1)
Jn,22.1()\7 1)’
W = (7= 1)2Jp221(\,7),

LR=2 [z(X, 10,1,

LM =
(5.22)

kde logaritmicka vérohodnostni funkce I(\, 7) je dana vztahem (5.14). Déle J, 901 (\,7) =
n(Jao — Jo1JiitJi2) je transformace FIM J, (), 7), ktera je uvedena ve vété 5.17, s dosa-
zenymi parametry odhadnutymi za platnosti Hy (oznaceno vinkou), pripadné bez dalsich
omezeni (oznaceno stiiskou). Funkce Uy (A, 7) = Ol(A, 7) /07 je skorova funkee s dosazenymi
parametry odhadnutymi za platnosti Hy (ozna¢eno vinkou). Nulova hypotéza se zamitne
na dané hladiné vyznamnosti v pfipadé, ze hodnota zvolené testovaci statistiky (5.22)

presahne pifslusnou kritickou hodnotu y? rozdéleni.
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6 Statistickd analyza koncentraci musk sloucenin

V této kapitole budou metody odvozené v kapitole 5 pouzity ke zpracovani realnych che-
mickych dat. Konkrétné se bude jednat o analyzu koncentraci syntetickych musk sloucenin,
jejichz pritomnost byla odhalena v rybi tkani. Zavérem bude posouzen vliv ¢istirny odpad-
nich vod (COV) na koncentraci musk sloucenin v rybi tkani.

Syntetické musk slouceniny neboli syntetické vonné latky predstavuji skupinu orga-
nickych environmentalnich kontaminanti, a to predevsim kvuli své perzistenci, bioakumu-
la¢nimu potencialu a toxicité (viz napt. [12, 24]). Bézné se uzivaji jako nahrada pfirodniho
pizma v parfémech, detergentech (praci a ¢istici prostiedky), kosmetickych produktech
a produktech osobni péce (mydla, Sampony, télova mydla, atd.). K pruniku téchto latek do
zivotniho prostiedi dochazi predevsim prostifednictvim odpadnich vod kviili jejich nedosta-
tecnému odstranéni v COV. Akumulace musk sloucenin v Zivotnim prostieds (povrchoveé
vody, sedimenty) mé za nésledek jejich vyskyt v potravnim fetézci, zvlasté pak ve vodnim
ekosystému, nebot diky lipofilnim vlastnostem maji schopnost biokoncentrace v riznych
typech vodnich organizmi. Tyto latky lze rovnéz najit v lidském téle, naptiklad v tkani
nebo télnich tekutinach jako je krev nebo mateiské mléko (viz napt. [67]), jako dusledek
konzumace ryb. Je diilezité sledovat koncentraci musk slouc¢enin v rybi tkani, protoze pii-
tomnost musk sloucenin muze mit negativni vliv na lidské télo. Napiiklad musk ambrette
je povazovan za silny fotoalergen, ktery muze mit pii vysokych davkach neurotoxické a mu-
tagenni uc¢inky. Musk tibeten mutze mit karcinogenni i¢inky a nékteré musk slouc¢eniny jsou
povazovany za endokrinni disruptory.

Realna data tvori 60 ryb z ¢eledi kaprovitych (jelec tloust), které byly chyceny v Fece
Svratce pobliz COV Brno-ModFice. Polovina ryb byla chycena pied COV (skupina 1)
a polovina za COV (skupina 2). Pfi analyze vzorkua rybi tkéané, konkrétné svaloviny, byla
odhalena pritomnost nékolika musk sloucenin.

Pii analyze musk sloucenin (a chemickych latek obecné) lze ¢asto narazit na situaci,
kdy sledovana latka ve vzorku bud chybi, anebo je pfitomna v tak nizké koncentraci, Ze
nedosahuje detekéniho limitu méfictho zafizeni. Provedené chemické analyzy totiz nedo-
voluji presné stanoveni prislusnych koncentraci, pokud se vysledné hodnoty nachazi pod
mezi detekce nebo mezi stanovitelnosti (kvantifikace) pouzité metody. Mez detekce (LOD

vy

z anglického Limit Of Detection) je nejniz$i koncentrace latky, kterou lze jesté rozlisit

vy

koncentrace latky. Jelikoz jsou predepsany dvé fixni meze (d; =LOD a dy =LOQ), bude
dal3i analyza zalozena na dvojnasobné zleva cenzorovanych vybérech, pfi¢emz cenzorovani
bude typu 1.

Jak jiz bylo fe¢eno, v situacich, kdy méfena veli¢ina nabyva pouze kladnych hodnot,

rozdéleni této veli¢iny je asymetrické a mé kladnou sikmost, je vhodné pouzit napiiklad
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Nig N1 N
Sloucenina | b b2 dy do
Naog Nai Nap
0 18 12
Phantolid 0,5454 | 1,8180
1 23 6
0 24 6
Traseolid 1,1053 | 3,6844
0 22 8
4 3 23
Galaxolid 8,9488 | 29,8294
8 0 22
7 6 17
Tonalid 1,9846 | 6,6154
18 8 4

Tabulka 6.1: Analyzované musk slouceniny.

exponencialni nebo Weibullovo rozdéleni. Proto budou k analyze koncentraci vyuzity vy-
sledky odvozené v kapitole 5. Pouziti téchto metod bude ilustrovana pro ¢tyfi polycyklické

musk slouceniny (phantolid, traseolid, galaxolid, tonalid), viz tabulka 6.1.

16}

14

1.2

1.0

MNormalizované Setnosti
[l
[es]

0 S ——

2
Koncentrace [gfka)

Obrazek 6.1: Histogram koncentrace phantolidu s prolozenou hustotou exponenciélniho

(¢arkované) a Weibullova rozdéleni (plnou ¢arou).

Nejprve bude modelovana koncentrace musk slouc¢enin pomoci Weibullova rozdéleni.
Uzitim metod odvozenych v odstavci 5.2 se ziskaji MV odhady parametri A a 7 dvojna-
sobné zleva cenzorovaného Weibullova rozdéleni. Pti pohledu na histogramy koncentraci

musk sloucenin vsak vyvstala myslenka, zda by nebylo mozné nahradit rozdéleni Weibullovo
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Skupina 1 Skupina 2

Slouc¢enina
Stat p-hodnota | H Stat p-hodnota

H
Phantolid | 0 2,69 0,10 0 127 026
0 219 0,14 0 178 0,18
1 1
1 1

Traseolid
Galaxolid
Tonalid

949 0,00 1940 0,00
619 0,01 421 0,04

Tabulka 6.2: Test pomérem vérohodnosti pro posouzeni vhodnosti nahrazeni Weibullova
rozdéleni exponencidlnim rozdélenim. Sloupec Stat obsahuje hodnoty testovaci statistiky
LR a H =0 (respektive H = 1) zna¢i, ze se nulova hypotéza nezamita (respektive zamita)

na hladiné vyznamnosti 0, 05.

rozdélenim exponencialnim. Proto byl uzitim metod odvozenych v odstavci 5.1 ziskan MV
odhad parametru A dvojnésobné zleva cenzorovaného exponencialniho rozdéleni. Na ob-
razku 6.1 je pro ilustraci znazornén histogram koncentrace phantolidu s prolozenou husto-
tou exponencidlniho a Weibullova rozdéleni, ze kterého je patrné, ze by takové nahrazeni
mohlo byt pripustné.

K potvrzeni vhodnosti nahrazeni Weibullova rozdéleni exponencidlnim rozdélenim lze
pouzit asymptoticky test s ruSivymi parametry, ktery je popsan v odstavci 5.3. Bude se
tedy testovat nulova hypotéza Hg : 7 = 1 proti alternativé Hy : 7 # 1. Pfi nezamitnuti
Hy na zvolené hladiné vyznamnosti lze pouzit exponencialni rozdéleni misto Weibullova
rozdéleni. V tabulce 6.2 1ze najit vysledky testu pomérem vérohodnosti, ze kterych je pa-
trné, ze exponencialni rozdéleni lze pouzit v piipadé sloucenin phantolid a traseolid a nelze
pouzit v pfipadé sloucenin galaxolid a tonalid. Zbyvajici asymptotické testy (Walduv test,
skorovy test) ukéazaly obdobné vysledky. Dalsi pozornost tedy bude vénovana modelu ex-
ponencialniho rozdéleni a Weibullovo rozdéleni pfijde na fadu pozdéji.

Aby bylo mozné posoudit vliv COV na koncentraci phantolidu a traseolidu v rybi
tkani, bude tieba testovat, zda jsou rozdéleni koncentraci musk sloucenin ve skupiné 1 a 2
identicka. K tomu lze vyuzit model popsany v odstavci 5.1.3 a testy popsané v odstavci
5.1.4. Bude se tedy testovat nulovid hypotéza Hy : a = 0 proti alternativé Hy; : o # 0.
V tabulce 6.3 jsou vysledky skérového testu, testu pomérem vérohodnosti a Waldova testu,
ze kterych je patrné, ze COV nema vyznamny vliv na rozdéleni koncentraci phantolidu
a traseolidu, protoZe vSechny testy nezamitaji nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti
0, 05.

Sily skorového testu, testu pomérem vérohodnosti a Waldova testu pro srovnani dvou
nezavislych cenzorovanych vybéri z exponencidlniho rozdéleni byly porovnany uzitim si-
mulaci, ze kterych vyplynulo, Ze pfi analyze koncentraci musk sloucenin je vhodné upted-

nostnit skorovy test a test pomérem vérohodnosti. Podrobnosti lze najit v [36].
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LM LR W
H Stat p-hodnota | H Stat p-hodnota | H Stat p-hodnota
Phantolid | 0 0,60 0,44 0 0,57 0,45 0 0,53 0,47
Traseolid | 0 0,32 0,57 0 0,31 0,58 0 0,30 0,58

Sloucenina

Tabulka 6.3: Srovnéni rozdéleni koncentraci musk slou¢enin phantolid a traseolid mezi
skupinou 1 a 2 uzitim skorového testu (LM), testu pomérem vérohodnosti (LR) a Waldova
testu (W). Sloupec Stat obsahuje hodnoty piislusné testovaci statistiky a H = 0 znadéi, ze

se nezamita nulova hypotéza na hladiné vyznamnosti 0, 05.

Nyni bude pozornost upiena na slouceniny galaxolid a tonalid, u kterych nebylo mozné
nahradit Weibullovo rozdéleni exponencialnim rozdélenim. Na obrazku 6.2 je pro ilustraci
znézornén histogram koncentrace tonalidu s prolozenou hustotou exponencidlniho a Wei-
bullova rozdéleni, ze kterého je vidét, Zze v tomto pfipadé neni prolozeni exponencialnim

rozdélenim nejlepsi volba, coz potvrdil i test pomérem vérohodnosti (viz tabulka 6.2).

0.14F

012F

01

0.038

0.06

Normalizované Eetnosti

0.04

0.0z

1] d d2
Koncentrace [kl

Obréazek 6.2: Histogram koncentrace tonalidu s proloZenou hustotou exponencialniho (Gar-

kované) a Weibullova rozdéleni (plnou ¢arou).

Aby bylo mozné posoudit vliv COV na koncentraci galaxolidu a tonalidu v rybf tkéni,
bude se opét testovat, zda jsou rozdéleni koncentraci musk sloucenin ve skupiné 1 a 2
identickd. K tomu se vyuzije model popsany v odstavci 5.2.2 a testy popsané v odstavci
5.2.3. Bude se tedy testovat nulova hypotéza Hy : (o, 8)T = (0,0)T proti alternativé
H; : (o, 3)T # (0,0)T. V tabulce 6.4 jsou vysledky skoérového testu, testu pomérem véro-

hodnosti a Waldova testu, ze kterych je patrné, Ze COV nemé4 vyznamny vliv na rozdéleni
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LM LR W
H Stat p-hodnota | H Stat p-hodnota | H Stat p-hodnota
Galaxolid | 0 2,19 0,33 0 2,06 0,36 0 1,9 0,38
Tonalid | 0 2,52 0,28 0 252 0,28 0 2,37 0,31

Sloucenina

Tabulka 6.4: Srovnéani rozdéleni koncentraci musk sloucenin galaxolid a tonalid mezi sku-
pinou 1 a 2 uzitim skérového testu (LM), testu pomérem vérohodnosti (LR) a Waldova
testu (W). Sloupec Stat obsahuje hodnoty piislusné testovaci statistiky a H = 0 znadci, ze

se nezamita nulova hypotéza na hladiné vyznamnosti 0, 05.

koncentraci galaxolidu a tonalidu, protoze vSechny testy nezamitaji nulovou hypotézu na

hladiné vyznamnosti 0, 05.
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7 Teorie extrémnich hodnot pro dvourozmeérna pozo-
rovani

Teorie extrémnich hodnot se neomezuje pouze na piipad jednorozmérnych pozorovani, ale
existuje dostateéné bohata teorie i o vicerozmérnych extrémech. Aby bylo docileno vétsi
prehlednosti v probirané problematice, bude pozornost soustfedéna pouze na dvourozmérny
piipad. V této kapitole budou tedy struc¢né shrnuty zaklady z teorie extrémnich hodnot
pro dvourozmérné pozorovani. Vzhledem k tomu, Ze tato prace je zaméfena predevsim na
teorii extrémnich hodnot pro jednorozmérna pozorovéani a jeji aplikace, budou nékteré véty
v této kapitole uvedeny bez dikazu s tim, Ze piislusné dikazy lze najit v monografii [22].

Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,) je posloupnost nezavislych a stejné rozdélenych nahod-
nych vektort s distribu¢ni funkeci F'. Vektor (X,Y) muZe reprezentovat napiiklad vysku
moiské hladiny ve dvou ruznych lokacich nebo dvojici vyska vin a vyska klidné motské hla-
diny. Pfi analyze dvourozmérnych (a obecné vicerozmérnych) extrému vyvstava dualezita
otazka, a to jakym zpusobem definovat maximum mnoziny vektora (Xi, Y1), ..., (X,, Y,).
Ukézalo se, ze sta¢i ur¢it maxima z veli¢in Xy,...,X,, a Yj,... Y, oddélené a néasledné
z jednotlivych maxim sestavit novy vektor. Vysledny vektor maxim tedy vétsinou nebude
roven nékterému z puvodnich vektora (X;,Y;), i = 1,...,n. Dale predpokladejme, Ze exis-
tuji takové posloupnosti realnych konstant a,, > 0, b,, ¢, > 0, d,, a simultanni distribu¢ni
funkce G(z,y) s nedegenerovanymi marginalnimi distribuénimi funkcemi G, (x) = G(z, ),

Gs(y) = G(o0,y), Ze pro viechny body spojitosti (z,y) € R? funkce G(x,y) plati

lim P (max {X1,...,. X0} — by < max{Yy,...,Y,} — d, < y) _Gley). (1)

n—oo

Qp Cn

Rozdéleni s distribu¢ni funkci G definovanou vztahem (7.1) s nedegenerovanymi marginal-
nimi distribuénimi funkcemi GGy, Gs se pak nazyva dvourozmérné EV rozdéleni.

Déle bude stanovena tiida vSech moznych limitnich rozdéleni s distribu¢ni funkei G.
K tomu se vyuZiji teoretické poznatky z kapitoly 1. Jelikoz ze vztahu (7.1) plyne konver-

gence jednorozmérnych marginalnich rozdéleni, plati

lim P (max X a Xnt = b < :1:) = G1(x) (7.2)
’ Yi,... Y.} —d
lim P (max{ 16 nf —dn y) = Gy(y), (7.3)

pricemz tato marginalni rozdéleni jsou spojitého typu. Nyni se zvoli takové posloupnosti

konstant a,, by, ¢, d,, Ze pro néjaka ~;,v, € R plati (viz véta 1.8)

Gi(z) = exp [—(1 + m«)‘ﬂ (7.4)

1

Galy) = exp | ~(1+7y) = . (7.5)
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Jelikoz F'(x,y) predstavuje spojité rozdéleni a marginalni distribucéni funkce G1(x) a Ga(y)
jsou nedegenerované, je spojitd i simultanni distribuéni funkce G(z,y). Dale necht Fj,
i = 1,2, jsou marginalni distribuéni funkce k funkci F' a Uy(t) = F/—(1 — 1/t), t > 1,
1 = 1,2, jsou piislugné kvantilové funkce chvostu. Pak z véty 1.10 plyne, Ze existuje takova

kladna funkce a;(t), i = 1,2, Ze pro v8echna = > 0 plati

Uz(tl’) — Uz(t) 7 —1

li = 7.6
T a) % (7:6)
a
a;(tx) o
t—oo a;(t)

Dale vztahy (7.2)—(7.5) plati (viz véta 1.7) také pro

an, = ai(|n]
bn = U1
Cn 1= Qo

d, = Us(|n]),

kde |n] oznacuje celou ¢ast n. Z (7.6) plyne, ze pro x,y > 0 plati

Ui(nx)—0b, z"—1

lim = ,
7.7
A D
lim = .
n—0e0 Cn 2
Vztah (7.1) lze déle prepsat jako
lim F"(a,z + by, coy + dy) = G(z,y).
Jestlize x,, — u, y, — v, pak z monotonie funkce F' a spojitosti funkce G plyne
lim F™(a,z, + bp, cnyn + dp) = G(u,v). (7.8)

n—oo

Nyni se polozi

- Uy(nz) — bn’
an,
Yn = UQ(n?é) — dn>

pro z,y > 0. Pak, vezme-li se do uvahy vztah (7.7), 1ze po dosazeni do (7.8) dostat

M1 Y2 —1
lim Fn(Ul(TL(L’), Ug(ny)) =G (:I; ) Y ) ’

a tim i tvrzeni nasledujici véty.
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Véta 7.1. Necht existuji takové redlné konstanty a, >0, b, ¢, >0, d,, Ze

n—oo

plati pro vSechna (x,y) funkce G a margindlni distribucéni funkce G1(x), Ga(y) jsou tvaru

Gi(w) = exp | ~(1+m12) 7|

Ga(y) = exp [—(1 - vzy)_ﬂ :

Pak pro Fi(z) = F(z,00), Fy(y) := F(o00,y), Uj(x) == F;~(1 —1/x), i = 1,2, a viechna
x,y > 0 plati, Ze
lim Fn(Ul(nx)>U2(ny)) = Go(l’,y),

n—oo

kde

:I;'YI —_ 1 Y2 1
Go(l',y) :G( >y )
g Y2

a 1,72 jsou margindlni EV indexy ze vztahi (7.4) a (7.5).

Véta 7.2. K libovolné distribucni funkci EV rozdéleni ze vztahu (7.1) existuje za platnosti
(7.4) a (7.5) koneénd mira v definovand na (0;7/2), kterd je reprezentovdna distribucni

funkci W pomoct vztahu

1 2 — 1 3 ;
G(x ’y ) = Go(z,y) = exp [—/ max{cose,smg}\lf(de)] , x,y > 0.
! Y2 0 z Y
(7.9)

Parametry v1 a2 jsou EV indexy margindlnich rozdélent prislusniyjch rozdélent s distribucni

funkci G. Navic plati podminka

/% cos @ ¥ (df) = /% sinf U(dd) = 1. (7.10)

0 0

Naopak kaZdd konecnd mira reprezentovand distribucni funkci ¥ definuje limitni distri-
bucni funkci G ve vztahu (7.1) prostrednictvim vztahu (7.9) za predpokladu, Ze je splnéna
podminka (7.10).

Diikaz. Dikaz lze najit v monografii [22].
Definice 7.3. Konetna mira v zavedena ve vété 7.2 se nazyva spektralni mira.

Véta 7.4. Ke kaZdému limitnimu rozdélent s distribucni funkci G danou vztahem (7.1)

s prislusnymi margindlnimi distribucnimi funkcemi (7.4) a (7.5) existuje:
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(1) Konecnd mira (reprezentovand distribucni funkci V) na intervalu (0;7/2) takovd, Ze

pro x,y > 0 platd

M _1 2 —1 3 i
G (:1: ’y ) = Go(z,y) = exp [—/ maX{cosH’ smg}lll(de)
0

gi! Y2 T Y

(7.11)

s podminkou

/2 cosf U(dh) = /2 sinf W(do) = 1.

0 0

(2) Rozdéleni (reprezentované distribucni funkci H) sousttedéné na intervalu (0;1) se

stiedni hodnotou 0,5 takové, Ze pro x,y > 0 plati

G ("w —lyE- 1) = Go(z,y) = exp {—2 /Olmax{g, 1_—“’} H(dw)] . (7.12)

gi! Y2 T Y

(8) Konecnd mira (reprezentovand distribucni funkei A) na intervalu (0;m/2) takovd, Ze

pro x,y > 0 platd

x71_1 '72_1
G( >y ):Go(l',y)

4! V2
= exp —/
0

M|

e {mm{i, tg 9}’ mm{l,ycotg 0} } A(d0)

(7.13)

s podminkou
/2 min {1, tg 0} A(dF) = /2 min {1, cotg 0} A(df) = 1.
0 0

Parametry v1 a v jsou EV indexy margindlnich rozdélent prislusnych rozdeélent s distribucni
funkci G.

Naopak libovolnd konecnd mira reprezentovand distribucni funkci W, H nebo A za-
pricing existenci limitni distribucni funkce G v (7.1) prostiednictvim vztahi (7.11), (7.12)

nebo (7.13) s tim, Ze musi byt splnény pridruiené podminky.

Poznamka 7.5. Z vyjadieni (7.11)—(7.13) plyne, Ze limitni rozdéleni ve vztahu (7.1) jsou

charakterizovana pouze spektralni mirou a EV indexy pfislusnych marginélnich rozdéleni.

Spektralni miry W, H a A nejsou jediné, ale jsou nejcastéji pouzivané a jednu na druhou
lze pretransformovat. Zalezi tedy na konkrétni situaci, kterou miru je vhodnéjsi pouzit.
Jak bylo zminéno v poznamce 7.5, tiida limitnich rozdéleni ve vztahu (7.1) je charak-
terizovana pouze EV indexy v, a 72 marginalnich rozdéleni piislusnych distribuc¢ni funkci
G a spektralni mirou, kterd urcuje zavislostni strukturu mezi jednotlivymi veli¢inami. To
se odrazi v podmince oboru atraktivity, kterd kromé marginélnich rozdéleni zahrnuje i za-

vislostni strukturu.
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Necht G : R? — R, je distribu¢ni funkce EV rozdéleni. Jestlize pro posloupnost
realnych konstant a,, > 0, b,, ¢, > 0, d,, plati

lim F"(a, + by, cpy +d,) = G(z,y)

n—oo

pro vSechna x,y € R, pak fikame, Ze distribu¢ni funkce F' patii do oboru atraktivity

distribu¢ni funkce G.

Vé&ta 7.6. Necht G je distribucni funkce EV rozdélent a exp|—(1+~x)"Y%], i = 1,2, jsou
marqgindlni distribucni funkce piislusné funkci G. Ddle necht ¥ nebo H nebo A je spektrdlni

mira, kterd byla zavedena ve vété 7.4. Plati ndsledujici tvrzend.

(1) Jestlize distribucni funkce F' ndhodného vektoru (X,Y') se spojitymi margindlnimi dis-
tribucnimi funkcemi Fy, Fy patii do oboru atraktivity funkce G, pak plati ndsledujict

ekvivalentni podminky:
(a) ProU; = (1/(1 = F;))™,i=1,2 az,y > 0 plati

lim 1 — F(Uy(tx), Us(ty))
t—o0 1 — F(Ul(t), Ug(t))

= S(x,y), (7.14)

kde S(z,y) :==InG ((2™ —1)/m, (¥ —1)/72) /In G(0,0).
(b) Pro vSechna r > 1 a vSechny body spojitosti 6 € (0;7/2) funkce ¥ plati

—
>
~—

(7.15)

t—o0

W
limP<V2+W2>t2r2 A Vgtge

T
VE4WE> ) =7t
"y

—~
B
~—

kde Vi=1/(1 — Fy{(X)) a W :=1/(1 — Fy(Y)).

(c) Pro vsechna r > 1 a vSechny body spojitosti s € (0;1) funkce H plati

<s

. V
tll)ronoP<V+W>tr A T

V4+W> t) =r~'H(s), (7.16)

kde Vi=1/(1 — Fy{(X)) a W :=1/(1 — Fy(Y)).

(d) Pro vSechna r > 1 a vSechny body spojitosti 0 € (0;7/2) funkce A plati

—
>
~—

. (7.17)

t—o0

A

wln

)

v
lim P <maX{V,W} > tr A W <tgd

A
max{V, W} > t) =r!

kde Vi=1/(1 — Fy{(X)) a W :=1/(1 — Fy(Y)).

(2) Naopak jestlize spojité margindlni distribucni funkce F; patii do oboru atraktivity funkce
exp[—(1 4+ yz)~%], i = 1,2, a libovolny ze vztahdi (7.14)—(7.17) plati pro néjakou
kladnou funkci S nebo néjakou ohranicenou distribucni funkci W, H nebo A, pak F

patii do oboru atraktivity G.
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Diikaz. Dikaz lze najit v monografii [22].
U

Dosud bylo ukézano, ze mnohorozmérné EV rozdéleni je charakterizovano EV indexy mar-
ginalnich EV rozdéleni a spektralni mirou charakterizujici zavislostni strukturu mezi veli¢i-
nami. Neexistuje tedy exaktni parametrizace mnohorozmérného EV rozdéleni. Jako vhodny
pristup k odhadu zavislostni struktury se jevi pouziti neparametrickych metod. Rozsah-
lejsi analyza mnohorozmérnych extrému vsak jiz presahuje ramec této prace. Dalsi vysledky

z teorie mnohorozmérnych extrémi lze najit napiiklad v [8, 15, 22, 59].
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Zaver

Dizertac¢ni prace je zaméfena na rozdéleni extrémnich hodnot a jejich aplikace. Jelikoz neni
v soucasné dobé dostupnéa zadna ¢esky psana monografie s touto tematikou, jsou v praci
shrnuty zakladni poznatky z teorie extrémnich hodnot pro jednorozmérna a dvourozmérna
pozorovani. Vzhledem k aplikacim EV rozdéleni v této praci a dostupnosti realnych dat je
nejvétsi pozornost vénovana jednorozmérnému piipadu.

Nejprve jsou v praci shrnuty zakladni myslenky teorie extrémnich hodnot pro jednoroz-
mérné pozorovani. Pfedevsim je zde uvedena a dokézana limitni véta pro rozdéleni maxim,
coZ je analogie centralni limitni véty pro rozdéleni vybérovych primérta. Ukéazalo se, Ze
limitni rozdéleni muze byt jednoho ze t¥i typu (Gumbelovo, Fréchetovo, Weibullovo). Déle
bylo pro 18 vybranych rozdéleni pravdépodobnosti dokazano, ze patii do oboru atraktivity
nékterého ze tii uvedenych limitnich rozdéleni. Nasledné byly pfedstaveny a odvozeny dva
modely pro odhady parametrickych funkci rozdéleni extrémnich hodnot. Prvni je model
blokovych maxim vychéazejici z GEV rozdéleni, které je zobecnénim tii vySe uvedenych
limitnich rozdéleni. Dale bylo ukazano, Ze za jistych predpokladu je mozné prejit od mo-
delu blokovych maxim k tzv. prahovému modelu, ktery je zaloZen na zobecnéném Paretové
rozdéleni.

Aby bylo mozné vySe uvedené modely vyuzit pro analyzu realnych dat, byla dalsi
pozornost vénovana metodam odhadu parametrui GEV rozdéleni a zobecnéného Paretova
rozdéleni. Pro uvedené rozdéleni byly odvozeny odhady parametri metodou maximélni vé-
rohodnosti, véetné odvozeni rozptylta téchto odhadu vychazejicich z vybérové FIM, a me-
todou pravdépodobnostné vazenych momenti. Za tcelem testovani adekvatnosti pouziti
vyge uvedenych modeld byly stru¢né popsany vybrané testy dobré shody (Pearsontv x?
test, Kolmogoroviv-Smirnoviuv test, Andersoniv-Darlingiv test) a asymptotické testy vy-
chézejici z teorie maximalni vérohodnosti véetné testi s rusivymi parametry.

Popsané metody byly déle pouzity k analyze realnych hydrologickych dat. Nejprve byly
popsany dvé vzorkovaci techniky (AMS, PDS) slouzici k sestaveni statistického souboru
hydrologickych dat, které se nejc¢astéji pouzivaji v hydrologii. Nasledné byly uzitim metody
PDS a zobecnéného Paretova rozdéleni modelovany thrny destovych srazek v brnénském
regionu. Tato aplikace EV rozdéleni byla motivovana potiebou aktualizace hydrologickych
podkladi pro tvorbu méstského odvodnéni a vychazi z autorovych praci [49, 50, 75].

Dalsi pozornost byla vénovana statistické inferenci pro vybrana cenzorované rozdé-
leni z oboru atraktivity Gumbelova rozdéleni, protoze Gumbelova tiida se v praxi ¢asto
vyskytuje. Tato ¢ast prace vychazi zejména z autorovych praci [33, 34, 35| a byla moti-
vovana potfebou analyzovat realna chemickd data, ktera jsou reprezentovana dvojnasobné
zleva cenzorovanym vybérem s cenzorovanim typu I. JelikoZ dosud nebyly dostupné zadné
statistické metody, které by bylo mozné snadno aplikovat na tento typ dat, byly vyvinuty

nové metody pro analyzu mnohonasobné zleva cenzorovanych vybéri z exponenciélniho
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a Weibullova rozdéleni. Pro obé cenzorovana rozdéleni byly odvozeny odhady parametrii
metodou maximalni vérohodnosti, véetné odvozeni rozptylt téchto odhadii vychézejicich
nejen z vybérové FIM, ale i z ocekavané FIM, ktera ma, jak se ukazalo, lepsi asymptotické
vlastnosti. Odvozend metodika pro analyzu jednoho vybéru byla déle rozsifena pro dva
nezavislé cenzorované vybéry. Aby bylo moZné mezi sebou porovnat dva nezavislé mnoho-
nasobné zleva cenzorované vybéry z exponencidlntho a Weibullova rozdéleni, byly odvozeny
prislusné testovaci statistiky, které vychazi z asymptotickych testi s rusSivymi parametry.
Testy s rusivymi parametry jsou v pfipadé necenzorovanych vybéri pomérné zndmou sta-
tistickou technikou (viz napt. [5]). Zde v8ak bylo jejich pouziti rozsifeno pro mnohonésobné
zleva cenzorované vybéry z exponencialniho a Weibullova rozdéleni.

Vyvinuté metody byly pocitacové implementovany v prostiedi Matlab a nasledné po-
uzity ke zpracovani redlnych chemickych dat. Konkrétné se jednalo o analyzu koncentraci
syntetickych musk slou¢enin, které vychéazelo zejména z autorovych praci |36, 37]. Pouzitim
metod na porovnan{ dvou nezévislych cenzorovanych vybéra bylo ukazano, ze vliv COV na
koncentraci musk slouc¢enin v rybi tkani je zanedbatelny. Celkové se tedy ukazalo, Zze od-
vozené metody jsou dobie pouzitelné pro zpracovani chemickych ¢i environmentalnich dat,
kteréd jsou reprezentovana mnohonasobné zleva cenzorovanym vybérem z exponencialniho
a Weibullova rozdéleni.

V ramci této prace byl také vytvoren demonstracni software pro rozdéleni extrémnich
hodnot, ktery umoznuje uzivateli ziskat zakladni predstavu o tvaru EV rozdéleni a o rozdé-
lenich z jejich oboru atraktivity. Pomoci tohoto softwaru je také mozné posoudit rychlost

konvergence daného rozdéleni k piislusnému limitnimu EV rozdéleni.
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Dodatky






A Odvozeni EV indexii

Tato kapitola je vénovana ovéfeni von Misesovy podminky (1.26) a také s tim spojenému

odvozeni EV indexi pro rozdéleni z tabulek 1.1-1.3. Pfipomenme, Ze je nutné urcit limitu

i () =

kde v je EV index, ktery je roven nule pro rozdéleni patiici do oboru atraktivity Gumbelova

rozdéleni.

Rozdeleni z oboru atraktivity Gumbelova rozdeleni

Véta A.1. Uvazujme Benktanderovo (typ II) rozdéleni s parametry o > 0, 0 < § < 1,

distribucni funkci

Fla) = 1 — 2 lexp (% - %{Lﬂ> pro x > 1,
0 pro x < 1,
a hustotou
fo) = (1 -8+ az?)z?2exp (% - %:W) pro x > 1,
0 pro xz < 1.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = 0.

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

7’ lexp (% — ﬂx5>

li B I { T ]'
v = 1m T I
“1oo 1 (1 — B+ aaf)zh-2 exp (% — %x6> zloo |1 — B+ axP
_1-f+as’ —apz’® . (1-B+a—af)s’
= lim = lim 0.
afoo (1= 3+ axf)? stoo (1 — 3+ azh)?

O

Veéta A.2. Uvazuyme Weibullovo rozdélend s parametry X > 0, 7 > 0, distribucni funkci

1—e* proz >0,
0 pro x < 0,

a hustotou
At le™" pro x > 0,
flax) =
0 pro x < 0.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = 0.
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Diikaz. Dosazenim hustoty a distribuéni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

T / 1—7\ '/ _r
1 —

zloo | AT le—A2”

Véta A.3. Uvazujme exponencidlni rozdéleni s parametrem \ > 0, distribucni funkci

F(x) =

1—e™ proz >0,
0 pro x < 0,

a hustotou

Ae ™ pro x >0,
flax) =
0 pro x < 0.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = 0.

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribuéni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

Véta A.4. UvazZuyme gama rozdéleni s parametry A > 0, m > 0, distribucni funkci

1— [ 2=tmle=M dt pro x > 0,

0 pro x <0,
a hustotou
AT om—1,—X\x
=z e pro x > 0,
fla)=q ™
0 pro x <0,

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = 0.

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribuéni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

00 A am—1,—Xt ! m 2
fm F(m)t € dt] _ 1 1 {_ |: A xm—le—)\m:|
:|2

| et at] | o = gt Ao }

— lim{ —1—(m— DA™ (m)ame { /x mtm—le—kt dt]

zToo



1—mF 1-m Az /OO " m— 1 —At
+ A (m)z~"e { ’ —F(m)t dt] }

O A™ m—1 —)\t
fm F(m)t dt 1
= —1—(m—1)A"T(m) liTm o + A" (m)
z] oo Py
0 A™ ym—1 —)\t
=t dt
x lim [fm I(m) —m ]
zToo T
l.m—le—)\m )\xm—le—)\m
= -1 — 1)1 — i
+ (m )mng |:e_)\;g (ml.m—l _ )\l.m):| mng |:e—)\m (mxm—Q _ xm—Q _ )\xm—l)

1 A
— 14 (m—1Ii — —0.
+(m )mlTrglo (m — )\x) #Too (mx—l -zl - A) !

Veéta A.5. Uvazugme logistické rozdéleni s distribucni funkci
F(zx)=1 ! e R,
x) = T o pro x

a hustotou
efE

(1+e7)’
Pak EV index tohoto rozdéleni je v = 0.

fx) =

pro z € R.

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

1 ! /
= 1 - 1
v = lim |22 = lim ey - lim | —— ) =0.
xToo Tron)? xToo e’ xToo e’

lze odvodit

O

Véta A.6. Uvazuyme lognormdlni rozdéleni s parametry p € R, o > 0, distribucni funkci

1— [~ \/ﬂat [ (11121572#} dt proz >0,
0 pro x <0,

Fr) =

a hustotou

1 (In z—p)?
exp [—T} pro x > 0,
f(l’) — 2mox

0 pro z < 0.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = 0.

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami
lze odvodit

(In t—p)? !
v = lim f mgt [ 2t } < = lim !
- zToo 1 (h’l"ﬂ— )2 o zToo nr— 2 2
2mox €xp [_ 20'2# :| { Qiro‘m €Xp [_ ¢ 20-2#) :| }
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1 (Inz — (Int — p)°
8 { B { 2rox P [ T] } \/ﬁat P [_T‘Q] at
1 (Inz — p)? (Inz — p) (Inz — p)?
e | e 5

(Inz — Int — u)?
= l1m{—1+\/ 2 aexp[ ne ] \/Q_t exp [_%] dt
o

IEOO

+ fﬂ) (Inz — p)exp [(lnxf—] \/%at exp [—%] dt}
[ (lnt ,u :| dt

I
= —1++/(27)o lim mgt

zToo exp [_ (ln;;y) :|
(Int
(2m) . S \/ﬁat [ % = } d
———= lim =
g xToo exp[——g—(ln;—“) ]
Inz—p
~Lexp [_%}
= — 1+ lim 5
“1o | = (Inz — p) exp [—%}
nr— 2
1 —3 ©Xp [—%}
+ — lim >
o2 xToo 1 exp [_ (Inz—p) :| [L _ 1 :|
x 202 o2 (lnm—#)z
1 1 1 1
= —1+40%lim + — lim =14+ —0¢%=0.
efoo \Inw — 02 2o [L_ 1 } o2
o (na—p)’

Rozdeleni z oboru atraktivity Fréchetova rozdeleni

Véta A.7. Uvazujme Paretovo rozdeéleni s parametrem o > 0, distribucni funkci

1l—27™ prozxz>1,
F(a:):{ P

0 pro x <1,
a hustotou
ax~* ' prox > 1,
flax) =
0 pro z < 1.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = é

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribuéni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami
i N |
= lim =—.
7= zloo \ ax—a~! o
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Véta A.8. Uvazujme zobecnéné Paretovo rozdéleni s parametry & > 0, o > 0, distribucni

funkct
1
1— (14 )¢ >0,
F(z) = ( + U) pro x
0 pro x <0,
a hustotou )
L(14+ &) proa>0,
f(.'l?) — o ( cr)
0 pro x < 0.

Pak EV index tohoto rozdélent je v = §.

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

O

Véta A.9. Uvazujme Burrovo (typ XII) rozdéleni s parametry n > 0, A > 0, 7 > 0,

distribucni funkct

A
_(_m
Fla) = 1 (WHT) pro x > 0,

0 pro z <0,
a hustotou \
A1 n
@) = Ew (UHT) pro x > 0,
0 pro x < 0.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = ;—T

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tipravami

lze odvodit

( : )A n ™\
+ax7 +x
Y 11m #Hl (,X - Il) #Dl

oo | \ppr—1 n A
L nt+xT n+a’

=lim | — + —
afoo | ATZT AT

Ui
ATeT1

X

Ty

y

O

Véta A.10. Uvazujme Burrovo (typ III) rozdéleni s parametry n > 0, A > 0, 7 > 0,

distribucni funkct

A
<n+Z—T) pro xz > 0,

0 pro z < 0,

F(x)=
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a hustotou

Pak EV index tohoto rozdéleni je v =

A
AT(?H—Z_T) e !
f(z) = TR pro z > 0,

0 pro z < 0.

1
i

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribuéni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

n+a’

n+x (n+ :1:—7)2

v = lim < = lim 5
zToo | Ar ?7_7_ p—T—1 z] oo n A I
(n+z 27_ AT(?H—I—T) v
n+x ——
A 1 ? 2.2 A 2 2
n —T— A n —27—
AT (n+r—f> T " AT (n+r—T> T

= lim ¢ —

AT(—7 — 1) (W+Z_T>/\ T2 (n+aT) + AP (W+Z_T>/\ x272
(n+a7)°

) ) e
B o ()
LG o Gy

+

) )
o (=) (7
.Y
0 -2 (n+ax")a” (n+Z_T> (n+a )"
zToo B (m) + A B A

1 -2 —A —A
lim — | =\7 ( il ) +nra’ ( il ) + 7 ( il ) —nraz’
zloo \T n+a 7 n+a 7 n+a 7
-2 —A —A
—7‘—|—77IET( 7 ) +( i ) —77$T—1—T( i ) +7
n+a T n+a T n+a T

DY
—Him( i ) 1
zloo \ N+ 77




1 ' . —A ' . Y
=—<1 T -1 =A 1 T -1
AT {lerglo e <(77 + x_7> ] T lerglo e <(77 + x_7>
( B Y 7
n
1 ) (n+m— > —1
=5, 0+ 0 lim T — A7
\ L .
( —A
M)
1 . ntaT 1
- ] - A _ -
AT (n+17) leI;lo n+ax T AT AT {(77 ) )\T] T
\ L

1— ﬁm2t2 11+mt 2 dt I'Ol’>0,
Fwy = PR e ()T ) b
0 pro x <0,
a hustotou
M) oy B B mp)
~ 2L (D) 2 g2 14+ 2z 2 rox >0,
fa) = { T ()T R T
0 pro x <0

Pak EV index tohoto rozdeéleni je v = %

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

_ n m man /
foo 1"51%2 (m)? t%—l (1 + mt) 2 d¢
— © r(3)r(z) \r n
T= mlTIoIé r(mpn) (m)% -1 (1 I mx) min
L r(3)riz) M n
. 1
" ot o) ;
wee (=" m 5, mo m -
rer ()7 e () ]

F(m;—n m\ % m_q _MTM
X{‘ F@ﬁﬁg(z>x2 (1+5) ]
[ TR g el m oy
e G5 o
[ () (e ()
L(=32) m 3+ m+n\ m, =
+r(%)r(g)(ﬁ (_ ;)“ (1+52) ]}
) (s) rmy—% /m m min
B o DM CRDEI GRS



- ) (5
o0 F(%) m\)% F-1 m —mn
x lim L ey () t% (43 «
(1+20)"F
F(5)T(5) qm\—2+ (m+n
. ﬁ(z”i"())(?> ( 2+)

Véta A.12. UvaZujme inverzni gama rozdéleni s parametry o > 0, X > 0, distribucni

funkct

o) 1— [~ %t_a_l exp (—2) dt pro x >0,
€Tr) =
0 pro x <0,

a hustotou

fa) = %x_a_l exp (—2) pro z >0,
0 pro z < 0.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = é
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Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

[ e
zToo r( );1: o— 1exp(

Hly 8>

)dt]' | 1

N ) PR
[l (2

[(—a — 1) x> Zexp (—%) \oFlp=a=3 exp (—%)] }

X

[(a) [(a)

=t -r e e (3) [ e (-2) af
o (2) [t (1) @ |

IR Yexp (=2) dt 2t lexp (—2) dt
— 1+ (a i 1) lim fm T'(a) . ( m) — lim fm T'(a) . ( m)
wlee Aol (o) z™ exp(%) A—ot D (o)1 exp(%)

1 2 1
= -1 1) 1i —lim | —%—~ | =-1 1)— =
ot 1) ;) lm<a_1 ;) tlatlg

zToo

0J

Veéta A.13. Uvazujyme logaritmické gama rozdélent s parametry a > 0, X > 0, distribucni
funkct

1— [ 25 j(Int)ete A=ldt pro o > 1,

F({L’) _ z T(a)
0 pro x <1,
a hustotou
fa) = F—)(ln ) tz=*1 proxz > 1,
0 pro z < 1.

Pak EV index tohoto rozdeéleni je v = %

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

0o )\ a—11-X—1 !
+ = lim [fm T(a) (Int)*—*¢ dt] i 1
zToo A 1 a—1p—A-1 zToo a Tl e e
r(a)(n(E) Y [I‘?a) (ln:l?) Lp=2X 1}

X { - {F?Z) (lnx)a_la:_’\_l] o {/:o F?Z) (Int)*~ 1>t dt}

(@ — D) X¥(Inx)* 22722 (=X = DA(Inzx)* tp=A2
: { I(a) i [(a) ] }
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= glngrglo { —1—(a— DA D(a)(Inz) %z {/:0 13(\;) (Int)* 121 dt]

+ A+ DA (o) (Inz) "o 2 {/:0 13(\;) ) e dt] }

i (lnt)a A 1dt]

z T(a)

= —1—(a—1)lim[

zToo
A% (Ip¢)e1g= A1 dt
+(A+1)lim [fm Yol f ]

efoo A~ (a)(Inz)—atlgh

al"(a)(ln x) oA

1 1 1
= —1—(a—1)lim | 22— Dlim | ——— ) = -1 1)— =~
(o )IOO(A__)+(A+ )IITIOIé(l__a+)\> + (A + )A

Inzx Inzx

Véta A.14. Uvazujme Fréchetovo rozdéleni s parametrem o > 0, distribucni funkci

exp (—x™¢ rox > 0,
Fl) = p( ) P
0 pro x <0,

a hustotou
—~lexp(—27%) proz >0,
0 pro x < 0.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = é

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribuéni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

1 —exp (—z7%) )}’ , 1

— — = lim — ——
ar=*lexp (—z~ zioo [zt exp (—z~®)]

X { — [z Texp (—x_a)}z — [1—exp (—27%)]

'y:hm{

zToo

X [a(—a — 1)z Pexp (—27%) + &’z P exp (—27) ] }

~ lim { —1 e e () [ exp (—a7)] —exp () [1 —exp (—x—a)] }

zToo

(0] zToo zToo

= -1+ atl lim [1 — expl(—a:)_a)] — lim {exp ( ) [1 — exp (—x_a)}}

% exp(x—™

1 1 1 1
42t lim( ):—1+O‘Jr _——
a zloo \ 1 —x—@ « Q
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Rozdeleni z oboru atraktivity Weibullova rozdeleni

Véta A.15. UvazZuyme rovnomerné rozdélent s distribucni funkci

1 pro x > x¥,
Flx)=¢ o —2*+1 proz*—1<uz <,
0 prox < zx*—1,

a hustotou

1 proz™—1<x<a¥,
flx) = )
0 jinde.

Pak EV index tohoto rozdeéleni je v = —1.

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami
o=z
= lim =—1.

Veéta A.16. UvazZuyme beta rozdeleni s parametry p > 0, ¢ > 0, distribucni funkct

lze odvodit

1 pro r > x¥,
F(z) = f1 (z*—x) rF(;pF?J)t” "1—t)'dt proz* —1<az <a*,
0 prox < x* —1,
a hustotou
L(p+q) RN -2 S e | . .
f(z) =¢ TWI@ 1= (2" —2)" (" —2)" proz"—1<wz<ar,

0 jinde.
Pak EV index tohoto rozdeéleni je v = —é.

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

L(p+q) '
. { fl (z*—x) F(ppl"?q)tp 1(1 _t)q tdt }

= lim
T e o L= (@ = )P (@t —2)!
1
= lim .
S T
3 =1/ x q—1 ?
x{—{%[l—(x*—@]p (2" — ) }
e I'p+a) p1y o1, J T+ T P
/1 (@) () (g T)T(a) (-1 dt{r(p)F(q) (p— 1= W )



' PO+ 1y parqp o LOT@ ey
X/Hm _I)F(p)F(q)t S dHT(er (=1t ={ L

' F(p + q) p—1 _ 1\g—1

R 77 ) PR %) [ ooy Tt (1 — £)7 Nt
- L(p+q) v 1)9%%*{ (x* —x)?
I(p)(q) F o) Tt (L = )t
T =
_ @YD 4y Ji (@ —a) &2”??3)# Y1 —t)rtde
=~ 1Fo7a (p 1)iw{ Epym——
~ ity (@ — @)1 - (@ - l‘>]p_l}
—q (:17* _ x)q—l
+(q—1>i%21{ [1_(91;(;)]_;)9?_@ - }
T e e o SUREE
= _1+(q_1)1:_1.
¢ q

Ul

Véta A.17. UvazZujme reverzni Burrovo rozdéleni s parametry 3 > 0, A > 0, 7 > 0,

distribucni funkct
A
B8 *
=1 1 etee] poe<a
1 pro x > x*,

a hustotou

Ar(z*—z) "7t [ 8
flz) = Bt(z*—2)"" | Bt+(z*—w

0 pro x > z*.

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = —/\i.

T

A
)_T} pro x < x*,

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribuéni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

/

v = lim [WP 5+(x*—x)_7],

A = —7—1
alz* Ar(m*—m—f—l[ 5 } alz* | A7 (2% — )
B+ (z*—x)™7 B+(z*—x)™"
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L Br+1) (@ —x) 17 _ 1
_ilﬁ?{ AT N

+
zlz* | \1 (g[;* — x)_T_l AT

g (w*—w)}'

Véta A.18. Uvazujme extremdlni Weibullovo rozdéleni s parametrem o« > 0, distribucni

funkct
exp [— (z* — x)*] pro x < ¥,
py = e0l=@ =2 p
1 pro x > x*,
a hustotou
a(z* —2)* texp[— (z* — x)%] proz < z*,
f(z) =
0 pro x > z*.

1
=

Pak EV index tohoto rozdéleni je v = —

Diikaz. Dosazenim hustoty a distribu¢ni funkce do vztahu (1.26) a postupnymi tpravami

lze odvodit

) 1 —exp[— (z* — 2)%] Lo 1
= lim = lim
7T e {a (2% — 2)* Texp[— (z* — 2)7 } 2o Lo (2% — 1) exp [— (% — x)a]}z

X { —{a(@ =) Texp - (" —2)")} — {1 - exp [ (2" — 2)]}

X { —ala—1)(z" —2)* Pexp[— (z" — )] +® (z* — 2)** Zexp [— (2% — 2)°] }}

zlx*

= lim { -1+ a; ! (2" — ) Yexp[(z* —2)"]| {1 —exp [— (=¥ — 2)°|}

— exp[(z* — 2)"] {1l —exp[— (z" — 2)"]} }

a1 el =0 {1 —exp|— (" —2)]}
R iw*{ (z* — ) }

— lim { exp [(z* — z)*]{1 — exp [— (z* — 2)“]} }

zla*

a—1 a—1 1
I )% = -1 ——
mlTrﬁeXp[(x x)"] + - 5

= —1+

«
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B Software EVDgraph a EVDsim

Tato kapitola vychazi z autorovy préce [32] a je vénovana popisu vytvofenych demonstrac-
nich softwart pro rozdéleni extrémnich hodnot. Software EVDgraph umoznuje uzivateli
ziskat zakladni pfedstavu o tvaru EV rozdéleni a o rozdélenich z jejich oboru atraktivity.
Pomoci softwaru EVDsim je mozné posoudit rychlost konvergence daného rozdéleni k p¥i-
slusnému limitnimu EV rozdéleni. Dale je mozné ziskat zakladni predstavu, jak velké musi
byt bloky, z nichz se pocitaji blokova maxima, a jaky musi byt jejich pocet, aby konvergence
k limitnimu EV rozdéleni byla dostate¢né kvalitni.

Ke spravné funkénosti programu je nutny Matlab se statistickym toolboxem (testo-
vano na verzi R2011a). Oba produkty jsou dostupné na adrese:
http://dl.dropbox.com/u/32398211/EVDgraph.zip,
http://dl.dropbox.com/u/32398211/EVDsim.zip.

Bl evograpn EI=E] B evosim
— Wyber rozoéleni
— Wyber rozdélen-
@ Typ | (Gumbel) Gama -
) Typ | (Gumbel) )
() Typ Il {Fréchet) -
- 3 - =
@ Typl{Fréchet)  Burrovo Il - . ; e
: () Typ I (Weibully =
©) Typ Il (Aeibully j:
=
— Parametry L
]
=
— Parametry n Jambds Tgu
5
Teta Ty Uambdla 2 0s =
1 3 3
— Mastaveni
Poet blokl: 500
Rozsshnaose ¥ —7mM8 ———————————
’7 %1 0 xn| g Madmaini pocet prekd v bloka: | 10 x
N Hiading vyznamnosti 005 1
“yber Glohu
Prodieva mezi teracemi: 00s
\iykreslit grafy 100 .
— ko B
Natist
Nahodny - [ st | [ sop | [ monee | 06
UloZtt
=
il
Hustota f(x) — Prlidh simulace——————— 04
Distribuéni funkce F(x) Pocet prokl v bloku: 2
[ Rizikova funkee s(x) Kolmagaraw-Sthirnoy test: a 0.2
[] Funkee pFeziti S(x) Chi2 test: 1}
= 0..nezamitd, 1...zamitd 0 L L L L L
Zavii grafy 5 0 5 10 15 20 25
@ Michal Fusek 2010 @ Michal Fusek 2010 X
(a) EVDgraph (b) EVDsim

Obréazek B.1: Demonstracni programy.

Program EVDgraph

Program EVDgraph (viz obrazek B.1(a)) slouzi ke grafickému znazornéni rozdéleni z oboru

atraktivity EV rozdéleni, ktera jsou uvedena v tabulkach 1.1-1.3.
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http://dl.dropbox.com/u/32398211/EVDsim.zip

Spusteni

Po spusténi Matlabu se do ptikazového fadku napise EVDgraph. Je vSak nutné se nachéazet

v adreséfi s programem. Dale budou popsany jednotlivé funkce.

Popis programu

Program je rozclenén na nékolik ¢asti. V sekci Vyber rozdélent lze zvolit jeden ze tii typu EV

rozdéleni (Gumbelovo, Fréchetovo, Weibullovo). V zavislosti na volbé se otevie podnabidka

rozdéleni patiicich do oboru atraktivity zvoleného EV rozdéleni. V sekci Parametry se

zobrazi parametry piislusné danému rozdéleni, jejichz hodnoty lze podle potieby ménit.

V sekci Rozsah na ose x lze zvolit rozsah na ose x pri vykreslovani grafi. Konecné v sekci

Vyber wlohu lze pro dané rozdéleni zvolit nésledujici tlohy:

(a)

Vykreslit grafy
Vykresli zvolené funkce, tedy hustotu f(x), distribu¢ni funkci F'(z), rizikovou funkeci
s(z) = f(z)/(1 — F(x)), pfipadné funkei preziti S(z) = 1 — F/(z), vybraného rozdéleni

s prislusnymi parametry.

Histogram

Vykresli histogram ze vstupniho datového vektoru a prolozi jej hustotou zvoleného
rozdéleni. Neznamé parametry rozdéleni jsou odhadnuty metodou maximalni vérohod-
nosti ze vstupniho souboru a jejich hodnoty se zobrazi v sekci Parametry. Ve vétsiné
piipadu je vypocet MV odhadt numericky stabilni. Nicméné se miize stat, ze pii né-
kterych hodnotach parametriu, jejichz odhad vyzaduje specialni numerické postupy, se

mohou kviili nizké podminénosti tlohy objevit numerické obtize.

Jako vstupni vektor je mozné vybrat bud nahodny vybér rozsahu n ze zvoleného roz-
déleni, nebo nacist data z externiho txt souboru. Data v souboru musi byt ve sloupci
a desetinna mista musi byt oddélena teckou misto ¢arky. Pokud se zvoli vstupni vektor
nédhodny, program vygeneruje ndhodny vybér ze zvoleného rozdéleni, ktery je mozné
po vykresleni histogramu ulozit do externtho txt souboru a uchovat jej pro pozdéjsi
vyuziti. Program tedy miize slouzit i jako generator ndhodnych ¢isel z vybraného roz-
déleni s piislusnymi parametry. Nahodné, presnéji pseudondhodna, ¢isla jsou genero-
vana s vyuzitim kvantilové funkce a pseudonahodnych ¢isel z rovnomérného rozdéleni

(metoda inverse transform sampling).

Q-Q plot

Vykresli Q-Q plot, ktery porovnava zavislost teoretickych kvantili zvoleného rozdéleni
a empirickych kvantili vstupniho vektoru. Nezndmé parametry rozdéleni jsou opét
odhadovany metodou maximéalni vérohodnosti ze vstupniho vektoru a jejich hodnoty

se zobrazi v sekci Parametry.

Samoziejmosti je moznost uloZeni veskerych grafickych vystupii.
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Program EVDsim

Program EVDsim (viz obrazek B.1(b)) slouzi ke grafickému znazornéni rychlosti konver-
gence rozdéleni z oboru atraktivity EV rozdéleni k danému rozdéleni limitnimu (Gumbe-

lovo, Fréchetovo, Weibullovo).

Spusteni
Po spusténi Matlabu se do prikazového rfadku napiSe EVDsim. Je vSak nutné se nachazet

v adresafi s programem. Dale budou popsany jednotlivé funkce.

Popis programu

Program je opét rozclenén na nékolik ¢asti, pricemz sekce shodné s programem EVDgraph
jiz nebudou uvedeny. V sekci Nastaveni lze zvolit pocet blokti, maximélni velikost bloku
(pocet prvki, ze kterych se po¢itd maximum), hladinu vyznamnosti pro testovani hypotéz
a prodlevu mezi jednotlivymi iteracemi. Sekce Pribéh simulace informuje o velikosti bloku
v dané iteraci a také o vysledcich testt dobré shody (Pearsontv y? test a K-S test).
Simulace probiha bud do doby, nez dojde ke konvergenci rozdéleni vybérovych maxim
k limitnimu rozdéleni (coZ v tomto pfipadé znamena, ze oba testy dobré shody nezami-
taji hypotézu, ze vybér pochazi z daného limitniho rozdéleni, na dané hladiné vyznam-
nosti), anebo nez je dosaZeno zvolené maximalni velikosti bloku. Na grafech je pak vidét
piipadna shoda mezi histogramem a hustotou limitniho rozdéleni a mezi empirickou dis-

tribu¢ni funkci ndhodného vybéru a distribucni funkei limitniho rozdéleni.
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C Prehled programi k analyze cenzorovanych vybera

expfit_oneS.m vypocet MV odhadu parametru A dvojnésobné zleva cenzoro-
vaného vybéru z exponencidlniho rozdéleni

expfit_twoS.m vypocet MV odhadu parametri a, A sdruzeného dvojnésobné
zleva cenzorovaného vybéru z exponencialniho rozdéleni

wblfit_oneS.m vypocet MV odhadu parametru A\, 7 dvojnasobné zleva cenzo-
rovaného vybéru z Weibullova rozdéleni

wblfit_twoS.m vypocet MV odhadu parametru «, 3, A, 7 sdruzeného dvojna-
sobné zleva cenzorovaného vybéru z Weibullova rozdéleni

histExpWbl.m  vykresleni histogramu pro dvojnasobné zleva cenzorovany vybér
a prolozeni histogramu hustotou exponencialniho a Weibullova
rozdéleni

wb1lTOexp.m testovani hypotézy o piipustnosti nahrazeni dvojnésobné zleva
cenzorovaného Weibullova rozdéleni exponencialnim rozdélenim

compExp .m testovani hypotézy o shodnosti rozdéleni dvou nezavislych dvoj-
nasobné zleva cenzorovanych vybéri z exponencialniho rozdeé-
leni

compWbl .m testovani hypotézy o shodnosti rozdéleni dvou nezavislych dvoj-

nasobné zleva cenzorovanych vybéri z Weibullova rozdéleni
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Seznam symbolt a zkratek

Symboly

FG distribu¢ni funkce
I9 hustota
O (x) distribuéni funkce normovaného normélniho rozdéleni N(0; 1)
X ~N(0;1) X je nahodné veli¢ina s rozdélenim N(0; 1)
x* pravy koncovy bod rozdéleni
h— zleva spojita inverzni funkce k funkci h
Fe kvantilova funkce
U(t) kvantilova funkce chvostu
| 1] cela Cast t
y EV index
D(G) obor atraktivity distribuéni funkce G
~ aproximace
|4 varianéni (varian¢né-kovariancni) matice
J, o¢ekavana Fisherova informacéni matice
J, vybérovéa Fisherova informac¢ni matice
() J-ty prvek v usporadaném vybéru xq,...,x,
[(z) = [t te7"dt gama funkce
LN konvergence v distribuci
Yo = 0,57722 Eulerova konstanta

nebo

a zaroven
R, mnozina kladnych realnych ¢isel véetné nuly
R mnozina kladnych realnych ¢&isel
U H, A spektralni mira
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Zkratky

A-D test
AMS

Cov

EV rozdéleni
EV index
FIM

FMI

GEV rozdéleni
K-S test
LOD

LOQ

MV odhad
PDS

PVM odhad

Andersonuv-Darlinguv test

Annual maximum series

¢istirna odpadnich vod

rozdéleni extrémnich hodnot

index extrémni hodnoty

Fisherova informacni matice

Fisherova mira informace

zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot
Kolmogoroviuv-Smirnoviv test

mez detekce

mez stanovitelnosti

odhad metodou maximélni vérohodnosti
Partial duration series

odhad metodou pravdépodobnostné vazenych momenti
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