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ANOTACE

Prace je koncipovana jako struény ucebni text K pfedmétu Technicka
mechanika I na Pedagogické fakulté Jihodeské univerzity v Ceskych Budgjovicich.
tieni, kladky a kladkostroje. Teorie je doplnéna o piiklady s komentovanym feSenim,
u prutovych soustav je pocetni feSeni doplnéno i1 grafickym. Prace muze slouzit
vyucujicim pfedmétu pii pfipravé na vyuku a studentim pii samostudiu nebo piipravé

Kk riznym zkouskam ¢i testim.

2%

ANNOTATION

The thesis is intended as a brief teaching text for the course Technical
Mechanics 1 at the Faculty of Education of the University of South Bohemia in Ceské
Budgjovice. It includes the following topics: truss structures, centre of gravity, passive
resistances, friction, pulleys and pulley systems. The theory is supplemented by
examples with annotated solutions, in the case of truss structures the numerical solution
is accompanied by graphical solutions. The work can be used by the teachers of the
subject in preparation for classes as well as by students in self-study or preparation for

various exams or tests.
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1. UVOD PRACE

Cilem této bakalaiské prace je navdzat na mou piedchozi bakalaiskou praci
s nazvem Sbirka feSenych ptikladl ze statiky [1], kterou jsem vytvofila pii studiu oboru
Zaklady vyrobni techniky se zaméfenim na vzdélavani na Pedagogické fakulté
JihoCeské univerzity v Ceskych Budgjovicich. Hlavnim diivodem pro vybér tohoto
tématu byla snaha o doplnéni prace o témata, ktera nebyla v piedchozi kvalifikaéni
praci zahrnuta z divodu jejiho omezeného rozsahu. Rozhodujicim faktorem tak bylo
postihnuti celého obsahu vyu¢ovaného predmétu Technicka mechanika I — Statika.

Pfi prochézeni témat, ktera jsem chtéla ve své praci priblizit, jsem se na jedné
strané setkala s dostatecnym mnozstvim odbornych knih bohatych na informace tykajici
se statiky z fyzikalniho pohledu, ale také se sbirkami plnymi ptikladd. V nich Ize nalézt
priklady zadané k procviceni probirané latky bez uvedeni jejich vysledkii a postupii
feSeni, ptiklady s uvedenymi vysledky bez postupu jejich ziskani, ale i priklady feSené,
bohuzel ne podrobnym, nazornym a pochopitelnym zpisobem. Na druhou stranu
u nékterych témat bylo velmi tézké dohledat 1 kvalitné zpracovanou teorii, kterd by byla
vhodné doplnéna ilustrativnimi ptiklady na demonstraci nazna¢enych postupt feseni.
Z tohoto divodu bych chtéla, aby tato prace slouzila jako ucebni material pro
samostudium nebo pomocny text pro vyucéujici.

Vlastni text prace bude sestaven z pohledu pedagoga s delsi pedagogickou praxi
a budu se snazit klast v postupech sméfujicich k vyfeseni piikladi diraz na dobrou
pochopitelnost, nazornost a srozumitelnost. Prace nebude délena standardnim zptisobem
na teoretickou a praktickou cast, ale bude koncipovana tak, ze na zacatku kazdého
tématu bude teorie, kterd bude obsahovat i nazorné obrazky a bude ihned doplnéna
nékolika priklady s podrobnéjsim komentovanym fesenim.

VétSina témat zahrnutych do této prace budou technické aplikace zakladnich
poznatk ze statiky, které byly soucasti pfedchozi bakalatrské prace. Konkrétné se jedna
0 vySetfovani obecné soustavy rovinnych sil, popf. hledani rovnovahy soustavy sil na
téleso pusobicich. Pfedpoklada se tak dobra znalost téchto postupt. Bude také nezbytné
uvést v prvni kapitole alespont souhrn zékladnich vztahli a rovnic potiebnych pro tvorbu
komentart feSeni piikladi. V mnohem mensi mife budou také uplatiovana graficka
feSeni, kterd by totiZ nepfinaSela nové poznatky ¢i dovednosti a pouze by netimérné

navySovala rozsah prace.



Pii vybéru ilustrativnich piikladli je mozné se inspirovat ve sbirkach uloh
z fyziky na zakladnich Skoléach ¢i sbirkach tloh z mechaniky pro stfedni odborné skoly,
popt. lze piiklady i vymyslet. To ma ovSem sva specifika a nalezitosti. Ptiklady by
alespon cCastecné¢ mely odpovidat realit¢ kazdodenniho zivota. V pfipad¢é zajimavych
vysledki je u prikladu tieba uvést i kratkou diskusi s ohledem na jejich praktické
vyuziti. U prikladi s grafickym feSenim je potieba volit zadani tak, aby se vSe veslo na
kreslici list, ale aby pfesto vSe zlstalo pichledné a srozumitelné. Pocetni feSeni musi byt
proveditelnd jednoduchym matematickym aparatem zahrnujicim feSeni linearnich
rovnic nebo jejich soustav ¢i zakladni znalosti geometrie v roving vcetné
goniometrickych funkci v pravouhlém trojihelniku. Z vlastni zkuSenosti totiz vim, ze
U studentli oboru technicka vychova nebyva znalost matematického aparatu na takové
urovni, jako napf. u studentil fyziky ¢i matematiky.

Jsem piesvédcena, Ze 1 tato sbirka feSenych ptikladi ze statiky opét nalezne
uplatnéni ve vyucovaci praxi nejen na stiednich odbornych Skolach s technickym
zaméfenim, ale 1 na vysokych Skolach a bude pfinosem jako ucebni text pro

samostudium.



2. ZAKLADNI POJMY

Statika je nauka, ktera se zabyva rovnovahou téles a nahrazovanim silovych
soustav [2]. Jedna se o Cast mechaniky zabyvajici se vzajemnym plsobenim téles.
Vzajemné pusobeni téles se vyjadiuje vzajemnym pusobenim sil, tedy silovymi ucinky.

Jednotlivé ulohy ve statice se fesi pocetné nebo graficky [3].

Tuhé téleso
je téleso, jehoz tvar ani objem se pusobenim libovolnych sil neméni. Sily
pusobici na téleso maji tedy jen pohybové ucinky. Je zavadéno pro zjednoduseni
vypoctil.

Pruzné téleso
je téleso, které se pusobenim vnéjsi sily deformuje. Pokud ale odstranime
pusobici silu, vraci se zpét do ptivodniho stavu, aniz by doslo k trvalé deformaci.
Nékdy se pouziva termin elastickd deformace.

Nepruzné téleso
je téleso, které pti pusobeni libovolnych sil zméni svij tvar a po odstranéni
téchto sil zlstane téleso zdeformované. Nékdy se pouziva termin trvald

(plasticka) deformace.

Zakladni velic¢iny a jejich jednotky

délka (I) — metr [m]

hmotnost (m) — kilogram [kg]

sila (F) — newton [N]

moment sily (M) — newton metr [N-m]

plocha (S) — metr &étvereéni [m?]

objem (V) — metr krychlovy [m?]

V technické praxi se Casto uZivaji tisicové nasobky nebo podily zakladnich
jednotek, napt. mm, km, MPa, kN atp.

V praci se vychazi ze znalosti postupu feSeni obecné rovinné soustavy sil a jejich
rovnovahy, ktery neni soucasti této prace a ktery Ize nalézt napt. v [1, 2]. Predpoklada
se tak znalost jak pocetniho fesSeni, tak feSeni grafického, a tedy i zplsobu tvorby

silovych a vldknovych obrazcii, coz nebude u jednotlivych ptikladd jiz podrobné



komentovano. Pro dalsi Gcely jsou niZe shrnuty jen zékladni vzorce potiebné k urceni
pocetniho feseni, na néz bude v komentatich k feseni jednotlivych tloh odkazovano.
Rozklad kazdé i-té sily F;na slozky

F;,, = F; - cosa;,

F, = F;-singq;, (D

kde F; je velikost a a; je smérovy thel sily I?'l-.

Slozky vyslednice F
E = ?:1 Fiy,
F, =YL Fy. (2)

Velikost vyslednice F

F = \JE? + FZ. 3)
Smérovy uhel w vyslednice F

tanw = i—y 4)

X

Moment M sily F vzhledem k po&atku O

M=% xF, (5)
jeho velikost je
M=r-F-sina, (6)

kde a je tihel obou vektoru.
Vysledny moment sil vzhledem k bodu O (s respektovanim smyslu otaceni)
M = Z?=1(xi “Fiy — ;i 'Fix) =x1 " Fiy =y Fix + % Fpy — 2
Fox + 4 X Foy — Yo" Fox, (7)
kde x;, y; jsou soutadnice puisobisté i-té sily ﬁi.
Rameno r,, nositelky vyslednice F
r=t ®
Silova rovnovaha
F=Y" F=F +F+-+E =0. 9)
Momentova rovnovaha

M=Y" M =M +M,++M, =0. (10)



3. PRUTOVE SOUSTAVY (PRIHRADOVE KONSTRUKCE)

Prutova soustava nebo také piihradova konstrukce je ¢asto pouzivané technické
feSeni pfi navrhovani nosnych konstrukci v riznych zatfizenich, strojich, objektech ¢i
budovach. Typickym piikladem jsou konstrukce mostl, stiech, jetdbd, nosnych ramui
stroju atd. Je to soustava vzpér a tahel, tzv. prutt, které jsou spojeny v jednom bod¢.
Takovy bod se nazyva sty¢nik. Sty¢niky oznacujeme podle poctu prutt spojenych ve
sty¢niku, dvojny, trojny atp.

Jednotlivé pruty jsou tvotfeny z ty¢i riznych prifezd, jejichz pficné rozméry jsou
oproti délce prutu velmi malé. Jedna se o stihlé konstrukéni prvky, které mohou byt
vyrobeny z lan, dratd, dievénych lati ¢i tramu, profilovych ocelovych ty¢i apod. Pti
zakreslovani pruty vyznaCujeme pouze carou. Z hlediska tuhosti celé piihradové
konstrukce je dulezité, aby jednotlivd pole soustavy méla tvar trojuhelniku, protoze
trojuhelnik se t€Zko deformuje, kdezto obdélnikovy nebo ¢tvercovy tvar se deformuje
mnohem snaze. Rikame, Ze pruty tak tvoii staticky uréité obrazce, tzn. nedochazi ke
zméné poloh jejich jednotlivych ¢lend, tvar soustavy se neméni. Pii vypoctech
piedpokladame, Ze pruty jsou spolu uchyceny kloubové (viz obr. 1) a namahany pouze
osovymi silami — tahem nebo tlakem. Vng;jsi sily mohou na konstrukei piisobit pouze ve
sty¢nicich. V praxi ¢asto kloubové ulozeni chybi. Pak ptfedpokladame, Zze se nosnik
v ramci pruznych deformaci mirné zdeformuje tak, ze se chova jako nosnik s klouby ve

sty¢nicich. Pak jsou pruty skute¢né naméhany podle zjisténych osovych sil.

Obr. 1: Kloubové spojeni prutu ptihradové konstrukce

Cilem feSeni prutovych soustav je zjistit reakce v ukotveni prutové soustavy
a stanoveni velikosti a smyslu sil plsobicich v jednotlivych prutech. Pokud je cela
soustava Vv rovnovaze, je v rovnovaze jakykoli jeji Clen, tzn. Ze jSOU V rovnovaze
viechny sily, jak vn&jsi, tak vnitini. ReSeni lze provadét podetné &i graficky a je dilezité

dodrzovat urcité postupy.
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3.1 Metoda sty¢nikova

Pocéetni FeSeni

Sty¢nikova metoda vyuzivd podminek rovnovahy v jednotlivych styCnicich.

Cely postup vypoctu prutové soustavy lze popsat v nékolika krocich:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Schematicky nakreslime prutovou soustavu a vyznacime vSechny pusobici
vngjsi sily, a to jak akéni (primarni), zatézujici konstrukci, tak reakéni
(sekundarni) v podporach uvad¢jicich soustavu do rovnovahy.
Provedeme kontrolu statické urcitosti. VSe zjistime dosazenim do obecné
rovnice

z =2k -3, (11)
kde k je pocet kloubti a z je pocet prutid (vzpér). Pokud se leva strana rovna
pravé, jednd se o konstrukei staticky urcitou, kde nedochédzi ke zméné polohy
a je tvarove stald. Mohou vSak nastat 1 pfipady, kdy se leva strana pravé rovnat
nebude, pak se jednd o prutovou soustavu staticky neurcitou. Tato prutova
soustava je tvarov¢ preurCend a nékteré vazby se piekryvaji — tato prutova
soustava je pohybliva.
Na zéklad€ podminek rovnovahy (9, 10) ur¢ime nezndmé vnéjsi sily, vétSinou se
jedna o reakce v podporach.
Oznacime si pruty a sty¢niky, kdy pruty znacime vétSinou arabskymi ¢islicemi
a sty¢niky fimskymi ¢islicemi.
Oznacime nezndmé osové sily ve styCnicich stejnymi indexy jako ma dany prut,
Vv jehoz sméru pusobi. Pfedpokladame, ze jsou tahové (sméfuji ze stycniku), ty
povazujeme za kladné. Pokud pfti vypoctech vyjde sila zaporna, jedna se o silu
tlakovou smétujici do sty¢niku.
Kazdy sty¢nik feSime jako rovnovahu soustavy sil o spolecném plsobisti.
Zaciname vZzdy fesSit od dvojného sty¢niku, kde plisobi zndma vné&jsi sila, mize
to byt i reakce. Do tohoto sty¢niku mohou vést maximaln¢ dva pruty
Sneznamymi osovymi silami, protoze mame pouze dv¢é rovnice (9)
posouvajicich sil (ve sméru osy x a y). Momentovou rovnovahu (10) nelze uzit,
protoze vSechny sily plsobi v daném sty¢niku (spole¢né pulsobisté), tj. maji
nulova ramena, a tedy i nulové momenty [4].
Po vyteSeni konkrétniho sty¢niku si do uvodniho nacrtku naznacime Sipky, které

znaci skutecné pusobeni sil z prutu na dany sty¢nik. K druhému konci prutu
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vyznalime Sipky, které naznacuji puasobeni sil prutu na druhy stycnik.
K ¢iselnému oznaceni prutu ptfidame znaménko plus, pokud se skutecné jedna
0 tah a minus, pokud ndm osova sila vysla tlakova.
Takto pokracujeme i u ostatnich stycniki.
8) Jestlize se dostaneme ke sty¢niku, kde mame vice neznamych, za¢neme fesit
jiny sty¢nik, kde mame neznamé pouze dvé a k danému sty¢niku se vratime
pozdéji.
9) Posledni sty¢nik feSime pouze pro kontrolu — osové sily v prutech uz zname
Z vypoctu ostatnich sty¢niki.
Grafické reSeni

Nejdiive graficky vyfeSime rovnovdahu wvnéjSich sil pomoci silového
a vlaknového obrazce, viz napt. v [1, 2]. Podstata grafického feseni osovych sil spociva
vtom, ze se postupné¢ graficky fe$i rovnovaha jednotlivych sty¢niki, tzn. Zze
sestrojujeme Vv jednom smyslu uzaviené silové obrazce pro jednotlivé sty¢niky. Silové
obrazce jednotlivych sty¢nikd poté pfidame k silovému obrazci vnéjSich sil, ale
nevyznacujeme smér sil pomoci Sipek, ale pouze znaménky u Ciselného oznaceni sil
(+ pro tah, — pro tlak). Takto nam vznikne tzv. Cremonuv diagram, nebo obrazec [5].
Stejné jako u pocetniho feSeni styénikovou metodou muizeme feSit pouze takovy
sty¢nik, ktery ma jen dvé neznamé osové sily danych smért. Silovych obrazci je tolik,
kolik ma prutové soustava kloubt. Posledni sty¢nik feSime pouze pro kontrolu. Vznikly
silovy obrazec posledniho sty¢niku nevnese do Cremonova diagramu nové informace,
pfislusné sily v ném jiz musi byt zaneseny z feSeni rovnovahy ptedchozich sty¢nikd.
Jako kontrolu spravnosti vytvoreni Cremonova diagramu je dobré ovéfit, zda se pruty

tvotici v prutové soustave trojuhelnik sbihaji v diagramu v jednom bodé.

Piiklad 1:
U prutové soustavy podle obr. 2 urCete sty¢nikovou metodou vSechny neznamé sily, tj.
reakce v podporach a osové sily jednotlivych prutd, je-li tiha zatéze nosniku G.

Jednotliva pole soustavy maji tvar rovnostranného trojihelniku o strané a.

12
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Obr. 2: Zadani ptikladu 1 (u vSech sil i jejich pfipadnych slozek je vyznacen pouze
predpokladany smér, nejsou tedy zakresleny v métitku; arabské ¢islice oznacuji
pruty, fimské ¢islice oznacuji sty¢niky)

ReSeni:

Provedeme kontrolu statické urcitosti dle rovnice (11)

z =2k -3,

kde k =5 je pocet sty¢niku (kloubll) a z = 7 je pocet prutl (vzpér).
7=2-5-3,
7=17,

tzn. soustava je staticky urcita.
Dale ur¢ime reakce v podporach na zakladé rovnic silové rovnovahy (9) rozepsané do
slozek a momentové rovnovahy (10)
Fy: + Ry =0,
FE,;: Ryy +Rg—G = 0.
M =M, + Mg + M, = 0.
Vzhledem k bodu A (viz obr. 2) plati
0+ Rg-2a—G-a=0,
Ry =2G.

Po dosazeni do silové rovnovahy ve sméru y dostaneme po tUprave

1
RAy == EG,

z ¢ehoz vyplyva
13



1
Ry= |RE +RZ, =16,

Oznacime jednotlivé pruty, sty¢niky a osové sily ve sty¢nicich (viz obr. 2). Jako sty¢nik
I ozna¢ime takovy, ve kterém je znama minimaln¢é jedna vnéjsi sila a zaroven jsou
V tomto sty¢niku maximalné dvé neznamé osové sily. Zvolime tedy sty¢nik v podpote
A. Dalsi sty¢niky v poradi volime libovoln¢. Zde celou konstrukei obchazime po sméru
chodu hodinovych rucicek. VSechny vnitini thly v trojuhelnikovych polich jsou 60°
(oznaCime je jednotné a), protoze se jedna o rovnostranné trojuhelniky. Nyni budeme
fesit silovou rovnovahu (9) jednotlivych styénikti rozepsanim na slozky x a y.
Stycnik [

E;: S;+ S5, -cosa =0,

E,: Rpy + S5 -sina = 0.
Z druh¢ rovnice dostaneme

RAy _ G
sina 2sina

52=_

a dosazenim do prvni po upraveé bude

S = =S8, cosa = Ry, " cota = %G - cot a.
Stycnik 11

F;: S3+S,-cosa—S, cosa =0,

E,: =S8, sina—§,-sina = 0.
Z druhé rovnice dostaneme s vyuzitim vysledku sty¢niku I

RAy _ G

sina 2sina

Sy =5, =
a dosazenim do prvni po Uprave bude

S3— 2S5, cosa =0= 53 =25, cosa = —2- Ry, cota = —G - cota.
Stycnik 111

E.: Sg-cosa—Ss-cosa—S; =0,

F .

yi —Ssrsina — S¢-sina = 0,

tj. soustava dvou rovnic o dvou neznamych S5 a Sg.
Z druhé rovnice plyne Sg = —S;, to dosadime do prvni z rovnic a dostaneme s vyuzitim

vysledku sty¢niku II po Gpraveé

S R G
2S¢ cos@a =83 =>Sg=—"—=——FL=———
2cosa sina 2sina

tedy take

14



Ra G
S = = y = —_—
5 6 sina 2sina

Stycnik |V
E.: —Sg-cosa—S;, =0,
E,: Rg + Sg-sina = 0.
Dosazenim vysledku sty¢niku III do prvni rovnice dostaneme po Gprave
S, = =S¢ cosa =Rg-cota = %G - cota.
Stycnik V
Tento styénik je pouze pro kontrolu, protoze vSechny osové sily jiz zname
z ptfedchozich sty¢nikt.

Ee: S;+ S5 cosa— S, -cosa—S; =Rg-cota+ Ry, cota — Ry, - cota —
RAy-cota=%G-(2cota—2cota) =0,
. : 1 1
Fy:S4-sma+55-sma—G=RAy+RAy—G=EG+EG—G=0.

Vyjadiime si goniometrické funkce thlu «, tedy

cosa = -,
cota = — = 3
T V3T 3!
. V3
sina = —.

2
Dosazenim do vypoctenych osovych sil dostaneme
1. V3 _ 3

S =262 =0 (tan)
s, =—§G-j—§%=—“3—§-c(tlak),
Sy=-226-2= -3 (tlak),
54=§G-13%=“3—§-G(tah),

S —%G-%-%zg-G(tah),
Se=—36-2- 8= -6 (tlak),
S, =262 =26 (tah).

Nakonec oznaéime znaménky u ¢isel prutl a Sipkami jednotlivych osovych sil jejich

skute¢né sméry (viz obr. 3).
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Obr. 3:

V méritku)

Vysledek piikladu 1 (osové sily nejsou z divodu piehlednosti zakresleny

Piiklad 2:

U prutové soustavy podle obr. 4 urCete vSechny neznamé sily, tj. reakce v podporach

a osové sily jednotlivych prutd, je-li hmotnost zatéze nosniku 8 t.

2m

ARy
AR,

A > - B
b Rax P
- Sm e 3m .

20 kN
R

1 —
— YG

Obr. 4: Zadani piikladu 2

Pocetni FeSeni:

Reseni provedeme metodou styénikovou. Nejdiive provedeme kontrolu

urcitosti dle rovnice (11)
z =2k -3,
kde k = 4 je pocet sty¢nikt (kloubll) a z = 5 je pocet prutl (vzpér).

statické
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5=2-4-3,
5=05.
tzn. soustava je staticky urcita.
Z hmotnosti zatéze 8 t ur¢ime tihu G zatézujici nosnik
G=m-g=28000-10=80000N = 80 kN.
Dale ur¢ime reakce Vv podporach na zakladé rovnice momentové rovnovahy (10)
rozepsané do slozek.
Vzhledem k bodu A (viz obr. 4) plati
M=x-F —y-F,
(0:Ray—0-Rpy)+(8-Rg—0-0)+(5-G—0-0) =0,
8-Rg—5-G =0,
Rp = ga = 50 kN.
Vzhledem k bodu B (viz obr. 4) plati
M=x"F—-y-FE,
(0-Rg—0-0)+ (—8-Rpy —0-Rpr)+(—3-G—0-0) =0,
—8-Rpy—3-G =0,
Ray ==G = 30 kN.
Po dosazeni do silové rovnovahy (9) rozepsané do slozek ve sméru X a y dostaneme po
uprave
Fe: B = Yiz1Fix = Rax = 0,
R, = O kN.
E: E, =Y 1Fy =Rpy+Rg + G =0,
30 +50—-80=0,
0=0,
¢imz jsme si ovéfili spravnost vypoctenych velicin.

Pro reakci v podpoie A dostaneme dle vztahu (3)

Ry = /R,ix + R}, = V0% +30% =900 = 30 kN.

Oznacime jednotlivé pruty, styCniky a osové sily ve sty¢nicich (viz obr. 5). Jako sty¢nik

I oznacime dvojny styCnik se znamou reakéni silou R, (stejn€ tak bychom mohli zacit
I u dvojného sty¢niku s reakéni silou Rg). Dalsi sty¢niky v pofadi volime opét po sméru
chodu hodinovych ruci¢ek. Smerové uhly jednotlivych osovych sil (méfené v kladném
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smyslu od kladné poloosy X) oznatime «;. Dale oznaCime vnitini thly
Vv trojuhelnikovych polich u sty¢nikti I, II a III. Nyni budeme fesit silovou rovnovahu

(9) jednotlivych sty¢nikd rozepsanim na slozky x a'y.

YG
Obr. 5: Oznaceni jednotlivych prutt, sty¢nikd a osovych sil z ptikladu 2
Stycnik 1
F,;: S;-cosaqy + S, cosa, + Ry-cosaz =0,
S1°c0s0°+S,-cosf + Ry -cos90° =0,
Si+S,-cosf =0.
E,: §;-sinay + 5, -sina; +Ry - sinaz = 0,
S1°sin0°+ S, - sin f +R4 -sin90° = 0,
S, sinfB+Rp =0.

Vypocitame vybrané goniometrické funkce uhlu f z geometrie zadani (viz obr. 5)

5

cotf = b

sinf = 2_ =2
T V2Zy52 T 29

Po dosazeni za reakéni silu Ry a za smérovy uhel sin 8 dopocitame silu S,

S, sin g = — 30,

=30

2 7 sinp’

=2 = —30- 2= _15.v29kN.
sin 2

Dale dopocitame silu S;
-30
S +m-cos,8 =0,
S1 =30-cotp,

18



$1=30-2="75kN.
Stycnik 11
F.;: S;-cosa, +S3-cosaz + S5 -cosas = 0,
S, - cos(180° + B) + S5 - cos(360° —y) + S5 - cos 270° = 0.
E,: §;-sina, + 83 -sinaz + S5 -sinas = 0,
S, +sin(180° + B) + S5 - sin(360° — y) + Sg - sin 270° = 0.
K vypoctu goniometrickych funkei nékterych thlt pouzijeme souctové vzorce
sin(a + b) = sina cosb + cosasinb,
cos(a + b) = cosacosh ¥ sinasinb.
Po dosazeni dostaneme
E: Sy (—cosB)+ S3-cosy =0,
E,: Sy (—=sinf)— S+ siny — S5 = 0.
Vypocitame dalsi goniometrické funkce uhli f a y z geometrie zadani (viz obr. 5)

cosf =

| e
el

siny =

=

3

| w

cosy =

1

w

tany =

winN

Po dosazeni s vyuzitim vysledku sty¢niku I dopoc¢itame silu S5
S3-cosy =S,-cosf,

5
_ Sz'COS,B _ —15-v29- 29 _
Sy =228 = - 5 _ 513 kN

a silu S5

. S, cos .
—52 'Sll’lﬁ—chyﬁ'Sln)/ =55,

—S,(sinf + cosf -tany) = Ss,

2 5 2
15v29 (\/7_94‘\/?95) = Ss,
Ss = 80 kN.
Stycnik 111

F,: S3-cosaz + S, cosay + Rg-cosas =0,
S5+ cos(180° —y) + S, - cos 180° + Rg - cos 90° = 0,
—S3+cosy—S, =0,
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S, = —S3-cosy,
S, = 25V13 - %=75kN.
v Sgrsinaz + S, sinay, + Rg - sinas = 0,
S5 +sin(180° —y) + S, - sin 180° + Rg - sin90° = 0,
S;-siny + Rg = 0,
—25V13 " 2= +50 = 0,
0=0.
SloZka F, je jen pro kontrolu, vSechny osov€ sily jsou znamé jiz z pedchozich rovnic.
Stycnik IV
Pro kontrolu spravnosti ovétime jesté sty¢nik IV.
F;: S;-cosa; + S, cosay + G- cosag + S5 cosas =0,

S1-c0s180° + S4 - cos0°+ G - cos 270° + S5 - cos 90° = 0,

_51+S4=0,
—-75+75 =0,
0=0.

E,: 8y -sinay + S, - sina, + G - sinag + S5 - sinag = 0,
S1+sin180°+ S, -sin0°+ G - sin270° + S5 - sin90° = 0,
-G+ S5 =0,
—80 + 80 =0,
0=0.
Shrneme vysledné vypoctené sily a dle jejich znamének urcime, zda se jedna o tahové ¢i
tlakové sily, tedy
S1 = 75 kN (tah),
S, = —15 V29 kN (tlak),
Sy = —25v13 kN (tlak),
S, = 75 kN (tah),
Sg = 80 kN (tah).
Nakonec ozna¢ime znaménky u ¢isel prutd a Sipkami jednotlivych osovych sil jejich

skute¢né sméry (viz obr. 6).
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20 kN

Im

YG
Obr. 6: Vysledek ptikladu 2 (osové sily nejsou z divodu piehlednosti zakresleny
V méritku)

Grafické FeSeni:

Ke zjisténi velikosti a smérti reakénich sil slouzi pomocny silovy obrazec a vlaknovy
obrazec (viz obr. 7). Nositelka g tihy G a nositelka b reakce v podpoife B musi byt
svislé, protoze podpora B zachycuje pouze reakce kolmé na jeji stupeni volnosti. Zadané
zatizeni tihou G je vytnuté vlakny c a d, a proto se tato vlakna musi protnout na jeji
nositelce g. Ze silového obrazce je ziejmé, Ze i reakce R, V pevné podpofe A musi byt
svisla, tedy jeji nositelka a bude rovnob&zna s nositelkou b reakce Rg v podpoic B.
Prusecik nositelky a s vlaknem d a prusecik nositelky b s vlaknem ¢ pak musi byt
hledanym vlaknem e vytinajicim obé& reakce. Pfenesenim jeho sméru do silového
obrazce tak urCime velikosti obou reakci, jejich orientace bude stanovena tak, aby
zatézujici tiha G a ob& reakce R, a Rg byly ve stejném sledu. Nakonec pfeneseme obé&

urcené reakce do jejich piisobist’ v podporach.
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a g b
Ry

A C

= YE

Obr. 7:  Grafické feSeni reakci v podporach u prutové soustavy z piikladu 2

Ke zjisténi osovych sil slouzi pomocné silové obrazce pro jednotlivé sty¢niky (viz
obr. 8). Podobné¢ jako u pocetni sty¢nikové metody musime zacit ve sty¢niku se znamou
vngjsi silou (je jedno, jestli zatézujici nebo reakéni) a pouze dvéma neznamymi
osovymi silami. Nejprve musime rozhodnout o smyslu obchazeni prutové soustavy
i kazdého sty¢niku a vSe kreslit ve stejném méfitku (véetné vnéjsich sil). Postupné
fesime rovnovahu jednotlivych sty¢niki, tzn. zakreslené sily musi jit v jednom sledu.
Poradi sil, které tvoifi uzavieny obrazec, vZzdy zakreslujeme podle zvoleného smyslu
obchézeni sty¢niku (zde ve sméru chodu hodinovych rucicek, tj. v zdporném smyslu).
Zjisténé orientace osovych sil zakreslime do nédkresu soustavy ke sty¢nikiim, ¢imZz
ur¢ime, zda se jednd o tah ¢i tlak. Podle toho pak pfidame znaménko k ¢iselnému
oznaceni daného prutu (+ pro tah, — pro tlak). Takto musime vyftesit postupné vSechny
sty¢niky. Tim dostaneme stejny vysledek jako u pocetni sty¢nikové metody (viz obr. 6).
Zjisténé silové obrazce pro jednotlivé sty¢niky pfeneseme k silovému obrazci, pficemz
nebudeme zakreslovat Sipky udavajici smér osovych sil, pouze ozna¢ime u daného
sméru ¢islo prutu véetné znaménka pro tah ¢i tlak. Timto zptisobem k sobé poskladané
silové obrazce jednotlivych sty¢nikil tvoii Cremontiv diagram (viz obr. 9), ktery slouzi
jako kontrola spravnosti celého grafického feSeni. Pro kontrolu spravnosti vytvofeni
Cremonova diagramu lze jesté ovétit, ze pruty ¢islo 1, 2 a 5 (v obr. 5 tvoii trojahelnik)
se v diagramu sbihaji v bod¢ oznafeném X (viz obr. 9) a obdobné pruty 3, 4 a 5 (viz

obr. 5) se sbihaji v bod¢ oznaceném Y (viz obr. 9).
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e Y G
S, S3

Obr. 8: Silova rovnovaha jednotlivych sty¢niki prutové soustavy z ptikladu 2

v +4
-3
+5
-2
X +1

Obr. 9: Cremondv diagram pro prutovou soustavu z prikladu 2.

3.2 Metoda pruse¢na

Metodu priseénou neboli metodu postupného uvoliovani styéniki muizeme
pouzit tehdy, pokud lze rovinnou prutovou soustavu protnout myslenym fezem
vnejvySe tfech prutech a tyto pruty neprochazeji jednim bodem (sty¢nikem) —
z jednoho sty¢niku mohou vychazet nejvySe dva ztéchto prutd. Timto protnutim
rozdélime soustavu na dvé Casti. Pfi rovnovaze celé soustavy je v rovnovaze i kazda
Z jednotlivych casti soustavy a piisobi na ni vnéjsi sily a také sily protatych prutt. Tyto

sily budeme povazovat za sily vnéjsi plisobici na danou ¢ast. Z podminek rovnovahy
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vngjsich sil (9, 10) Ize vypocitat tii osové sily v prerusenych prutech [6]. Tato metoda je

velmi vyhodna, pottebujeme-li pocitat osové sily pouze v n¢kterych prutech.

Priklad 3:

Priisecnou metodou urcete osové sily v prutech €. 2, 4 a 5 prutové soustavy z piikladu 2
(viz obr. 5).

ReSeni:

Vyjdeme z obr. 5 a povedeme mysleny fez tak, aby protinal pruty ¢islo 2, 4 a 5 (viz
obr. 10). Pro ucely vypoctu lze pouzit kteroukoliv ¢ast rozdélené prutové soustavy,
zvolime si levou ¢ast obsahujici podporu A. V pierusenych prutech oznac¢ime nezndmé
osov¢ sily Ty, T,, T3 a budeme je povazovat za tahové. V prisecné metod¢ se i tyto sily
povazuji za sily vnéj$i a vyuzijeme je spolecné s reakci R, = F = 30 kN v podpoie A

(viz priklad 2) a s vngj$im zatizenim G pro dosazeni do silové (9) a momentové

rovnovahy (10).
A = \“\\\ P RN -
g A]_{Az_b - ‘\-\Tl AE N
o N S
~ ~
L] p I ~_B
A [0;0] C [5;0]\'\\\ 2_
_ 5m 1 3m : o
20 kN
—
1
— YG

Obr. 10: Prase¢na metoda feSeni ptikladu 3

Z geometrie zadani si ur¢ime vybrané goniometrické funkce thlu
5 2 . 2
cosf = E,tanﬁ = E,smﬁ =55
Momentova rovnovaha (10) zapsana ve slozkach, tedy vzhledem k bodu A, ktery jsme
zvolili za pocatek soustavy soutfadnic, dava s vyuzitim rovnice (7)

M=x-F —y-F,

MZMA+MG+MT1+MTZ+MT3=O,
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M=(0-Ryy—0-Rp)+(5:G,—0-G,)+(0-Ty, —0-Ty,) +
(5:Tpy —0-Tyy) +(5-T5y — 0 Tsy) =0,
M=5-G,+5T;, +5:T3, =0,
5:G-sin270°+5-T,-sin90°+5-T5 -sin0° = 0,
—-5-6¢+5'T,=0=5T,=5-6G=T,=G =T, =80KkN.
Silovou rovnovahu (9) rozepiseme do slozek (Cisla u uhli S odpovidaji ¢islovani
osovych sil, index 4 je pro smérovy uhel reakce v podpote A, a index 5 je pro smérovy
uhel zatizeni G)
E,: T3-cosBs+ T, -cosfB,+ T, cosf;+F-cosf,+ G-cosfs =0,
T3-cos0°+ T, cos90°+T;-cosf + F-cos90° + G - cos 270° = 0,
T; +Ty-cosf =0,
5

T3+T1'\/%:0,
V29
T1 - _T3'?.

E,;: T3-sinf3+ T, sinf, + Ty -sinfy + F-sinf, + G -sinfs =0,
T3-sin0°+ T, -sin90°+ T, -sinf + F - sin90° + G - sin 270° = 0,
T2+T1'Sinﬁ+F_G:O,

2
Po dosazeni za F, G a T, ze slozky F, dostaneme
V29 2 _
T, T3 — E+30—80—0,
T, —=Ts = 50.
Po dosazeni T, Z momentové rovnovahy dostaneme ze slozky F,
80 —=T; = 50,
2
_ETg = _30,
T; = 75kN

a ze slozky F,
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Sila T; bude ve skutecnosti mit opany smér, nez jsme piedpokladali, protoze vysla
zaporna. Bude tedy tlakova. Sily T, a T3 budou v souladu s ptedpokladanym smérem
tahové. Porovnanim vysledku piikladt 2 a 3 vidime, ze

Tl = SZ; T2 == 55; T3 = S4_.
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4. TEZISTE

Kazdé téleso je slozeno z velkého poctu ¢astic, které nazyvame hmotnymi body.
Tyto ¢astice maji urcitou hmotnost, ktera se projevuje jejich tihou. Na kazdou c¢astici
pusobi tihova sila smérem svisle dolii bez ohledu na okamzitou polohu télesa.
Vyslednice vSech téchto rovnobéznych tihovych sil dava celkovou tihovou silu pisobici
na t€leso. Nositelka celkové tihové sily se nazyva téznice. Otoenim télesa dojde ke
zmén¢ polohy té€znice, ale tihova sila se nezméni. Lezi-li plisobisté tihové sily na té€znici
bez ohledu na polohu télesa, musi byt toto pusobisté v priseciku vSech téznic. Takovy
bod nazyvame tézistém télesa. Lze tedy fici, ze t€Zisté je bod télesa, kterym prochazi ve
vSech jeho polohach v prostoru tiha (G). Vuci té€zisti je vysledny moment ptsobicich
tihovych sil nulovy [6, 7].

Ve zjednoduSeni ur¢ujeme t€Zist¢ jako plisobisté vyslednice prostorové soustavy
rovnobéznych sil. Jeho poloha je dana rozlozenim latky v télese. Pokud maji stejnoroda
(homogenni) télesa stied soumérnosti, lezi t&€zisté v tomto stfedu. U stejnorodych téles,

WV

ktera maji osu nebo rovinu soumérnosti, najdeme t¢zisté vzdy na této ose nebo v této

2%

podkova, hrnec, ohnuty drat, rizna duta télesa apod. [8].

UrCovani polohy t€zisté mizeme provadét experimentdlné nebo pomoci

2%

2%

na pruseciku zaznamenanych téznic (viz obr. 11).

) §

Obr. 11: Experimentalni uréovani t&ézisté télesa

Wow v

Pfi pocetnim hledani t€zisté je dualezité si uvédomit, ze celkovy moment sil

vvvvvvvv

soustavy hmotnych bodi Ize urcit na zakladé soutadnic jednotlivych bodi télesa a jejich

hmotnosti z nasledujiciho vztahu
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X1'Mq+Xy M+ XM R oxpm;
xT — 1 1 n n — =1l l. (12)

my+my+-+my X m;

U soufadnic yt a zp postupujeme analogicky.

Priklad 4:
Vyjadiete v obecném tvaru polohu t¢zist€ homogenniho télesa stalé tloustky,
lichobéznikového prifezu S vyfiznutymi dvéma otvory — kruhovym a obdélnikovym
(viz obr. 12).

Yy

Y4

Yo
y_
Yi=Vs=DVs

—

YG

Obr. 12: Zadani piikladu 4
ReSeni:
Zvolime soufadny systém Oxy dle obr. 12. Protoze téleso ma rovinu symetrie

2%

Vv fezu télesa.

Slozity tvar je tfeba si rozloZit na nam zndmé geometrické Utvary, u kterych se dobie
nasledné vyftiznuty kruh a obdélnik (viz obr. 12). T&€zisté kazdého trojuhelnika (Ty, Ts)
je v jedné tretiné vzdalenosti mezi stfedem libovolné strany trojihelnika a protilehlym
vrcholem. Tézisté kruhu (Ts) a obdélniku (T,, T,) je V jejich stiedu, protoze se jedna o
symetrické obrazce.

Vyjdeme z momentové véty, kdy vysledny moment se rovna algebraickému souctu

momentt jednotlivych sil. Ramena tihovych sil jsou rovna vzdalenosti piislusného
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pusobicich na vyfiznuté utvary budou mit opa¢né znaménko, jejich moment ma opacny
smér nez v piipad€ nevytiznutych plnych téles. S vyuzitim rovnice (6) dostaneme
G x=0G1"x1+Gy x5 —G3°x3— Gy x4+ G5 Xs.
Tihu vypocitame pomoci vzorce
G=m-g.
Dosazenim dostaneme
m:g-Xx=my g Xg+my-g Xy =Mz g X3—My g X4 +Ms5*g"Xs.
Po zkraceni tihového zrychleni a s vyuzitim definice hustoty dostaneme
pV-x=p-Vixy+p-Voxa—p-Vzarxz—p-Vyx4+p-Vs5-xs.
Objem jednotlivych casti télesa vyjadiime z obecného vzorce V =S - v, kde S je obsah
podstavy a v je vySka daného télesa. Protoze se jedna o homogenni téleso stalé
tloustky, je hustota i vySka vSech ¢ésti stejnd, a proto je miizeme také zkratit. Po Gprave

a vyjadfeni x dostaneme vzorec pro x-ovou soufadnici tézisté télesa, tedy

_ Sl-x1+52-x2—53-x3—5‘4-x4+55-x5

Kdybychom soustavu soufadnic otocili tak, ze by tiha sméfovala ve sméru 0sy x, pak by
momentova véta piesla do tvaru

G y=G Y1 +Gy Y, =Gz y3 =Gy Yy + G5 Ys.
Analogickymi tpravami dostaneme y-ovou soufadnici ve tvaru

— S1Y1+52Y2=S3'Y3—=S4'Y4+S5'Ys
< .

Grafické reSeni

2%

urCenych té€znic je pak zanesena pfimo do obr. 12 v zadani pfikladu. Pro veétsi
piehlednost nejsou v silovych obrazcich v obr. 13 a 14 popsany jednotlivé sily, ale
pouze vysledna tiha G. Tyto sily jsou vynéaSeny Vv obou silovych obrazcich v poradi
51, 52, 53, 54, 55. Velikosti téchto vektori jsou imérné velikostem ploch jednotlivych
Casti.

Nejprve zvolime soufadny systém tak, aby jednotlivé tihy mély smér rovnobézny s osou
y. Na zéklad€ postupli grafického feSeni vyslednice soustavy rovinnych sil s vyuzitim

silového a vlaknového obrazce urc¢ime polohu nositelky vyslednice — téznice f (viz

obr. 13). Tihy 54 a 55 maji smér vzhlru, coz vyjadiuje jejich opaény moment z diivodu
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vyfiznutych casti. Poté pootoCime soufadny systém tak, aby mély tihy smér osy x

a analogicky ur¢ime graficky druhou téznici f (viz obr. 14).

A
0 Ss T Ja f
P 1
1
Y 0
2
— 5]
,{(
— 5
G
v | |
4 | }T4 |
T, : Gs{\ Ty : :
3 o \Ts | L T;
VGI | i ; | G3v
0 X X X, Xy X3 X

2%

y

CEIDN :
AN VY,

\XT

|
! 1
YA, R »@f] =f=h
Tl GI GS T5 : T3 G3
|

0 1 524 3

Vv
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V obr. 14 nejsou z divodu piehlednosti ve vlaknovém obrazci oznacovana jednotliva
vldkna jejich ¢isly. Oblast vlaknového obrazce vyznacena kruhem je zndzornéna na

nasledujicim obr. ¢. 15 ve ¢tyfnasobném zvétSeni i s popisky vlaken.

Ja

h=h=1s

Obr. 15: Vlaknovy obrazec z obr. 14 ve ¢tyfnasobném zvétseni

Na zaveér preneseme ob¢ ziskané té€Znice (tedy vyslednice soustav rovnobéznych sil) do
jednoho obrazku t¢lesa, oznaCime je f a f,, a v jejich prise¢iku bude hledané tezisté T

Vv

utvaru (viz obr. 12). Do tézist¢ pak umistime vektor celkové tihy G telesa uréeny

silovym obrazcem na obr. 13, resp. 14.

Piiklad 5:

otvorem (viz obr. 16). Rozméry jsou uvedeny Vv libovolnych jednotkach.

Grafické reSeni:

Pti tvorbé grafického teSeni pouzijeme zcela analogicky postup jako v piikladu 4. Celé
feSeni je nyni uvedeno v jediném obrazku (viz obr. 16). Métitko vektort sil mize byt
libovolné, nezname totiz hmotnosti, ale velikosti téchto vektort musi byt Gmérné

plocham obrazcu, jak plyne z postupu feseni piikladu 4. Jednotlivé tihy a jejich
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nositelky maji vobr. 16 vpfipadé¢ svislé polohy osy y cernou barvu, vlakna
Vv pfislusném obrazci jsou oznacena Cisly. Pii svislé poloze osy x maji tihy a jejich

nositelky barvu modrou, vlakna jsou pak ozna¢ena malymi pismeny.

y 3 4 3
|
|
(@] | d
|
1 Y A L B /: .f3
| \/ G
| G
S E—— I gl NV T
| f
<| Vit---f--- [ /\
res a N
| 1 b
|
YG,
O X x| x| [x3 o
Pro x:

Obr. 16: Zadani a grafické feseni piikladu 5
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Pocetni FeSeni:
Opét se jedna o homogenni material. Musime si tedy téleso obdobné jako Vv ptikladu 4
rozdélit na vhodné geometrické utvary, kterymi jsou trojihelnik, obdélnik a kruh. Jejich

t&zisté jsou oznacena postupné Ty, T,, T3 (viz obr. 16). Abychom mohli pouZit vzorec

Vv

vypocitat plochy jednotlivych casti desky, celkovou plochu desky a soufadnice x a y

A%

jednotlivych tézist.

Pro trojahelnik plati

av, 3:6
51 = a_"" = 9’
2 2

pro obdélnik
S,=a-b=7-6=42

a pro kruh
S;y=m-r?=mn-1% = 3,14.

Celkovy obsah pak bude
S=S+S,—S;=9+42—3,14 = 47,86.

WV

Soutadnice jednotlivych t€Zist uréime z geometrie zadani, tedy

X =23=2 y=36=2
X, =3+435=65; Y, =6—3=3;
x;=10—-3=7; y;=6—2=4

Po ziskani vSech potiebnych daji mizeme pouzit vzorec (12) a analogicky s postupem

A%

S1'%1+S2°x2,—S3'x 9:2+42°6,5—-3,14'7 i
x = XaTo2Xa7os s =5,62;

S 47,86

— 51'y1+52'y2—53'y3 — 9:24+42-3-3,14-4 — 2’75
S 47,86

4.1 Guldinovy véty
Guldinovy véty, nékdy oznacovany Guldin — Pappovy véty [9] Ize pouZit nejen
rovinnych utvart kolem ptfimky. Lze je pouzit i obracené, tzn. rovinnému obrazci, jehoz

rotaci vzniklo téleso, je mozné ze znamého povrchu nebo objemu télesa urcit polohu

Wv v
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Prvni Guldinova véta — véta o povrSich rotacnich téles:

Povrch rota¢niho télesa vznikne rotaci obvodové ¢ary a je roven soucinu délky
rotaéni ¢ary a drahy, kterou opiSe jeji tézisté pii rotaci o tihel 2.

S = 2nryl, (13)
kde S je plocha povrchu télesa, | je délka tvofici obvodové Cary rp je soufadnice tézisté
tvorici ¢ary [9].

Vyuziti prvni Guldinovy véty si vysvétlime na nasledujicim obr. 17. Povrch

plasté valce vznikne rotaci povrchové usecky. Délka usecky (I) tvofici ttvar je vyska

WV W

WOV

potieba dat pozor na to, ze usecka pfi rotaci vytvoii pouze plast’ valce, nikoli cely jeho

povrch vetné podstav.

Obr. 17: Povrch rotaéniho télesa

Druha Guldinova véta — véta o objemech rota¢nich téles:

Objem rotac¢niho télesa vznikne rotaci plochy a je roven soucinu tvofici plochy
a dréhy, kterou opiSe jeji téziste pii rotaci o uhel 2.

V = 2nrgS, (14)
kde V je objem vzniklého télesa, S je obsah tvotici plochy a rp je soufadnice t&ziste
tvorici plochy [9].

Vyuziti druhé Guldinovy véty si vysvétlime na nasledujicim obr. 18. Objem
valce vznikne rotaci obdélnika, jehoz strany tvofi vzdalenost povrchové usecky od osy
otaceni (polomér r) a jeji délka (vyska valce h). Poloha t&zisté je v geometrickém stiedu

obdélnika a jeho vzdalenost od osy otaceni je rovna poloviné poloméru podstavy

vzniklého valce, tj. rp = = [10].
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Obr. 18: Objem rotac¢niho télesa

Priklad 6:

2%

2%

Y

Tel] ©

F
8|

Obr. 19: Zadani piikladu 6
ReSeni:
Budeme ptedpokladat dle zadani, ze pfi¢ny rozmeér dratku sponky je zanedbatelny vici
podélnému rozméru, ¢imz lze sponku povazovat za ¢aru. Pro vypocet pouzijeme prvni
Guldinovu vétu (13). Zvolime soustavu soutfadnic tak, jak ukazuje obr. 19. Nejprve
nechame rotovat sponku okolo osy y. Rotaci vznikne valec, o poloméru podstavy a
a vysce b, jehoz povrch je
S=2-mw-a-(a+b).
Pozn.: Musime si uvédomit, Ze sponka pfi rotaci vytvoii cely povrch valce vcetné
podstav, nikoli pouze jeho plast.
Délka rotacni cary je dle obr. 19
l=2-a+0b.
Dosazenim do prvni Guldinovy véty (13) dostaneme
2'mra-(a+b)=2-w-rp-(2-a+b).

Dosazenim a po Uprave dostaneme
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6-(6+12) =rp- 24,

108 _

22 D
Druhou soufadnici t€zi§té vypocitame tak, ze nechame sponku rotovat okolo osy x. Pro
vyuziti Guldinovy véty je potieba, aby cely objekt lezel v jedné poloroving s hrani¢ni
pfimkou x. Dle obr. 19 zvolime r; = 3 mm, r, = 15 mm. Rotaci vznikne prstenec
s vn&jSim polomérem 7, a vnitinim polomérem r;. Sestavime si rovnici pro povrch
a dosadime do prvni Guldinovy véty (13), pii¢emz je potieba si uvédomit, ze rotacni
téleso bude mit pouze jednu podstavu tvaru mezikruZzi.
(mrf-nmnrH)+2'nrna+2-mrp,ra=2-w 1l
Po dosazeni hodnot do vzorce a vykraceni  vypocitame polohu tézisté
(225-9)+2:3:64+2-15-6 =217 24,
2-216 =2 -1y - 24,

A%

Vypocet ovétime rozdélenim sponky na symetrické obrazce (viz obr. 20).

5 mm y
[ —
Y1
Yi+r-¥-—@
el L&
T
Y2 -
ol . X
G2 —
xl :.X2 G3
X3

Obr. 20: Rozdéleni sponky na symetrické obrazce
Cela sponka ma délku [ = 24 mm a jeji hmotnost ozna¢ime m. Hmotnost libovolné
¢asti sponky je ptimo tumeérna jeji délce. Po rozdé€leni sponky na symetrické ¢asti snadno

vyjadiime jednotlivym ¢astem jejich hmotnosti

m m m
m1:—6:—- = —,

l 24 4

m m m
mzz—-6:—-6:—’

l 24 4

m m m
my="012=2012="

l 24 2
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Sponku lze povazovat za homogenni téleso, proto jeji jednotlivé casti nahradime

2%

sponky (viz obr. 20). Nyni uréime soufadnice jednotlivych tézist, tedy

Xy =3 mm, y; = 15 mm,
X, =3 mm, Yy, = 3 mm,
X3 = 6 mm, Y3 =9 mm.

A%

X = myX1+tmyXa+msz X3 _ Mmyyi1tmyy,tmstys
T m ' J’T m y
2347034506 21547534209

X = —- —_———
T m ) yT m y
Yo = 6m+12-m 1 _ 15m+3-m+18m 1
T= 4 m’ yr = 4 m’
9
xT=E=4,5mm, yr =9 mm,

coz jsou stejné hodnoty s hodnotami vypoc¢tenymi pomoci prvni Guldinovy véty.

Piiklad 7:

ReSeni:
Objekt umistime do soustavy soufadnic (viz obr. 21).

Y

20 mm

T,T,

Obr. 21: Nékres k ptikladu 7

a) Pouzijeme druhou Guldinovu vétu (14), kde r odpovida dle obr. 21 x-ové soufadnici

vy 41T

™’ Obsah
3

2
pulkruhu je § = % Dosazenim do Guldinovy véty dostaneme
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52T
r=m-m
g T
4 e ,
i = 7y (tento vztah lze ovéfit 1 v tabulkach),
rr, = 1,70 cm.

b) Rotaci ptilkruznice vznikne povrch koule, tedy S = 4 - 7 - 2. Délka ptlkruznice je
[ = m-r. Tim, Ze je palkruznice Cara, pouzijeme prvni Guldinovu vétu (13), kde rr ma
analogicky vyznam jako v ¢asti a). Tedy po dosazeni

4-m-r?=2'mwrp"MW"T,

2'r=m" 1y,

2—: = 7y (tento vztah Ize opét ovérit v tabulkach),
rn, = 2,55 cm.

38



5. PASIVNI ODPORY, TRENI

Pasivnim odporem (tfenim) nazyvame odpor (reakce) proti sméru pohybu (sile).
Podle situace, pii které odpor vznikd, mizeme rozeznavat rizné druhy tfeni. Nejcastéji
se vyskytuje tieni smykové, vlaknové (pasové), valivé, ¢epové a tuhost (neohebnost)
lana [2, 5, 6]. Tteni mliZze mit razny charakter. Je to napftiklad tfeni ve stykovych
plochéach, vnitini tfeni (pf. pasy, lana) ¢i deformace (pf. pii valeni). Prace, kterd je
potfebna k ptekondni pasivniho odporu se méni v pfirtstek vnitini energie, a to se
nejCastéji projevi zvySenim teploty. Treci sila je proto silou disipativni (dochazi

K nevratné zmén¢) [11].

5.1 Smykové tieni

Smykové tfeni vznikd na sty¢nych plochach, kdyz se téleso posouva po podloZce
nebo po povrchu jiného télesa. Ani podlozka, ani téleso nemusi byt dokonale hladké.
Tyto nerovnosti brani télesu v pohybu a vznika odpor, ktery ptsobi vzdy ve sty¢né
plose a vzdy proti smyslu pohybu. ProtoZe se téleso smyké po podlozce, fikame, Ze se
jedné o smykové tfeni. Je zavislé na drsnosti povrchu tfecich ploch, na materialu tfecich
ploch, na pfitlaku, mazani, rychlosti nebo na teploté. Takové tieni mize vznikat na
libovolném povrchu bez ohledu na jeho smér v prostoru, tedy na vodorovné roving,
naklonéné roving, ale i na svislé roviné.

Velikost smykového tfeni 1ze vyjadtit rovnici

Fe=f"kK, (15)

kde F; je sila smykového tfeni, F, je normalova slozka sily (vyjadiujici normalovy
vzajemny ucinek obou ploch), ktera vznika nejcastéji tihovou silou plisobici na téleso,
f =tana je tzv. soucinitel smykového tieni, pficemz a je uhel mezi normalovou
slozkou Fy celkové reakce podlozky a touto celkovou reakci R (viz obr. 22). T¢leso
nemusi byt k podloZce pfitlacovéano jen tihovou silou, ale také naptiklad pruzinou nebo
plynem. Soucinitel smykového tieni je konstanta, ktera predstavuje pomér velikosti sily
potiebné k udrzeni rovnomérné piimocarého pohybu télesa na vodorovné roviné a tihy
télesa [6]. Tento soucinitel je také zavisly na drsnosti stykovych ploch, na materialu
a také na mazani. Velikosti soucinitele smykového tfeni riznych povrchii jsou uvedeny

v tabulkach, napt. [12].
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Obr. 22: Smykové tieni

Piiklad 8:

Po naklonéné roviné tahneme rovnomérnym pohybem bednu o hmotnosti 20 kg. Proti
pohybu bedny pusobi tieci sila. Soucinitel smykového tfeni mezi bednou a povrchem
naklonéné roviny je 0,4. Uhel naklonéné roviny je 15°.

a) Jakou silou musime tdhnout bednu vzhiiru po naklonéné roviné?

b) Jakou silou musime tdhnout bednu doli po naklonéné roving?

¢) Co se stane, kdyz nechame bednu bez tahové sily?

ReSeni:

aosou y rovnob&znou s naklonénou rovinou. Do nacrtku zakreslime vSechny sily

pusobici na téleso (viz obr. 23)

Obr. 23: Nakres k ptikladu 8

V nakresu nalezneme tii podobné pravouhlé trojuhelniky s vnitinim thlem « (na obr. 23

neni z divodu piehlednosti ve dvou z nich popsan, pouze naznacen oblouckem).
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Z definice goniometrickych funkci v pravouhlém trojuhelniku dostaneme po dosazeni
z definice F; = m - g pro slozky F; a Fy tihové sily Fg
Fy=F;-sina=m-g-sina =20-10-sin15° = 51,76 N,
Fy=F;-cosa=m-g-cosa=20-10"-cos15° = 193,19 N.
Dosazenim do rovnice tieci sily smykového tfeni (15) bude
Fr=f-Fy=04-193,19 = 77,28 N.
Toto je maximalni mozna velikost tieci sily, kterd bude na téleso pisobit bez ohledu na
feSenou situaci, tj. F, = F, = Fy, = Fi...
a) Oznacime F, hledanou silu (viz obr. 23) a sestavime rovnice silové rovnovahy (9)
E:Fy—Fr =0,
E: B —F — F, =0,
Po dosazeni jednotlivych sil do druhé z rovnic dostaneme
E, —51,76 — 77,28 = 0,
E, = 129,04 N.
b) Oznaéime F;, hledanou silu (viz obr. 23) a sestavime rovnice silové rovnovahy (9)
F,: Fy — Fr = 0,
E,:Fy— Fy— F, = 0.
Po dosazeni jednotlivych sil do druhé z rovnic dostaneme
77,28 — 51,76 — F, = 0,
F, = 25,52 N.
c) Dle obr. 23 sestavime rovnice silové rovnovahy (9)
F,: Fy — Fg = 0,
E,:Fe— Fy = 0.
Po dosazeni do druhé z rovnic zjistime, ze
77,28 — 51,76 # 0,
25,53N > 0.
ProtoZe treci sila pifevazuje, bedna zlstane stat na svém misté. Sama o sobé¢ totiz pohyb
pouze ovliviiyje, ale nezplsobuje. Uplatni se tedy pouze do vyse 51,76 N, aby byla
ustavena rovnovaha télesa. Pokud by nerovnost vysla obracené (zaporna vyslednice F,),

bedna by se rozjela dold po naklonéné roving.
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Piiklad 9:

V klinové drazce s vrcholovym thlem 80° je veden stiill hoblovky s obrobkem o celkové
hmotnosti 160 kg. Soucinitel smykového tfeni je 0,1. Jakou silou je zapotiebi plisobit na
stiil, abychom ho posunuli?

ReSeni:

Situaci zachycuje nakres na obr. 24. Na sttl ptisobi kromé tihové sily jesté dvé reakce
klinové drazky. Pomoci silového obrazce ur¢ime jejich velikosti. Z podobnosti
trojuhelnikl plyne, ze reakce obou stén drazky sviraji s vodorovnou rovinou thel a.
Ptenesenim sméra obou reakci do silového obrazce dostaneme dva trojuhelniky, ABD
a CBD, které jsou shodné dle véty usu. Odsud plyne, Zze i obé reakce stén klinové

drazky budou stejné velké a oznacime je proto jednotné F,.

Obr. 24: Nakres k ptikladu 9 a silovy obrazec

Ze shodnosti trojuhelnikt a definice funkce sinus v pravouhlém trojuhelniku dostaneme

:"'JINIQ

sina =

Odsud po tpraveé bude

G
2 _ G

sina 2-sina’

n

Z definice uré¢ime tihu stolu
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G=m-g=160-10 = 1600 N.
Vypocitame celkovou tieci silu (ke tfeni bude dochazet na obou stranach klinové
drazky)

G
2:sina

Fo=(FR+E) f=2F f=2——- f=-L,

Po dosazeni ¢iselnych hodnot

1600-0,1 160
= — = —— = 248,83 N.
sin 40° 0,643

K tomu, abychom uvedli stiil do pohybu, musime ptlisobit minimalné silou, ktera bude

stejné velka jako sila smykového tieni, tedy alespon silou 248,83 N.

5.2 Tteni vlaknové (pasové)
Toto tfeni vznikd, kdyZ se napjaté vldkno, lano, provaz, ocelovy pés ¢i femen

pohybuje po nehybné valcové plose (viz obr. 25).

] S,
Ysi

Obr. 25: Vl1dknové tfeni

Na té stran¢, kde lano opousti valcovou plochu, je vzdy sila vétsi. Napf. na obr. 25 pii
zvedani bremene o tize §1 by touto vétsi silou byla sila §2, Vv pfipadé¢ spousténi biemene
by vétsi silou byla sila §1. Velikost zvétSeni této sily zavisi na thlu opésani a (stfedovy
uhel piislusny kruhovému oblouku uvedeny v obloukové mite), na pouzitém nosném
prvku a na drsnosti valcové plochy. Vlaknové téeni vyjadiuje tzv. Eulertiv vztah [5]

S, =8, -e/%, (16)
kde e je zaklad pfirozeného logaritmu (tzv. Eulerovo ¢islo) a fje soucinitel smykového
tfeni po povrchu valcové plochy. Hodnoty e/*® jsou uvedeny napt. ve Strojnickych
tabulkach [12]. Z rovnice je patrné, ze odpor tieni neni zavisly na poloméru valcové

plochy.
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Priklad 10:
Jakou silou je potieba zvedat nddobu se zeminou o hmotnosti 20 kg, pokud je lano
vedeno pies kulatinu a druhy konec lana svira svodorovnou rovinou uhel 50° (viz

obr. 26)? Soucinitel smykového tieni mezi kulatinou a lanem je 0,23.

Obr. 26: Zadani piikladu 10

Reseni:

Nejprve ur¢ime thel opasani lana, ktery musime pievést ze stupni na radiany. Na
zaklad¢ geometrie (viz obr. 26) plati

a® = [ +90° = 50°+ 90° = 140°,

2'm ° 2'
a= a = .
360° 360°

140° = 2,442 rad.

Zvedame nadobu se zeminou 0 hmotnosti m = 20 kg, ¢emuz odpovida tiha
G=m-g=200N.

Neznamou silu pro zvednuti naddoby urcime z rovnice pro vldknové treni (16). Po

dosazeni sil podle znaéeni v obr. 26 bude

F=G-ef®=200-e%232442 = 200 - 56166 — 350,716 N.

Piiklad 11:

Lano je napill pfehozeno pies kulatinu. Na jeden konec lana zavésime biemeno.
Kolikrat t€z8i (maximaln¢) mize byt bifemeno nez celé lano, aby nesklouzlo dold?
Soucinitel smykového tfeni mezi lanem a kulatinou je 0,5.

ReSeni:

Budeme ptedpokladat, Zze lano je dokonale ohebné, a tudiz pti piehozeni bude thel
opasani ¢ = 180° = 3,14 rad. Lano je pfehozeno pfesné napill, a proto na kazdé strané

kulatiny bude ptsobit tiha poloviny lana, tedy % Na levé strané (viz obr. 27) bude navic

pusobit i tiha bfemene G.
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YF
Obr. 27: Nakres k prikladu 11

Celkové sily na obou stranach kulatiny budou
Fi=6+24F=2
Bude se jednat opét o vlaknové teni, ale v tomto piipadé bude mit téleso tendenci se
spoustét doli, tedy na levé strané kulatiny bude sila vétsi (F;) a na pravé mensi (F,).
V porovnani s rovnici (16), ktera plati pro rovnovahu, dostaneme
F,<S,=5 ¢/,
kde F, = S;. Tedy feSime nerovnici
F, <F,-ef¢
Po dosazeni za sily F; a F, bude
G+A<l.efa
2 2
Z této nerovnice musime urc¢it pomer c%’ tedy

G . G
G <Gl.ofa_Gt
2 2

G<%-(ef'“—1),

<z (ef-1),

< % (e°'5'3'14 -1),

<§{¢mn—1)

1

< =
2

G
G
G
G
G
G
% 3,807,
G

< 1,9035.
Gy

Aby bremeno s lanem nesklouzlo dolti, muselo by byt bfemeno maximalné 1,9x tézsi

nez lano.
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5.3 Valivy odpor

Dalsim typem pasivniho odporu je odpor, ktery pisobi na téleso kruhového
prufezu pii jeho valivém pohybu po pevné podlozce. Podle toho nazyvame tento odpor
valivym. Pfi valeni tvrdého télesa po podlozce dochazi plisobenim normalové tlakové
sily (F,) k deformaci podlozky. Valivy odpor je za stejnych podminek (stejna hmotnost
télesa, stejny material) vyrazné mensi nez smykové tieni.

Pti valeni télesa po podlozce (viz obr. 28) nema z diivodu jeji deformace reakce
podlozky opacny smér oproti normalové sile ﬁn, ktera ptitlacuje téleso k podlozce. Bod

dotyku P télesa a podlozky nelezi na nositelce této sily. Slozka reakce ﬁpy rovnob¢ézna

se silou ﬁn uvadi do rovnovahy svisly smér, slozka ﬁ'px kolma k ﬁn sméfuje proti smeru
pohybu a zptsobuje tak valivy odpor. Velikost sily valivého odporu vypocitame pomoci

rovnice

F,=¢-2 17)

v
R
kde F, je valivy odpor, ¢ tzv. rameno valivého odporu, F, normalova tlakova sila a R je
polomér télesa. Rameno valivého odporu zavisi predevS§im na tvrdosti materialu,

z n¢hoz jsou podlozka a téleso vyrobeny.

Obr. 28: Valivy odpor

Piiklad 12:

Délnici chtéji pi1 st€thovani posunout po dievéné podlaze piano. Kolikrat mensi sila
bude potieba k posunuti piana, pokud ho polozi na vozi¢ek s dievénymi koleCky
0 prumé&ru 8 cm, nezZ kdyby ho posouvali bez n€j? Rameno valivého odporu dfeva po
dievé je 0,0015 a koeficient smykového tieni dieva po dieve je 0,3. Hmotnost vozicku

je oproti hmotnosti piana zanedbatelna.
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ReSeni:

Predpokladejme, ze vozicek ma celkem k stejnych dievénych kolecek. Tiha piana G se
néjakym zpisobem rozlozi na k normalovych tlakovych sil ﬁm-, kdei =1 ...k, pfiCemz
plati G = P ﬁm-. Schématicka situace pasobeni odporu na jedno kolecko je na obr.

28. Sila valivého odporu na i-té kolecko bude dle rovnice (17)

Fpi

Foy=¢-—~
Vsechny tyto odporové sily budou rovnobézné a souhlasné orientované, proto velikost
celkové sily valivého odporu bude

F, = {‘c=1Fvi = ?:15'%=%'Z§=1Fni 25'%

Odsud vyplyva, ze celkova velikost sily valivého odporu je nezdvisla na poctu kolecek
vozic¢ku, na kterém je piano polozeno, a vychazi Giplné stejné jako v rovnici (17), tj. jako
kdyby mél vozicek pouze jediné kolecko.

Protoze se ptame, kolikrdt men$i sila bude potieba, dame tieci sily smykového

a valivého tieni do poméru, ktery oznac¢ime p. Tedy
ki3
=
Dosazenim z rovnic (15) a (17) dostaneme po Gprave

_fFa_ fFR _fR _fd_ 03008 _

b= g.% T &F, & 2¢ 200015 '

. et . d oy . ,V y o
kde jsme pouzili rovnosti R = . Pii polozeni na vozicek tedy bude potieba 8x mensi

sila nez pfi posouvani bez vozicku.

Piiklad 13:
K udrzeni sani o hmotnosti 250 kg v rovnhomérném pohybu po vodorovné zasnézené
cesté je potieba sily 50 N. Jaky naklad dfeva utahne kun na téchto sanich, je-li jeho
tazna sila 750 N? Utahne kin stejny naklad 1 na voze (valniku) o hmotnosti 1200 kg,
pokud neni nasnézeno? Rameno valivého odporu je 0,015 a primér pneumatik vozu je
90 cm.
ReSeni:
Pfi rovhomérném pohybu musi byt sily v rovnovaze, tzn. tazna sila Fr musi byt rovna
trect sile F;, tudiz F; = F.. Sila pfitlacujici san¢ ke snéhu odpovida tize prazdnych sani,
tedy
FE=G=m-g.
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Z rovnice smykového tteni (15) miizeme urcit soucinitel smykového tfeni sani po sné¢hu
Fr

f =t=_"1

F, myg
Pii naloZeni sani dievem se zvét$i normalova tlakova sila 0 Fr{, coz bude odpovidat tize
samotného nakladu. Aby kan utahl plné nalozené san&, musi jeho tazna sila Fp byt
minimalné stejné velka jako sila smykového tfeni F, naloZenych sani. S vyuZitim
rovnice (15) dostaneme po upravach
Fr=F =f-(F +F)_— (. +F).
Po dosazeni dostaneme rovnici

750 =

-(250-10 + F,),

250-10
jejimz feSenim je

E, = 35000 N.
Z definice tihy pak dostaneme hledanou hmotnost m, nakladu

m, =2 =3%0_ 3500 kg = 3,5t.
g 10

Abychom zjistili, zda kil utdhne stejny naklad i na voze po nezasnézené cesté, musime
vypocitat valivy odpor kol vozu. Jak plyne z feseni piikladu 12, je celkova tieci sila
valivého tfeni F, nezavisla na poctu kol vozu, ur¢ime ji tedy zrovnice (17), kde
normalovou silou F, bude tiha vozu i s ndkladem, tedy

E = (my,+my)-g = (1200 + 3500) - 10 = 47000 N,

47000

E = ——0015 = 783,3 N.

Protoze tazna sila koné Fy je vV tomto ptipadé¢ mensi nez celkova tieci sila F,, kil na

valniku stejny néklad po nezasnézené cesté neutdhne.

5.4 Treni ¢epové
Pokud potifebujeme v jakémkoli mechanismu otocné spojit jednotlivé cleny,
provadime to ¢epem, ktery mize byt ulozeny v lozisku. Mezi ¢epem a loziskem vznika
tfeni, které pasobi proti smyslu pohybu — epové tieni. Cepy lze délit podle zpisobu
jejich zatizeni na Cepy radialni, axialni a kombinované [2]. Pokud ma zatézujici sila
smér kolmy k ose otaceni ¢epu, hovofime o radialnim ¢epu (viz obr. 29 a), pokud
pusobi sila v 0se otaceni, hovotime o axialnim ¢epu (viz obr. 29 b). U kombinovaného
¢epu ma zatézujici sila jak radialni, tak axialni slozku.
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' F
% ; //
a) b)
Obr. 29: Druhy cepii — a) radialni ¢ep, b) axialni cep

Rozbor sil pisobicich na radialni ¢ep je znazornén na obr. 30. Pfi otaceni Cepu
musime piekondvat moment Sepového tieni M:. Jedna se 0 moment silové dvojice,
kterou tvoii vyslednice vzajemného pusobeni ﬁp Cepu a loziska a zatizeni F. Velikost
momentu ¢epového tfeni vypocitame podle rovnice

Mg=F-fe-r, (18)
kde r je polomér Cepu a fi = sin ¢ je soucinitel cepového tieni. Vzdalenost & je rameno
silové dvojice. Cepové tfeni F, pak vypo¢itame podle rovnice

F,=F-f. (19
Soucinitel ¢epového tieni f; 1ze vyjadfit pomoci soucinitele smykového tfeni f podle

nasledujicich rovnosti [2]:

nezab¢hané ¢epy:  fe=2-f =157,

zab&hané Cepy: (20)

Obr. 30: Cepové tieni

Priklad 14:

Jakou silou zveda zednik rovnomérnym pohybem nadobu s maltou o hmotnosti 40 kg
pomoci kladky o priméru 20 cm se zabehanym ¢epem o priméru 2 cm? Soucinitel
smykového tieni ¢epu v lozisku je 0,1. Porovnejte potiebnou silu ke zvednuti nddoby
s maltou, pokud se misto kladky pouzije kulatina o stejném praméru. Soucinitel

smykového tieni mezi konopnym lanem a dievem je 0,5 (viz napft. [2], str. 177).
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ReSeni:

Zavedeme znaceni jednotlivych velic¢in dle obr. 31.

—

Yo

YF
Obr. 31: Nakres k prikladu 14
Vyjdeme z podminek silové (9) a momentové rovnovahy (10), tj.
FK=F+G,
Mg = Mg + M.
Vyjadiime momenty obou sil z rovnice (6) a moment ¢epového tieni z rovnice (18). Po
dosazeni dostaneme
Fnn=0G nrn+F-R.
Po dosazeni z rovnice ¢epového tfeni (19) a ze silové rovnovahy
Frn=G-r+fi-(F+G) Re
Po Upravach dostaneme pro hledanou silu vztah

F=¢(- (re+feRe)
(re—=feRe)

oo . d D;
as vyuzitim vztahli . = —*a Re = -

. (dx+FeDe)
(di—feDe)’

Pouzijeme-li vztah pro zab¢hany ¢ep (20) a vztah G = m - g, bude

(dx+1,27-f-D¢)

F=m-g (dx—=1,27"f'Dg)’

Po dosazeni

(20+41,27-0,1-2) 20,254
————— =400"

F=40-10- =
(20-1,27-0,1-2) 19,746

=400-1,0257 = 410,28 N.

Nyni urcime silu potfebnou pro zvednuti nadoby s maltou pomoci kulatiny. Vychéazet

budeme ze stejné situace, ale kladku s ¢epem nahradime kulatinou. V takovém ptipadé
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bude posunu lana po kulatin€ branit vlaknové tfeni. Abychom mohli uZzit rovnice (16),

musime urcit uhel opésani, ktery bude

_2m o_ 2W

“ 3600 ¥ T 3600
Podle rovnice (16) v souladu s obr. 31 dostaneme
F=G-e/“=m-g-e/%

180° = 3,14 rad.

kde f je soucinitel smykového tfeni mezi kulatinou a lanem. Po dosazeni

F =40-10-e%31* =400 e>57 = 400 - 4,807 = 1922,8 N.
Porovname-li obé vypoctené sily, zjistime, Zze pti pouziti kladky bude sila potfebna
k vytazeni nadoby s maltou vice nez 4,5x mensi nez pfi pouziti hrubé dievéné kulatiny.
Navic by zednik nebyl schopen zvednout tuto nadobu jen silou svych svall, protoze
jeho hmotnost by musela dosahovat téméf 200 kg, aby mohl pro vytazeni pouzit
veskerou svou tihu. Pfi pouziti hlazené dievéné kulatiny (f= 0,33) je zapotiebi zhruba

sily 1127 N, coz uz by bylo redln¢ uskutecnitelné v ptipad¢ velmi statného zednika.

5.5 Tuhost (neohebnost) lana

Pfi navijeni lana na kotou€ je potieba ptfekonat vzajemné tfeni vlaken lana pfi
jeho zméné tvaru. Je tedy zapotiebi vynalozit silu potiebnou k jeho deformaci. Tuto
vlastnost lana nazyvame tuhost (neohebnost) lana [2]. Pti navijeni se to projevuje tak, ze
navijené lano dosedd na kotou¢ o néco pozdéji, neZ odpovida dokonale ohebnému
vlaknu (viz kapitola 6), a tim se zvé€tsi rameno sily biemene o délku . Pti odvijeni lana
se naopak rameno sily o délku & zmensuje (viz obr. 32). Veli¢ina & se nazyva soucinitel

tuhosti lana.

Obr. 32: Tuhost (neohebnost) lana

Podle momentové podminky rovnovahy (10) vzhledem k ose kotouce plati
F-(r=8§)=Mp=M;=0G6-(r+%), (21)
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kde Mg je akéni moment (moment tahové sily F ), M;; je reakéni moment (moment tihy

biemene 5), T je polomér kotouce a ¢ je soucinitel tuhosti lana. Soucinitel se uruje na
zakladé empiricky zjisténych koeficientl a je zavisly na materialu a tloust’ce lana a na
poméru tloustky lana a poloméru kladky. Lze vyuzit nasledujici vzorce, na jejichz
zaklade¢ po dosazeni rozmért v cm a tihy v N, vyjde soucinitel tuhosti lana £ v cm:
ocelov4 lana: ¢ = (0,027 + %) - d?, (22)
kde r je polomér kladky, d je primér ocelového lana a G je tiha télesa,
konopna lana: & = 0,09 * d? — nova konopn4 lana,
& = 0,04 - d? — starsi konopna lana, (23)

kde d je primér konopného lana.

Priklad 15:

Z rokle je potieba vytahnout vrak auta o hmotnosti 1400 kg. Pouzijeme k tomu navijak
s ocelovym lanem o priméru 12 mm vedenym pies kladku o poloméru 6 cm. Jakou
minimalni silou musi tahat navijak?

ReSeni:

Schématicky nakres situace je na obr. 33.

Obr. 33: Nakres k ptikladu 15

Nejdfive urc¢ime tuhost ocelového lana. Podle vztahu (22) s vyuZitim vypoctu tihy

automobilu ze vztahu G = m - g = 14000 N dostaneme

6
14000

= (0,027 + ) -1,22 = 0,02743 - 1,44 = 0,0395 cm.

Pii vypoctu potiebné sily budeme vychazet z momentové rovnovahy s uvazovanim
tuhosti lana (21). Po dosazeni poloméru kladky a vypocteného soucinitele tuhosti

ocelového lana dostaneme rovnici
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F-(6—0,0395) = 14000 - (6 + 0,0395).
Jejim fesenim bude hledana sila F
F = 14185,5 N.

Navijak tedy musi tahat o néco vétsi silou, nez odpovida tize automobilu.
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6. KLADKY A KLADKOSTROJE

Kladku mizeme definovat jako volné otocné kolo na hiideli, které ma na svém
obvodu drazku. Touto drazkou obvykle vede lano nebo fetéz, ale také napi. pasy,
struny, draty, které se na jedné stran¢ naviji a na druh¢ stran¢ odviji. Drazka na obvodu
kladky je vytvarovéna podle prifezu vedeného materialu. Hlavni funkci kladky je
zména smeéru tahové sily. Kladka je ulozena tak, aby bezpecné ptenaSela vyslednici
tahovych sil vedeného materialu [6, 13] Existuji rizné druhy kladek, kladka pevna,
kladka volna nebo kladkostroj.

6.1 Pevna kladka

Pevna kladka ma rota¢ni osu uloZenou pevné v konstrukci zabrafujici jejimu
posunu, ale umoznujici rotaci kolem ni (viz obr. 34). Zanedbame-li pasivni odpory
(Cepové tieni, neohebnost lana) mizeme z momentové podminky rovnovahy (10)
vyjadfit rovnici

F=aG. (24)
Tato rovnice dokazuje vyse zminéné tvrzeni o zméné sméru tahové sily. Vyhoda sméru
plsobeni této sily svisle dolt je v tom, ze cloveék mlze efektivné vyuzivat své tihy na

ukor sily svych svalt.

Obr. 34: Kladka pevna

Piiklad 16:
Rumpal ma polomér navijeciho valce 8 cm. Délka kliky je 40 cm. Jakou silou budeme
zvedat pii rovhomérném pohybu téleso, které ma hmotnost 100 kg? Vliv ¢epového treni
a neohebnosti lana zanedbejte.
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ReSeni:

Schématicky nékres situace je na obr. 35. Navijeci valec rumpalu mizeme povazovat za
pevnou kladku, na kterou se naviji vlakno pii otaCeni. Klika rumpalu pevné spojend
s valcem umoziuje silové plisobeni ve veétsi vzdalenosti od osy rotace, ¢imz mizeme
k dosazeni stejného momentu pouzit mensi sily. S valcem tedy bude otacet jednim
smérem tiha télesa G = F;;, rameno této sily bude rovno poloméru valce r. Druhym

smérem bude otacet hledana sila F, jejiz rameno bude rovno délce kliky rumpalu R.

/ [ !
/ / vl

f\ A i

i’ !

Obr. 35: Nakres k ptikladu 16

Pro rovnovaznou polohu (kola na h#ideli) plati rovnost momentt ptsobicich sil, tedy
Fo-r=F-R.

Po dosazeni F; = m - g dostaneme rovnici
100-10-0,08 = F - 0,4,

jejimz feSenim je

F =200 N.

6.2 Volna kladka

Volna kladka ma osu ulozenou ve volném prvku, kterému fikame kladnice (viz
obr. 36). Kladka se vuci konstrukci pohybuje. Na kladnici byva upevnéno zavésné
zafizeni (napf. hak). Volna kladka pracuje jako jednozvratna paka, jejiz ramena maji
velikost r (rameno tihy 5) a 2r (rameno pusobici tahové sily ﬁ'l). Zanedbame-li opét

Cepové tfeni a neohebnost lana, muzeme z podminky silové rovnovahy (9)
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a momentové rovnovahy (10) odvodit zdkladni rovnice popisujici vztahy mezi silami

pusobicimi na volné kladce
Fi=F=F="= (25)
Z uvedené rovnice (25) vyplyva, ze volna kladka umoziiuje zvedat télesa
polovi¢ni silou, nez je tiha télesa, které jsme na ni zavésili. Celkova prace, kterou
musime vykonat pfi zvednuti télesa do pozadované vysky, je pfi zanedbani pasivnich
odpori stejnd jako v pripadé¢ kladky pevné. Polovicni silové pulsobeni je totiz
kompenzovano dvojnasobnym posunutim konce lana, na které tahova sila ptisobi. Volna

kladka ma velké vyuziti v kladkostrojich (viz kapitola 6.3).
LY .
Fy AF,

Obr. 36: Kladka volna

6.3 Kladkostroj

Nejjednodussi kladkostroj je kombinaci jedné pevné a jedné volné kladky (viz
19). Kladky mohou byt ulozeny nad sebou ve spoleéném timenu nebo vedle sebe na
spolecné ose. Zatazeni volnych kladek do kladkostroje umoziiuje zmensit tahovou silu
potiebnou ke zvednuti biemene. Pevné kladky v kladkostroji slouzi ke zméné sméru
pusobeni tahové sily. Pti feSeni kladkostroje se pro jednotlivé kladky uplatnuji rovnice

(24) a (25), popft. obecnéjsi silova (9) a momentova rovnovaha (10) kazdé kladky. Napf.

dle obr. 37 plati po odvozeni F = F; = g
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Obr. 37: Kladkostroj

Piiklad 17:

Jakou nejvétsi hmotnost télesa udrzi clovek o hmotnosti 85 kg v rovnovazné poloze pfi
pouziti jednoduchého kladkostroje sloZzeného z jedné kladky pevné a jedné kladky volné
(viz obr. 38)? Hmotnosti kladek, klidové tfeni ¢i jiné pasivni odpory zanedbejte.

ReSeni:

Oznacéime F, silu, kterou bude pusobit ¢lovék na volny konec lana kladkostroje. Je
ziejmé, ze tato sila bude maximalné rovna jeho tize G, = m, - g. Vyuzitim rovnice (24)
bude na pravé strané pevné kladky, a tedy i na levé stran¢ volné kladky putisobit stejné

velka sila F,. Po dosazeni do rovnice (25) musi platit

F, = -
odkud pro tihu bfemene plati

Gi=my-g=F,=2"F,=2-m,"g.
Vyjéadiime hledanou hmotnost a dosazenim dostaneme
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Obr. 38: Zadani piikladu 17

Piiklad 18:

Clovék zveda téleso o hmotnosti 70 kg rovnomérnym pohybem po svislé draze, ktera
ma délku 6 m. Ke zvedani pouzije kladkostroj slozeny z kladky volné a kladky pevné
(viz obr. 39). Hmotnost volné kladky je 6 kg. Jakou silou musi ¢loveék pusobit, aby

téleso zvedl? Jakou praci pti tom vykona? Pasivni odpory zanedbejte.
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ReSeni:

T-——-————"|9|-————- sz
$Fz

Obr. 39: Zadani piikladu 18

Nejdiive je potieba urcit celkovou tihu zvedaného biemene, kterd je tvofena vlastni

tihou volné kladky F, = m, * g a tihou zvedaného télesa F; = m, - g. Tedy
G=F+F,=(m;+my)-g.

S vyuzitim rovnic (24) pro pevnou kladku a (25) pro volnou kladku dostaneme

G _ F,+F; _ (m1+m2)-g _ (70+6)10

2 2 2

= 380 N.

F; =
Abychom zvedli téleso do vysky s = 6 m, musime silou F; posunout konec lana
0 dvojnéasobnou vzdalenost, tedy 2s. Vykoname tedy praci

W =F;-25s=380-2-6 =4560J.

Stejnou praci bychom vykonali 1 pti pouziti pouze pevné kladky, protoze

W=F-s=G-s=(m;+my)-g-s=(70+6)-10-6 = 4560 J.

Priklad 19:

Jakou silou musime puisobit, abychom zvedli t€leso o hmotnosti 600 kg rovnomérnym
pohybem pomoci kladkostroje sloZzené¢ho ze dvou kladek pevnych a ze dvou kladek
volnych (viz obr. 40)? Hmotnost kladek a tfeni zanedbejte.
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ReSeni:

[
11—
o

=

Fy

Obr. 40: Zadani piikladu 19

Spole¢na kladnice obou volnych kladek je s obéma kladkami zavéSena celkem na
¢tyfech vldknech (na obr. 40 oznaceny a, b, c, d), po dvou na kazdé z kladek. Ze silové
(9) a momentové rovnovahy (10) obou volnych kladek a spodni pevné kladky plyne, Ze
tahova sila F, vSech Ctyf vlaken je stejna. Z rovnovahy sil pro celou kladnici s kladkami

tak plati

VyuZijeme-li rovnice (24) pro vrchni pevnou kladku a definice tihy F; = m4 - g télesa,

dostaneme
Fy=F=2=" = %0 = 1500 N.
Priklad 20:

Na kladkostroji slozeném z pevné a volné kladky (viz obr. 41) visi téleso. Hmotnost
volné kladky véetné kladnice je 3 kg, primér obou kladek je 10 cm, priimér zabéhanych
¢epu obou kladek je 2 cm, soucinitel Smykového tfeni ¢epu a lozisek kladky je 0,1.

a) Jakou hmotnost télesa je mozno zvednout silou 270 N?
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b) Jaka by byla vypoctena hmotnost, pokud bychom cepy obou kladek nahradili
novymi, nezabéhanymi?
c) Jaké chyby bychom se dopustili, kdybychom neuvazovali ¢epové tieni?

ReSeni:

Obr. 41: Nékres k ptikladu 20

a) Oznac¢ime sily ptsobici na obé kladky — viz obr. 41. Pokud budeme téleso zvedat,
bude dochazet k rotaci kladek v naznacenych smérech a proti tomuto pohybu bude
pasobit moment ¢epového tieni. Sestavime rovnice silové (9) a momentové rovnovahy

(10) pro ob¢ kladky.

Pevna kladka: F, = F; + Fs,
F3'T=F5'T+ﬁv:'ré'Fk.
Volna kladka: F, + F5 =G,

Fs-r=F,-r+ fi1r-G,
kde jsme pro moment ¢epového tieni vyuzili rovnici (18). Tiha G zvedaného bfemene
musi byt souctem tihy F, samotného télesa a tihy F; volné kladky, tedy
G=F +F,.
Tim dostaneme uzavienou soustavu rovnic s p€ti neznamymi, ze které urcime silu F,
pusobici na samotné téleso. Po matematickych upravach dostaneme
1-f, c%

F,=2-F;- (1+fv.ﬁ)2

- Fl'
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Po dosazeni z definice tihy téles F; = m, - g a F, = m, - g bude hledana hmotnost

dx
o F 1-feg

2 = 4T 2 My,
(i

kde jsme vyuzili vztahti d = g ad; = %

Soucinitel ¢epového tfeni urCime zrovnice (20). V ptipadé¢ zab&hanych epu pak
dostaneme

dx

Fs 1—1,27-f-7c
m,=2————*5—m,.

ds

9 (1+1,27-f7‘3)

Po dosazeni

m, = 2. 270 ) 1—1,27'0,1'5 _3—_54. 0,9746
= —_—— =
10 (1+1'27'0’1'E) 1,051445

— 3 =47,05kg.

Tedy silou 270 N budeme zvedat téleso o hmotnosti 47,05 kg.
b) V ptipadé¢ vymény Cepl dosp&jeme analogickym postupem K podobnému vysledku,

avSak dosadime soucinitele cepového tfeni pro nové nezab&éhané cepy z rovnice (20), tj.

dv
B TWSTPY
2 2 1
g g0
(1+1,57fd)

Po dosazeni bude hledana hmotnost

2

m, =2 270 1-1570145 3-54. 0,9686
=2 = —10 = —_

10 (1+1J57.011.12_0) 1,06379

— 3 =146,17 kg.
V ptipad¢ zanedbani ¢epového tfeni vyuZijeme pouze rovnic rovnovahy pevné kladky
(24) a volné kladky (25) a definic tihy F; = m; - g a F, = m, - g, tedy po tpravach

m2=2-%—m1=2-%—3=51kg.

Ke stejnému vysledku bychom dospéli, kdybychom v pfedchozich vysledcich dosadili
koeficient smykového tfeni ve slozeném zlomku jako nulovy.

c) Porovname-li vysledky se tfenim a bez tfeni, zjistime Ze zanedbanim tfeni bychom
dostali vysledek o zhruba 8,4 % vyS$s§i oproti vysledku se tfenim zab&hanych cepil

a dokonce 0 10,5 % vyssi oproti vysledku se tfenim nezab&hanych cep.
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7. ZAVER

V piedlozené bakalarské praci jsem navazala na mou piedchozi praci s nazvem
Sbirka feSenych piikladii ze statiky, kterou jsem psala v rdmci bakalafského studia na
Pedagogické fakultd JihoCeské univerzity v Ceskych Budgjovicich (PF JU), obor
Zéklady vyrobni techniky se zaméfenim na vzdélavani.
odpory (tfeni), kladky a kladkostroje. Stru¢n¢ shrnuté teoretické poznatky obsazené
V této praci jsou vzdy doplnény o piiklady obsahujici ndzorné obrazky usnadnujici
pochopeni celé situace ¢i piimo vyuzité ke grafickému feseni ptikladu. U vSech ptikladii
je uvedeno podrobnéjsi komentované feSeni, pfedev§im pocetni, u nékterych z nich
i grafické. Pro lepsi ptehlednost jsou piiklady fazeny ptimo v kapitolach, kam tematicky
spadaji. Ve velké mifte tak odpada nutnost dohledavat v jinych castech prace ptislusnou
teorii, ktera je potfebna k feSeni daného ptikladu.

V praci jsem ke kazdému tématu uvedla n€kolik ptikladd, pfi¢emz jsem se
inspirovala riznymi sbirkami, popt. jsem si je vymyslela, ale vzdy jsem se snaZila, aby
byly spojeny s realitou. Ugelem prace rozhodné nebylo uvadét piiklady s vysokou
naro¢nosti, a to jak z pohledu fyzikalné-technického, tak i matematického, ale naopak
bylo potfeba nalézt vhodné piiklady pro aplikaci uvedené problematiky, které by
jednoduse ilustrovaly prezentovanou teorii i pfislusné postupy feseni. Urcité by se daly
prezentovanych jednoduchych postupli a neptfinaSely by tak novy pohled na danou
problematiku, pouze by zvySovaly naroky na matematické znalosti uZivatele.

Ptipadny feSitel piikladli z technické mechaniky musi mit specifické znalosti
a dovednosti. Musi mit alespoit zdkladni védomosti z matematiky a fyziky, znat
pfisluSné pojmy a postupy, umét uzivat zdkladni matematické operace, mit znalosti
z geometrie, goniometrickych funkci ¢i vektorové algebry. DileZité je také mit dostatek
logického mysleni a v pfipadé nékterych piikladi 1 dostateCnou prostorovou
predstavivost nutnou pro ¢teni grafickych feSeni a orientaci v nich. UZivatel musi byt
také schopen rozebrat zadani z fyzikalné-technického pohledu a sestavit si zékladni
rovnice potfebné k vyteSeni piikladu, v ¢emZ mu prav€ mize pomoci komentované
feSeni piikladii. Pfedpoklada se vSak, Ze uzivatel zna zakladni pojmy a postupy tykajici

se technické mechaniky, jako je napt. feSeni silové a momentové rovnovahy, urceni
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vyslednice obecné rovinné soustavy sil apod., coz neni soucésti ptredlozené prace
a Ctenaf se s nimi musi pfedem seznamit jinde.

Cilem prace bylo vytvofit pokracovani Sbirky feSenych piikladi ze statiky tak,
aby ob¢ prace spolecn¢ postihovaly cely rozsah predmétu Technicka mechanika I —
Statika vyu€ovaného na PF JU. Myslim si, ze tento cil se mi podafilo vV rozumné mife
spinit a predchozi praci doplnit o chybéjici témata a ilustrativni piiklady k nim.
Vsechny obrazky, nakresy k zadani a graficka feSeni jsem kreslila ve volné stazitelném
softwaru Inkscape. U nékterych piikladti obsahuji obrazky i méfitko, podle kterého si
1ze ovétit shodnost pocetniho a grafického feseni.

Doufam, Ze i tato prace bude pifinosem pro vyucujici na stfednich odbornych
Skolach technického zaméteni nebo na vysokych Skolach, kde se vyucuji technické
obory. Rovnéz praci mohou vyuzit studenti téchto obort a $kol pii samostudiu

a pfiprave na zkousky.
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