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Diplomova préace se zabyva souvislostmi mezi determinanty a permanenty speci-
alnich typt pasovych matic. Diraz je kladen na k-tfidiagonalni matice a v prak-
tické Céasti jsou odvozeny rekurentni rovnice pro permanenty konkrétnich piipadi
k-t¥idiagonalnich Toeplitzovych matic. Cilem je zprostiedkovat danou problema-
tiku komplexné a poskytnou nové souvislosti pii studiu téchto specialnich matic
a jejich vlastnosti. Prace je rozdélena na ¢tyri hlavni kapitoly. Prvni se zabyva te-
orii matic a souhrnné zpracovava podstatné znalosti determinanti a permanenti.
Ve druhé jsou predstaveny pésové matice a jejich nejriznéjsi vlastnosti, kam ta-
dime i k-tfidiagonélni matice. Tteti kapitola je vénovana metodé vytvorujici funkce.
A v zavéretné, praktické ¢asti, jsou uvedeny puvodni odvozeni pro permanenty

3-tridiagonalnich a 4-tfidiagonalnich matic.
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Uvod

Tématem diplomové prace je hledani a predkladani souvislosti a vazeb mezi deter-
minanty a permanenty specialnich typu pasovych matic. Pozornost je smérovana
zejména na vlastnosti k-tfidiagonalnich matic.

Zjednodusovani a urychlovani vypocti pro libovolné velké matice je predmétem
zadjmu vétsiny téch, ktefi se zabyvaji problémy maticové algebry. Znalosti z oblasti
maticového poc¢tu se vyuzivaji v mnoha oborech, napriklad ve fyzice, pocitacové
grafice, biologii, statistice a dalsich.

Tématika k-tfidiagonélnich matic je velmi aktualni a vénuji se ji matematikové z ce-
lého svéta, i kdyz je na tomto poli stale jesté dost nezodpovézenych otazek. Ceské
literatura se pasovym maticim a jejich vlastnostem prilis nevénuje.

Teoreticka ¢ast obsahuje prehledné zpracované zakladni znalosti maticové algebry,
se zaméfenim na determinanty a nepfilis zndmé permanenty, které jsou jistym zpt-
sobem determinantiim podobné.

V dalsi kapitole se pak odkryvaji zajimavé vlastnosti souvisejici s pasovymi mati-
cemi, zejména pak, jiz zminénymi, k-tiidiagonalnimi. Na nékteré véty, predlozené
v teoretické ¢asti prace, je nahlizeno jinym zptsobem, nez jak byly publikovany
v odbornych ¢lancich. Snaha je o nalezeni efektivnéjsich postupt, pripadné novych
souvislosti. Hlavni zdjem je popsat a ptfedlozit rekurentni rovnice pro determinanty
a permanenty vybranych k-tfidiagonalnich matic, jejichz pfinos je zejména v zefek-
tivnéni vypocta pro libovolné n rozmérné matice.

V praktické ¢asti jsou odvozeny rekurentni rovnice pro permanenty specialnich typt

k-ttidiagonalnich matic, kde k > 3.



Kapitola 1

Obecny uvod

1.1 Matice

V této casti diplomové prace vénované maticim si predstavime zakladni definice
a véty, které jsou pro nas stézejni. Matice jsou velice t¢innym néstrojem pro vel-
kou ¢ast matematickych disciplin. Poméahaji nam vyporadat se s tézkymi vypocty
v mnoha védnich oborech. Literatury, ktera se vénuje maticim a jejich vlastnostem
je hodné, v praci jsem Cerpala zejména z publikaci od Fiedlera [1], Krajnika [3],

Becvare [2] a publikace Introduction to Linear Algebra od Ptéaka [9].

Definice 1.1. Necht T je neprazdna mnozina a n, m € N. Matici typu n x m nad

mnozinou 7" budeme rozumét schéma

ailr Az -0 Aim
Q21 Q22 - A2m
A=(ay)=1| | (1)
Qp1 Ap2 - Anpm
kde a;; € T, pro kazdé i = 1,2,...,n a kazdé j = 1,2,...,m, nazyvame prvkem

matice, ktery lezi v i-tém fadku a j-tém sloupci.

Pozndamka.
1. Pokud m # n, pak mluvime o matici obdélnikové.

2. Pokud m = n, pak mluvime o matici ¢tvercové fadu (stupné) n, oznacujeme

A,.



Piiklad. Uvedme priklad libovolné ¢tvercové matici fadu 3.

5 —1 2
By=18 1,5 —10
0 O 3
Poznamka. Dilezité diagonaly.
1. Hlavni diagonalu matice A typu n x m, kde k = min{m,n} tvofi prvky

a1, g2, . . ., agg. (Neboli prvky a;;, kde i = j.)

2. Vedlejsi diagonalu matice A typu n x m, kde k = min{m,n} tvoii prvky
An1,Qn-12, - -,a1% (Neboli prvky a;;, kde j = (n — i) + 1.)

3. Superdiagonalou se oznacuje diagonéla hned nad hlavni diagonalou.

4. Subdiagonalou se oznacuje diagonala hned pod hlavni diagonalou.

Pozndmka. Kazdou diagonalu ve sméru hlavni diagonéaly (zleva shora doprava doli)
muzeme oznacovat celym ¢islem. Hlavni diagonalu oznacujeme cislem 0. Diagonaly
nad a pod hlavni diagonalou popisujeme postupné celymi ¢isly a to tak, ze diagonaly
nad hlavni diagonalou jsou ¢isla kladna od 1 po m — 1 a ¢isla pod hlavni diagonélou
jsou zaporna od —1 po —(n — 1).

Uvedme schéma matice, kde ¢isla stojici na jednotlivych prvcich matice A typu
4 x 5, urcuji ¢islo dané diagonaly. Uvédomme si, ze 0 oznacuje hlavni diagonalu, —1

subdiagonalu a 1 superdiagonalu.

0 1 2 3 4

-1 0 1 23
A—

-2 -1 0 1 2

-3 =2 -1 01

Definice 1.2. Necht A = (a;;) je matice typu nxm. Transponovanou matici k matici
A rozumime matici AT = (b;;) typumxn, kdeprokazdé i =1,....,naj=1,...,m
je bjz’ = Q5 -

Priiklad. Uvedme piiklad matice a matice k ni transponované.

110 3 2
51 2 21

W O =
NN N = Ot



Definice 1.3. Maticové sc¢itani.
Necht A = (a;j) a B = (b;;) jsou dvé matice typu n x m. Pak sou¢tem matic A a B

budeme rozumét matici

A + B = (CLZ']' + b”)

Poznamka. Zduraznéme, ze muzeme pouze s¢itat matice, které jsou stejného typu.

Snadno lze dokazat, ze s¢itani matic je asociativni a komutativni operace (viz. [3]).

Definice 1.4. Maticové nasobeni.
Necht A = (a;x) je matice typun xla B = (by;) je matice typu [ x m. Pak sou¢inem

matic A a B, v tomto poradi, budeme rozumét matici

!
C= E aikbkj7
k=1

kde matice C' je typu n x m.

Pozndmka. Zdiraznéme, Ze soucin matic A - B je definovan jen tehdy, je-li pocet
sloupcu matice A stejny jako pocet radku matice B. Proto nasobeni matic sice je
asociativni operace, ale neni komutativni.

I kdyZ je ndsobeni matic na prvni pohled definovano uméle, méa zasadni vyznam pii

sklddani linearnich zobrazeni.

Definice 1.5. Elementarni radkové operace v matici A jsou nésledujici operace:
1. V matici A prohodime dva radky.
2. K libovolnému radku matice A pri¢teme jakykoliv nasobek fadku jiného.
3. Jakykoliv fddek matice A vynasobime ¢islem riznym od nuly.

Matici B nazveme fadkové ekvivalentni s matici A, jestlize vznikla z matice A uzitim

radkovych elementarnich operaci.

Pozndmka. Stejné jako v Definici[1.5| miZzeme definovat i sloupcové elementarni ope-
race. Zasadni vyznam pro Teseni soustav linearnich rovnic a hledani dalsich vlastnosti

matic maji vSak hlavné radkové elementarni ipravy.
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Definice 1.6. Specialni typy matic.

Uvazujme matici A = (a;;) typu m X n, pak

1. Nulova matice je matice A, kde pro vSechny prvky plati a;; = 0. Znacime

0.

2. Opaénou matice k matici A zna¢ime —A, a pro vSechny jeji prvky plati
—A = (—ay).

3. Jednotkova matice je ¢tvercova matice A, kde plati, Ze a,; = 1 pro i = j

a a;; = 0 pro ¢ # j. Znacime E.

4. Dolni trojihelnikova matice je ¢tvercova matice A, kde a;; = 0 pro i < j,

1=1,....m,j=1,...,n.

5. Horni trojihelnikova matice je ¢tvercova matice A, kde a;; = 0 pro i > j,

1=1,....m, 7=1,...,n.

Poznamka. Kazdou ¢tvercovou matici 1ze pomoci elementarnich fadkovych operaci

prevést na horni, resp. dolni trojuhelnikovou matici.

Definice 1.7. Necht A je matice fadu n. Matice A~ se nazyva inverzni matice
k matici A, jestlize plati
A- A=A A=F.

Definice 1.8. LU-rozklad.

Necht A je regulédrni matice fadu n, LU-rozkladem matice A rozumime vztah
A=1L-U,

kde matice L je dolni trojihelnikova matice s jednickami na hlavni diagonéle a matice

U je horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale.

Pozndmka. Mame-li fesit soustavu Az = b a nahradime matici A sou¢inem matic
L - U a oznac¢ime-li Uz = y, poté ziskdvidme rovnost LUz = b pravé tehdy, kdyz
Ly =baUzx =y. Coz je uzitecné, kdyz feSime sérii vypocti, kde se prava strana

soustavy b v jednotlivych pripadech méni, ale leva zlistava stejna.

11



1.2 Determinanty

Determinanty patii mezi zakladni nastroje pro feSeni soustav rovnic. Jejich vyuziti,
je stejné jako u matic, velmi mnoho. Znalosti determinanti se vyuzivaji ve fyzice,
inzenyrstvi, grafice a v mnozstvi dalsich obort. Je dulezité si uvédomit, ze determi-
nant je ¢islo, které je prifazeno ¢tvercové matici, odkryva jeji vlastnosti a poméaha
pii vypoctech. Teorii determinantt se zabyvaji napiiklad jiz zminéné publikace vé-
nujici se linearni algebte [3], [2], [T], [9]. Z dalsich zahrani¢nich zdroji muZzeme zminit

napiiklad publikaci od Namboodiriho [14].

Uvazujme mnozinu M o prvcich {1,2,...,n}. Pokud prvky mnoziny M zapiSeme
v libovolném poradi, ziskdme jednu z moznych permutaci prvka z mnoziny M. Po-

¢et vSech takovych permutaci pro pevné zvolené n je pravé
Pn)=n-(n—1)-(n—2)---2-1=mnl!

Pro dalsi avahy zvolme libovolnou permutaci prvki z mnoziny M = {1,2,...,n} jako
usporadanou n-tici (i, is, ..., 4,) (n-tice uréuje poradi prvki mnoziny M). Dvojice
ij, 1 v permutaci (i1, io, ..., i,,) Se nazyva inverze v permutaci, jestlize j < k a i; > iy.
Pokud je p pocet vSech inverzi v permutaci (i1, is, ..., i, ), pak ¢islo (—1)P oznac¢ujeme

jako znaménko permutace. Piseme sgn(iy, is, ..., 4,).

Definice 1.9. Determinantem Ctvercové matice A = (a;;), fadu n je ¢islo, které
odpovida rovnosti
det A = E sgn(il, ’iQ, ceey Zn> cA1gy A4y 0 Oy, (2)
(61,62,0--1in ) EX
kde ¥ je mnozina vSech permutaci mnoziny {iy, is, ..., i, }.

Determinant muzeme zapsat také takto,

@113 a2 -+ Aip

a a LY a
det(aij) _ ]A\ _ 21 22 2n

Ap1 Apo - Ann

Diisledek. Urceni determinantu pro matice fadu n = 1,2, 3 dle Definice [I.9

a11 Aa12
= a1, = a1 * Q22 — Q21 * A12.
Q21 A22

an

12



Pro vypocet determinantu fadu n = 3 se vyuziva tzv. Sarrusovo pravidlo, viz [3].

@11 a2 13

Q21 Q22 Qo3| = 11022033 + A21032013 + G31G12023 — A31022013 — (11032023 — A33021G12-
a31 Q32 Aasg
Pro urceni determinanti fadu n > 3 nelze efektivné vyuzit analogie Sarrusova pra-

vidla.

Definice 1.10. Necht A = (a;;), je ¢tvercova matice fadu n > 2. Subdetermi-
nantem A;; nazyvame determinant matice, ktera vznikne z matice A vynechanim

1-tého tadku a j-tého sloupce.

Definice 1.11. Necht A = (a;;), je ¢tvercova matice fadu n > 2. Doplitkem

prvku a;; matice A rozumime ¢islo D;;, pro které plati

R
Dy = (=1)"" - Ay,
Véta 1.1. Laplaceova véta o rozvoji determinantu.

Necht A = (a;j),, je matice Fadu n > 2. Pak pro kaZdé j =1,...,n je
det A = Z aijDij,
i=1
i=1

Dikaz. Viz [2].

Poznamka. Laplacetv rozvoj ndm umoziuje vypocitat determinant matice libovol-
ného radu n tak, ze postupné snizujeme Fady determinantii az k determinantim

radu n < 3, které umime snadno spocitat.

Véta 1.2. Viastnosti determinanti.

Necht A = (a;j), je ctvercovd matice Fadu n pak plati
(a) det AT = det A.
(b) det(A- B) =det A -det B, kde B je ctvercovd matice 7ddu n.

(c) det A = —det A, kde A’ je matice, kterd vznikla z matice A vymeénnou i-tého

a j-tého Fadku, kde i # j.

13



(d) det A" = det A, kde A’ je matice, kterd vznikla z matice A prictenim c-ndsobku
jejtho k-tého tadku (sloupce) k i-tému kde k # i.

(e) det A =0, md-li matice A dva stejné rdadky. Matici, jejiz determinant se rovnd

nule, rikdme singuldrni. V opacném pTipadé je regquldrnyi.

(f) det A" = c - det A, kde A’ je matice, kterd vznikla z matice A vyndsobenim

i-tého Fddku (sloupce) cislem c.
Dikaz. Viz. 3.

Véta 1.3. Necht je A = (a;;) trojuhelnikovd matice Tdadu n, pak pro jeji determinant
plati

det A = a11 - A9 App-

Diikaz. Viz [3].

Poznamka. Determinant matice lze pro determinanty rfadu 1 — 3 spocitat podle
Definice [1.9] Pro determinanty vysSich fadi muzeme G¢inné vyuzit vlastnosti ve

Véte [1.2] kdy pomoci tprav prejdeme od dané matice k matici trojuahelnikové.

Priklad. Vypocitejte pomoci vlastnosti ve Véte [1.2] a Vets [1.3] determinant nasledu-

jici matice.

1 2 -1 2

2 -3 1 0
O —

0 -2 0 0

1 2 1 -4

1. Nejprve prehodime druhy radek se ¢tvrtym a ihned potom tieti s druhym, abychom
nemuseli ménit znaménko determinantu.

2. K tfetimu rfadku pfi¢teme (—1)-krat prvni fadek a ke ¢tvrtému fadku pfi¢teme
(—2)-krat prvni radek.

3. K ¢tvrtému rfadku pii¢teme (—%)—krét druhy radek a nasledné ctvrty radek vy-
nasobime ¢islem 2.

4. Od ¢tvrtého radku odecteme 3-krat tieti radek.

14



5. VyuZijeme Vétu

12 -1 2| |12 -1 2| 12 -1 2 12 -1 2
2 -3 1 0[,f0 =2 0 0[,f0 =2 0 0,100 -2 0 0
0 -2 0 o |1 2 1 -4 Joo 2 =6 200 2 -6
1 2 1 -4 |2 -3 1 0o |0 -7 3 —4 0 0 6 -8
12 -1 2
él.o -2 00 5 1 (1-(=2)-2-10) = —20
210 0 2 -6 2
00 0 10

1.3 Permanenty

Permanent je ¢islo podobné determinantu, které piislusi dané matici. Na rozdil od
ného se pri vypoctu permanentu nezohlediuje znaménkova zména. V nésledujicim
textu budeme chapat permanent jako ¢islo piislusici vyhradné ¢tvercové matici. Lze
vSak definovat i permanenty pro obdélnikové matice tvaru m x n, kterym se vénovat
nebudeme.

Zmalost permanentii je prospésna pii studiu linedrni algebry, kombinatoriky, kvan-
tové fyziky, nebo tfeba teorie pravdépodobnosti. [20]

Ceské literatura se permanentim piili§ nevénuje, ze zahrani¢nich zdroju si mu-
zeme jmenovat napiiklad publikaci od Mince [I0], ptipadné ¢lanky od Agrawala

[7], Glynna [IT], Feigeho [15].

Definice 1.12. Permanentem ¢tvercové matice A = (a;;), je ¢islo, které odpovida

rovnosti

perA = Z A1y~ A2y~ * Ay - (3)
(i1,12;-..5in)
Permanent mizeme zapsat také jako per(a;;).

Pozndmka. Uvédomme si nyni, jaké budou platit pravidla pro tpravy permanti.

1. Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Matice A’ vznikne z matice A vyménou

i-tého a j-tého fadku, kde ¢ # j. Pak pro permanenty plati per(A’) = per(A).

2. Necht A je ¢tvercova matice fadu n, pak plati per(AT) = per(A).

15



3. Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Matice A" vznikne z matice A pri¢tenim
a-nasobku jejiho k-tého radku k i-tému, kde k # i. Pak pro permanenty plati
per(A') # per(A).

vvvvvv

lejsi, nez vypocet determinantu.

Definice 1.13. Necht A = (a;;), je ¢tvercova matice fadu n > 2. Subpermanen-
tem A;; nazyvame permanent matice, ktery vznikne z matice A vynechanim ¢-tého

radku a j-tého sloupce.

Véta 1.4. Laplaceova véta o rozvoji permanentu.

Necht A = (a;j), je matice Tadu n > 2. Pak pro kazdé j =1,...,n je

perA = Z a;; - per(4;5),

i=1

perA = Z aj; - per(Aj;).

i=1
Diikaz. Viz [10].

vvvvvv

pri¢citanim libovolnych nasobku fadkt. Pii vypoctu permanentu pies definici jsme
nuceni pocitat pres n! prvki. Z toho duvodu je dobré vyuzit nékteré algoritmy pro
usnadnéni vypoctu, jako je napiiklad Ryserova formule, kde pro vypocet s¢itame
2" — 1 prvku.

Toto vyrazné vypocetni zjednoduseni je zfejmé z nasledujici Tabulky 1.1.

n 2" —1 n!

2 3 2

5 31 120

10 1023 3628800

20 1048575 2432902008176640000

30 1073741823 265252859812191058636308480000000

Tabulka 1.1: Porovnéni riustu posloupnosti 2" — 1 a n!.
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Véta 1.5. Ryserova formule pro vypocet permanentu.
Necht A = (a;j), je ctvercovd matice Fddu n a S je neprdzdnd mnoZina sloupci

matice A. Pak pro permanent plati
perdA = Z (—1)n18l. H Z aij, (4)
SC{1,....n} i=1 jes
kde scitame pres vSechny podmnoziny S C {1,...,n} a |S| je pocet prvki mnoZiny
S.
Diikaz. Viz [10].

Priklad. Vypocitejte uzitim Ryserovy formule permanent nasledujici matice radu

n = 3.
1 2 0

A=13 -2 2
1 -1 —1

Nejprve si uréime neprazdné podmnoziny mnoziny S, kterych je 7:

Sl = {1}, 52 = {2}, 53 = {3}, 54 = {1, 2}, 55 = {2,3}
Se = {1,3}; Sr=11,2,3}.
Nyni dosadime do vztahu (4) a dopo¢itime permanent matice A:
perd = (=1)*"' - ajpamaz; + (=1)°7" - arpaazs + (—1)*7" - agzassazs + (—1)° 7%
(a1 + a12) - (a1 + as) - (az1 + aze) + (—1)° 7>+ (@11 + au3) - (az + ass) - (az1 + asz)+
+(=1)°7? (a12 + ar3) - (az2 + as3) - (azs + ass) + (—1)°7° - (a11 + a1z + as3)-

- (ag1 + ags + ags) - (as1 + asz + ass),
kde po dosazeni ziskavame
perA=3+440-3-1-0—-1-5-0—-2-0-(=2)+3-3-(—1)=—-2.

Pozndmka. Dalsi vhodnou formuli pro vypocet permanenti vyssich fada, muze byt

napiiklad Balasumbramanianova-Baxova-Franklinova-Glynnova véta (viz. [11]).
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Kapitola 2

Pasové matice

Pésové matice maji svoje vyuziti v numerické matematice pii FeSeni obycejnych
a parcialnich diferencialnich rovnic diskretiza¢nimi metodami a pii hledani vlastnich
¢isel. Teorii pasovych matic se vénuji napiiklad autofi Fiedler [I], Borowska, Lacinska

a Rychlewska [4], [5] , El-Mikkawy a Atlan [6].

Definice 2.1. Uvazujme ¢tvercovou matici A = (a;;),, fadu n. Dale uvazujme ¢isla
p a q, ktera definujeme jako maximélni vzdélenosti od hlavni diagonély, kde se jesté

vyskytuji nenulové prvky

p =maxz(py,0), po=maz{j—i;a; # 0},

q =max(q,0), go=—min{j —i;a;; # 0}. (5)
O matici A fekneme Ze je (p,q)-pasova.
Pozndmka. Sitkou pasu matice A budeme rozumét pocet diagonal s nenulovymi
prvky, tedy ¢islo p + ¢ + 1. [1]

Pozndmka. Specialni typy pasovych matic.

1. Horni trojuhelnikova matice ma ¢ = 0.

2. Dolni trojihelnikova matice méa p = 0.

3. Diagonalni matice je (0,0)-pasova.

4. Matice v Hessenbergové tvaru mé q =1 (nékdy ¢ < 1).

5. Déle oznacujeme matice fadu n, které jsou (k, k)-pasové, kde k < n takto,
e (1,1)-pasova se nazyva tiidiagonalni,
e (2,2)-pasova se nazyva pentagonalni,
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e (3,3)-pasova se nazyva heptagonalni atd.

Priklad. Uvedme libovolnou pentagonalni matici fadu 6.

2 1 5 0 00

1 8 6 2 00

2 -1 2 1 10
A—

0 11 5 =5 1 2

0O 0 2 9 4 2

O 0 0 -1 3 9

Jako priklad specialnich typt pasovych matic v Hessenbergové tvaru si zde uvedeme

nasledujici vétu, ktera vysla v ¢lanku od Cahilla, D’Errica a Narayana [21].

Véta 2.1. Necht A = (a;j), je pdsovd matice v Hessenbergové tvaru

ay1 A12 0 cee 0
Q21 G232 G23 . 0
An=asz1 azs azz - 0
anfl,n
Ap1 Gp2 Apn—1 Ann

pro vsechna n > 1. Potom pro jeji determinant plati

n—1
((_1)717“ *Anr H Q5541 ° det Ar1>, n > 2 s (6)

j=r

n—1
det A, = ay, -det A,_; + Z

r=1
s pocdtecnimi podminkami det Ag =1 a det A; = aq ;.
Diikaz. Viz. |21].
Nésledujici véta je z ¢lanku od Borowska, Lacinska a Rychlewska [4]. Tyto autorky
se ve své praci zabyvaji nejriznéjsimi souvislostmi mezi k-t¥idiagonalnimi maticemi.
Zde uvadime rekurentni rovnici pro determinanty tfidiagonalnich matic véetné du-
kazu, ktery je vychozim pro dalsi uvahy.
Véta 2.2. Necht' A je tridiagondlni matice vddu n

aq C1 0 0

by ax c

Av=10 b - . 0 [, (7)
Gp-1 Cp—1
0 0 bn,1 G,y
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pak pron > 2 plati
det A, = a, -det A,,_1 — by_1¢p_1 - det A,,_o, (8)
s pocdatecnimi podminkamsi
det A, = aq, det Ay = aja9 — bycy.

Diikaz. Vyuzijeme na matici A Laplaceuv rozvoj podle posledniho Ffadku, abychom

ziskali
ap ¢ 0 0
b ay
det A, =apdet A, 1 =01 | 0 by . ¢z O )
Ap—o 0
0 -+ 0 by cp

opétovnym uzitim Laplacova rozvoje podle posledniho sloupce ziskavame
det A=a, -detA,_1 — b,_1¢ph_1 - det A,,_s.

O

Pozndmka. Jestlize je matice A,, ve Véte Toeplitzova matice (viz. Definice

z nésledujici kapitoly) pak plati
det A, =a-det A,,_1 — bc-det A,,_».

Priklad. Vypocitejte uzitim rekurence determinant nasledujici tfidiagonalni ma-

tice.

1 2 0O 00
1 2 0 0

-2 3 1 00 1 2 0
-2 3 1 0

0 -1 —1 4 o|=1- —-2-1-1—-2 3 1=
0 -1 -1 4

0 0 3 31 0O -1 -1
0 0 3 3

0 0 0 21
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1 2 0 O
12 0
-2 3 1 0 1 2
=1-13- —4-3- -2-1-1-2 3 1]|=
0 -1 -1 4 -2 3
0 -1 -1
0O 0 3 3

=1-B3-(-3+1-4)—4-3-3+4)]—-2-1-(-3-4+1)=

—1-(—18 —84) — 2 (—6) = —102 4 12 = —90.

Definice 2.2. Necht k je libovolné piirozené ¢islo. Matice B®) = (b;;),, je

k-tridiagonalni matice pokud je ve tvaru,

a 0 - 0 cl 0 0
0 a 0 --- 0 o
B =" o e )
by 0 .- . o 0
0 by 0 :
0 a,_1 0
0 -+ 0 by 0 - 0 a,

a;, pro 1— 35 =0;
bi, pro i—j=k;
bij = < (10)
Ci, pro t=7]= _ka
\ 0, Jinak,

kde k€ {1,2,...n— 1}.

Poznamka. Pro k > n je @D matice s prvky pouze na hlavni diagonéle.

Nésledujici véta je uvedena v ¢lanku od Borowska a Lacinska [8]. Vétu i dikaz jsme
se pokusili fomulovat efektnéji, nez uvedly autorky v ¢lanku. MysSlenka dikazu je

inspirativni, proto je zde uveden cely.
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Véta 2.3. UvaZujme 2-tridiagondlni matici Tddu n

apa 0
0 a O Co
bs 0 as 0 C3
by O ay 0 Cyq

bn72 0 an72 O Cn72

by, 0 an
a dvé pomocné tridiagondlni matice rdadu k:
a; Ci az Cg
by az 3 by ays ¢y
* .. .. .. *k
Ap = ) ) ) VAL =
bok—3 Q2r-3 Cop—3 bok—2 Qop—4 Cop—s
bok—1 Gop—1 bor,  agy

(12)

Determinanty matic A, Ay, A* miuZeme zapsat pomoct rekurentnich rovnic takto

e Rekurentni rovnice pro A, :

det Apyg = apyg-det Ay i3 —anqsbniacnio-det Ay +bpy3byiachiicrga-det Ay,

(13)

s pocdtecnimi podminkami

det Ay = aq, det Ay = aqas, det A3 = as - det Ay — asbscq,
det A4 = Q4 * det A3 + b402(b301 — CL16L3). (].4)
e Rekurentni rovnice pro A :

det A]:+2 = A2k+3 det AZ_H - b2k+302k+1 - det A]:, (15)

s pocdatecnimi podminkamsi
det A} = ay, det Ay = ajaz — bscy. (16)
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o Rekuretni rovnice pro Ap* :
kk ok kk
det Ak+2 = A2k14 ° det Ak+1 - b2k+462k+2 - det ks (17)
s pocdtecnimi podminkami

det AT* = Qy, det A;* = Q204 — b402 . (18)

Pokud navic dodefinujeme det A" =1, pak pro n > 1 plati
det A, = det A% - det AT"THJ . (19)
Pozndamka. Zavorkami || ozna¢ujeme tzv. dolni celou éast, pro kterou plati |z | = n,

prave kdyzn <z <n+1, kdex e Ran € Z.

Pozndamka. Dikaz pro determinant pentadiagonéalni matice popisuje Borowska, t.a-
ciniska a Rychlewska [4] a rekurentni rovnice pro determinanty tfidiagonalnich matic

jsme odvodili v textu Véta 2.2

Diikaz. Budeme dokazovat, ze kazdy determinant det A,,, kde n je pfirozené ¢islo,

dany vztahem vyhovuje rekurentni rovnici s danymi pocatecnimi podmin-

kami .
Nejdiive dokdzeme, Ze pocateéni podminky lze ziskat z rovnice ([19)).
Pokud budeme postupné do vztahu , dosazovat prirozena ¢isla n > 1, potom
ziskame:
n=1...det A = detAEJ ~det A7 = det Ag” - det A7;
n=2...det Ay = det ATy, - detA’[;J = det A" - det A7;
2
n=3...det A3 = detAEJ ~det Aly) = det AT" - det A3;
n=4...det Ay = det A3, 'detA"[éj = det A" - det AJ;
2
soucasné z , a za predpokladu, ze det Aj* = 1 ziskame:
detA1 = a; = 1- a; = detAS* . detA’f,
det Ay = ay - ay = det A7 - det AT™;
det Ag = as - det Ag — CLngCl = 10203 — a2b361 = CLQ(CLl(Ig — bgcl) = det AT* - det A;,

det A4 = Qa4 * det A3 + b402(b301 — CL16L3) = a2a4(a1a3 — b301) — b402(a1a3 — b301> =

= (a2a4 — b4CQ) . (a1a3 — b301> = det A;* - det A; .
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Tim jsme prokézali, ze poc¢atecni podminky muzeme ziskat z (19)).

Nyni ukéZeme, ze kazdy determinant det A,,, n > 4, ktery ziskdme z rovnosti
spliuje rekurentni rovnici .

V dalsi c¢asti dukazu budeme zvlast uvazovat n sudé a n liché. Nejprve uvazujme
n sudé, tedy oznacme n = 2k, kde k € N.

Dosadime n = 2k do rovnice ((13))

det Agpys = aopra-det Agpy3—aoni3bogracopyo-det Aot +bogy3boksaContocopri-det Agy
z (19) ziskame:

det Aoy = det Afoppa - det Afpeys, = det ApY, - det Ay o;
[=55=] =552 +

det Ay, 3 = det A?’“”’J det A”[2k2+4 = det A", - det Aj

det A2k+1 det ALQIﬁLlJ det A*2k+2 = det A** det Ak‘—i—l; (20)

det Ag, = det

L2kj det Aﬂ[gk;lj — det A;;* . det A]: .

Nyni musime dokézat, ze rovnice

det k+2 - det Ak+2 = A2k44 det k+1 - det Az+2 — a2k+3b2k+402k+2 - det AZ* - det A;;+1+

+ bokt3bokyaConroCory1 - det A7 - det Ay, (21)

plati pro vSechna k € N.
Zacneme Upravou levé strany rovnice . S ohledem na rovnice a

det A7", - det Ay, =
=(agkta - det ApY | — bopraCopso - det AY)(agrqs - det Ay — bopisCopyr - det Af) =
=Qok1302k44 - det ALY - det Ap | — aopiabopyscopsr - det A7 - det Ay —
— Qop43DoktaCopyo - det Ay - det Ay + bopysbogaCopyiCopyo - det A - det Af =
=044 (Aok+3 - det A — bopygCorir - det Ay) - det A7 —
— Qop43bopyaCopyo - det Ay - det Ap | + bopysbopaCopyiCopyo - det A - det A =
=0op14 - det Ay o - det Ay’ — aopqsboriaCopyo - det Ay - det Ay +

+ b2k+3b2k+4c2k+1c2k+2 - det AZ* - det AZ .

Po kone¢ném poc¢tu tuprav jsme ziskali pravou strany rovnice (32)).

Pro n liché, tedy bychom uvazovali n = 2k — 1, pro k € N, je postup analogicky. [J]
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Véta 2.4. Mé&jme ddn vektor d = (dy,ds, ..., d,), kterym vzhledem k matici (9)

rozumime vektor

a; , 1 ::1,2,...,k
ai—%i‘k, i=k+1,k+2,...1n
Determinant matice B,(Lk), kde plati, Ze d; # 0, proi = 1,2,...,n, lze urcit pomoct

LU- faktorizace takto
Bq(zk) - Lglk) Uk

n

kde
1 0 0
0 1
0
LF) — 0
n by ’
dy
0 4
. 0 . 0
by —
0 0 dn,IZ 0 0 1
ay 0 0 C1 0 0
0 as 0 0 &)
0 e 0
U(k) . Cn—k
" 0
0
Ap—1 0
0 0 an
a
det B =[] d; . (23)
=1

Dikaz. Viz. [6].

Priklad. Vypocitejte uzitim Véty 2.4 determinant nasledujici 2-t¥idiagonalni matice.

10 2 0
0 4 0 1
M =
2 0 2 0
0 -1 0 —4
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1. Uréime vektor d:

dy = 1idy = 4
d3:a3—bi%_ —%:
d4:a4—b2d%:— - =
d:(1;4;—2;—;§1).

2. Aplikujeme vzorec:

~11 _

4

det M{” = [[di=1-4-(-2)- () =6

=1

2.1 Toeplitzovy matice

Toeplitzovy matice se uzivaji v riznych védeckych disciplinach. Naptiklad pro te-

Seni obycejnych a parcidlnich diferencialnich rovnic v aplikované matematice, ve

statistice, fyzice, bezdratovych a senzorovych sitovych aplikacich atd. Literaturou

zabyvajici se Toeplitzovymi maticemi jsou napiiklad ¢lanky od Kiigiika a Diize [17],

Borowske, Lacinské a Rychlewské [16].

Definice 2.3. Necht je matice T ¢tvercova matice fadu n. Matice T' se nazyva

Toeplitzova matice pokud ma konstantni prvky na diagonalach.

ap € Co
by Gy C1
by b1 ag
bn b2

Cn

Co

C1

b

Qo

Priklad. Nasledujici matice predstavuje Toeplitzovu matici fadu 4.

3 1
5 3
-1 5
6 —1

2 -4
1 2
3 1
o 3

Faktorizaci pentagonalni matice na 2-tfidiagonalni matice, tvaru se zabyvaji

autori Diele a Lopez ve svém ¢lanku [22]. Véta predklada zajimavé souvislosti mezi

pasovymi a tridiagonalnimi maticemi.

26



Véta 2.5. Necht matice A je (2,2)-pdsovd matice Fadu n, magict tvar

r—a y v 0 0
z xr Yy v
w z x 0
A —
0 v
Ty
0 e 0w oz ox—p

a ¢ 0 0 a < 0 0
b a ¢ vod
Ti=1(0 b 0], L=(0 ¥V 0 (24)
a ¢ : a
0 0 b a 0 0o v d

pak mizZeme matici A vyjadrit jako A = TTs, pokud plati

x =aad + cb + bc, y = ac + cd, =10 +bd,

v = cc, w = bl a = bc, B=cb .

Diikaz. Viz. [22].

Pozndmka. Rozklad uveden ve Vété se vyuziva pro TeSeni soustav linearnich
rovnic, stejné jako klasicka LU-faktorizace. Regenf pres vyse uvedeny 7177Ts-rozklad
je ovSem rychlejsi pro (2,2)- pasové matice, nez uziti klasické LU-faktorizace. Pro
LU-faktorizaci musime provést 19n — 29 operaci a pro T1Ts-rozklad 16n — 14 operaci,

kde n je fad matice A. [22]

Pozndmka. Je zajimavé si uvédomit, ze matice A nemuze byt také Toeplitzova, pro-
toze kdyz ji vytvorime faktorizaci dvou tfidiagonéalnich Toepliztovych matic ziskame

na prvinim a poslednim prvku hlavni diagonély odlisné hodnoty.
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Véta 2.6. Necht A je 2-tridiagondlni Toeplitzova matice 7dadu n, kde n > 4.

a 0 c 0 --- 0
0
b a 0 c 0
A, =
0 0 a 0 ¢
b 0 a 0
0 0 b 0 a

Pak pro jeji determinant plati
det(A,) = a-det(A,_1) — abc - det(A,_3) + b*c* - det(A,_4),
s pocdtecnimi podminkami,
det(A;) = a, det(Ay) = a?, det(As3) = a*—abc, det(Ay) = a*—2a%bc+b*c?.

Diikaz. Dukaz lze provést piimo podle Laplaceova rozvoje dle posledniho radku
a sloupce. Podobné jako ve Vété s ohledem na Definici determinantu .

Néasledujici véty predstavujici rekurentni rovnice pro permanent 2-t¥idiagonalni ma-
tice a determinanty 3-t¥idiagonalnich a 4-tridiagonalnich matic odvodila ve své di-
plomové praci Iva Zvonikova [13]. Vzhledem k souvislostem s praktickou ¢asti prace

zde jejich znéni uvadime.

Véta 2.7. Necht A je 2-tridiagondlni Toeplitzova matice 7dadu n, kde n > 4.

a 0 c 0 -+ 0
0
b a 0 c 0
A, =
0 0 a 0 ¢
b 0 a 0
0 0 b 0 a

Pak pro jeji permanent plati
per(A,) = a - per(A,_1) + abc - per(A,_3) + b*c* - per(A,_4),
s pocdatecnimi podminkams
per(A4y) =1, per(A;) = a, per(Ay) = a?, per(A3) = a® + abe .
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Diikaz. Dukaz provedeme piimo. Permanent matice A,, upravime pomoci Laplaceova

rozvoje dle poslednich radku a sloupci.

a 0 ¢ O 0
0
perA,, = per ’ « 0ol =
0 0 a 0 c
b 0 a O
0 0 b 0 a .
a 0 ¢ 0 0
0
b a 0 ¢ 0 O
=a-per(A,_1)+0b-per |0 0O a 0 0 0 =
b 0 a ¢ O
0O b O 0 ¢
0 0O 0 b a 0 -
a 0 ¢ 0 0
0
= a-per(A,_1) + bc- per ’ ©« 0ol =
0 0 a 0 O
b 0 a c
0 0 0 b oal
a 0 ¢ 0 0
0
=a - per(A,_1) + abc - per(A,_3) + b*c - per ’ @ ol =
0 0O a 0 O
b 0 a O
0 0 b 0 ¢

=a-per(A,_1) + abc - per(A,_3) + b*c-per(A,_4) .
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Véta 2.8. Necht A je 3-tridiagondlni Toeplitzova matice 7dadu n

oznacme det A,, jako D,,, pak pro n > 4 plati

a O

o oo O O

0

0

o o o4 o O

C

o o4 o O

0

o O

>t O o IS

0

D,=a-D, 1 —bc-D,_o+abc-D,_5— a*bc- Dyp_4+ ab*c?- D,_5 —b3c® - D,_s+

+ab*c® - D,_7 — b*¢* - D, _s,

splnugici pocatecni podminky,

_ _ 2
Dl—(l, DQ—(I,

_ 3
Dg—a,

Dg = a® — 3a*be + 3a*b*c? — b3,

Dg = a® — 5a%bc + 8a*b*® — 4a*b3c3.

Dikaz. Viz. [13].

D, = a* — a%be,

Ds = a® — 2a%bc + ab*c?

D; = a” — 4a®be + 5a3b*c* — 2ab3c3,

Véta 2.9. Necht' A je 4-tridiagondlni Toeplitzova matice rddu n

> O O O 2

o oo o o o

o ] o =} IS
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ozna¢me detA,, jako D,, pak pro n > 5 plati

D, =a-D,_, —bc-(a®> —bc)- D,_4 —abc- (a® — bc)Dy_s5 + b?c? - (a* — be) - D,,_g—
—b*c® - (a® —be) - Dy_g + ab®c® - (a* — be) - Dy_g — b*c* - (a® — be) - Dy_10+
+ b6€6 : Dn—ll - CLbGCﬁ : Dn_12 + b7C7 : Dn_137

spliwjici poc¢ateéni podminky

Dy=1 D =a, Dy = a?, Dy = a?, D, = a*, D5 = a*(a® — be),

Dg = a*(a® — be)?, D; = a(a® — be)?, Dg = (a* — be)*

Dy = a(a® — 2bc)(a* — be)?, Dy = a*(a* — 2bc)*(a® — be)?,

Dy = a®(a® — 2bc)?(a® — be), Dy = a*(a® — 2bc)?,

Di3 = a*(a® — 2be)(a* — 3a*be + b*c?).

Diikaz. Viz. [13].

Zjednodusenim urceni determinantu libovolné k-tiidiagonalni matice se vénuje na-
priklad El-Mikkawy a Atlan v ¢lanku [6]. Uvadim zde cely dikaz, protoze dané

myslenky v textu déale vyuzivame.

Véta 2.10. Necht Aslk) je k-tridiagondlni Toeplitzova matice Tddu n,

a 0 - 0 ¢ 0 --- 0
0O a 0 --- 0 ¢

0 0
Ag“): 0 c
b 0 0

0 o 0
0 a O
o --- 0 b 0 --- 0 a

Jestlizen =mk +r, kder =0,1,2,...,k — 1, pak plati
det(Af) = [det(Apms1)]" - [det(A)]" (27)

kde A1 a Ay, jsou tiidiagondlng matice typu radu m+1 a m.
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Diikaz. Nejprve vyuzijeme Vétu [2.4], abychom ziskali,

det(AL) =] d» , (28)

kde

be
di—g

dlzdgz"':dk:(l, di:a— ,Z:k+1,]€+2,,n

Nyni vyuzijeme Vétu[2.2] kde danou linearni homogenni rovnici prepiSeme pro snazsi
vypocet na tvar
U; = a - ui_q — be - u;_og, i=1,2,....,n, (29)

s poc¢atecnimi podminkami u_; =0 a ug = 1.
Protoze n = mk +r; r = 0,1,...,k — 1 jsou hodnoty dy,ds,...,d, uréeny uzitim

linearni homogenni rovnice (29)) takto:

a U1
1 Ug
B B B B be bc a-up—bc-uy  up
dk+1—dk+2—"'—d2k—a__—a_u_l———_;
d; o Uy Uy
uQ
C C a-uy — bc-up U
b b b 3
d2k+1:d2k+2:"':d3k:a_d =0 =0y = =
k+1 u U2 Uz
be be Q- Upm_1 — bC- Up_o U,
d ==y = = = =
(m—1)k+1 = = mk_a_d—_a_um_l = = )
(m—2)k+1 TR Um—1 Um—1
C C a - Uy — OC - Upp—1 Upt1
b b b N
dmk+1:"‘:dmk+r:a—d—2a— v~ = =
(m—1)k+1 U1 U, U,

V dalsim kroku provedeme dosazeni vzorcu do rovnice (28)) a zjednodusime:

n mk—+r
det(AM) =[do =[] d»=
p=1 p=1
= [didy - - - dy) - [dprdiso - - dor] - - - [dn—1)kr1dm—1)k+2 -+ dmk) - [dmt1 - - Aingr]) =

-[e o - T Bl -
[() () ) ()] [(2)- (9) - Ge=)] -

= (Ums1)" - (um)k_T'

Cimz jsme ziskali rovnost
det(AM) = [det(Api1)]” - [det(A,,)].
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O

Pozndmka. Pokud ve Vété plati, ze k | n, pak r = 0 a rovnost 1ze upravit

na tvar

det(AP) = [det(Ax)].
Priklad. Vypocitejte determinant 2-tf¥idiagonalni matice A fadu 4 s vyuzitim rov-
nosti (27)).

Nejprve si uré¢ime proménné m a 7r:

Pro dany vztah n = mk +r, kde r =0,1,2,--- ,k — 1, nam po dosazeni za n = 4
vychézi m = 2, r = 0.

Nyni prejdéme k samotnému vypoctu:

10 30
(2) 0103 T k—r 0 2
det A} = = [det(A,.1)]" - [det(A)]" " = [det(As)]” - [det(A2)]” =
2010
0 2 01
0
1 30 2
13 )
=12 1 3 - =1-(1—6)%=25.
2 1
0 21

Nésledujici Véty a odvodila Iva Zvonikova ve své diplomové praci [13].
Uvadim je zde vcetné dikazi. Pri dikazu obou vét jsem zvolila jiny pfistup se

snahou odkryt nové souvisloti.

Véta 2.11. Necht AT je (n — 1)-tridiagondlni Toeplitzova matice Fadu n, kde

n>2,
a 0 0 ¢
0 a 0
An=D — f (30)
0 a 0
b 0 0 a,
pak plati

det A™=Y = ¢"2(4% — be),

perA"Y = "2 (a? + be).

n

33



Diikaz. Nejprve uvedeme dikaz pro determinant. Vyuzijeme na matici AY Veta

tedy ziskdme rovnost,
det(A™D) = [det(Apmqr)]" - [det(An,)]" 1 (31)

Nyni potfebujeme urc¢it hodnoty m a r. Vyjdeme z rovnosti n = mk + r, kde

r= 0,1,...,k—1kde k =n — 1 a upravime:

n=m-(n—1)+r

n=mn-—m-+%+r

r=n—mn-+m

r=n-(1-—m)+m; r=01....,n—2. (32)

Odtud plyne, ze m € {0,1}. TudiZz uvazujeme:

1. Pokud je m = 0, pak z rovnice vyplyva, zZe r = n, coz je ve sporu

s podminkami pro r.
2. Pokud je m = 1, pak z rovnice vyplyva, ze r = 1.

Dosadmé nyni m = 1,7 = 1 do rovnice (31)):

det(A"Y) = [det(Ay)]! - [det(Ay)]" 1t = [a]"™? = (a* = bc) - a2 .

n

Dikaz pro permanent Viz. [13].

Véta 2.12. Necht AUV je (n — 1)-tFidiagondlni Toeplitzova matice Fddu n, viz
matice (@) Pak platr,
det A;"’l) = qa - det A,(f:f),

kde n > 3.
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Diikaz. Dukaz provedeme pirimo. Determinant matice A%"_l

placeova rozvoje dle druhého radku.

det A" =

a 0 0

0 a 0

0 0 a

0

b 0

a - det A;"_]Q).

0

= (-1 a0

35
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Kapitola 3
Vytvorujici funkce

Nasledujici kapitola se zabyva metodou vytvorujici funkce a popisuje vsechny nutné
definice a véty, které budeme potiebovat v praktické ¢asti prace.

Metoda vytvorujici funkce je matematicky nastroj vhodny napfiklad k zjednodu-
Sovani rovnic a rekurenci. Prikladem literatury, ktera se zabyva metodou vytvoru-
jici funkce, jsou napiiklad publikace od Zitka [I8] nebo Generatingfunctionology od
Wilfa [19].

Definice 3.1. Homogenni linearni rekurenci (rekurentni rovnici) fadu s rozumime

rovnici

Colpts T Cllpqs—1 + Colpps—2 + + + Co_1Gn41 + Csap, = 0, (33)
kde cg,c1,...,cs; co,cs # 0 jsou konstantnimi koeficienty a ¢isla a; pro
i€{n,n+1,...,n+ s} jsou ¢leny posloupnosti realnych ¢isel (a,)n>0-

Definice 3.2. Charakteristickym polynomem linearni rekurentni rovnice je
cor® + leES_l + CQZES_2 + it o1+ = co(m _ /\1)m1 . (m _ /\Z)mz’
kde \; jsou navzajem rizna a nazyvame je kofeny linearni rekurentni rovnice (33)).

Pozndmka. Pocateéni podminky.
Abychom zajistily, Ze méa rekurentni rovnice (33]) jednozna¢né feseni, musime sta-

novit konkrétni hodnoty vsech s pocatecnich ¢lent
agp = Gp, A1 = O1,...,05_1 = Qg_1, (34)

kde ag,...,a,1 € C.
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Definice 3.3. Necht (a,),>0 je posloupnost realnych ¢isel. Vytvorujici funkei této

posloupnosti chapeme mocninnou fadu A(z) = ag + a1z + agx® + - - -.

Pozndmka. Jestlize mizeme zapsat vytvorujici funkei pro posloupnost (a,),>o v uza-

vieném tvaru, pak A(z) popisuje vSechny ¢leny posloupnosti jednim vyrazem.

Véta 3.1. Vytvorujici funkci A(x) posloupnosti (an)n>0, kterd je fesenim rekurentni

rovnice s pocdtecnimi podminkamsi lze vyjadrit

s—1 % )
> < > a - Cz’j)a’lfz
i=0 \ j=0
_ ' :
et
1=0

A(z) =

Diikaz. Véta se da snadno dokazat pomoci rovnice (33|) a podminek .

Pro efektivni kombinovani podminek a vyrazu si nyni zadefinujeme Iversonovu no-

taci, kterd je pojmenovana podle stejnojmenného matematika Kennetha Iversona.

Definice 3.4. Iversonova notace ndm prifazuje k danému vyroku V' pravdivostni

hodnotu podle toho, zda plati, nebo ne. Vyrok piSeme do hranatych zavorek.

1, jestlize vyrok plati;

0, jinak.
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Kapitola 4

Nové poznatky

Nésledujici kapitola predklada zejména odvozeni rekurentnich rovnic pro perma-
nenty 3-tiidiagonalnich a 4-tfidiagonélnich Toeplitzovych matic. (V celé néasledujici
kapitole bude uvazovano pouze nad Toeplitzovymi maticemi, tuto skutecnost jiz ne-
budeme dale pfipominat).

Na tivod zminime zavéry z ¢lanku od Kiiciika, Ozena a Ince [20]. Zde autofi uvaddji
rekurentni rovnice pro permanenty tiidiagonalni a 2-tfidiagonalni matice. Navazuji
Vétou o souvislostech mezi permanenty 3-tfidiagonéalnich matic s permanenty tiidi-
agonalnich a 2-tfidiagonalnich matic, kterou vysledné zobecnuji pro pripad £ - t¥idi-
agonélnich matic. Autofi tedy nepokracovali v ivahach nad rekurentnimi rovnicemi
pro permanenty k-tiidiagonalnich matic, kde £ > 3. Proto se v dalsi ¢asti prace
témito maticemi zabyvame a odvozujeme prislusné rekurence.

Pro zajimavost uvadime zminénou Vétu z ¢lanku [20] o vlastnosti permanentu

obecné k-tfidiagonélni matice.

Véta 4.1. Necht A = (ai;)n je k-tiFidiagondlni matice n-tého rddu, kde n > k + 1.
Pak plati
_P(k‘ 1)

(k) __ (k) (1) -
P =aP,” + bcP[%w_2 e

kde P = pro 0 < s <k a prvky a,b,c € C.

Pozndmka. Zavorkami [z] oznacujeme tzv. horni celou ¢dst pro kterou plati [z] =

n+1, prave kdyzn <x<n+1,kdex e RaneZ.

Diikaz. Viz. [20].
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4.1 Permanent 3-tridiagonalni Toeplitzovy matice
Matice X = (a;;)n je 3-tfidiagonalni matice n-tého fadu, kde pro jeji prvky plati

a, pro 1—7=0;
b, pro 1— 7 =3;

aij =
c, pro 1 —j = —3;
\0, jinak.
a 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 O c 0 O
b 0 a O 0 c 0
X, =
0 0 0 a 0 0 ¢
b 0 O a 0 0
0O b 0 0 a 0
0 0O 0 b 0 0 a

Pro prehlednéjsi zapis budeme oznacovat perX,, jako z,.
Pro vypocet x,, budeme uzivat Laplacetv rozvoj podle posledniho fadku a sloupce.

Po tfetim provedeni ndm vyjde permanent, ktery si prozatim oznacime jako y,,.

a 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 0 ¢ 0 O
b 0O a 0 0 ¢ O
T, = per =a- Tp_1+
0 0 0 a 0 0 ¢
b 0 0 a 0 O
0O b 0 0 a O
0 0O 0 o 0 0 a
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a - xn—1+

0

0
b

+ b - per

+ bc - per

a-xn1+bc-{a-per
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a 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 0 ¢ 0 O
b ver b 0 a 0 0 0 0 }:
0 0 0 a 0 0 O
0 b 0 0 a ¢ O
O b 0 0 0 c
0 0O 0 0 b a OTF3
a 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 0 ¢ O
:a-xnl—i—bc-{a-yng—l—bc-per b O a O 0 O }:
0 0 0 a 0 O
b 0 0 a c
0 0O 0 0 b af .
a 0 0 ¢ O 0
0
0 - a 0 0 ¢ 0
—a-xn1+abc-yn3+b262-{a-xn5+b-per b . 0 a 0 0 0
0 - 0 0 a 0 O
b 0 0 a O
0 0O b 0 0 c s

=a-2,_1 +abc-y,_s+ab’c? - x5+ b, g
Nyni jsme ziskali rekurentni rovnici
Tp =a- Tp_1~+ abc-yn_3+ ab*c® - x5 + B33z, .
Vratme se zpét k permanentu y,. Ozna¢mé ¢tvercovou matici Y = (y;;)n, kde pro
jeji prvky plati
b, pro (t=n)A(j=n—2);
e pro (i=n—2)AG=n)

Yis = 0, pro  (i=n)A(j=n—-3);(i=n—3)A(J=n);

[ @ijs Jinak.
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Pro ptehlednéjsi zapis budeme oznacovat perY,, jako y,.

Pro vypocet y, budeme uzivat Laplacetiv rozvoj podle posledniho tadku a sloupce.

a 0 0 ¢ 0 0
0
0 a 0 0 ¢ 0 O
b 0O a 0 0 ¢ 0
Yn = PEr =a-Tp a1t
0 0 0 a O 0 O
b 0 0 a 0 ¢
0O b 0 0 a O
0 0 0 0 b 0 a .
a 0 0 ¢ 0 0
0
0 a 0 0 ¢ 0 O
boper b 0O a 0O 0O 0 O _
0 0 0 a O c 0
b 0 0 a 0 O
o b 0 0 0 c
0 0 0 b 0 a O L
a 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 0 ¢ 0
=a-Tp_1+bc-per|b 0O a 0 0 O =a-Tp_1+bcy,_s.
0 0 0 a 0 c
b 0 0 a O
0 0O 0 b 0 a L

Nyni jsme ziskali rekurentni rovnici
Yn =0 Ty + be - Yn—2-
7 predchozich tvah méme soustavu 2 rekurentnich rovnic
Tp=a- Tp_1+ abc-yp_s+ ab*c® - xy_5 + b3 - x,_g, (35)

Yn = Q- Tp_1 +bC Yy o (36)
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Z rovnice vyjadiime y,,_3:

1

Yn—3 = v (X —a-xpq — ab*c? - x5 — b33 - Tp—g) (37)

Na zakladé zmény indexi si rovnost (37)) upravime na nasledujici dva tvary:

1
Yn = be (Tnas — @ Tpyo — ab’c? - 2y — b7 - @, 3) (38)
1
Yn—2 = abe ' (xn—i-l —a- Ty — (lb202 *Tp—4 — 6363 ' l’n_5) (39)

Tvary a dosadime do rovnice a vyjadiime x,,3:
1

2 2 33
— (Tpys — @ Tpyo —ab*c” - xpy_o — b - Tp_g) =
abc
1

=a-T,_1+bc: = (Tpy1 —a -z — ab®c® - 1y — b2 - 2, _5)
abe

Tpt+3 — @ Tpty2 — ab*c® - Tp—2 — b - Tp-3 =

= a’bc - 2,1 + be - Tpy1 — abc - x, — abc g — bt s

2 2 33 2
Tpis = @ Tpio +ab™c® -z, o+ b°c” -2, 3+ a"bc- 2,1+ bc- xpi1—

—abc - x,, — ab®>E - 2,y — bt 2y
Upravenim indext ziskdme rovnici pro x,

Tp =0 Ty1+bC Tpo—abc- T3+ a’be- Tpg+ ab’c? - x5+ b3 - xy_6—
—ab* -z — bt 1, g,
s poc¢ateénimi podminkami

T = a, Ty = a’, T3 = a’, x4 = a* + a’be,

x5 = a’ + 2a’be + ab*c? zg = a’ + 3a’be + 3a*b?c® + bc?,

7 = a’ + 4a’be + 5a3b*? + 2ab3c3, x5 = a® + 5a’be + 8a'b*c® + 4a*b3cP
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4.2 Permanent 4-tridiagonalni Toepliztovy matice

Matice X = (ai;)n je 4-tfidiagonalni matice n-tého fadu, kde pro jeji prvky plati

(

a, pro 1— 3 =0;
b, pro 1—7 =4
a;j =
c, pro 1 —j = —4;
\O, 7tnak
a 0 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 0 0 ¢ 0 O
0 0O a 0 O O ¢ O
Xn=15b 0 0 a 0 0 0 c
0 0 0 0 a O 0 O
b 0 0 0 a 0 0
0O b 0 0 0 a O
O - 0 0 b 0 0 0 a

n

Pred samotnym odvozenim si nadefinujeme pomocné matice Y, Z, U, V', kde n > 2,
které budeme vyuzivat pfi vypoctech.

Matice Y;, = (v;;), kde

b, pro (t=n)A(j=n—2);
c, pro (i=n—=2)A(j=n);
e 0, pro  (i=nAj=n—4)V(i=n—4)=n);

| @ij Jinak.
a 0 0 O ¢ O - - 0
0
0 a 0 0 0 ¢ 0 0
0 0O a 0 0 O c 0
Yo=1|0 0O 0 a 0 O 0 0
0 0O 0 0 a O 0 O
b 0 0 0 a 0 ¢
0O o 0 0 O a 0
0 0O 0 0 0 b 0 a
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Matice Z,, = (z;;), kde pro n = 2,3 je matice Z, = X,, a pro n > 4 plati

(

b, pro (i=n)A({j=n-—3);
) e pro (i=n—=3)A(j=n);
Zij 0, pro (i=nAj=n—-4)V(i=n—4ANj=n);
| @ij» Jinak.
a 0 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 0 0 ¢ 0 O
0 0O a 0 0 0 ¢ O
Zn=10b 0 0 a 0 O 0 O
0 0 0 0 a 0O 0 c
b 0 0 0 a 0 O
0O o 0 0 0 a O
0 0 0 0 b 0 0 a
Matice U,, = (u;;), kde
(b, pro (t=nANj=n-=-2)V(i=n—1Aj=n—4)
c, pro (i=n—-2ANj=n)V(i=n—4Nj=n—1);
ui; =4 0, pro (i=nAj=n—4)V(i=n—4ANj=n)V

Vii=n—1Aj=n—-5)V(i=n—5Aj=n—1);

[ @ij Jinak.
a 0 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 0 O ¢ 0 O
0 0O a 0 O O 0 O
U= |b 0 0 a 0 0 ¢ O
0 0 0 0 a O 0 O
b 0 0 0 a 0 c
0O 0 6 0 0 a O
0 0O 0 0 0 b 0 a
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Matice V;, = (v;;), kde

b, pro (i=nANj=n-=3)V(i=n—1Aj=n—4)
¢, pro (i=n—-3ANj=n)V(i=n—4Nj=n—1),
vy = § 0, pro (i=nAj=n—-4)V(i=n—4Nj=n)V

Vii=n—1Aj=n—-5)V(i=n—-5Aj=n—1);

[ @ij Jinak.
a 0 0 0 ¢ O 0
0
0 a 0 0 O ¢ 0 O
0 0O a 0 O O 0 O
V=10 0 0 a 0 0 ¢ 0
0 0 0 0 a 0 0 c
b 0 0 0 a 0 0
o 0 o 0 0 a O
0 0o 0 0 b 0 0 a

Nyni budeme rekurentni rovnici pro permanent matice X,, odvozovat pomoci La-
placeova rozvoje dle posledniho Fadku ¢i sloupce. S ohledem na pomocné matice

Y, Z,U, V. Permanenty si pro vétsi prehlednost ozna¢ime néslednovneé:

perX, = x,, perY, =y,, pers, = z,, perU, = u,, perV, = v,.
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a - xn—l"‘

b

a - mn—1+

Ty = per

+ b - per

+ bc - per

47



b
0

a-xn_1+bc-{a-vn_3+b-per

a-xn_1+bc-{a-vn_3—|—bc-per b

a- Tn_1+ bc- {a-vn_3+bc- [a-yn_5+

b

0 0

0

+ b - per
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:a-xn1+bc-{a-vn3+bc- {wyns,—i—

a 0 0 O ¢ O --- 0
0
0 a 0 0 0 ¢ O
b per 0 0O a O O 0 O ]}:
b 0 0 a O 0 O
0 0 0 0 a 0 O
b 0 0 0 a c
0 0O 0 0 0 b a

n—6

:a~xn_1—|—bc-{a~vn_3+bc~ [a-yn_5+bc~ (a-xn_7+

a 0 O O ¢ O --- 0
0
0 a 0 0 0 ¢ O
boper 0 0O a 0O O 0 O )}}_
b 0O 0 a O 0 O
0 0 0 0 a 0 O
b 0 0 0 a O
0 0O b 0 0 0 c

n—7

:a-xn1+bc~{a~vn3+bc~ {a~yn5+bc~ (a-xn7+bc-xn8>}}.

Nyni jsme ziskali rekurentni rovnici:

Ty = - Tp_y + abc - Vy_g + ab*c® - yn_s + ab>c® - 1,7 + bict - 1,5
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Vratme se zpét k maticim Y, Z, U,V a vyjadieme jejich permanenty:

Yn = per

a 0

0

0

0
+b-per | b

0

0

o o oo o o o

Ziskana rekurence je

Zn = per

o o4 O o O Q2

o o4 O O O Q2

[a] ot O (a] =} IS

0

)

> O O O

0

o o o0 o o O

o o O

0

o o8 o o o

C

e}

] o e} o IS

o o O

o

0

o

o O O

o

o O O

o o o o O

Yn =G Tpq+be- 2y .

o o o4 o o o

[a) o ] e} =} IS

o o o O

20

@)

> O O

o o O

S

=a-Tp-1+

o o O

IS
e}

=a-Tp_1+bc- z,_s.

0 =a-Tp-1t




a-Tp_1+bc-v, o.

+b - per

Ziskana rekurence je

G- Tp_1+bc-v,_o.

Zn

a-Zp—1+

Q- Zn—1+0C - Yn—o.

b

b

U, = per

+ b - per

Ziskana rekurence je

Q- Zp_1+bcy,_o.

Up =
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0
0 a 0 0 0 ¢ 0 0
0 0O a 0 0 O 0 0
Up =per | b 0 0 a O 0 ¢ 0O =a-z,1+
0 0O 0 0 a O 0 c
b 0 0 0 a 0 0
0O 0 b 0 0 a O
0 0O 0 0 b O 0 a .
a 0 0 0 ¢ 0 O 0
0
0 a 0 0 0 ¢ O 0 0
0 0O a O O O O O O
b per b 0O 0 a 0 0 c 0 0 _
0 0O 0 0 a 0 O 0 0
0 b 0 0 0 a O c 0
0O b 0 0 0 O 0 ¢
0 0 b 0 0 a 0 0
0 0O 0 0 0 b O a 0 -

=a-zZp_1+bc-u,_s.

Ziskana rekurence je

Up = A+ Zp_1 + bC+ Up_a.
7 tprav permanentt pro matice X, Y, Z, U a V méme celkem 5 rekurentnich rovnic
Tp=0a- Tp_1+abc-v,_3+ ab’c - yp_5+ab’c® - x,_7 + b*c* -z, _g,
Yn = Q Tp_1+bC- 2y o,
Zp = Q- Tpo1+bC- vyg,
Up = Q- Zp_1 + bC- Yp_o,
Up = A+ Zp_1 + bC - Up_s.
S pocateénimi podminkami, které ziskdme z definovanych matic X,Y, Z, U, V.
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7 rekurentnich rovnic je zfejmé, Ze budeme potiebovat celkem 9 podminek pro
vSechny proménné x, y, z, v, u. Pro dalsi vypoc¢ty budeme chtit i podminky pron =0
a n = 1. Takové permanenty nemame definované, proto je dopocitdme z danych

rekurenci zpétnym chodem.

o 1o =1, T = a, To = a?, x5 = a’, x4 = a’,
x5 = a® (a® + be), z6 = a® (a2 + be)? w7 = a(a® + be)’,
xrg = (a2 + bC)4 )

=0, yi=a p=d,  y=al@+b), y=ad(a®+be),
ys = a® (a* + be) , ys = a2 (a® + be)® y7 = a® (a® + be) (a® + 2bc)
ys = a2 (a® + be)” (a2 + 2be)

e 2, =0, 21 = a, 29 = a2, 23 = a®, z4 = a? (a* + be) ,
z5 = a® (a* + be), 26 = a2 (a® + be)? 2 = a (a4 be)’

25 = a2 (a® + be)? (a2 + 2bc)

o uy =0, u; =0, Uy = a?, uz = a (a® + be), uy = a® (a® + be) ,
us = a(a*+ be)?, ug = a* (a2 + be)? uy = a® (a® + be) (a® + 2bc) ,
us = a2 (a2 4 be)” (a2 4 2be)

e vy =0, v =0, vy = a?, vy = a’, vy = a® (a® + be)
us = a (a2 + be)®, ug = a® (a2 + be)? ur = a(a® + be)’

ug = a2 (a2 4 be)” (a2 + 2be) .

Pro dalsi tipravy je pro nas vyhodné prenést soustavu 5 rekurenci a 36 podminek -
tedy soustavu 41 rovnic na soustavu o 5 rovnicich.

Proto si nyni dodefinujeme, Zze pro n < 0 plati z, =y, = 2z, = v, = u,, = 0.

KdyZ chceme prevést rovnice pouze na 5 rekurenci, nastane problém s n = 0. Pokud
totiz dosadime hned do prvni rovnice n = 0, ziskdme xy = 0, coz nevyhovuje danym
podminkdm. Proto vyuZijeme tzv. Iversonovu notaci viz. Definice [3.4] a upravime

nasledovné:
Tp =0 Tp_1+ab® zp_7+ b2 z_g + abc - vy_g + ab’ - Y5 + [n=0].

Matematickymi vypocty v programu Wolfram Matematica jsme ovéfili, Ze vSechny

ostatni podminky jiz logicky vyplyvaji z danych rovnic. Neni tedy tifeba dalsich
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lprav a muzeme nyni uvazovat uz pouze soustavu téchto 5 rekurenci:

Tp =0 Tp_1+ab’ - z,_7+ b2t 20_g + abc - vy_5 + ab’ - Y5 + [n = 0],
Yp =0 Tp-1 + be - Zn—2,
Zn =@ Ty_1 + bC- Vy_o, (40)

Up = Q" Zp1 + b Yp o2,
Up = Q-+ Zp—1 + bC - Up_o .
Abychom soustavu péti rekurenci prevedli na rekurenci jedinou, pouzijeme metodu

vytvorujici funkce. Oznacime si fy, fy, f=, fu, fo Vytvorujici funkce k posloupnostem

(n), (Yn), (zn), (un), (v,), pak soustavu rekurenci pfevedeme na soustavu rovnic

fol®) = azx fo(x) + ab®Pa™ fo(x) + bictad fo(x) + abea f,(x) + ab?Pa® f,(x) + 1
fy(@) = az fo(z) + bea® f.(2),
f(x) = ax fo(x) + bea® fo(2),
fulz) = az f.(x) + bea® f, (x),
fo(x) = az fo(x) + bea® fu(x)

Nyni feSenim soustavy ziskavame vytvorujici funkce. Pro prehlednost zapisu vyuzi-
vame substituci za jmenovatele zlomki.

—bex?(ax + 1) — 3328 + 0?Pat + 1

folz) = ] ,
_ax(abex® — 1)
fy(x) - ] )
_ax (bPcat —bea® + 1)
fx(z) = ; 5
_ax® (—abea® + a + bex)
_ax® (a+ b*c*a?)
fv(l') - j )

kde

=(bex® — 1)(bex? + 1)[a’bex® + a’bex? (bea® — 1) + ax(b?Pa* + 1)%+

+ (bex® — 1) (b2t 4+ 1)7] .

o4



Po roznasobeni ziskavame:
j =1 —ax — bex® + a’bea® + 2Pt — ab’c*2® — aPbea® — a?b P2’ — B3Pt —
— 2B — B 4 abtcte® + @3B+ a2bict a0 1+ BP0 _ pS 812
4+ ab®cPat® 4 b2

Na zaklade Véty muzeme z funkce f, odvodit hledany rekurentni vztah pro

posloupnost (z,)n>0:

Ty = aTp_1 + bcxy_o — be(a® 4 be)x,_y + abe(a® + be)w,_s + b*c*(a® + be)x, ¢+
+ b2 (a® + be)z,_g — ab*c(a® + be)x,_g — b*c*(a® + be) w10+

6 6 6 6 77
+0°c’xp_10 —ab’cx,_13 —b'c'xp_14

s poc¢atecnimi podminkami

o= 1, T = a, To = a?, T3 = a’, x4 = a’, x5 = a® (a® + be)
z6 = a2 (a® + be)? w7 = a (a® + be)’, zg = (a2 +be)",
29 = a (a2 + be)” (a® + 2bc) 210 = (3aPbe + d® + 2ab*?)”,

211 = (a? + be) (a® + 2abe)? T1o = (a3 + 2abe)*,

213 = (a3 + 2abe)” (3a2be + a* + b2c2) .

Pozndmka. MiuZeme si vSimnout, Ze pro vSechny vytvorujici funkce danych poslou-
nosti (x,), (yn), (zn), (u,) a (v,) plati stejna rekurence, kterou ziskdme na zakladé
Véty B.1] Jediné, co se méni, jsou pocatecni podminky, které odpovidaji vzdy jiné
posloupnosti matic X, Y, Z, U a V.
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Zaveér

Cilem diplomové préce je predlozit zajimavé souvislosti a vlastnosti k-tfidiagonalnich
matic, jejich determinant a permanenti. Vzajemné provazani obecnych pasovych
matic a specidlnich typu k-tfidiagonélnich a Toeplitzovych matic se prokazalo jako
inspirativni. V teoretické ¢asti jsou v préaci predlozeny vybrané c¢lanky a publikace
od riznych autori, ktefi se touto problematikou zaobiraji.

Prace je vysazena pomoci KTEXu a pii matematickych vypoctech v praktické ¢asti
byl pouzit program Wolfram Matematica. Hlavnim pfinosem diplomové prace jsou
nékteré nové souvislosti objevené pii studiu odbornych ¢lankt a zejména pak prak-
ticka ¢ast, ve které jsou odvozeny rekurentni rovnice pro permanenty 3-tiidiagonalnich
a 4-tfidiagonalnich matic.

Pro odvozeni rekurentnich rovnic pro permanenty a determinanty k-tridiagonalnich
matic, kde k& > 5, je tfeba zménit piistup v odvozovani, protoze s vyuzitim soucas-
ného postupu bychom se dostavali k soustavam o vice jak 10 rekurenci, coz by bylo
pro vypocet a hledani jediné rekurentni rovnice velmi naro¢né. Na praci by se tedy

dalo navazat hledanim téchto rekurenci jinym zptisobem.
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