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Uvod

Pojem kombinatorika ne zcela kazdému néco fekne. V kombinatorice jde o vybér
Z ur¢ité mnoziny nebo rizné moznosti vybéru ,,éehokoli z ¢ehokoliv. Aniz bychom si to
uvédomovali, s kombinatorikou se setkdvame ¢asto i v bézném Zivoté. Rozmyslime se, jak
se obleCeme do nového dne, co si objedname v restauraci z preplnéného jidelniho menu,
jak uspotadame knihy do police, zda si zafadime nové telefonni ¢islo do mobilniho
seznamu podle piijmeni nebo jména, zkratka neustdle hleddme a rozhodujeme se pro
nejlepsi feseni daného problému.

Jiz déti v atlém veéku se s ni setkavaji doma nebo v matetskych Skolach pfi rovnani
hracek, stavéni komind z barevnych kostek, vybéru barvy pro kresbu slunce, kvétiny,
mraku atd. Dale ji vyuzivaji pfi nejruznéjSich hrach, pfi nichz podporuji rozvoj
kombinatorického mysleni. Plynule na ,kombinatorické zacatky* navazuje 1. stupeii
zakladni Skoly, naptiklad kdyz zéci hledaji mozné cesty z bludist’ a labyrintd, sefazuji
pastelky podle barev, voli mozné kombinace obleckli u panenek atd. Na 2. stupni zakladni
Skoly zaci vyuzivaji kombinatoriku formou obrazka, grafl, rodokment, vypisi moznosti
a logickych uvah. Na klasickych zékladnich Skoldch se s ni setkavaji podstatné méné. Vice
pozornosti je ji vénovano na zékladnich Skolach s rozSifenou vyukou matematiky,
olympiadach a dalSich soutézich. Teprve na stfednich Skolach se zaci seznamuji s pravym
pojmem kombinatorika, kdy pfi feSeni riznych matematickych uloh vyuzivaji logickych
uvah a vzorcl, probiraji pojem variace, permutace a kombinace. Kombinatorika je tedy
hlavné uéivem stfednich $kol. Zaci kombinatorické poznatky vyuZivaji v mnoha daliich
pifedmétech, jako naptiklad v biologii (genetika), informatice (programovani), fyzice
(Browntiv pohyb), chemii (spojeni molekul).

Kombinatorika podporuje rozvoj matematického a logického mysleni, tvofivost,
klicové  kompetence, rozumové usuzovani a vécnou argumentaci. V¢tSina
kombinatorickych uloh ma vice feSeni, ktera maji motivacni hodnotu. Kombinatorika se
snazi priblizit matematiku k zivotu, kde se mnohdy vyuzivd forma hry, coz zajistuje
a obohacuje jejich vnitini svét a zlepSuje vztah k matematice.

I dospéli lidé ji vyuzivaji pfi riznych pracovnich pozicich, naptiklad ve Skole
zéastupce feditele vytvaii rozvrh vyucovacich hodin, ve vyrobé kontrolor zjistuje jakost

produktii, dopravni podnik sestavuje jizdni fad a jiné.



Kombinatorika je jednou zoblasti Diskrétni matematiky, ktera se zabyva
konecnymi mnozinami. Do diskrétni matematiky dale patfi kone¢né mnoziny a grafy,
konec¢na pravdépodobnost, teorie grafl, teorie Cisel aj.

V bakalaiské praci jsem se zabyvala stru¢nou teorii kombinatoriky a sadou
feSenych piikladl, které navazuji na piedchozi teoretické kapitoly. Po seznameni se

S teoretickou ¢asti si lze overit své poznatky a znalosti na prakticky fesenych prikladech.



1. Historie kombinatoriky

Kombinatorika je matematickou disciplinou, Kterou nelze zcela piesné zatradit do
urcitého historického obdobi. Prvni kombinatorické poznatky pochazeji ze starovéké Indie
a Ciny. Pravd kombinatorika se zaCala utvafet v 16. — 17. stoleti ve spojitosti
s problematikou hazardnich her. Kombinatorickym poznatkim se zacal vénovat Blaise
Pascal, Pierre Fermat, Jakob I. Bernoulli, Gottfried Wilhelm von Leibniz a Leonhard
Euler. Souhrn poznatki se projevil az v pribéhu 20. stoleti v teorii grafu, teorii ¢isel, teorii
her, matematické analyze, algebfe — teorie grup, moderni vypocetni techniky,
kombinatorickych algoritmti atd. Pii rozvoji ve 20. stoleti se zacal pouzivat nazev
kombinatoricka analyza. (Herman, Kuéera, Sim3a 2004, str. 3)

Prvni naznaky jsou ve starém dochovaném textu, v posvatné knize I-¢ing (tj. Kniha
promeén), ktera pochazi z roku 2200 pt. n. 1. V knize Ize nalézt definici ,,konfigurace®.
~Konfigurace je pojem, ktery bychom mohli charakterizovat jako zobrazeni néjaké mnoziny
objektii do konecné abstrakini mnoZiny se zadanou strukturou — za elementdrni
konfigurace miizeme povazZovat rozklad prirozenych Ccisel na scitance, rozdélovani

predmetit do prihradek ¢i napr. latinskeho ctverce. *“ (Ptihonska 2013, str. 9)

Latinsky (magicky) ¢tverec
Stary ¢insky legendarni piibéh o Lo Shu vypravi, ze za doby obrovské potopy cisaf

Yu objevil zelvu, ktera méla na zadech magicky ¢tverec. (Fuchs 2011)

4 | 9 | 2
3|5 |7
8 11| 6

Obr. €. 1: magicky Ctverec

Soucet u tohoto magického c¢tverce ve vSech sloupcich, fadcich a obou
uhloptickach je roven ¢islu 15.

Definice: Magicky ¢tverec je ¢tvercova tabulka o n sloupcich a fadcich, kterou je
potieba vyplnit &isly po sobé jdoucimi od 1 do n? tak, aby souéty v fadcich a sloupcich a na
obou diagonalach byly stejné. (Mares 2008)

Dalsi naznaky kombinatoriky byly objeveny v lékafském spise Susruta, kde bylo

feceno, Ze z 6 zakladnich pfichuti se da utvofit celkem 63 ptichuti. Dalsi ptedpoklad byl



nalezen u Varhamihira, ktery uvazoval, ze pfi smichani 4 parfému z 16 ingredienci ziska
1820 parfému. (Pfihonska 2013)

Blaise Pascal (1623 — 1662), francouzsky matematik, fyzik a filozof

Pascal se od svych 16 let ucastnil krouzkt svého
otce E 'tienne Pascal, ktery byl matematikem-amatérem.
Jako inspiraci ve své rodin¢ podlehl studii matematiky,
ba dokonce vni vynikal. Velkou zalibu nasel
v geometrii. V roce 1640 Pascal uvetejnil prvni praci
o kuzeloseckach, v niz je obsazena jedna ze zakladnich
vét projektivni geometrie, tzv. velkd Pascalova véta.

V mnoha pracech se vénoval studiim binomickych vét

a ¢iselnym fadam.

Obr &. 2: Blaise Pascal Ve své vyznamné knize Traté du triangle
arithmétique (j. Traktat o aritmetickém trojuhelniku)
pojednavd o zndmém  Pascalovu trojihelniku

kombinacnich ¢isel. (MuDisMat)

(o) 1
(o) (1) Il i
() (D G) I 3 i
Gl C)E) '3 8 1
() ()G G) @) 1 46 41
() (DG GEIE 1 510 105 1

obeent: () (1) (2) (3) () (= 2) (2 1) ()

Obr. ¢. 3: FARSKA, Jana. Pascalav trojihelnik [obrazek] 388 x 255

Schéma udava kombinacni ¢isla, jako koeficienty v binomickém rozvoji [(a + b)"] pro

rizna n. (Pfihonska 2013)

Vlastnost kombinacénich ¢isel v Pascalove trojuhelniku: (Z i 1) = (Z) + ( k :l_ 1)

9



Pierre Fermat (1601 — 1665), francouzsky matematik a pravnik

Vystudoval prava a cely zZivot se zivil jako pravnik. Matematice se vénoval pouze
ve volném case. Fermatovi se podafil rozvoj matematiky
hlavné v oblasti teorie Cisel, kde ziskal spoustu poznatkii —
tzv. Velkd Fermatova véta, dale se zabyval algebrou,
geometrii a teorii pravdépodobnosti. Pierre Fermat spolu
s Blaisem Pascalem jsou Vteorii pravdépodobnosti
povazovani za zakladatele suvahami v hazardnich hréach.

~Fermat za svého Zivota témer nic nepublikoval, vétsina jeho

vysledkii je zndma z korespondence s Pascalem, Descartem,
bbr. & 4: Pierre Ferat Cavalierim, Torricellim, Huygensem aj.“
(P¥ihonské 2013, str. 11)

Jakob I. Bernoulli (1654 — 1705), $vycarsky matematik a fyzik

I proti vili jeho otce se vénoval matematice, fyzice
a astronomii. Pfispél krozvoji pravdépodobnosti, vyftesil
kombinaéni ulohy, dokazal divergenci harmonické tady, také
se zajimal o zakonitosti kiivek ¢i mocninnych fad. Dokazal
tzv. Bernoulliovu vétu a jsou po ném nazvana Bernoulliiova

cisla. (Ptihonska 2013, str. 12)

Obr. ¢&. 5: Jakob 1. Bernoulli

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 — 1716), némecky matematik, fyzik, filozof,
zakladatel moderni matematické analyzys,....

Po studiich prava a filozofie studoval v Jené
matematiku, kde napsal vroce 1666 svou praci Rozprava
0 umeéni kombinatoriky (Dissertatio de arte combinatoria).

Nezavisle ve stejné dob¢ jako Isaac Newton objevil integralni

kalkulus, ktery se pouziva dodnes. Jeho nejvyznamnéjsi prace
5 jsou dila v diferencialniho a integralniho poctu, ktery objevil

roku 1676 soucasné s Newtonem. (Mares 2008, str. 176)

Obr. ¢. 6: Gottfried Wilhelm von Leibniz 10



Leonhard Euler (1707 — 1783), Svycarsky matematik, ktery je nejvyznamn&jsim
matematikem vSech dob, dale fyzik a filozof

V matematice vynikal od détstvi. Zabyval se
diferencialni  geometrii a  diskrétni = matematikou
(kombinatorika a teorie grafil). V teorii grafi se dd povazovat
za jejich zakladatele, protoZze v roce 1736 vyteSil tlohu —
sedmi mosti. Ve své knize Algebra roku 1770 jako prvni
pouzil vyraz imaginarni cislo pro druhou odmocninu

zaporného (¢isla. Dale vroce 1769 zavedl dvojrozmérny

integral a pouzil oznaceni f(x). Leonhard Euler, i kdyz byl

| L 3 '
Obr. ¢. 7: Leonhard Euler slepy, tak dokézal diktovat matematické prace nejvyssi
obtiznosti i s vypocty.

(Ptihonska 2013, str.12), (Mares 2008, str. 148)

Pierre Simon Laplace (1749 — 1827), francouzsky matematik, fyzik a astronom

K nejvétsim jeho uspéchim patii teorie o vzniku
slune¢ni soustavy. Ve vojenské Skole se projevilo nadani
v matematice, proto byl pfijat na univerzitu. Zabyval se
matematickou analyzou, piedev§im teorii diferencialnich
a parcidlnich rovnic, a také pravdépodobnosti. Teorii
pravdépodobnosti vyzdvihl na takovou troven, ktera nebyla

po stoleti pfekrocena. Déle pokracoval v rozvijeni vyledka

Pascala, Fermata a Bernoulliho.  (Piihonska 2013, str. 12)

Obr. ¢. 8: Pierre Simon Laplace

Za nejzakladnéjsi kombinatorickd pravidla jsou povazovana pravidla souctu
a soucinu. Dale k zékladnim pravidlim patii jesteé Dirichletiiv princip, princip inkluze

a exkluze, jimiz se vSak zabyvat nebudu.

11



2. Kombinatoricka pravidla

2.1 Kombinatorické pravidlo souctu
Necht' {A1, A2, ..., An} jsSou podmnoziny kone¢né mnoziny A, které jsou po dvou

disjunktni (tedy pro kazdé i, j € {1,2,3,...n} plati Ai N Aj = {}, kdykoliv i # j) a jejichz

sjednocenim je cela mnozina A (A = Uj=, 4i). Pak plati
n
A= 1A+ Vo] 4 LAl = ) A
i=

Duikaz: kazdy prvek a € A patii dle predpokladu do jedné z podmnozin Ai(i=1, 2, ..., n),
proto se na kazdé stran& rovnosti vyskytuje pravé jednou. (Herman, Kudera, Simsa 2004,

str. 6)

2.1.1 Piiklad:

Ctverec o strané 4 je rozdélen rovnob&zkami se stranami na 16 jednotlivych &tverci.
Ur¢ime, kolik je v daném obrazci ¢tvercti: rozdélime vSechny ctverce do Ctyt skupin Aj,
Ao, Az, As tak, ze ve skupiné Aj jsou vSechny Ctverce o strané i (1 =1, 2, 3, 4).

Resent:

Obr. o strané 4 |A{|= 16

|As| =4 |44l =1
|A| = |Aq] + |A,] + |As] + |A4]=16+9+ 4 +1=230

(Herman, Kugera, Simsa 2004, str. 6)

12



2.2 Kombinatorické pravidlo souc¢inu
Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vyrat ny zpasoby, druhy ¢len

po vybéru prvniho ¢lenu N2 zpusoby..... az k-ty ¢len po vybéru vSech piedchazejicich ¢lent
Nk zplisoby, je roven N1 - N2 - ....... - Nk. (Calda, Dupac 1993, str. 9)

2.2.1 Priklad:

Na nameésti je stanek se zmrzlinou, kde se prodavaji 3 druhy zmrzlin se 3 druhy polev.
Kolik 1ze utvofit riznych zmrzlin s polevou, kdyz chceme mit na kornoutku pravé jeden
kopecek zmrzliny s jednou polevou.

Reseni:

zmrzliny: polevy:

¢okoladova kokosova

oriskova

citronova

¢okoladova

jahodova

kokosova

v

oriskova

citronova

¢okoladova

vanilkova kokosova

oriskova

citrénova

¢okoladova

Celkem je mozné utvotit: 3 druhy zmrzlin - 4 druhy polev = 3 - 4 = 12 ruznych zmrzlin

s polevou.

(Farska 2009, diplomova prace)

13



3. Zakladni pojmy kombinatoriky

3.1 Kombinatorické pojmy bez opakovani

3.1.1 Variace

Definice: Necht k < n a necht’ A je kone¢na n-prvkova mnozina. Libovolné potadi
z nékteré k-prvkové podmnoziny mnoziny A nazveme K-prvkovou variaci z prvkiin-
prvkové mnoziny A (struéné K-prvkovou variaci zn prvkii). Je to tedy uspofadana k-
tice (X1, X2, ..., xk) prvkd z A, kde se kazdy prvek mnoziny A vyskytuje nejvyse jednou.
(Herman, Kucera, Siméa 2004, str. 11)

Pozaduje se, aby bylo k < n, ale neni to naprosto nutné. Kdyz se podivame na
ptipad, Ze k> n, tak chceme sestavit k-tici riznych prvku a pfitom n je mensi nez k, coz
nelze. Nemizeme vytvofit napiiklad ze étyt Cislic osmiciferné ¢islo tak, aby se zadna cifra

neopakovala. (Pfihonska 2013, str 27)

V ptipadé k < n mame dano n riznych prvka a pfirozené ¢islo k. Chceme urcit
pocet vSech k-Clennych variaci z n prvku, které budeme znacit symbolem V(K, n). Pro
vybér prvniho ¢lenu madme N moznosti. Pro druhy ¢len jsme uz omezeni vybérem prvniho
¢lenu, protoze nemizeme pouzit prvek, ktery jsme pouzili pro prvni vybér (variace bez
opakovani je charakteristicka tim, ze se kazdy prvek vyskytuje nejvyse jednou), tudiz uz
jen (n - 1) moznosti, atd., az po vybér k-tého ¢lenu, kde mame po vybéru piedchazejicich
¢lent n — (k — 1) moznosti. (Calda, Dupa¢ 1993, str. 13)

Schématické znazornénti:

usporadana k-tice 1. ¢len | 2. ¢len .. | (k-1) —ni ¢len k-ty ¢len

moznosti vybéru z n prvka n n-1 n—(k-2) n—(k-1)

(Calda, Dupac 1993, str. 9)
Nyni podle kombinatorického pravidla sou¢inu:

n(n-1)...(n—-k+1)! _ nl
(n—k)! T (n-k)!

(Ptihonska 2013, str. 28)

Vkn)=n-(n-1)-...... ‘In-(Kk-1)] =

14



Mezi typické variace naptiklad patii - obsazeni medailovych pricek finalistd pfi
sportovnich hrach, vybér osob pro utvofeni funkcionaiskych pozic, vytvoreni cifernych

¢isel z uréitych ¢islic bez opakovani a tak dale.

3.1.1.1 Piiklad: V devaté tridé je 22 zakia. Kolika zptsoby z nich lze vybrat pokladnika,
predsedu a jednatele?

Reseni: P¥ vybéru ndkteré trojice z 22 zaki je dilezité, jakou funkci kdo z nich dostane,
pticemz kazdy z vybranych bude mit pravé jednu funkei. Jde tedy o tfi¢lennou variaci z 22

prvka.
220 22! 22:21-20-19!
(22-3)! 19! 19!

V (3,22) = =22 21- 20 = 9240

Celkovy pocet vSech moznosti vybéru zaka pro urcité funkce je 9240.

(ptiklad vymyslen autorkou BP)

3.1.2 Permutace
Permutace bez opakovani, neboli pofadi, je uspofadani n-tic sestavenych z danych

n prvku tak, ze se v ni kazdy prvek vyskytuje pravé jednou. Tedy permutace je zvlastni
piipad variace, kde k = n. Proto pfi odvozovani vzorce permutaci budeme vychazet z n-
¢lenné variace z n prvka.

Vkn=n-(n-1)-(n-2)-...-(n—-k+1)
Prok=n:V(n,n)=n-(n-1)-(n-2)-...-n—-n+1)=n-(n-1)-(n-2)-...-1

Tedy vzorec pro permutace, které se oznacuji symbolem P (n) je:
P(MN=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1

Pro tento pocet se zavadi jeste dalSi symbol —,,vykiicnik®, ktery se nazyva faktorial a plati
P (n)=nl!

Faktorial ¢isla n je definovan: nl =1-2-...-(n—1) - n =[]}, k pro kazdé n € N.

Specialni pfipad je faktorial nuly 0! = 1. ProtoZe permutace je specialni ptipad variace:

V (n,n) =P (n) = (n’_”n)! ==

Nékolik prvnich faktoriali: 0! =1
=1
21=2-1=2
31=3:-2-1=6

41=4-3-2-1=24

15



5/=5-4-3-2-1=120
6!=6-5-4-3-2-1=720
Typickymi piiklady permutaci jsou naptiklad potfadi funkcionéit, jakymi zptisoby
si 1ze stoupnout do fady, rozesazeni zakd, atd.

(Ptihodova 2013, str. 20), (Calda, Dupac 1993, str. 18)

3.1.2.1 Piiklad: Na détském taboie probihaji kazdy den odpoledni aktivity. ProtoZe je
déti hodné, byly rodéleny do skupinek po 9. Kolika zplisoby mize 9 déti nastoupit do
fady?
Reseni: Jedna se o permutaci z 9 déti, které se neopakuiji.
P(O)=91=9-8-7-....-2-1=362880
Pocet zpisobu, pii kterych déti mohou nastoupit do fady, je 362 880.

(ptiklad vymyslen autorkou BP)

3.1.3 Kombinace

Definice: k-¢lenna kombinace bez opakovani z n prvki je kazda neuspoiadana k-
tice (mnozina k prvkid) vybrand z danych n prvkd, vnichz se kazdy prvek vyskytuje
nejvyse jednou a nezalezi na potradi prvkd.

Tudiz kombinace se vyrazné 1i8i od variaci a permutaci tim, Ze nezéalezi na potradi
prvki. Pocet kombinaci znamena, kolik riznych k-tic 1ze utvofit z n prvka:

n!

ksn. k=0 = wosor

(E) se nazyva kombinacni ¢islo. Pro kazdé n, k € No k < n plati : (Z) = ﬁ
Typickée piiklady kombinaci:
- sportka, kde mame 49 ¢isel a z nich tahame 6 ¢isel, pfi¢emz je jedno v jakém
poradi
- vybeér zakl, kteti pojedou na soutéz
- pocet zapast, hraje-1i ur¢ity pocet tymi systémem kazdy s kazdym

- trojboje, ¢tytboje,...

(Calda, Dupa¢ 1993, str. 23 -26), (Piihonska 2013, str.33 — 34), (Herman, Kuéera, Simsa
2004, str. 13)
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3.1.3.1 Piiklad: Turnaje v tenise se zucastnilo 8 hract. Kolik zapast se odehraje, jestlize

bude hrat kazdy s kazdym jedenkrat?

Reseni: Pocet prvka n je 8 a pii zapase neusporadana k-tice je 2, protoze musi hrat dva
hraci proti sob¢.

8! _ 87-6:54-32! _

_(8)-_8 _
C(2,8-= (2) ol (8=2)! T 216! 6°5-4-3-2:1-2!

Na turnaji bude odehrano 28 zapast.

(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrotiova 1986, str. 61)
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3.2 Kombinatorické pojmy S opakovanim

3.2.1 Variace s opakovanim
Skupiny s opakovanim znamenaji, ze se v kazdé k-tice vybrané z danych n prvku

muze jednotlivy prvek opakovat az k-krat. Pokud v téchto k-ticich zalezi na uspotadani,

pak hovoiime o k-Clennych variaci s opakovanim z n prvku.

Je dano navzajem rtiznych n prvku a ptirozené Cislo K. Pro utvofeni usporadané k-

tice, ve které se dany prvek mtize opakovat, mdme k vybéru neomezeny pocet prvk.

Schématické znazornéni:

uspoiadana k-tice 1.¢len | 2.¢len | ... | (k-1)—nic¢len k-ty ¢len

moznosti vybéru z n prvka

S neomezenym poctem

K-Clenné variace s opakovani se zna¢i V'(k, n) a pro odvozeni vzorce se pouZije
kombinatorické pravidlo soucinu.

V'kk,n)=n-n-n-...-n=n

Pocet V'(k, n) viech k-&lennych variaci s opakovanim z n prvki je V'(k, n) = n¥

(Calda, Dupac 1993, str. 34 — 35)

Typické ptiklady variaci s opakovanim se vyuzivaji pfi hledani kodu na zamku,
vytvafeni Cislel s opakovanim Ccislic, hledani Morseovy abecedy, vytvafeni statnich

poznavacich znacek, atd.

3.2.1.1 Priklad: Kolik ruznych péticifernych ¢isel 1ze vytvofit z Cislic 4 a 7?
(Jirasek, Brani$, Horak a Vacek 1989, str. 63)
Reseni: Méame k dispozici ¢isla 4 a 7. TudiZ jsou k dispozici 2 moZna &isla, ktera se budou

opakovat. A t¢émi mizZeme obsadit 5 pozic, protoZe chceme vytvofit péticiferné ¢islo.

4 nebo 2 4 nebo 2 4 nebo 2 4 nebo 2 4 nebo 2

Pocet prvku jsou dva a pocet mist, které obsazuje, je 5.
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V'(5,2)=2°=2-2:2-2-2=32

Z Cislic 4 a 7 lze sestavit 32 raznych Cisel.

3.2.2 Permutace s opakovanim
Definice: Permutace s opakovanim z n prvku je kazda uspotadana n-tice sestavena

z téchto prvk tak, ze kazdy se v ni vyskytuje aspon jednou.
Pocet permutaci s opakovanim z n prvku, v nichz se prvky opakuji ki-krat, ko-krat,..knkrat,
se oznacuji P” (kg ko, ..., Kn).

Vzorec pro permutace s opakovanim:

. (Rt kgt Ep)! , !
P .k () = Ky Kyl nebo-Ii Ky ke

(Calda, Dupac 1993, str. 40)
Permutace s opakovanim se vyuzivaji v piikladech typu, kde se hledaji anagramy

slov, v nichz se opakuji dana pismena, dale pti hledani ¢isel a jiné.

3.2.2.1 Priklad: Kolik raznych péticifernych ¢isel je mozné utvofit z ¢isel 2 a 4, jestlize
se Cislice 2 vyskytuje ttikrat a Cislice 4 dvakrat?
Reseni: Chceme utvofit péticiferné &islo, takZe mame pét mist na obsazeni. Cislice, které

se mohou opakovat, mame k dispozici 2. Cislice 2 se vyskytuje tfikrat a ¢islice 4 dvakrat.

moznosti uspotradani: 2 2 2 4 4
, _ 5! _ 5431 _
P32(5) = 321 3121 0

Lze sestavit 10 riiznych péticifernych cisel.

(priklad stfedni Skola)

3.2.3 Kombinace s opakovanim
Definice: k-¢lenna kombinace s opakovani zn prvka (k, n € N) je kazda

neusporadana k-tice (mnozina k prvkl) sestavena z téchto n prvku tak, ze kazdy se v ni
vyskytuje nejvyse k-krat.
Pocet vsech k-clenych kombinaci s opakovanim se znaci C’(k, n).
. , _ (m+k-1
Vzorec: C'(k,n) = ( % )
(Calda, Dupac 1993, str. 46)
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Priklady na kombinaci s opakovanim mohou byt pii platbé penézi, kdy vybirame

z penézenky bankovky ¢i mince, dale pii vybéru déti na soutéz z ur¢itého poctu a podobné.

3.2.3.1 Piiklad: V sadé 32 karet je kazda z nasledujicich karet &tyfikrat: sedmicka,
osmicka, devitka, desitka, spodek, svrsek, kral, eso. Karty téZe hodnoty jsou pfitom
rozliSeny témito ,barvami*: Cervena, zelend, zaludy, kule. Urcete, kolika zplsoby je
mozno vybrat ¢tyti karty, jestlize se:
a) rozlisuji pouze ,,barvy* jednotlivych karet
b) rozlisuji pouze hodnoty jednotlivych karet.

(Calda, Dupac 1993, str. 50)

Reseni: a) Moznosti pro vybér Ctyt karet z karet o Ctyfech rlznych ,,barvach® (Cervena,
zelend, Zaludy, kule) je C'(4,4). Na potadi pii vybéru karet nezalezi a karty jedné barvy se
mohou opakovat.

cud =("7)=0).

b) Moznosti pro vybér ¢tyi karet z karet o osmi riiznych hodnot (sedmicka, osmicka,
devitka, desitka, spodek, svrSek, kral, eso) je C'(4, 8). Na potadi pfi vybéru karet nezalezi

a karty jedné hodnoty se mohou opakovat.

cw- (=)
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4. Vlastnosti kombinacnich ¢isel

. v s ny . , v , roxr ’
1. Kombina¢ni ¢isla ( k) jsou definovava pro vSechna nezaporna ¢isla n, k, k < n a plati:

n n!
(k) T kl(n—k)!

e podle definice, kdyz dosadime k = 0, dostaneme: (n) bk 1
— ny _ —
k=n ( ) n'_O' =
_ ny__n _
k=1 (1) BT

e podle definice, kdyz dosadime k = 0, n = 0, dostaneme:

(§)=5r0=2

2. Pro vSechna cela nezaporna Cisla n, k, k < n plati:

Gl =G)

Ditikaz vychazi ptimo z definice kombinac¢nich ¢isel:

n! _ ! _
(nfk) T -l n-m—R] (=Rl (2)

3. Pro vSechna cela nezaporna Cisla n, k, k < n plati:
n n n+1
(k)+(k+1)_ (k—i—l)

Dukaz podobné vychézi ptimo z definice kombinacénich ¢isel:

n _ ! n! _ n! 1 1 _ n!
(k) * (k+1) " k!(n—k)! * (k+1)! [n—=(k+D]! k! [n—(k+D)]! (n—k + k+1) T k! [n—-(k+D)]!

n+1 _ (n+1)! _ (n+1
(n—-k)(k+1) (k+1)!(n—k)! ‘k+1

*
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Na Pascalove trojuhelniku, ktery popsal Blaise Pascal, jsou nazorné piedvedena

kombinacni ¢isla.

(o) 1
G) (1) il o
(DG I 2 1
D OrE) 1 33 1
Gl Q) G G) (D) 1 4 6 41
GGG ) 1 §10 105 1

obeent: (o) (1) () (3) (4) =(n = 2) (2 1) ()

Obr. ¢. 9: FARSKA, Jana. Pascaliv trojihelnik [obrazek] 388 x 255

J

Kdyz kombinacni ¢isla na levé stran¢ obrazku Pascalova trojuhelniku vypocitame
podle vlastnosti kombinacnich ¢isel, dostaneme ¢isla pravé strany obrazku. Zajimavou
vlastnosti Pascalova trojuhelniku je skuteCnost, ze rozmisténi Cisel je podle osy
soumérnosti symetrické. Dalsi zajimavosti je, Ze soucet dvou ¢isel vedle sebe v libovolném
fadku je roven Cislu, které se nachazi pod souctem téchto €isel v nasledujicim fadku, coz je
dano vztahem

() + (i) = (o)
Naptiklad ve ¢tvrtém tadku jsou Cisla 1, 3, 3, 1. Vytvofime soucet sousednich ¢isel 1 + 3,
3+ 3,3+ 1; schéma zacina a konc¢i vzdy jedni¢kou, dostdvame na nasledujicim fadku 1, 4,

6, 4, 1. (Calda, Dupac 1993, str. 55 — 61)

4.1 Priklad: Vyjadiete jednim kombina¢nim ¢islem a poté ho vypocitejte:
9 9
()+ (o)
Reseni: (g) + (3) = (3) + (926) [dle vzorce (E) = (nEk)] =

=)+ (=2 () =2 (375) =2 (F35ey) =2 -84 = 108

(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrotiova 1986, str. 69)
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5. Binomicka véta

Jiz ze zakladni $koly je znam vzorec (a + b)? = a® + 2ab + b?, ktery se odvodil:
(a+b)>=(a+b)*(a+b)=2a’+ab+ab+b’>=a’+2ab+b?

Nyni si vypoc¢itame mocniny (a + b)" pron =0, 1, 2, 3, 4, 5 a porovname s Pascalovym

trojuhelnikem.

@+b)P°=1 1
(a+b)l=a+b 1 1
(a+b)>=a%+ 2ab + b? 1 2 1
(a+b)®=a%+ 3a%b + 3ab?+ b® 13 31
(a+ b)* =a* + 4a%b + 6a%b? + 4ab® + b* 14 6 4 1
(a+ b)® = a° + 5a*b + 10a%0? + 10a%b® + 5ab* + b® 1510 10 5 1

Lze vidét, ze jednotlivé tadky v Pascalové trojuhelniku odpovidaji numerickym
koeficientim v mnoho¢lenu, ktery vznikne umocnénim dvojélenu a + b na n-tou, kde

n=0,1,23,4,5.

Pro vSechna redlna Cisla a, b a celd nezaporna ¢isla n plati:

_(n ny\ ,n-1 ny ,n-2p2 n -1 n
(a+b)"= (ga”+ (})a" b +(3)a"2b? + -+ (2 )ab™ ™! + (3)b"
(Calda, Dupa¢ 1993, str. 64 — 65), (Smida, Lukatsova, Sedivy, Vocelka 1984, str. 63 — 64)

5.1 Piiklad: Umocnéte a vypoditejte (a + 2)°

Reseni: (a + 2)° = (g)a5 + (Fl’)a5—1 2+ (g)aS—z 02 4 (g)a5—3 .23 4
(i)a5_4 2% 4+ (g)as_s 25 = 1-a%+ (%)a“-z + (%)ﬁ 4+ (%)az -8+
(%)a-16+1-1-32=a5+5a4-2+10a3-4+10a2-8+5a-16+32=

=a® + 10a* + 40a® + 80a? + 80a + 32

(Smida, Lukatsova, Sedivy, Vocelka 1984, str. 65)
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6. Sbirka reSenych prikladi

Pti tvorb¢ sbirky fesenych piikladii jsem Cerpala z literatury nejen pro gymnazia, ale i pro
odborné stedni Skoly, aby ma bakalaiska prace mohla slouzit pro vSechny typy stiednich
Skol. Vzdy se jednalo o nefesené priklady, které jsem sama dle svym moznosti vypocitala.

6.1 Priklady na zakladni kombinatoricka pravidla

6.1.1 Piiklad: Do tane¢niho krouzku chodi 20 chlapcii a 17 dév¢at. Kolik dvojic je mozno
utvorit, aby tvofil tane¢ni par divka a chlapec.

Reseni: 20 chlapct - 17 dévéat = 340

Lze utvofit 340 tanecnich part.

(ptiklad vymyslen autorkou BP)

6.1.2 Priklad: Urcete pocet v8ech trojcifernych pfirozenych éisel, v jejichz dekadickém
zapisu se kazda cislice vyskytuje nejvySe jednou. (Calda, Dupac
1993, str. 11)

ResSeni: Mame utvofit trojciferné ¢islo a K dispozici jsou ¢isla: 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9.
Na stovkovém mist¢ mohou byt vSechny ¢&islice kromé 0, protoze to uz by nebylo
trojciferné cislo, nybrz dvojciferné. Proto na prvni post mame 9 moznosti. Na druhé
desitkové misto mame opét 9 moznosti, protoze tam uz Cislice 0 byt mize, ale nesmi tam
byt ta Cislice, kterd uZ je obsazena na stovkovém misté. A na poslednim jednotkové misto
mame 8 moZnosti, protoZe tam nesmi byt Cislice, kterd je obsaZena uz na desitkovém

a stovkovém miste.

9- 98 9-9-8=648

Pocet vSech trojcifernych ptirozenych ¢isel je 648.

6.1.3 Piiklad: Z mista A do mista B vedou ¢tyfi turistické cesty, z mista B do C tfi.
Urcete pocet zptlisobu, jimiz lze vybrat trasu

a) z A do C a zpét

b) z A do C a zpét tak, Ze z téchto sedmi cest neni zadna pouzita dvakrat

C) z A do C a zpét tak, ze z téchto sedmi cest jsou pravé dveé pouzity dvakrat.

(Calda, Dupac 1993, str. 11)
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Reseni: °

a) pii cesté z bodu A do B vedou 4 moznosti, kterou cestu si vybrat. Z bodu B do C vedou
3 moznosti cesty, které si Ize vybrat. A pfi zpate¢ni cesté opét existuji stejné cesty, z bodu
C do B 3 cesty a z bodu B do bodu A 4 cesty. Moznosti cest mezi sebou jen vynasobime
4-3-3-4=144

Pocet zptisobi, jimiz lze vybrat trasu z A do C, je 144.

b) pii cesté z mista A do B jsou 4 moznosti cest a z B do C 3. Pii zpate¢ni cesté musime
odecist moZnost cesty, po které jsme §li uz cestu mezi C a B, a také mezi B a A. A opét
moznosti cest mezi sebou vynasobime.

4-3-3-1)-(4-1)=72

Pocet zpisobu, jimiz Ize vybrat trasu, je 72.

C) pii cesté z bodu A do B jsou 4 moznosti a z bodu B do C 3 moznosti. Pti zpateéni cesté
zbodu C do B a také zbodu B do A mame pouze jednu moznost, protoze musime jit
stejnou cestou, jiz jsme §li tam, aby byly pravé dvé cesty pouzity dvakrat.

4-3-1-1=12

Pocet zplisobtl, jimiz Ize vybrat trasu, je 12,
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6.2 Piiklady na kombinatoriku bez opakovani
6.2.1 Priklady na variace

6.2.1.1 Priklad: Mame prvky a, b, c. Utvoite v8echny variace:

a) druhé ttidy
b) tieti tiidy (Klodner 2005, str. 126)
Reseni: a) prvky jsou 3, n =3 a mame vytvofit k-tici = 2.
3! 3!
Podle vzorce: V (2, 3) = Gz 1 3:2-1=6.

Nebo ptiklad Ize vyfesit vypsanim moznych pfipadi:
(a, b); (a, ¢); (b, a); (b, ©); (c, a); (c, b)...kterych je také 6
Variaci druhé tfidy z prvki a, b, ¢ je 6.

b) mame 3 prvky; n = 3 a vytvorit mame tieti tfidu; k = 3
3!

Podle vzorce: V (3, 3) = (G-3)!

=6

Vypsanim moznych ptipadi:
(a, b, ¢); (a, ¢, b); (b, a, ¢); (b, ¢, a); (¢, a, b); (¢, b, a)......je jich 6

Variaci tfeti tfidy z prvki a, b, ¢ je 6.

6.2.1.2 Priklad: Kolik uspoiadanych ¢&tvefic lze utvorit z osmi ruznych prvki, jestlize se
V nich Zadny prvek neopakuje? (Jirasek, Branis, Horak, Vacek 1989,
str. 52)

Reseni: Mame vytvofit uspofadanou ¢tvetici k = 4; z osmi prvka n = 8.

8! 8!
—a)! abrhe 1680

V (4,8)=

Lze utvoftit 1 680 uspotadanych Ctvetic.

6.2.1.3 Piiklad: V prvnim roéniku obchodni akademie se vyucuje 12 piedméti. Kazdy
pfedmét se uci nejvyse jednu hodinu denné. Kolika zptsoby se dé sestavit rozvrh hodin na
jeden den, je-li v tomtéZ dni 6 riznych predméta? (Klodner
2005, str. 126)
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Reseni: Celkem se vyucuje 12 pfedméti n = 12 a mame vytvofit rozvrh pro jeden den,
V némz je 6 piedmétu k = 6.
12! 12!

(12_6)'—?212-11-10-9-8-7:665280

V (6, 12) =

Rozvrh se da sestavit 665 280 zptisoby.

6.2.1.4 Priklad: Kolik jednocifernych az dtyfcifernych pfirozenych ¢isel s riznymi
¢islicemi je mozné sestavit z Cislic 1, 2, 3, 5, 6, 7?

(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrofiova 1986, str. 51)
ReSeni: Mame 6 moznych &islic a vybiram: a) jednociferna, b) dvojcifernd, c) trojciferna,
d) ¢tyteiferna.
6! 6!

a) vybirame jednu ¢islici z 6 moznych: V (1, 6) = oD 5 6
, . “r ¢ . 6! 6!
b) vybirame 2 ¢islice z 6 moznych: V (2, 6) = o2)! b 30
. .1 . 6! 6!
¢) vybirame 3 ¢islice z 6 moznych: V (3, 6) = o= 3)! = 3" 120
6! 6!
d) vybirame 4 ¢islice z 6 moznych: V (4, 6) = o) =2 = 360

celkem =6+ 30+ 120 + 360 =516

Celkem lze jednocifernych az ctyfcifernych piirozenych ¢isel sestavit 516.

6.2.1.5 Priklad: Z kolika prvki je mozné utvotit 210 variaci druhé tiidy bez opakovani?
(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrotiova 1986, str. 51)

Reseni: V (2, n) = 210

|
 _910 podminka:n>0An-2>0
(n-2)!
NE<2, ©)AneEZ

n-(n-1)(n-2)! — 910

(n-2)!
n-(n—1)=210
n>-n-210=0
D =841
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1+29
Ni2= = — 15...n€<2,©)Ane”Z

SN

-14...ng€<2,0) An€”Z

Prvki musi byt 15.

6.2.1.6 Piiklad: ZvétSime-li pocet prvki o jeden, zvétsi se pocet variaci druhé tiidy bez
opakovani o 16. Urcete ptivodni pocet prvkaii.

(Jirasek, Brani$, Horak a Vacek 1989, str. 51)
ReSeni: 16 +V (2,n) =V (2,n + 1)

n! _ (n+1)!
16+ (n-2)!  (n+1-2)!
1 |
16 + —= _ (n+D)! podminka:n>2An>1An>0An>-1

(n-2)!  (n-1)!

n(n-1)(n-2)! _ (n+1)n(n-1)!
(n-2)!  (n-1)!

16 + NE<2, ©)An€eZ

16+n2—-n=n2+n
-2n=-16
n=28

Plivodni pocet prvk je 8.

6.2.2 Piiklady na permutace

6.2.2.1 Priklad: Kolik permutaci lze utvofit z osmi prvki? (Klodner 2005, str. 127)
ReSeni: Mame osm prvki, tedy n = 8.
P (8) =81 =40 320

Lze utvofit 40 320 permutaci.

6.2.2.2 Priklad: Kolik ruznych Sesticifernych ptirozenych ¢isel 1ze napsat pomoci &islic
1, 2, 3, 4, 5, 6, jestlize v zapisu kazdého Cisla se miize kazda z Cislic vyskytnout jen
jednou?

(Odvarko, Bozek, Rysankova, Smida 1985, str. 35)
Reseni: Mame vytvofit Sesticiferné &islo a mame k dispozici 6 &isel.
P(6)=61=720

Sesticifernych ptirozenych &isel lze vytvofit 720.
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6.2.2.3 Piiklad: Urcete, kolika zplsoby se v Sestimistné lavici miZze posadit $est hocht,
jestlize:

a) dva chtéji sedét vedle sebe

b) dva chtéji sedet vedle sebe a tieti chee sedét na kraji.

(Calda, Dupac 1993, str. 22)

ReSeni: a) mame Sestimistnou lavici% (O

Dva hosi chtéji sedét vedle sebe, proto je pocitdme za j eden?r_\ék%e tedy o permutaci 5
prvkd, pri¢emz musime rozlisit 2 moznosti posazeni hochi (vpravo nebo vlevo).
2-P(5)=2-5'=2-120=240

Na lavici 1ze posadit 6 hochti 240 zpisoby.

b) Dva hochy, ktefi chtéji sedét vedle sebe, budeme opét pocitat za jeden prvek a mame 2
moznosti, jak budou sedét (vpravo nebo vlevo). Dale jeden hoch chce sedét na kraji, opét
jsou 2 moznosti (pravy kraj lavice, levy kraj lavice). Z celkovych 6 mist uz jsou 2 obsazena
a zbyva obsadit 4.

2:2-P(4)=2-2-41=96

Na lavici 1ze posadit 6 hochli 96 zptsoby.

6.2.2.4 Priklad: Kolik péticifernych pfirozenych ¢isel lze sestavit z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5.
a) jestlize se Zadna Cislice neopakuje
b) kolik z téchto ¢isel je délitelnych ¢tyimi?
(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrofiova 1986, str. 55)
Resent: a) K dispozici je 5 &islic a z nich mame vytvofit péticiferné prirozené &islo. Jedna
se 0 permutaci z 5 prvki.
P(5)=51=120
Celkem lze sestavit 120 pfirozenych ¢isel.

b) Aby bylo ¢islo délitelné 4, tak musi koncit: 12 nebo 24 nebo 32 nebo 52

N BN

1
2
3
5 2

Z péti mist jsou jiz dvé obsazena, zbyva nam tedy obsadit 3 mista.
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P@)=31=6
X = 6 - 4 (4 moznosti, aby bylo Cislo d¢litelné 4) = 24
Celkem je 24 ptirozenych cisel délitelnych ctyfmi.

6.2.2.5 Priklad: Kolika zpisoby lze postavit do fronty:
a) Ctyti divky a 5 chlapcii?
b) ¢tyfi divky a 5 chlapcil, pokud musi divky i chlapci stat za sebou?
(Dv¢ postaveni povazujte za rizna, pokud alespon jedna osoba stoji na jiném mist¢.)
(Binterova, Tlusty 2013, str. 177)

ReSeni: a) Zalezi na poradi, coz nam napovidd, Ze se jednd o permutaci. Celkem
mame 9 0sob.
P (9) =9! =362 880
Divky a chlapce lze postavit do fronty 362 880 zptisoby.
b) Mame moznosti postaveni ¢tyf divek za sebou a moznost rizného postaveni péti
chlapcti. Dale mohou nastat dvé situace: jako prvni budou stat divky a pak chlapci, ¢i
naopak.

e moznosti postaveni divek .... P (4)=4!=24

e moznosti postaveni chlapcti ... P (5) =5! =120
Celkem =24 - 120 - 2 [mozZnosti postaveni] =5 760
Do fronty lze divky a chlapce postavit 5 760 zpisoby.

6.2.2.6 Priklad: Urcete pocet prvki tak, aby pii zvétSeni jejich poctu o dva se pocet
permutaci zvétsil S6krat. (Calda, Dupac 1993, str. 22)
Reseni: Vytvotime si rovnici s Udaji, které zndme, a pak nasledné pocitame.
(n+2)! =56n!
(n+2)-(n+1)nl=56n!/:(n!) podminka: n >0
(n+2)-(n+1)=56 neE<0,0)An€e”Z
n2+n+2n+2=56
n>+3n-54=0
D =32 [4*(-54)] = 9 + 216 = 225

_3;515 :Y 6...n1€<0,0)AnEZ

-9...n¢€<0,0)AneEZ

Pocet prvki je 6.

Ni2=
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6.2.3 Ptiklady na kombinace

6.2.3.1 Piiklad: Kolik kombinaci ¢tvrté tfidy je mozZno utvofit:
a) z 10 prvku
b) z 20 prvka
(Klodner 2005, str. 128)

Reseni: a) Chceme utvorit kombinace &tvrté tiidy, tedy k = 4, a mame 10 prvka, n = 10.

10 _ 1o _
C 4 10)= ( ) 4!(10 4)' 416! 210
Je mozZno utvofit 210 kombinaci.

b) Chceme utvofit kombinace étvrté téidy, tedy k = 4, a mame 20 prvku, n = 20.

20 0! 20!
C4,20)= ( ) 4!(20 4)! 4!16!_4845

Je mozno utvorit 4 845 kombinaci.

6.2.3.2 Piiklad: Ve tfidé je 22 divek a 9 chlapci. Kolikerym zpiisobem je mozno utvofit
delegaci, aby v ni byli:
a) dvé divky a dva chlapci
b) tf1 divky a jeden chlapec

(Klodner 2005, str. 128)
Reseni: a) Pro utvofeni delegace mame na vybér 2 divky z 22 a 2 chlapce z 9.
Jelikoz tam museji byt dvé divky a (soucasn€) dva chlapci, tyto kombinace proto mezi

sebou vyndsobime.

c@22)-c29=(2) Q)= m-w—;'—%l 36 = 8 316

Pro utvoreni delegace je 8 316 zptisobtl.
b) Pro utvofeni delegace mame na vybér 3 divky z celkového poctu 22. Dale vybirame

1 chlapce z 9.

| |
c@2)-c)=(¥)(}) = - == =1540-9=13860

Delegaci je mozné utvofit 13 860 zplsoby.

6.2.3.3 Priklad: Jizdenky dopravniho podniku v Praze maji devét o¢islovanych okének.
Kolika zpiisoby Ize nastavit kéd oznafovaciho strojku, jestlize se déruji tfi nebo Ctyfi

okénka? (Odvarko, Bozek, RySankova, Smida 1985, str. 38)
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Reseni: Oznadovaci strojek déruje 3 nebo 4 okénka, proto utvoiime kombinaci 3 z 9 prvki

a4 z 9 prvkii. Protoze jsou tam tfi nebo Ctyii, kombinace mezi sebou secteme.

c@9+c@9=()+()=

Kod Ize nastavit 210 zptisoby.

22— 844126 =210
6!3! 514!

6.2.3.4 Piiklad: Petr ma sedm knih, o které se zajima Ivana, Ivana ma deset knih, o které
se zajima Petr. UrcCete, kolika zplisoby si Petr mize vyménit dvé své knihy za dvé knihy
Ivaniny.

(Calda, Dupac 1993, str. 30)
Reseni: Petr si od Ivany miiZze vypajcit 2 z 10, o které se zajima. C (2, 10)
A Ivana si muze ptjcit 2 ze 7, o které se zajima. C (2, 7)
Vime, Ze vyménit si mohou vzdy jen dvé knihy, za dvé knihy, takze s kombinacemi

udélame soudin.

10 7 10! 7!
C10-c@nN=(3) (3)=5y 55=4521=945

Petr s Ivanou si mohou vymeénit knihy 945 zptsoby.

6.2.3.5 Priklad: Na sklad¢ je 15 vyrobkl. Z toho je 10 vyrobku 1. jakosti a 5 vyrobka 2.
jakosti. Kolika zplsoby je mozné vybrat 5 vyrobkl tak, aby mezi nimi byly alesponl 4
vyrobky prvni jakosti?

(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrotiova 1986, str. 63)

Reseni: celkem 15 vyrobkil

1. jakost 2. jakost
10 vyrobkl 5 vyrobkil

Vybér péti vyrobkl: 4 vyrobky budou 1. jakosti a 1 vyrobek 2. jakosti nebo vSech
5 vyrobkl bude 1. jakosti.

_ (10 5 10 5y _ 10!
C410)-C(1,5+C(510)-c0,5=")-G)+(%) ) = ;" 5 [Vlastnost

10!
kombinacnich ¢isel] + T 1 [vlastnost kombinacnich ¢isel] =210 -5+ 252 -1 =1 050 +

+252=1302

Je mozné vybrat 1 302 zplsobd.
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6.2.3.6 Priklad: Urcete, kolika zptisoby se kolem kulatého stolu miize posadit pét muzi a

pet Zen tak, aby zadné dvé Zeny nesed¢€ly vedle sebe. (Navod: Ocislujeme-li jednotliva

mista, mohou muzi sedét bud’ na mistech 1, 3, 5, 7, 9, nebo na mistech 2, 4, 6, 8, 10).
(Calda, Dupac 1993, str. 33)

Reseni: Zeny nesmi sed&t vedle sebe, z toho plyne, Ze museji sedst ob jedno misto. Mohou

nastat dv€ moznosti - Zeny budou sedét na lichych nebo na sudych mistech. MozZnosti pro

posazeni mizu je 5!. A moznosti pro posazeni Zen je 5!. A jsou 2 moznosti, zda na sudych

mistech budou sedét muzi nebo zeny.

2-51-51=28800

U kulatého stolu se jde posadit 28 800 zpiisoby.
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6.3 Priklady na kombinatoriku s opakovanim
6.3.1 Priklady na variace s opakovanim

6.3.1.1 Piiklad: Urcete, kolik znacek Morseovy abecedy lze utvofit sestavenim tecek a

¢arek do skupin o jednom az Ctytech prvcich. (Calda, Dupac 1993, str. 38)

Reseni: U znacky Morseovy abecedy zalezi na potadi znaki, protoze napiiklad tecka

a carka neni totéz jako carka a tecka. Skladame dva druhy znacek o ctyfech prvcich,

ale protoze zalezi na poradi, tak po pfedchazejicim vybéru nam pocet prvki bude ubyvat.
V' (4,2)+V'(3,2)+V'(2,2)+V'(1,2)=2*+23+22+21=16+8+4+2=30

Celkem lze utvotit 30 znacek Morseovy abecedy.

6.3.1.2 Priklad: Kufiik ma heslovy zamek, ktery se otevie, kdyZz na kazdém z péti
kotouct nastavime spravnou Cislici. Téchto ¢islic je na kazdém kotouci devét. Urcete
nejveétsi mozny pocet pokust, které je nutno provést, chceme-li kuftik oteviit, jestlize jsme

zapomnéli heslo. (Calda, Dupac 1993, str. 39)

Reseni: Vybirame pétimistné heslo spravnych &islic z9 moznych. Cislice se mohou
opakovat.

V'(5,9)=9°=59 049

Nejveétsi mozny pocet pokusi je 59 049.

6.3.1.3 Piiklad: Pomér poctu variaci tieti tiidy z n prvkl bez opakovani k poétu variaci
treti tiidy z n prvkl s opakovanim je 21 : 32. Jaké je n?

(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrofiova 1986, str. 60)
ResSeni: V (3,n): V'(3,n)=21:32

V(3,n) _ 21
V'(3n) 32
n!
(n-3)! _ 21 / .
== podminka:n>0A n—-3>0An#0
n(n-1)(n-2)(n-3)!
- 21
(nn33)! :3_2 .32 n3 n>0An>3An#0
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32n(n—1)(n-2) = 21n3 nNeE<3, wAneZ
32n(n’—2n-n+2)-21n°=0

n[32(n>—-3n+2)-21n’] =0

n-(32n% — 96n + 64 —21n%) =0

n-(11n?> —96n + 64) =0

N=0. Ng&<3,0)AneZ

+
Ny == — B..n€<3, 0)AnEZ D = (-96)>— 4 - 11 - 64 = 6 400
g...n& <3,©)An€eZ

Prvki bylo 8.

6.3.1.4 Priklad: Kolik statnich poznavacich znaCek je mozZno utvofit tak, ze za dvéma
pismeny (dohromady je jich 27) nasleduji Ctyfi Cislice?

(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrotiova 1986, str. 60)
Reseni: vybirame 2 pismena z 27 moznych a zaroven 4 Cislice z ¢islic 0 — 9.
pismena: V'(2,27) =272=729
gislice: V'(4, 10) = 10 = 10 000
729 - 10 000 = 7 290 000

Statnich poznéavacich znacek je mozno utvotit 7 290 000.

6.3.1.5 Priklad: Kolik riznych péticifernych &isel 1ze vytvotit z Cislic 4 a 7?

(Jirasek, Brani$, Horak a Vacek 1989, str. 63)
Reseni: Cislice se budou opakovat, protoze mame utvoftit péticiferné Cislo, ale na vybér
mame jen 2 Cislice.
V'(5,2)=2°=32

Lze sestavit 32 ¢Cisel.

6.3.1.6 Priklad: Z kolika prvki vznikne:
a) 729 variaci tieti tiidy s opakovanim
b) 1 024 variaci paté tiidy s opakovanim

(Schramm, Nimrichter, Topinka 1970, str. 294)
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Reseni: a) V'(3,n) =729

n3=729
n=13%/729
n=9

Variace s opakovanim vznikne z 9 prvki.
b) V'(5,n) =1 024

n°=1024
5

n= /1024

n=4

Variace s opakovanim vznikne ze 4 prvku.

6.3.2 Priklady na permutace s opakovanim

6.3.2.1 Priklad: Urcete pocet vSech péticifernych pfirozenych ¢isel, jez lze sestavit
z ¢islic 5 a 7, ma-li v kazdém z nich byt Cislice 5:
a) prave trikrat
b) nejvyse tiikrat
c) alespon tiikrat

(Calda, Dupac 1993, str. 45)
Reseni:
a) Mame utvofit péticiferné pfirozené &islo, k dispozici mame dvé ¢&islice. Cislice 5 se
muze opakovat pravé tfikrat a do utvoteni péticiferného €isla chybi 2 ¢islice, které budou
obsazeny dvakrat ¢islici 7. Vytvofime si permutaci s opakovanim:

, 51 120
P2 =557 =10

Pocet vSech péticifernych piirozenych ¢islic, v nichz se vyskytuje Cislice 5 prave tiikrat, je
10.

b) Cislice 5 se ma vyskytovat nejvyse tfikrat, znamena to, ze miize byt obsazena 3x nebo
2x nebo 1x nebo taky nemusi byt obsazena vibec. Proto si spoCitdime permutace

s opakovanim pro vSechny moznosti a poté je seCteme.

) 51 120
P3,2(5)=E=E=10
5!

P'2,3(5):T3!:10
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5/ 120 _

P'1,4(5):M—Z—5
) 51 120 _
P0‘5(5)_E_1-120_

x=10+10+5+1=26
Pocet vsech péticifernych ptirozenych Cisel, v nichz se vyskytuje Cislice 5 nejvyse trikrat,

je 26.

¢) Cislice 5 se ma vyskytovat alespon tiikrat, tim se rozumi, Ze ¢islice 5 musi byt obsazena
minimalné tfikrat. Mize byt obsazena 3x nebo 4x nebo také 5x. Proto si spocitadme

permutace s opakovanim pro vSechny moznosti a poté je seCteme.

P’3,2(5) =10
P'4,1(5)=5
P50 (5)=1

x=10+5+1=16
Pocet vSech péticifernych pfirozenych &isel, v nichz se vyskytuje ¢islice 5 alespon tiikrat,

je 16.

6.3.2.2 Priklad: Je dana soustava soufadnic vroviné s miizovymi body, jejichz
soutfadnice jsou pfirozena Cisla. Zjistéte pocet vSech nejkratSich cest z bodu A [1; 1] do
bodu B [6; 5], jestlize se pohyb muzZe konat jen ve sméru osy X nebo osy y a smér pohybu
se muze zméenit jen v miizovych bodech.

(Busek 1985, str. 455)

Reseni: Pro lepsi predstavivost si nakreslime obrazek.

JB
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Pocet vsech cest zbodu A do bodu B je v soustavé soufadnic je 9, at’ to zkouSime

jakoukoliv cestou.

¥
3 |5 |s |7 |s |9 B
3 s |5 |7 |
2 |3 |a 7
1 |2 5

X

Ve sméru osy Y Z bodu A do bodu B jsou 4 pohyby a ve sméru osy X je 5 pohybti.

9!
P45(9) = T 126

Pocet vSech nejkratsich cest z bodu A do bodu B je 126.

6.3.2.3 Priklad: Kolika zpisoby lze ubytovat 10 hosti:
a) do jednoho ctyiltizkového pokoje a dvou tiilizkovych pokojt
b) do dvou tfilizkovych a dvou dvoulizkovych pokoji

(Busek 1985, str. 455)
Reseni:
a) Mame ubytovat 10 hostt, n = 10. K dispozici mame 1 ¢tyilizkovy pokoj a 2 tiilizkové.
Utvofime permutaci s opakovanim, protoZe se nam ttilizkové pokoje opakuji.

10!

P4,3,3(10) = 413131

=4200

Hosty lze ubytovat 4 200 zptsoby.
b) K dispozici mame 2 tiilizkové pokoje a 2 dvoulizkové pokoje. Opét si utvoiime
permutaci s opakovanim:

10!
31312121

P’33,22(10) = =25 200

Hosty lze ubytovat 25 200 zpisoby.
6.3.2.4 Piiklad: Aranzér ma umistit do vykladu vedle sebe tii stejné kabaty bézové, dva

stejné zelené a jeden modry. Kolika zplisoby to mize provést?

(Jirasek, Brani§, Horak a Vacek 1989, str. 61)

38



Reseni: Vytvofime si permutaci, kde mame 3 stejné bézové, 2 stejné zelené a 1 modry.

Celkem chceme umistit do vykladu 6 kabatl, n = 6.

, el 720 _
P’321(6) =55 =75 =60

Aranzér miize umistit kabaty do vykladu 60 zptisoby.

6.3.2.5 Priklad: Jisté jste poznali, ze v anagramech AABIIKKMNOORT, respektive
MINIKABAROTOK, je zaSifrovano slovo KOMBINATORIKA. Urcete pocet vSech
anagram, jez lze ze slova KOMBINATORIKA utvorit.

(Calda, Dupac 1993, str. 45)
Reseni: Celkem slovo KOMBINATORIKA tvofi 13 pismen, n = 13. Z toho se ale 4
pismena opakuji, jsou to pismena K, O, I a A. Opakujici se pismena mohou mezi sebou
vymeénit napt. O za O, A za A.., protoze se vSechna ze ¢tyt opakujicich se pismen, opakuji

2X.
!
2121212!
Pocet vSech anagramti ze slova KOMBINATORIKA je 389 188 800.

P'2,2,22(13) = =389 188 800

6.3.2.6 Priklad: Kolik signali je mozné vyslat sou¢asnym vytazenim tii Gervenych, dvou
bilych a dvou zelenych vlajek na stézen lodi?

(Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrofiova 1986, str. 60)
Reseni: Celkem vlajek je 7, n = 7. Cervena vlajka je obsazena 3x, bila 2x a zelend 2x.

7!
P'32,2(7)= T 210

Soucasnym vytazenim vSech vlajek je mozné vyslat 210 signalii.

6.3.3 Priklady na kombinace s opakovanim

6.3.3.1 Priklad: Ze vsech bilych Sachovych figurek bez krale a damy (tj. z osmi pésc,
dvou vézi, dvou jezdci a dvou stielcil) vybereme: a) trojici, b) dvojici.
Jaky je po€et moznosti pro jejich slozeni?

(Calda, Dupac 1993, str. 50)
Reseni: Moznosti pro vybér trojice ze Ctyt druhd by bylo C’(3, 4), kdyby vSech druha

figurek byl dostatek. Ale véze, jezdei a stfelci jsou pouze po dvou kusech.
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Proto utvofime kombinaci s opakovanim pro vybér trojice ze ¢ty druhti, ale musime

odecist moznosti vybéru tii vézi, tii jezdcl a tii stfelct:
3+4-1 6
c3.4)-3=("7 )3()3(3,3,)320317

Pocet moznosti pro jejich slozeni je 17.
b) Nyni chceme skladat dvojici a jiz vime, ze mame dostatecny pocet figurek ve vSech

druzich. Proto utvotfime kombinaci s opakovanim pro dvojici ze ¢tyt druhii:

C'(2. 4) = (2+4 1) ()__: 10

312!

Pocet moznosti pro jejich slozeni je 10.

6.3.3.2 Piiklad: Uréete, kolika zpiisoby si mohou tii osoby rozdélit osm stejnych jablek.
(Navod: Kazdé rozdéleni osmi jablek mezi tfi osoby A, B, C lze zaSifrovat pomoci
neuspotadané osmice z téchto pismen, napi. AAABBBBC znaci piidél tii jablek osobé A,
Ctyt jablek osobé B a jednoho jablka osobé C.) (Calda, Dupac 1993, str. 52)

Reseni: Mame rozdélit osm jablek mezi tfi osoby. Utvofime kombinaci s opakovanim:

C’(8,3) = (8+3 1) (10)_ 10! _ 45

218!

Tti osoby si mohou rozdélit mezi sebe osm jablek 45 zptsoby.

6.3.3.3 Priklad: Urcete, kolika zpiisoby si mohou tii osoby rozdélit ¢tyfi stejna jablka a
Sest stejnych hrusek. (Navod: Rozd¢€leni jablek a hrusek jsou na sob& nezavisld, dale pak
viz ptedchozi ptiklad.)

(Calda, Dupac 19993, str. 52)
Reseni: Moznosti pro rozdéleni Ctyf stejnych jablek ttem osobam je C’(4, 3). MoZnosti pro
rozdéleni Sesti stejnych hruSek tfem osobam je C’(6, 3). Vypocitané kombinace

s opakovanim mezi sebou vyndsobime, protoZe osoby dostavaji jablka i hrusky zaroven.

4.3 c©.3)=(*"*3) () =(9) (D) =55 o =151 28=420

Tti osoby si mohou mezi sebe rozdélit ovoce 420 zpisoby.

6.3.3.4 Priklad: V krabici jsou zelené, Zluté a Cerné kulicky. Kuli¢ky téze barvy nejsou
rozliSeny. Urcete, kolika zptlisoby Ize vybrat 8 kulicek, jestlize v krabici je aspon 8 kulicek

od kazdé barvy. (ptiklad vymyslen autorkou BP)
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Reseni: Pti vybéru 8 kuli¢ek nezalezi na poradi a barvy se mohou opakovat.

Jde tedy o0 osmic¢lennou kombinaci s opakovanim ze tfi prvkl (zelené, Zluté a ¢erné).

C'(8.3) = (8+3 1) (10) 45

2'8'

Z krabice lze 8 kuli¢ek vybrat 45 zptsoby.

6.3.3.5 Piiklad: V papirnictvi maji na vybér ze 17 riznych psacich per. Urcete, kolika
zpusoby si z nich lze vybrat 4 pera. (ptiklad vymyslen autorkou BP)
Reseni: Jde o kombinace s opakovéanim ze 17 prvki. MiiZeme si koupit 4 riizna pera nebo
| néktera stejna.

c@a1n=*"=(*})= =485

V papirnictvi si l1ze pera vybrat 4 845 zplsoby.

6.3.3.6 Priklad: V akvaristice maji v dostatecném mnozstvi celkem ¢tyfi rizné druhy
akvarijnich rybek vcené 10 K¢ za jednu rybku. Kolika zplsoby muzete tyto rybky
zakoupit:
a) zaplatite-1i pravé 60 K¢
b) zaplatite-1i pravé 60 K¢ a pfitom nakupujete rybky zasadné po parech?
(Busek 1985, str. 462)
Reseni: Nejprve si vypogitame, kolik rybek si miizeme koupit za 60 K&:
e 60 K¢/10 K¢ za jednu rybku = 6 rybek
Muzeme si tedy koupit 6 ryb. Pfitom mame na vybér ze ¢tyi druht, a téch je neomezeny

pocet. Rybky ze stejného druhu se tedy mohou opakovat.
4+6-1 9
ce.a=(")=()=c5=84

3'6'
Pti koupi za 60 K¢ je mozné si koupit rybky 84 zptsoby.
b) Nejprve si vypocitame, kolik pard ryb si mizeme koupit za 60 K¢:
e 60 K¢/20 K¢ (cena za dvé rybky = 1 par) = 3 rybky
Miizeme si koupit 3 ryby. Pfitom mame na vybér ze Ctyi druhd, a téch je neomezeny pocet.

Rybky ze stejného druhu se tedy mohou opakovat.
4+3-1 6
cea=("= () =552

313!

Pti koupi za 60 K¢ a pfitom zasadné€ po paru je mozné si koupit rybky 20 zptsoby.
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6.4 Ptiklady na vlastnosti kombinac¢nich ¢isel

6.4.1 Pfiklad: Zjednoduste a vypocitejte: (3) + (3)
(Jirsek, Branis, Horak a Vacek 1989, str. 69)
Reseni (3) + (5) = () ot vaores () + (1) = (312)
6.4.2 Priklad: Vyjdrete jedinym kombinagnim ¢islem souet (3) + (3) + () + () +
()
(Calda, Dupag 1993, str. 63)
Reseni: (3) + (3) + () + () + (3) =
e nejdfive si upravime () na (), tim se nic nezméni, protoze (1) = 1
e dale pokratujeme jiZ podle zmin&nych vlastnosti kombinanich &isel
=1+ D+ @+ @+ Q) =1Q) + G+ )+ (D) =1 + 1+ () =
=(D+()=0)

6.4.3 Piiklad: Vyjadfete jedingym kombina¢nim ¢islem a poté ho vypoctéte:
C+2-())+ (D) (Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrofiové 1986, str. 69)
Reseni: (37) +2- () + () = [(Z) + CO1+ [Cy) + (1 =[CN + (51 =

(9 =7 =192

6.4.4 Priklad: Vyjadiete pomoci kombinaci ze dvou prvki: (g) + (;)

(Hufka, Cirjak, Drobnd, Svidrofiova 1986, str. 69)
Resent: (3) + (3) = (3) + (3) [podie vzorce () = (,2 )1 =2 (3) =2 [(}) + (5)]
=2-(P+2: () =21+ O +2- 1D+ G =2-()+2- (D +2- () +2:
@=2-()+2-(+2-Q)+2-(D=6-()+2- () =6-1() + I +2- ()
=6-()+6-()+2-(g)==6-(1) 8- Q)

6.4.5 Piiklad: Uzitim Pascalova trojuhelniku vyjadiete souc¢et pomoci kombinaci ze dvou
prvki:

) +2-(3) (Hutka, Cirjak, Drobna, Svidrofiova 1986, str. 68)
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Reseni: (%) +2- (%) =

71N
=) D +2 10+ GN= podie vzoree (371) = () + (i3
= (3) [podte vzoree (%) = (2): (1) = N+ () +2- () +2- () =
=4:(3)+2- (3) = Ipodle vzorce (1) =1 (3) = (5) = 11

() Q)2 Q=4 Qe Q)2 Q) za ()46 ()

6.4.6 Piiklad: Reste rovnici: (’;:42) + (z:i) =16
(Jirasek, Branis, Horak, Vacek 1989, str. 71)

Reseni: ();:42) + (z:g) =16

(x-2)! + (x-3)!

(D —G-li—2)! T (=31 x5) 20 podminka: x -4 >0Ax-5>0
(x=-2)!  (x=3)! _

) T 25y X>4Ax>5

GDEDED! | &= DE-DE=)! _ g XENAX>S5

2!(x—4)! 2!(x-5)!

(x-2)(x-3) N x=-3)(x-4) _
21 21 a

16

X% —-3X—2x+6 + X2 —4x—3x+12 — 16, -2
2 2 /
X2 —5x+6+x%2—7x+12=32

2x? —12x +18=32
2x2—12x—14=0

x2—6x—7=0
D=(=6)2—4-(~7) =36+28 =64

6+v/64 618 14
X1’2= > :_:’_:7.....XEN/\XZS

A

2
—E=-1 L.XENAXZSH

Resenim rovnice je x =7
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6.5 Ptiklady na binomickou vétu

6.5.1 P#iklad: Podle binomické véty rozved'te (x + y)°
(Klodner 2005, str. 131)
Resen: (3= (3) 30 () e () o () oy () s
5 51 51 51
(5) -x°-y5=1-x5-1+5-x4-y+ﬁ-x3-y2+ﬁ .X2.y3+m,xl,y4+l_1_y5:)(5
+ 5x%y + 10x3y? + 10x%y° + 5xy* + y°

6.5.2 Priklad: Vypottéic: (i +2%)3

(Klodner 2005, str. 132)
5 3 2 1 0
Reseni: +20°= (3) - (3) - @00+ () - (3) -2+ () () @+ ) (3)

1 1 1 1 6x 12x%2 1 6
c(2X)P=1-5-1+3-=-2Xx+3- = 42+ 1-1-8C=—+—+ +8x3==—+-+
x3 x2 X x3  x2 X x3 X

12x + 8x3

6.5.3 Piiklad: Vypodtéte: (- 4 - 3\2)°

(Smida, Lukétsova, Sedivy, Vocelka 1984, str. 66)
Resent: (-4-3\2P=[-1-@+32)P = -1-[() - 8- 3\2)°+ () - 4 3V + (5) -
41-(3\/2)2+(§) 40.(3V2) ] =-1-[1-64-1+3-16-3V2+3-4-18+1-1-27 -22] =-
1-[64+ 144\2 + 216 + 54\2] = - 64 - 1442 — 216 - 54V2 = - 280 - 1982

6.5.4 Pfiklad: Urcete tieti ¢len binomického rozvoje vyrazu (x — 10)°

(Smida, Lukatsova, gedivy, Vocelka 1984, str. 66)
Reseni: Protoze vime, Ze plati: v piipadé (a — b)" je prvni ¢len kladny a znaménka se pak
pravidelné sttidaji.

(x —10)°=+ (Z) [protoze hledame treti &len; prvni = (2), druhy = (i), tieti = (2)] - x@-2

|
- 102= (;) X! 102:%-X7-102:36X7- 100 = 3 600x’

6.5.5 Piiklad: Pro jaké x je tieti Glen binomického rozvoje (x - V2)” roven — 42?
(Busek 1985, str. 470)
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Reseni: Protoze vime, Ze plati: v piipadé (a — b)" je prvni &len kladny a znaménka se pak
pravidelné sttidaji.
3. ¢len: + (;) [protoze hledame tieti ¢len; prvni = (g), druhy = (Z), tieti = (;)] :
-xT=2-(\2y?

7 _
+ () *x0-2% (\2p=-42

2= 02
21 % X8 *2=-42
4255 = - 42 /- (42)
X=-1p
x=(-1)°
x=-1

Tteti ¢len binomického rozvoje je pro x = - 1.
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7. Zajimavé priklady kombinatoriky

7.1 Priklad: \ urn¢ jsou 3 ¢erné a 2 Cervené koule. Vytdhneme 2 koule (taZzené koule
nevracime do urny):

e Petr (P) vyhrava, jsou-li ob¢ tazené koule stejné barvy.

e Milan (M) vyhrava, jsou-li ob¢ tazené koule rizné barvy.

Ktery z hochit ma vétsi Sanci vyhrat?

Reseni:

a) Vybér dvou kouli stejné barvy:

- ¢ervené koule: (;) =1

- ¢erné koule: (2) =3

Uzitim kombinatorického pravidla souctu ziskdme pocet moznosti pro vybér dvou kouli
stejné barvy: 1 +3 =4.

b) Vybér dvou kouli rizné barvy:

- uzitim kombinatorického pravidla soucinu ziskdme pocet moznosti pro vybér dvou kouli

ruzné barvy: (i) . (i) =6

VéEtsi Sanci na vyhru ma Milan.

(Ptihonska 2013, str. 74)

7.2 Priklad: Lenka si chtéla usit sukni ze t¥i barevnych dilti a to z ¢erveného, Zlutého

a oranzového. Pfemyslela, jak trojihelniky na sukni poskladat. Kolik ma Lenka moZnosti?

3

Obr. €. 10: Sukné
Reseni:
VypiSeme vSechny moznosti uspofaddani barev na sukni. Mzeme vypisovat jen zaCatecni

pismena barev: Oranzova, Cervena, Zluta.
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Po prvni trojihelnik zvolime oranzovou barvu, pro druhy ¢ervenou a pro posledni Zlutou.
Barvy systematicky prohazujeme a jednotlivé moznosti zaznamename do schématu:
1.0,C,Z 3.C,Z,0 5.7,C,0

2.0,7,C 4.¢,0,7Z 6.Z,0,C

2. teSeni: kombinatorické pravidlo soucinu

Prvni trojihelnik mtizeme vybirat ze tifi barev (oranzové, zluté, Cervené), na druhy
trojuhelnik uz jen ze dvou zbyvajicich barev (Cervend, oranzova; Cervend, zlutd; zluta,

oranzova) a na posledni trojuhelnik zlstane posledni jedna barva. To znamena

32:-1=6

3. feSeni: permutace bez opakovani

Tvofime vSechna potadi tfi riznych prvki bez opakovani:
P@R)=31=3-2-1=6

Pro riznou kombinaci barev ma Lenka 6 moznosti.

(Ptihonska 2013, str. 80)

7.3 Priklad: Ve spoletnosti Sesti osob si pfitukl sklenkou kazdy s kazdym. Kolik cinknuti
se celkem ozvalo? (Pfi kazdém pftituknuti se ozvalo cinknuti a Zadna dvé cinknuti
nesplynula).

Reseni:

Jedna se o kombinace bez opakovani:

Hledame pocet vSech dvojic vytvofenych ze Sesti prvki, na potadi prvka nezalezi a zadny
prvek se ve dvojici neopakuje:

K(@26)=(f)=—-=15

Celkem bylo slySet 15 cinknuti.
(Ptihonska 2013, str. 94)

7.4 Priklad: Urcete, v kolika bodech se protina 9 piimek v roviné, jestlize ¢tyfi jsou
rovnobézné a zadné tii neprochazeji tymz bodem.
Resent:

1. fesSeni: grafické feSeni
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Narysujeme 4 ptimky, které musi byt rovnobézné. Doplnime zbylé riznobézné ptimky, tak

aby zadné tfi neprochazely tymz bodem. Secteme vSechny praseciky.

\

Obr. ¢. 11: Praseciky primek

2. feseni: kombinace bez opakovani
Pocitat budeme 2¢lennou kombinaci z 9 prvku, od které odecteme 2 ¢lennou kombinaci ze
4 prvkt (rovnobézky se neprotinaji, proto neziskame (;) praseciky).

K29-K@24)=00)-(3)=36-6=30

9 ptimek, z nichz 4 jsou rovnobézné, se protina ve 30 bodech.

(Ptihonska 2013, str. 103)
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Zavér

Cilem mé bakalaiské prace bylo sestavit sbirku feSenych piiklada. Je rozd€lena na
dvé¢ Casti, a to na ¢ast teoretickou a ¢ast praktickou.

Teoreticka Cast se skladd ze Sesti kapitol. V prvni kapitole je nastinéna historie
kombinatoriky, jsou zde uvedeny kombinatorické naznaky a popsany vyznamné osobnosti
zabyvajici se touto matematickou oblasti. V druhé kapitole jsem shrnula kombinatoricka
pravidla, jakozto kombinatorick¢ pravidlo souctu a soucinu. Po jejich teoretickém
vysvétleni jsem uvedla jednoduché ptiklady. V tieti a ¢tvrté kapitole, které jsou zaroven
nejrozsahlejsi, se zaobiram zakladnimi kombinatorickymi pojmy bez a s opakovanim, a to
variacemi, permutacemi a kombinacemi, jez jsou odborné vysvétleny pomoci definic. Ke
kazdému pojmu je na jeho procviceni dolozen piiklad. Patd kapitola zahrnuje vlastnosti
kombinaénich &isel a vztahy Pascalova trojihelniku. Sesta kapitola popisuje binomickou
vétu.

Prakticka ¢ast obsahuje sadu feSenych piikladi. U piikladi jsem se snaZila v zadani
ptiblizit a zdlraznit dillezité informace, jeZ objasiiuji zptisob feSeni. Déle jsem urcila pocet
n prvki a k-tici, které pak uZ jen sta¢ilo dosadit do vzorce. Reseni a postup jsem se snazila
vysvétlit slovné, popiipadé€ vzorci, jez jsou popsany v teoretické Casti. Praktickou Cast tedy
tvoti celkem 50 feSenych priklada.

Moji snahou bylo zpracovat bakaldfskou praci takovym zpiisobem, aby mohla
slouzit jako studijni material pro studenty stfednich skol, véetné sbirky ptiklada.
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Seznam matematickych symboli

N

P (n)
P’ n1, n,..nk (n)
V (k, n)
V’(k, n)
C (k, n)
C'(k, n)
(o)
i=1 M

k
Hi:l nl

ptirozena Cisla tj. 1,2, 3,4, ...

pfirozena ¢isla véetné 0

celadislat. ....,-3,-2,-1,0,1,2,3, ....
pocet prvki libovolné kone¢né mnoziny A
pranik dvou mnozin

sjednoceni dvou mnozin

je prvkem

neni prvkem

faktorial ¢isla n

permutace Cisla n

permutace s opakovanim z n prvka
variace k-tfidy z danych n prvka

variace s opakovanim K-tfidy z danych n prvka
kombinace k prvku z danych n prvka

kombinace s opakovanim K prvki z danych n prvka

kombinac¢ni &islo n nad k
soucet prvkili ng, N2, ... Nk

soucin prvkl ng, N2, ... Nk
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