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Pouzité symboly

R mnozina realnych cisel

N mnozina prirozenych ¢isel
Ny Nu{0}

Ti, T body aproximace

f(z;), f(x)  funkéni hodnoty v bodech aproximace

w;, W, vahy prislusné k bodum z;, xj
f(x) funkce aproximace

g(x) transformace funkce f(z)
Gj(x) Gramuv polynom stupné j



Uvod

Aproximacni metody jsou vyznamnou souc¢asti numerické matematiky. Muze-
me se setkat s ruznymi metodami. Tato prace se zaméfuje na jednu z nich, a to
na metodu nejmensich ¢tvercu na diskrétni mnoziné bodu.

Cilem této bakalaiské prace je nastudovat a predstavit moznosti aproximace
funkci ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu pro diskrétni data a sestavit vlastni
programy v matematickém softwaru R pro konkrétni typy aproximace.

Celd prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. Prvni kapitola kratce popisuje rozdil
mezi metodou nejmensich ¢tvercu a interpolaci, a zduvodnuje, pro¢ se priklanime
pravé k aproximaci pomoci metody nejmensich ¢tvercii. Déle se vénuje principu
metody nejmensich ¢tvercu. Jsou zde také definovany pojmy, jako je nejlepsi
aproximace ve smyslu metody nejmensich ¢tvercli, normélni soustava a Gramuv
determinant. Druhd kapitola pojednava o ortogondlnich systémech funkci a spe-
cialné pak o aproximaci Gramovymi polynomy. Dalsi, tfeti kapitola, rozebira
aproximaci dat s periodickym charakterem s vyuzitim trigonometrickym poly-
nomu. Ve ¢tvrté, posledni kapitole, je popsana nelinearni aproximace ve smyslu
metody nejmensich ¢étvercu a tzv. linearizace.

Jednotlivé kapitoly jsou doplnény fesenymi, ruc¢né pocitanymi piiklady na
dany tvar aproximace. Po nich nasleduji mnou vytvorené programy v matema-
tickém softwaru R. Pfedtim nez jsou programy vlozeny, je popsana jejich prace
s daty. Uvedené R Scripty jsou poté predvedeny na jiz v praci fesenych piikladech,
aby bylo mozné porovnat ru¢né vypocitané koeficienty s koeficienty vygenerova-
nymi sestavenymi kody. Kazda kapitola obsahuje také grafické znazornéni nej-
lepsi aproximace ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu piislusné k jednotlivym

reSenym prikladum.



1. Metoda nejmensich ¢tvercu

Metoda nejmensich ¢tvercu patii mezi tzv. aproximacni metody. Mezi tyto
metody se fadi také interpolace, ale od ni se v situacich, kdy mame vysoky pocet
dat nebo data zatizend chybami upousti a vyuziva se pravé aproximace pomoci
metody nejmensich ¢tvercu.

Jednou z vyhod metody nejmensich ¢tvercu je, ze nepozadujeme, aby apro-
ximacéni funkce prochazela vsemi body aproximace. Zatimco interpolac¢ni funkce
musi presné prochazet vsemi znamymi body.

V aproximac¢nich metodach vychdzime bud z diskrétné zadanych dat, nebo
z explicitniho vyjadieni funkce. V této praci se budeme zabyvat jen aproximaci

diskrétniho typu.

1.1. Princip metody nejmensich ¢tverci

V této kapitole se podivame, jak se s metodou nejmensich ctverci obecné
pracuje a uvedeme nékolik definic a vét, které je potteba znat. Vyuzili jsme
predevsim zdroju [2], [4] a [6].

Predpokladejme, ze mame zadané funkéni hodnoty f(x;) na diskrétni mnoziné
bodt z;,7=0,1,...,n,n € Ny, kde x; # x;, pro i # k. Déle necht jsou dany vahy
w; > 0,i=0,1,...,n. Zvolime si funkce po(x), v1(z),...,pn(x), pficemz n > m
(v ptipadé, ze n < m se jedna o dlohu interpolace). Nasim tkolem je potom najit
funkci

fl) =Y cip;(a). (1)

J=0

tak, aby funkce f minimalizovala ,souhrnnou odchylku“ definovanou vztahem

Q2(f7 f) = sz[f(ifz) - ]E(ifz)]z = sz[f(fl?z) - ch‘ﬂj(x)]z- (2)

Funkei f(z), pro kterou tato veli¢ina nabyva své minimélni hodnoty, nazyvame

nejlepsi aproximaci funkce f(z) ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu



na mnoziné dat x;, 1 = 0,1,...,n. Tzv. vahova funkce w;,w; > 0,7 =0,1,...,n,
nam umoznuje zduraznit vliv resp. presnost jednotlivych namérenych hodnot.

V pripadé, kdy nemame tyto informace k dispozici, nebo jsou data stejné vyznam-

na, volime w; = 1,Vi =0,1,...,n.
Funkce ¢? je funkce proménnych cg, ¢y, . . . , ¢y, Znacime 0?(co, ¢1, - - . , Gy ). Nut-
nou podminkou, aby vektor (cg,cy, ..., cy) byl staciondrnim bodem funkce ¢?, je

splnéni rovnic

8@2(00,01, e

Cm)
’ =0 Vk=0.1,...
aCk b Y] 7m

Stacionarni bod hledame proto, protoze je nutné najit body, ve kterych funkce
nabyva svych minimélnich hodnot. Tedy spocitame parcialni derivace podle pro-
ménnych ¢, pro Vk = 0,1,...,m, polozime je rovny nule a dostaneme rovnici

tvaru

QZwi[f(xz ZCJQOJ z;)]pr(zi) = 0.
=0

Jj=0

Po jednoduchych upravach rovnici zapiseme

Z ZZCJ% x;)or(x;) sz x)er(x;), Ve=0,1,...,m
=0 7=0
Odtud
ch wip;(x;)pr(x;) sz zi)er(z;), Yk=0,1,...,m. (3)
j=0 =0

Vyhodnéjsi tvar vztahu (3) ziskdme zadefinovanim diskrétniho skaldrniho sou¢inu

funkei f(x) a g(x) spoletné s vahovou funkef w;

g9) = szf(l"z)g(ﬂfz)a (4)

potom muzeme rovnici (3) zapsat néasledovné

ch(gpjﬂpk):(f?@k)? Vk:0717~”7m~ (5)

J=0
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Tedy obdrzime soustavu m + 1 linedrnich rovnic o m + 1 hledanych

neznamych c;

co(0, po) + c1(p1,¢0) + - -+ cm(Pm, po) = (f, ¢o)
co(wo, 1) +c1(pr, 1) + -+ cml(Pm, 1) = (f, 01) (6)

CO(@Oa me) + 01(901, @m) + ...+ Cm(cpmv Qom) = (fa Spm)

Definice 1.1 Soustavu linedrnich rovnic (6) nazveme normdini soustavou a jeji

determinant budeme nazyvat Gramuv determinant.

Véta 1.1 Gramuv determinant je rizny od nuly pravé tehdy, kdyz funkce p;(x),j =

0,1,...,m jsou linedrné nezdvislé na mnoziné bodu x;,1 =0,1,...,n.

Dukaz: Viz. literatura [1], str. 390, véta 28.4. (ii).

Resenim normélni soustavy ziskame koeficienty cq, cq, ..., ¢, nejlepsi aproxi-
mace f(x) funkce f(z) ve smyslu metody nejmensich étvercu. Jejich dosazenim

do vztahu (1) obdrzime funkci f(x). Na tomto misté je nutné se zabyvat existenci

a jednoznacnosti feSeni norméalni soustavy.

Véta 1.2 Je-li systém funkci p;(x),j = 0,1,...,m linedrné nezdvisly na mnoziné

bodu x;;i = 0,1,...,n, pak ke kaZdé funkci f existuje jedind nejlepsi aprozi-

mace f(a:) = chgpj (x) ve smyslu metody nejmensich ctverci. Jeji koeficienty
7=0

€0y Cly - -+, Cp JSOU Jedinym Tesenim normdlni soustavy.

Dikaz: Dukaz muzeme najit v [1], str. 156, dusledek 13.5.

Pokud za funkce ¢o(x), ¢1(x),. .., pm(z) vezmeme mocniny z, budeme dand
data aproximovat pomoci polynomu ¢o(x) = 1,1 (z) =z, ..., pm(r) = 2™. Tedy

hleddme funkci f(z) ve tvaru polynomu. To si ukdzeme v nasledujicich piikladech.

11



Priiklad 1.1 Data zadana v tabulce aproximujte polynomem prvniho stupné.

Uvazujte w; = 1,1 =0,...,7.

| 3 2 -1 0
Flz) |27 20 -10 -2

Polozime-li za ¢y = 1, p1 = x, hledany polynom bude mit tvar

f(l’) =+ .

Nejprve vypocitame potiebné skalarni souciny

7
(3007900) = Zl =38
i=0
(9007901) = (9017900) = le =7
7
(p1,01) = fo =065

(w0, f) = Q_ flwi) = =35

-3

(1, f) = xi f(x;) = 233.

i=0
Po dosazeni téchto skalarnich soucinu ziskdme normalni soustavu rovnic ve tvaru
8co + Tc; = —35
Tcog + 65¢; = 233.
Resenim této soustavy jsou hledané koeficienty
co = —8.293, c; = 4.478.

Nejlepsi aproximaci funkce dané tabulkou ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu

ve tiidé vSech polynomu nejvyse prvniho stupné je polynom
f(z) = —8.293 + 4.478x.

Grafické znazornéni této aproximace najdeme na Obrazku 1.
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Priklad 1.2 Méjte stejna data jako v Prikladu 1.1, ty aproximujte opét poly-
nomem prvniho stupné, avsak wy = 2, wy = 3, wy = 7, w3 = 4, wy = 6, w5 = 1,
We = 2, Wy = 1.

Skalarni souciny budou rovny

7
(o, 00) = » 1=126

Po dosazeni

2600 + 361 = —155
3co + 109¢; = 491

a vyTeSenim soustavy ziskame koeficienty
co = —6.502, c¢; = 4.684.

Nejlepsi aproximaci funkce ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu ve tridé vsech

polynomu nejvyse prvniho stupné je potom polynom
f(z) = —6.502 + 4.684z.

Pro porovnani graf viz. Obrazek 2, na kterém vidime, jak hodnoty w; ovliviuji

prubéh aproximace.

13



1.2. R Script

Pro vypocet nejlepsi aproximace ve smyslu metody nejmensich ctvercu, kdy
uvazujeme aproximaci ve tvaru linedrni kombinace funkei po(z) = 1,¢1(z) =
T, .., pm(x) = ™, jsem v programu R vytvorila R Script s ndzvem MNC-
funkce.R. Jako vstupni data jsem si navolila vektor bodu x, vektor funkénich
hodnot f v bodech x, vektor vah w pfislusny k bodum x a stupen polynomu
N, kterym chceme zadana data aproximovat. Pricemz pokud nastane situace, ze
jeden z vektoru ma jinou délku nez dalsi dva, body vektoru z nejsou ruzné, body
vektoru w nejsou kladné ¢i stupen polynomu N neni celé kladné ¢islo, nas pro-
gram upozorni a neprovede zavedené vypocty. Naslednym vystupem jsou potom
koeficienty co, ¢y, ..., ¢, hledaného polynomu, ktery je nejlepsi aproximaci ve
smyslu metody nejmensich ¢tvercu a graf, ktery nam vykresli aproximované hod-

noty prolozené polynomem zvoleného stupné.

##Data##
cO
cO
cO

HoX
Il Il

=
Il

=

=

Q
I

function(x,f,w,N) {

[=]
I

length(x)

e
I

length(f)

=
I

length(w)

##0v&reni stupné& polynomu##
if(N < 0){
stop("Stupeil polynomu neni kladné cislo!")

}
if (N != floor(N)){

14



stop("Stupeii polynomu neni celé Zislo!")
}
##0veéfeni riznosti bodd vektoru x##
for(i in 1:n){
for(j in 1:n){
if(i '= j & x[i] == x[j]){

stop("Body vektoru x nejsou ruzné!")

by

##0veéreni kladnosti vektoru w##
for(i in 1:1){
if(wli] < 0){
stop("Vahy nejsou kladné!")

b
b
##0v&reni délky vektoru##
if(n !'= k){

stop("Délka vektoru x a vektoru f neni stejna!")

}
if(k '= 1)1
stop("Délka vektoru f a vektoru w neni stejna!")

}
if(n 1= 1){

stop("Délka vektoru x a vektoru w neni stejna!")

##Funkce##
A = matrix(arow = (N+1), ncol = n)

for (i in 0:(N+1)) {

15



Ali,] = x~(i-1)
}
##Skalarni souliny##
B = matrix(nrow = (N+1), ncol = (N+1))
for(i in 0:(N+1)) {
for(j in 0:(N+1)) {
B[i,j] = sum(A[i,] * A[j,] * w)
B[j,i] = sum(A[i,] * A[j,] * w)

}
b=1cO
for(i in 0: (N+1)) {
b[i] = sum(A[i,] * £ * w)

##Koeficienty##

reseni = solve(B) %*% b

##Vykresleni##

t = seq(from = min(x)-1, to = max(x)+1, by = 0.1)
vyr.hod = rep(0,length(t))

for (1 in 1:(N+1)) {

vyr.hod = vyr.hod + resenil[i] * (t~(i-1))

}
plot(f7x)
lines(x =t , y = vyr.hod, col = "pink", lwd = 3)

return(reseni)

16



Piiklad 1.3 Nyni predvedeme RScript MNCfunkce.R na Ptikladu 1.1. Poté co

vypiseme hodnoty vektoru a stupen polynomu

x = ¢(-3,-2,-1,0,1,3,4,5)

f = ¢(-27,-20,-10,-2,1,3,8,12)
w=c(1,1,1,1,1,1,1,1)

N=1

zavolame funkci

MNC(x,f,w,N)

ktera nam vygeneruje vektor koeficientu nejlepsi aproximace
-8.293 4.478

Tyto koeficienty jsou shodné s koeficienty v ruce pocitaném Prikladu 1.1. Zaroven

funkce vykresli graf viz. Obrazek 1 této nejlepsi aproximace.

Obrazek 1: Linearni aproximace dat z Prikladu 1.1 polynomem prvniho stupné.
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Piiklad 1.4 RScript MNCfunkce.R pouzijeme opét na data z Ptikladu 1.1, ale

navic vezmeme hodnoty vah uvedené v Ptikladu 1.2. VypiSeme vstupni data

x = ¢(-3,-2,-1,0,1,3,4,5)

f = ¢(-27,-20,-10,-2,1,3,8,12)
w = c(2,3,7,4,6,1,2,1)

N=1

a nasledné zavolame funkeci
MNC(x,f,w,N)

Ta v pozadi provede potiebné vypocty, vystupem je pak vektor koeficientu nej-

lepsi aproximace
-6.502 4.684

ktery se shoduje s koeficienty vypocitanymi ruc¢né v Piikladu 1.2. Vykresleni této

aproximace vidime na Obrazku 2.

Obrazek 2: Linearni aproximace dat z Prikladu 1.1 s vahami z Prikladu 1.2.
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2. Ortogonalni systémy funkci

V této kapitole se sezndmime s ortogonalnimi systémy funkci, které jsou
v aproximacnich metodach velmi uzitecné, protoze umoznuji zjednodusit vypocty
a zpravidla zajistuji numerickou stabilitu. Cerpali jsme z [2] a [6].

Specidlnim ptripadem linedrné nezavislych systémiu funkci jsou systémy funkei,
které jsou navzajem ortogonalni. Pojem ortogonalnosti je pritom mozné definovat

pomoci skalarniho sou¢inu uvedeném v (4).

Definice 2.1 Rekneme, Ze systém funkci pg, 1, . .., m tvoii ortogondini systém

funkci na mnoziné bodu x;,1 =0,1,...,n, jestlize (¢;, pr) =0 pro j # k.

Poznamka 2.1 Ortogondlni systém funkci je vZdy linedrné nezdvisly a pojem

ortogonality zdvisi na volbé vah w;,1 =0,1,...,n a na bodech x;,i =0,1,... n.

Pouzitim ortogonalniho systému funkei pti hledéani nejlepsi aproximace ve smy-
slu metody nejmensich ¢tverct se soustava normélnich rovnic vyrazné zjednodusi

a bude ve tvaru

CO(QOOaSOO) - <f7 900)
aler, 1) = (f, 1)

cm(Pms Pm) = (f om)-

Potom pro teseni této soustavy plati

CJ:M, Vj=0,1,...,m. (7)

(05, %5)
Za @o(x),p1(x), ..., pm(z) lze vzit ortogonalni polynomy. Téch je celd fada.
Avsak z pohledu diskrétni aproximace uvedeme pouze uziti Gramovych polynomu
(kapitola 2.1.) a specidlnim piipadem, kdy taktéz uzivame ortogondlni systémy

funkei, jsou Trigonometrické polynomy (kapitola 3.).
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2.1. Aproximace pomoci Gramovych polynomu

Gramovy polynomy se fadi do teorie ortogonalnich polynomu viz. kapitola
2. Jestlize chceme pouzit pro aproximaci dat Gramovy polynomy, je nutné aby
byly splnény urcité podminky. Takové podminky, které v ptipadé aproximace
funkcemi ¢;,7 = 0,1,...,m ve tvaru klasickych polynomi nejsou pozadovany.
Pii aproximaci Gramovymi polynomy musi byt dané body z;,i = 0,1,...,n
ekvidistantni a vahova funkce w;,7 = 0,1,...,n prislusna danym bodum nesmi
nabyvat jinych hodnot nez 1.

Zasadni rozdil mezi aproximaci klasickymi polynomy ve tvaru 27,5 = 0,1, ...,
m a Gramovymi polynomy G,,(x) prom = 2,3, ..., n je vidét pfi feSeni normélni
soustavy rovnic, ktera se v piipadé Gramovych polynomu znacné zjednodusi.

G () pritom zna¢i Gramuv polynom stupné m, ktery je uvedeny v Definici 2.2.

Definice 2.2 Gramovym polynomem stupné m, m € Ny na ekvidistantni siti bodu
T = i—%n,i =0,1,...,n s vihovou funkciw; =1Vi=0,1,...,n,n € Ng,n >m
je polynom definovany rekurentnim vztahem

Gon(@) = 2Gon1 (z) — (m

2[(n+1)> = (m—1)% o). ®)

— 17|
4(4(m —1)* = 1)
m=2 8 ..., n, pricemz

Go(z) =1, Gi(z)==x.

Poznamka 2.2 Gramovy polynomy, spliiujici rekurentni vztah (8) uvedeny v De-
finici 2.2, maji koeficient u nejvyssi mocniny roven 1. Nam tato definice postaci,

avsak lze najit obecnéjsi definici Gramouvijch polynomu, kdy koeficient u nejuys.

mocniny roven 1 nend viz. napr. [7].

Véta 2.1 Systém Gramouvyjch polynomu G;(x),7 =0,1,...,m je ortogondlni na

ekvidistantni siti bodi x; =1 — %n,i =0,1,...,n.
Dikaz: V literatuie [7], na strané 266.
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Nutnou podminkou pro sestrojeni Gramovych polynomu je jiz zminénd ek-
vidistantnost bodu z;, tj. ;11 — x; = h pro vSechna ¢ = 0,1,...,n — 1, kde h je
kladné redlné ¢islo. Ve vétsiné pripadech ale pracujeme s body z;, které nesplnuji

vztah
1 .
T =1i-3n, Vi=0,1,...,n. (9)

I v této situaci muzeme pouzit aproximaci pomoci Gramovych polynomu, ale
nejdifve musime vytvorit novou sit bodu z;, kterd jiz vztah (9) spliovat bude. To

provedeme transformaci

Ty — X

h, I

Vi=0,1,...,n,

Zi =

kde Z je prostfedni bod puvodn{ sité. Pro lichy pocet bodu je = x,,/; a pro sudy
pocet bodu T = %(%H/Q +2,-1/2). Na takto vytvofené siti bodu z;,i = 0,1,...,n
aproximujeme hodnoty f(z;) funkce f. S vyuzitim Gramovych polynomu hleddme

. ~ 7 . . 70 o
nejlepsi aproximaci pro novou sit bodu ve tvaru

Nezndmé koeficienty c;,j = 0,1,...,m, najdeme jiz uvedenym postupem v kapi-

tole 1. K puvodni proménné x se dostaneme dosazenim

a ziskdme funkeci
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Priklad 2.1 Data zadana v tabulce aproximujte pomoci Gramovych polynomu

nejvyse tretiho stupneé.

r |-3 -2 -1 0

Tabulkové body x; splnuji podminku ekvidistance s krokem h = 1 i vztah
x; =1—3n,Vi=0,1,...,n. Protoze mdme n+1 bodu, do vztahu (8) dosazujeme
n = 6. Dostaneme Gramovy polynomy ve tvaru
Go(r) =1, Gi(z) =2, Go(x)=2"—4, Gs(x)=12"—-Tz
Potom funkce aproximace vypada nasledovné

f(z) =co+ v+ co(a? — 4) + c3(2® — Ta).

Vypocitame skalarni souciny

(GO,GO):i1:7

=0
6
(G1,G1) = Y a7 =28
=0
6
(GQ, Gg) = (.CEZQ — 4)2 =84
=0
6
(G3,G3) = Y (22 —Tx;)* =216
=0

(Go, f) = A f(z;) =30
(G17 f) = : Ilf<xz) = —6
(Ga.) = Y (af = )f(w:) = 56

(Gs, f) = ' (2} — Tx;) f(2) = 6.



Pro zbyvajici skaldrni souciny plati (G;,G;) = 0,7 # j, coz plyne z Véty 2.1.

Pouzitim vztahu (7) ziskdme koeficienty
co =4.286, ¢ =—0.214, ¢y =0.667, c3=0.028,
pomoci nichz sestrojime funkci
f(x) = 4.286 — 0.214z 4 0.667(z2 — 4) + 0.028(z> — 7).

Nejlepsi aproximaci funkce dané tabulkou ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu

s vyuzitim Gramovych polynomu je ve tvaru

f(x) = 0.0282% + 0.6672% — 0.409z + 1.619

Na Obrazku 3 muzeme vidét graf k takto vypocitané funkei f(z).

Priklad 2.2 Data zadana v tabulce aproximujte pomoci Gramovych polynomiu

nejvyse druhého stupné.

z; 00 01 02 03 04 05 0.6
flz) [42 37 25 23 27 1.8 11

Tabulkové body x; spliiuji podminku ekvidistance s krokem A = 0.1, avsak ne-
splnuji vztah z; =i — %n, Vi=0,1,...,6. Musime tedy transformaci puvodnich

bodu z; vytvofit novou sit bodi

Tedy plati
20:—3, 21:—2, 22:—1, 23207 24:1, 25:2, 26:3.

Dosazenim do rekurentniho vztahu (8) pro n = 6 dostaneme Gramovy polynomy

ve tvaru
Go(2) =1, Gi(2) =2, Gy(z)=2*—4.
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Potom funkce aproximace transformovanych hodnot vypada nésledovné

f(2) = co+ 1z + cp(2* — 4).

Vypocitame skalarni souciny

(Go,Go) =Y 1=7

1=0
6
(Gl,Gl) = Z? =28
1=0
6
(Gy,Ga) = Y (22 —4) =84
i=0

(Go, f) = ‘ f(z;) =18.3
(G, f) = ‘ zif () = —12.9

(G2 f) =, (2f = 4)f(z:) = L.T.
Pro zbyvajici skalarni souciny plati (G;,G;) = 0,7 # j, coz plyne z Véty 2.1.
Pouzitim vztahu (7) ziskdme koeficienty
co = 2.614, ¢y = —0.461, co =0.02,
pomoci nichz sestrojime funkci
f(2) =2.614 — 0.461z 4 0.02(22 — 4).
Za z dosadime puvodni hodnoty z a ziskdme aproximaci funkce f(x)

z—0.3
z = )

0.1
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Nejlepsi aproximaci funkce dané tabulkou ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu

s vyuzitim Gramovych polynomu je ve tvaru

f(z) = 2.614 — 0.461 (m S 0‘3) +0.02 [(z - 0'3)2 _ 4] _

= 2.0242% — 5.821x + 4.179.

2.2. R Script

Pro hledani aproximaé¢ni funkce ve tvaru linearni kombinace Gramovych poly-
nomu Go(z),G1(z) az Gy, (x) uvedenych v Definici 2.2 jsem vytvofila R Script
MNCgramfunkce.R. Vstupem je vektor bodu x, vektor funkénich hodnot f v téch-
to bodech a nejvyssi stupen Gramova polynomu N. Vektor vah zde neuvazuje-
me, protoze vSechny body, pro které Gramovy polynomy pocitame maji vzdy
vahy rovné 1. Program néas opét upozorni a prerusi vsechny vypocty v pripadé,
ze vektory x a f nejsou stejné dlouhé a stupen polynomu N neni celé kladné
¢islo. Jestlize nastane situace, kdy body vektoru x nejsou ekvidistantni, nas-
tavend transformace v kodu tento problém vyfesi a vypocita novy vektor z, jehoz
body jiz ekvidistantni budou. Vystupem z programu je potom vektor koeficientu
o, C1, - - ., Cm Nejlepsi aproximace ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu pomoci
Gramovych polynomu a grafické znazornéni této nejlepsi aproximace v zavislosti

na aproximovanych hodnotach.

##Data##
x =cQ
f=cO
N =

Gramp = function(x,f,N) {
length(x)

=]
Il

8
I

length(x)-1
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0: (length(x)-1)
length(£)

-
I

e
I

##0vereni stupn& polynomu##
if(N < 0){
stop("Stupeil polynomu neni kladné cislo!")
}
if(N !'= floor(N)){

stop("Stupeil polynomu neni celé Zislo!")

##0vereni délky vektoru##
if(n = k){

stop("Délka vektoru x a vektoru f neni stejna!")

##Overeni ekvidistance##

for (j in 3:n) {

e = 107(-6)
p = abs(x[j-1]1-x[j-21)
r = abs(x[jl1-x[j-11)

if(abs(p - ) > e){

stop("Body vektoru x nejsou ekvidistantni!")

##Linearni transformace##
xprum = mean(x)
h = x[2]-x[1]

z = (x-xprum) / h
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##Podminka ortogondlnosti##
xi = 1-((1/2) * m)
1 = length(xi)

if(xi[1] == x[n]){

X =x
} else {
X =z

##Gramovy polynomy##
G = matrix(nrow = (N+1), ncol = n)
for (i in 3:(N+1)) {
G[1,] = rep(1,length(X))
G[2,] =X
if(N>1){G1,] = X * G[i-1,] - (((1-2)72 * ((m+1)"2 - (i-2)72)) /
(4% (4%x(i-2)"2 - 1))) * G[i-2,]}
}

##Skalarni souliny##
a=cQ
for(i in 0:(N+1)) {
ali]l = sum(G[i,] * f)

A = matrix(nrow = (N+1), ncol = (N+1))
for(i in 0:(N+1)) {
for(j in 0:(N+1)) {
Ali,j] = sum(G[i,] * G[j,])
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##Koeficienty##
c = a / diag(h)

##Vykresleni#t#
tl = seq(from = min(x)-1, to = max(x)+1, by = 0.1)
t2 = seq(from = min(x), to = max(x), by = 0.01)
tt = seq(from = min(z), to = max(z), by = 0.1)

if (xi[1] == x[n]){

s = ti
} else {
s = tt

T = matrix(nrow = (N+1), ncol = length(s))
for (i in 3:(N+1)){
T[1,]=rep(l, length(s))
T[2,]=s
if(N>1A{T[i,] = s *x T[i-1,] - (((1-2)"2 * ((m+1)"2 - (i-2)72)) /
(4% (4x(i-2)"2 - 1))) * T[i-2,1}
}

vyr.hod=rep(0,length(s))
for (i in 1:(N+1)) {
vyr.hod = vyr.hod + c[i] * TI[i,]
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plot(£f7x)

if (xi[1] == x[n]){

u = ti
} else {
u = t2

lines(x = u, y = vyr.hod, col = "plum", lwd = 3)

##Koeficienty Gramovych polynomu##

K = matrix(nrow (N+1), ncol = (N+1))

diag(X) =1
K[lower.tri(K)] = 0
K[upper.tri(K)] = 0

k[1] =0

for(i in 2:N){
k[i] = (i-1)"2 * ((m+1)"2 - (i-1)"2) / (4*x(4x(E-1)"2 - 1))
if (W>1){K[i+1,i-1] = -k[i-1]-k[i]}

##Zpétnad transformace##

if(h '= 1 & xprum != 0){

a=1/h

b = -xprum/h

A = matrix(data = 0, nrow = N+1, ncol = N+1)
B = matrix(data = 0, nrow = N+1, ncol = N+1)
C = matrix(data = 0, nrow = N+1, ncol = N+1)

for(i in 1:(N+1)){
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for(j in 1:i){
A[N+2-i,N+2-3] = a~(j-1) * b~(i-j)

}

B[N+1,N+1] = 1

for(i in N:0){
B[i,N+1] 1

for(j in N:i){

B[i,j] = B[i+1,j] + B[i+1,j+1]
}
}
C=A=xB
d = clc((N+1):1)]
e =cO
e =d %x% C

##Vysledné koeficienty polynomu##
P = rep(0, length(N+1))
for(i in 1:(N+1)){
P =P+ c[i] * KI[i,]

if(h == 1 & xprum == 0){
print (P)
} else {

print(e)
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Priklad 2.3 Pouziti R Scriptu MNCgramfunkce.R ukazeme na Priikladé 2.1.
Z prislusné tabulky opiSseme hodnoty do nadefinovanych vektoru a doplnime

pozadovany stupen polynomu, tedy

x = ¢c(-3,-2,-1,0,1,2,3)
f =c¢(8,5,3,1,2,4,7)
N=3

Prikazem

Gramp(x,f,N)

zavolame funkci, kterd nam vypocte tyto koeficienty
1.619 -0.409 0.667 0.028

shodujici se s koeficienty v ruce pocitaném Priikladu 2.1. Nejlepsi aproximaci s

témito koeficienty vidime na Obrazku 3.

< o
© - o
o -
- 4 =
T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3

Obrazek 3: Aproximace dat z Prikladu 2.1 Gramovym polynomem tfetiho stupné
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Priiklad 2.4 R Script MNCgramfunkce.R ukazeme také na Prikladé 2.2, kde
dané body nespliuji podminku uvedenou vztahem (9). Doplnime data do ptislusnych

vektoru a stupen polynomu

x = ¢(0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6)
f=c04.2,3.7,2.5,2.3,2.7,1.8,1.1)
N =2

zavolame funkci piikazem

Gramp (x,f,N)

a vygeneruji se koeficienty aproximace
2.024 -5.821 4.179

Ty jsou stejné jako v Piikladé 2.2. Vykresleni aproximace viz. Obrazek 4.

Obrazek 4: Aproximace dat z Piikladu 2.2 Gramovym polynomem druhého
stupné
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3. Aproximace trigonometrickymi polynomy

V této casti se seznamime s dalsi moznosti, jak aproximovat diskrétni data.
Budeme tedy hledat funkei f (x) ve tvaru trigonometrickych polynomu. Uvedenou
teorii jsme ziskali pfevazné z literatury [4], [6] a [7].

Aproximaci trigonometrickymi polynomy pouzivame v piipadé, kdy mame
dana data s periodickym charakterem. Predpokladame, ze xp, £ = 0,1,...,n,
x # x; pro k # 1 jsou ekvidistantni na intervalu (0, 27) a zndme funkéni hodnoty

f(z) v danych bodech. Za funkce ¢;(z), 7 =0,1,...,m volime

2o(2) = L g1 (x) = cos 2, () = sinz, () = cos 2z, (10)
wa(x) =sin 2z, ..., popr_1(x) = cos Mx, pop(x) = sin Mz, M € N,

pficemz uvazujeme 2M + 1 < n + 1. Déle necht jsou ddny vahy wy, = 1,
k =0,1,...,n, protoze pravé s takto zvolenou vdhovou funkei jsou funkce (10)

ortogonélni, coz je zformulovano v nasledujici véte.

Véta 3.1 Funkce 1,cos x,sin x,cos 2x,sin 2x,...,cos Mx,sin Mz, M € N
tvori na ekvidistantni siti n + 1 bodu xj, = %’i, k=0,1,...,n s vdhovou funkct

wry =1 Vk =0,1,...,n ortogondlni systém funkci pro 2M + 1 < n + 1. Tedy

plati
" 0 i)
> " sindwysin juy = " i=j#0, (11)
k=0 0 +=75=0,
n 0 i7j,
Zcos izgcos jop = L i=j#0, (12)
k=0 n41li=j=0,
Zcos ixgsin jrp =0, proVi,j=0,1,..., M. (13)

k=0

Dukaz: Vétu najdeme na str. 284 v literatute [7]. Ndvod na provedeni dukazu je

ve cviceni 28. str. 298.
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Nejleps{ aproximaci f (x) ve tiidé vSech polynomu ve smyslu metody nej-

mensich ¢tvercu hleddme ve tvaru

M
+ Z ajcos jxr +bjsin jx) (14)
J=1

%
2

za predpokladu, ze mame n + 1 bodu, a kde 2M + 1 udava pocet funkei, kterym
chceme dand data aproximovat. Nezndmé ao, a;, b; € R jsou koeficienty hledaného

polynomu.

Poznamka 3.1 Funkci danou vztahem (14) nazgvdme trigonometrickym poly-

nomem.

Koeficienty ag, ay, ..., ap, by, . .., by hledame tak, aby minimalizovaly ,,souhrn-
nou odchylku“ o2, piicemz ¢® je funkce proménnych ag,ai,...,an, b1, ..., bar,
tedy

0*(ag, a1, ..., an, by, by, ... byy) = [f(zx) — f(zp)]?
k=0

Déle postupujeme jako v pripadé aproximace pomoci klasickych polynomu. Hleda-
me staciondrni bod, kde by funkce ¢? mohla nabyvat svého minima. To znamen4,

splnéni rovnic

0
Y (a07a17 7aM) :07 VJ*(),]., ,M
8aj
8@2(b1,.. ,bM) .
=0, Vj= M
abj Y .7 Y Y
Tvar koeficientt pro lichy pocet bodu x, k = 0,1, ..., n odvodime pomoci podminek

ortogonality (11), (12) a (13). Po dosazeni funkei (10) do normélni soustavy rovnic
(6), kterou ziskdme analogicky jako v kapitole 1.1., pficemz zavedeme oznaceni

Co = %, Coj-1 = @y, Co; = bj, dostaneme koeficienty ve tvaru

n+12ka0033xk, j=0,1,..., M, (15)
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2
b; = f(xg)sin jag, j=1,2,..., M. (16)
n+ 1=

Véta 3.2 Trigonometricky polynom (14) je pri danych tabulkovijch bodech xy,
k=0,1,...,n, nejlepsi diskrétni aprozimact funkce f(x) ve tridé vsech polynomai

o stejném poctu koeficientil.

Dukaz: Naznaceni dikazu lze nalézt v [6], str. 74.

Situaci, kdy pocet bodu xy, k = 0,1, ..., n je sudy, neuvadime, protoze metoda

nejmensich ¢tvercu se uziva pravé pro lichy pocet bodu xy.

Priklad 3.1 Hodnoty v tabulce aproximujte pomoci trigonometrickych poly-
nomi, pricemz M = 2, kde 2M + 1 je pocet funkei. Predpokladame periodicky

charakter funkce s periodou 2.

ze | 0 2rn/5 4x/5 6r/5 8r/5 107/5 127/5 14n/5
Fflzp) |05 17 39 21 14 22 29 45

Hledand aproximace je ve tvaru

flx) = % + ajcos x + bysin x + ascos 2x + besin 2x

Koeficienty ayg, a1, ag, by, by vypocitdme pomoci vztahu (16) a (17), potom
o = 4.800,ay = —0.985, ay = 1.687, by = 0.273, by = —1.028

Vysledkem je nejlepsi aproximace ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu ve tvaru

linearni kombinace funkci 1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x
~ 4.800 , .
f(z) = —5 0.985cos x + 0.273sin x + 1.687cos 2z — 1.028sin 2x.

Vykresleni této aproximace lze vidét na Obrazku 5.

35



3.1. R Script

Pro nalezeni nejlepsi aproximace ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu ve
tvaru linedrni kombinace trigonometrickych polynomu (10) jsem vytvorila R
Script MNCtrigfunkce.R. Jako vstupni data jsem si zvolila vektor bodu x, vek-
tor funkénich hodnot f v danych bodech a parametr M, kde 2M + 1 je pocet
funkci, kterym chceme data aproximovat. Vytvoreny kéd nam napise chybu,
pokud délka vektoru x a f neni shodnd, body vektoru z nejsou ekvidistantni,
taktéz pokud parametr M neni kladné celé ¢islo. Naslednym vystupem jsou koe-
ficienty ag, ai,...,ay, by, ...,by v tomto poradi a vykresleni nejlepsi aproximace

ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu ve tvaru trigonometrickych polynomu.

##Data##
x=c()
f=c()

M=

MNCtg = function(x,f,M) {
n=length(x)
k=length(f)
h=x[2]-x[1]

##0ve&feni poltu funkci##
if(M < 0){
stop("PoCet funkci neni kladné ¢islo!")
}
if(M !'= floor(M)){

2z =<

stop("Potet funkci neni celé Cislo!")

+
##0ve¥eni délky vektoru##
if(n !'= k){
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stop("Délka vektoru x a vektoru f neni stejna!")
}
##0vereni ekvidistance##
for (j in 3:n) {

e=10"(-6)

p=abs(x[j-1]1-x[j-21)

r=abs(x[j]1-x[j-11)

if(abs(p - r) > e){

stop("Body vektoru x nejsou ekvidistantni!")

##Koeficienty##

c=c()

c[1]1=2/n*(sum(£))

for(j in 1:M{
c[2%j+1]=2/n* (sum(f*sin(j*x)))
c[2+j]1=2/n* (sum(f*cos (j*x)))

##Vykresleni##

t=seq(from = min(x)-(2*pi), to = max(x)+2*pi, by = 0.1)
vyr.hod=rep(0,length(t)) + c[1]/2

for(j in 1:M){

vyr.hod = vyr.hod + c[2xjl*cos(j*t) + c[2xj+1]*sin(j*t)
}
plot (f7x)
lines(x = t, y = vyr.hod, col = "mediumvioletred", lwd = 3)

return(c)}
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Piiklad 3.2 R Script MNCtrigfunkce.R predvedeme na datech z Ptikladu 3.1.
VypiSeme potiebnd data

x = c(0,2%pi/5,4%pi/5,6%pi/5,8%pi/5,10%pi/5,12%pi/5,14%pi/5)
f=c¢(0.5,1.7,3.9,2.1,1.4,2.2,2.9,4.5)
M =2

a zavolame naprogramovanou funkci
MNCtg (x,f,M)

Na vystupu se zobrazi koeficienty
4.800 -0.985 1.687 0.273 -1.028

stejné jako v Prikladu 3.1. Nejlepsi aproximace s vypocitanymi koeficienty je

vidét na Obrazku 5.

Obrazek 5: Aproximace dat z Prikladu 3.1 trigonometrickymi polynomy
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4. Aproximace nelinearniho typu

Posledni ¢ast prace se zabyva aproximaci nelinearntho typu. Pouzivame ji
tehdy, kdy predpokladame exponencidlni prubéh funkce, proto hledana aproxi-
mace bude ve tvaru f (x) = ae®, a,b € R. Optimaln{ variantou je také aproximace
tvaru f(z) = az® a,b € R. Zde jsme nejvice erpali z [9].

Necht jsou ddny body x;,i = 0,1, ...,n. Nasim tikolem je najit funkci v tomto
tvaru

f(z) = ae™, (17)

a,b € R, a # 0 tak, aby minimalizovala ,souhrnou odchylku“ aproximace f (x)

od puvodni funkce f, tj.

Funkci ¢® zapisujeme jako funkci proménnych a,b, pficemz vektor (a,b) musi

splnovat nutné podminky pro existenci extrému, tj. musi platit

9¢°(a,b)
da 0
0¢°(a,b)
T = O, a, beR.

Parcidlni derivace funkce 0?(a,b) podle proménné a je rovna

2 Z — aei)etri = 2 Z f(z;)eb™ 2az i (18)

a podle proménné b
22 % . aebu]aeb%xz — QZf ;L'Z T 6 — QCLZ;L-Z 2b1‘1 (19)

Zbyva vypocitané derivace (19), (20) polozit rovny nule a ziskdme soustavu

nelinearnich rovnic. Takovou soustavu rovnic je mozné vytesit napt. Newtonovou
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metodou (metodou tecen). Avsak FeSeni nelinedrnich soustav neni predmétem
této préce, proto odkazujeme napf. na literaturu [8].

Podivejme se nyni na druhou variantu funkce aproximace, konkrétné ve tvaru

(@) = ax®, (20)
a,b € R, kterd minimalizuje odchylku ¢?(a,b). Postupujeme stejné jako u funkce
aproximace (18), tzn. hleddme stacionarni bod, ve kterém funkce f(x) nabyvé
svého minima. Vypocitame si parcialni derivace, polozime je rovny nule a dostane-

me opét soustavu nelinedrnich rovnic

if(xz)a:f — aim?b =0
i=0 =0

n

n
Z f(xz)xf Inz; — aZx?b Inz; =0,

i=0 1=0
jejiz mozné feseni je podrobnéji studovano v [8].

My se budeme chtit nelinearnim soustavam rovnic vyhnout, proto vyuzijeme
tzv. linearizace. Opét mame dény body x;,7 = 0, 1,...,n a funkéni hodnoty f(x;)
v téchto bodech. Linearizaci muzeme pouzit pouze za podminky, ze f(x;) > 0,
Vi = 0,1,...,n, coz plyne z definice logaritmu. Jestlize je podminka splnéna,
vhodnou transformaci funkce f (x) prevedeme tlohu o nalezeni nejlepsi aproxi-

mace na tvar

g(x) =Inf(z) =Ina+ bx
a zavedenim substituce Ina = ¢ muzeme psat
g(x) =c+bx,ceR.

Timto zpusobem jsme dostali funkci, ktera jiz je linedrni kombinaci linedrné

nezavislych funkei. Nové funkéni hodnoty g(x;) vypocitame vztahem

g(w;) = In f(x;).
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Déle je postup nalezeni nejlepsi aproximace ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu
totozny s postupem uvedenym v kapitole 1. Dojdeme tak k soustavé linearnich
rovnic. Hodnotu parametru a vypocteme zpétnou transformaci a = e°.

Obdobné postupujeme i v druhém pifpadé, kdy f (1) = ax®, pticemz funkéend
hodnoty f(z;) puvodni funkce f musi taktéz nabyvat pouze kladnych hodnot.

Funkei f(z) zlogaritmujeme a zapiseme
gz)=Inf(z) =lna+blnz.
Substituci ¢ = Ina a z = Inz dostaneme aproximaci ve tvaru piimky
g(z) =c+bz

a tu jiz vypocteme znamym zpusobem. Hodnotu parametru a a parametru x
ziskame zpétnou substituci, tj. a = e, x = €.
JelikoZ pocetni operace aproximace tvaru (21) jsou analogické jako s (18),

v dalsfm textu uvddime piiklady pouze na aproximaci v podobé f (z) = ae’®.

Piiklad 4.1 Na data zadana tabulkou pouzijte aproximaci nelinearniho typu.

% | -1 1 2 4 5
flx) [21 34 62 97 131

Aproximaéni funkei budeme hledat ve tvaru f(z) = ae® tak, ze
§(2) = Inf(z) = ¢+ bz,
kde ¢ = In a. Pomoci vztahu g(z;) = Inf(z;),i = 0,1,...,4 vypocteme nové
transformované hodnoty
g(xg) = 0.742, g(x1) = 1.224, g(zy) = 1.825,
g(x3) =2.272, g(x4) = 2.573.

Déle si vypocteme potiebné soucty, tedy

4 4
1=5 Yz =11, Y a7 =47,
=0 =0

4
1=0
4

4
> gl(x:) =8635, > wig(x;) = 26.083.

=0 1=0

41



Ziskame normadlni soustavu ve tvaru

bc+ 11b = 8.636
11c + 470 = 26.085.

Resenim této soustavy jsou koeficienty

c=1.043, b=0.311.
Koeficient a ziskdme zpétnou transformaci

a=e° =0 =2839.

Nejlepsi aproximace funkce dané tabulkou ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu

ve tvaru exponencidlni kiivky je ve tvaru
f(x) = 2.839¢3117,

Graf aproximace viz. Obréazek 6.

4.1. R Script

Pro vypocet nejlepsi nelinedrni aproximace ve smyslu metody nejmensich
étverct ve tvaru ae®® jsem v Rku vytvorila Script s ndzvem MNCnelinfunkce.R.
Vstupnimi daty je vektor bodu z a vektor funkénich hodnot f v bodech z. Pro-
gram ovéii délky vektoru z a f, ruznost bodu vektoru x a pokud jsou pozadavky
splnény, provede transformaci vektoru f a nasledné vypocty. Vystupnimi daty
jsou potom dva koeficienty a, b a graf, ktery promitne aproximované hodnoty

a nejlepsi aproximaci ve tvaru exponencialy ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu.

##tDatatt#
x =c()
f=cO
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MNCn = function(x,f) {

n

k

length(x)
length(f)

##0vé¥eni ruznosti bodd vektoru x##
for(i in 1:n){
for(j in 1:n){
if(i !'= j & x[i] == x[jI){

stop("Body vektoru x nejsou ruzné!")

##0vereni délky vektoru##
if(n '= k){

stop("Délka vektoru x a vektoru f neni stejna!")

##0veéreni kladnosti hodnot vektoru f##
for(j in 1:length(£)){
if(£[3] < 0)4
stop("Vsechny funkZni hodnoty nejsou kladné!")

##tTransformace funkénich hodnot##

g = log(f)
##Soucty##
al = n
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a2 = sum(x)

a3 = sum(x"2)
a4 = sum(g)

ab = sum(x * g)

##Soustava rovnic##

A

matrix(data = c(al,a2,a2,a3), nrow = 2, ncol = 2, byrow = TRUE)
c(a4,ab)

C

reseni = solve(A) Y%x*% c

##Koeficienty##

a

b

exp (1) “reseni[1]

reseni[2]

##Vykresleni##

t = seq(from = min(x)-1, to = max(x)+1, by = 0.1)

vyr.hod = a * (exp(1)~(b * t))

plot(f7x)
lines(x = t , y = vyr.hod, col = "slategray", lwd = 3)

print(a)
print (b)
}

Priklad 4.2 Nakonec ukazeme, jak R Script MNCnelinfunkce.R pracuje. Vezmeme

si data z Prikladu 4.1 a zapiSeme

c(-1,1,2,4,5)
c(2.1,3.4,6.2,9.7,13.1)

X

f
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Pouzijeme piikaz

MNCn(x,f)

a ve vysledku dostaneme hodnoty koeficientt a a b
2.839 0.311

Koeficienty se shoduji s koeficienty v ruce pocitaném Piikladu 4.1. Grafické

znazornéni aproximace vidime na Obrazku 6.

12

10

Obrazek 6: Nelinearni aproximace dat z Prikladu 4.1
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Zaver

Cilem mé bakalarské prace bylo nastudovat a ukazat moznosti aproximace
funkci ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu. Prvni moznost aproximace spolu
s principem metody nejmensich ¢tvercu byla obsazena v kapitole jedna, konkrétné
se jednalo o aproximaci pomoci klasickych polynomu. Druhé kapitola se zabyvala
ortogonalnimi polynomy, pficemz jsme se zamérili predevsim na Gramovy poly-
nomy. V tieti kapitole jsme se seznamili s trigonometrickymi polynomy a nakonec
jsme se v posledni kapitole podivali na aproximaci nelinearniho typu. Soucasti
prace bylo také doplnit jednotlivé moznosti aproximace vlastnimi ru¢né pocitany-
mi piiklady a predevsim vytvorit v matematickém softwaru R vlastni programy
pro Teseni konkrétnich tloh.

Vysledky rucné vypocitanych ptikladu jsme zaokrouhlovali na tfi desetinnd
mista. Koeficienty vygenerované R Scripty, aplikovanych na jiz ruéné vypocita-
nych prikladech, jsme v praci taktéz zaokrouhlovali na tii desetinnd mista, aby
jsme ukazali, ze koeficienty jsou totozné. Sestavené programy ale jinak generuji
koeficienty na vice desetinnych mist. VSechny uvedené programy byly vytvoreny
v RStudiv a nahrdny na CD, které bylo k této bakalarské praci ptilozeno.

Vytvareni prace pro mé bylo velkym prinosem. V prvni fadé jsem si prohloubi-
la znalosti této problematiky, ale také jsem se naucila pracovat s matematickym
softwarem R. Pro praci s metodou nejmensich ¢tvercu jsme software pouzili
pouze pro aproximaci diskrétniho typu. Aproximace spojitych dat by mohla byt
namétem pro dalsi tvorbu, avSak pro praci s touto aproximaci bych spise do-

porucila matematicky software Matlab, ktery je uzivatelsky vhodné;jsi.
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