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Rok odevzdáńı: 2017
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Kĺıčová slova: Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, aproximace, polynomy, Gramovy
polynomy, trigonometrické polynomy, aproximace nelineárńıho typu, matema-
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cováváńı této práce. Děkuji také Mgr. Ondřeji Vencálkovi, Ph.D. za pomoc při
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Použité symboly

R množina reálných č́ısel

N množina přirozených č́ısel

N0 N ∪ {0}

xi, xk body aproximace

f(xi), f(xk) funkčńı hodnoty v bodech aproximace

wi, wk váhy př́ıslušné k bod̊um xi, xk

f̃(x) funkce aproximace

g̃(x) transformace funkce f̃(x)

Gj(x) Gramův polynom stupně j
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Úvod

Aproximačńı metody jsou významnou součást́ı numerické matematiky. Může-

me se setkat s r̊uznými metodami. Tato práce se zaměřuje na jednu z nich, a to

na metodu nejmenš́ıch čtverc̊u na diskrétńı množině bod̊u.

Ćılem této bakalářské práce je nastudovat a představit možnosti aproximace

funkćı ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u pro diskrétńı data a sestavit vlastńı

programy v matematickém softwaru R pro konkrétńı typy aproximace.

Celá práce je rozdělena do čtyř kapitol. Prvńı kapitola krátce popisuje rozd́ıl

mezi metodou nejmenš́ıch čtverc̊u a interpolaćı, a zd̊uvodňuje, proč se přikláńıme

právě k aproximaci pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Dále se věnuje principu

metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Jsou zde také definovány pojmy, jako je nejlepš́ı

aproximace ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u, normálńı soustava a Gramův

determinant. Druhá kapitola pojednává o ortogonálńıch systémech funkćı a spe-

ciálně pak o aproximaci Gramovými polynomy. Daľśı, třet́ı kapitola, rozeb́ırá

aproximaci dat s periodickým charakterem s využit́ım trigonometrickým poly-

nomů. Ve čtvrté, posledńı kapitole, je popsána nelineárńı aproximace ve smyslu

metody nejmenš́ıch čtverc̊u a tzv. linearizace.

Jednotlivé kapitoly jsou doplněny řešenými, ručně poč́ıtanými př́ıklady na

daný tvar aproximace. Po nich následuj́ı mnou vytvořené programy v matema-

tickém softwaru R. Předt́ım než jsou programy vloženy, je popsána jejich práce

s daty. Uvedené R Scripty jsou poté předvedeny na již v práci řešených př́ıkladech,

aby bylo možné porovnat ručně vypoč́ıtané koeficienty s koeficienty vygenerova-

nými sestavenými kódy. Každá kapitola obsahuje také grafické znázorněńı nej-

lepš́ı aproximace ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u př́ıslušné k jednotlivým

řešeným př́ıklad̊um.
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1. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u patř́ı mezi tzv. aproximačńı metody. Mezi tyto

metody se řad́ı také interpolace, ale od ńı se v situaćıch, kdy máme vysoký počet

dat nebo data zat́ıžená chybami upoušt́ı a využ́ıvá se právě aproximace pomoćı

metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

Jednou z výhod metody nejmenš́ıch čtverc̊u je, že nepožadujeme, aby apro-

ximačńı funkce procházela všemi body aproximace. Zat́ımco interpolačńı funkce

muśı přesně procházet všemi známými body.

V aproximačńıch metodách vycháźıme bud’ z diskrétně zadaných dat, nebo

z explicitńıho vyjádřeńı funkce. V této práci se budeme zabývat jen aproximaćı

diskrétńıho typu.

1.1. Princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u

V této kapitole se pod́ıváme, jak se s metodou nejmenš́ıch čtverc̊u obecně

pracuje a uvedeme několik definic a vět, které je potřeba znát. Využili jsme

předevš́ım zdroj̊u [2], [4] a [6].

Předpokládejme, že máme zadané funkčńı hodnoty f(xi) na diskrétńı množině

bod̊u xi, i = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0, kde xi 6= xk pro i 6= k. Dále necht’ jsou dány váhy

wi > 0, i = 0, 1, . . . , n. Zvoĺıme si funkce ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕm(x), přičemž n > m

(v př́ıpadě, že n ≤ m se jedná o úlohu interpolace). Naš́ım úkolem je potom naj́ıt

funkci

f̃(x) =
m∑
j=0

cjϕj(x). (1)

tak, aby funkce f̃ minimalizovala
”
souhrnnou odchylku“ definovanou vztahem

%2(f, f̃) =
n∑
i=0

wi[f(xi)− f̃(xi)]
2 =

n∑
i=0

wi[f(xi)−
m∑
j=0

cjϕj(x)]2. (2)

Funkci f̃(x), pro kterou tato veličina nabývá své minimálńı hodnoty, nazýváme

nejlepš́ı aproximaćı funkce f(x) ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u
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na množině dat xi, i = 0, 1, . . . , n. Tzv. vahová funkce wi, wi > 0, i = 0, 1, . . . , n,

nám umožňuje zd̊uraznit vliv resp. přesnost jednotlivých naměřených hodnot.

V př́ıpadě, kdy nemáme tyto informace k dispozici, nebo jsou data stejně význam-

ná, voĺıme wi ≡ 1,∀i = 0, 1, . . . , n.

Funkce %2 je funkce proměnných c0, c1, . . . , cm, znač́ıme %2(c0, c1, . . . , cm). Nut-

nou podmı́nkou, aby vektor (c0, c1, . . . , cm) byl stacionárńım bodem funkce %2, je

splněńı rovnic

∂%2(c0, c1, . . . , cm)

∂ck
= 0, ∀k = 0, 1, . . . ,m.

Stacionárńı bod hledáme proto, protože je nutné naj́ıt body, ve kterých funkce

nabývá svých minimálńıch hodnot. Tedy spoč́ıtáme parciálńı derivace podle pro-

měnných ck pro ∀k = 0, 1, . . . ,m, polož́ıme je rovny nule a dostaneme rovnici

tvaru

2
n∑
i=0

wi[f(xi)−
m∑
j=0

cjϕj(xi)]ϕk(xi) = 0.

Po jednoduchých úpravách rovnici zaṕı̌seme

n∑
i=0

wi

m∑
j=0

cjϕj(xi)ϕk(xi) =
n∑
i=0

wif(xi)ϕk(xi), ∀k = 0, 1, . . . ,m.

Odtud

m∑
j=0

cj

n∑
i=0

wiϕj(xi)ϕk(xi) =
n∑
i=0

wif(xi)ϕk(xi), ∀k = 0, 1, . . . ,m. (3)

Výhodněǰśı tvar vztahu (3) źıskáme zadefinováńım diskrétńıho skalárńıho součinu

funkćı f(x) a g(x) společně s vahovou funkćı wi

(f, g) =
n∑
i=0

wif(xi)g(xi), (4)

potom můžeme rovnici (3) zapsat následovně

m∑
j=0

cj(ϕj, ϕk) = (f, ϕk), ∀k = 0, 1, . . . ,m. (5)
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Tedy obdrž́ıme soustavu m+ 1 lineárńıch rovnic o m+ 1 hledaných

neznámých cj

c0(ϕ0, ϕ0) + c1(ϕ1, ϕ0) + . . .+ cm(ϕm, ϕ0) = (f, ϕ0)

c0(ϕ0, ϕ1) + c1(ϕ1, ϕ1) + . . .+ cm(ϕm, ϕ1) = (f, ϕ1) (6)

...

c0(ϕ0, ϕm) + c1(ϕ1, ϕm) + . . .+ cm(ϕm, ϕm) = (f, ϕm)

Definice 1.1 Soustavu lineárńıch rovnic (6) nazveme normálńı soustavou a jej́ı

determinant budeme nazývat Gram̊uv determinant.

Věta 1.1 Gram̊uv determinant je r̊uzný od nuly právě tehdy, když funkce ϕj(x), j =

0, 1, . . . ,m jsou lineárně nezávislé na množině bod̊u xi, i = 0, 1, . . . , n.

Důkaz: Viz. literatura [1], str. 390, věta 28.4. (ii).

Řešeńım normálńı soustavy źıskáme koeficienty c0, c1, . . . , cm nejlepš́ı aproxi-

mace f̃(x) funkce f(x) ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Jejich dosazeńım

do vztahu (1) obdrž́ıme funkci f̃(x). Na tomto mı́stě je nutné se zabývat existenćı

a jednoznačnost́ı řešeńı normálńı soustavy.

Věta 1.2 Je-li systém funkćı ϕj(x), j = 0, 1, . . . ,m lineárně nezávislý na množině

bod̊u xi, i = 0, 1, . . . , n, pak ke každé funkci f existuje jediná nejlepš́ı aproxi-

mace f̃(x) =
m∑
j=0

cjϕj(x) ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Jej́ı koeficienty

c0, c1, . . . , cm jsou jediným řešeńım normálńı soustavy.

Důkaz: Důkaz můžeme naj́ıt v [1], str. 156, d̊usledek 13.5.

Pokud za funkce ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕm(x) vezmeme mocniny x, budeme daná

data aproximovat pomoćı polynomů ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = x, . . . , ϕm(x) = xm. Tedy

hledáme funkci f̃(x) ve tvaru polynomu. To si ukážeme v následuj́ıćıch př́ıkladech.
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Př́ıklad 1.1 Data zadaná v tabulce aproximujte polynomem prvńıho stupně.

Uvažujte wi = 1, i = 0, . . . , 7.

xi -3 -2 -1 0 1 3 4 5
f(xi) -27 -20 -10 -2 1 3 8 12

Polož́ıme-li za ϕ0 = 1, ϕ1 = x, hledaný polynom bude mı́t tvar

f̃(x) = c0 + c1x.

Nejprve vypoč́ıtáme potřebné skalárńı součiny

(ϕ0, ϕ0) =
7∑
i=0

1 = 8

(ϕ0, ϕ1) = (ϕ1, ϕ0) =
7∑
i=0

xi = 7

(ϕ1, ϕ1) =
7∑
i=0

x2i = 65

(ϕ0, f) =
7∑
i=0

f(xi) = −35

(ϕ1, f) =
7∑
i=0

xif(xi) = 233.

Po dosazeńı těchto skalárńıch součin̊u źıskáme normálńı soustavu rovnic ve tvaru

8c0 + 7c1 = −35

7c0 + 65c1 = 233.

Řešeńım této soustavy jsou hledané koeficienty

c0 = −8.293, c1 = 4.478.

Nejlepš́ı aproximaćı funkce dané tabulkou ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u

ve tř́ıdě všech polynomů nejvýše prvńıho stupně je polynom

f̃(x) = −8.293 + 4.478x.

Grafické znázorněńı této aproximace najdeme na Obrázku 1.
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Př́ıklad 1.2 Mějte stejná data jako v Př́ıkladu 1.1, ty aproximujte opět poly-

nomem prvńıho stupně, avšak w0 = 2, w1 = 3, w2 = 7, w3 = 4, w4 = 6, w5 = 1,

w6 = 2, w7 = 1.

Skalárńı součiny budou rovny

(ϕ0, ϕ0) =
7∑
i=0

1 = 26

(ϕ0, ϕ1) = (ϕ1, ϕ0) =
7∑
i=0

xi = 3

(ϕ1, ϕ1) =
7∑
i=0

x2i = 109

(ϕ0, f) =
7∑
i=0

f(xi) = −155

(ϕ1, f) =
7∑
i=0

xif(xi) = 491.

Po dosazeńı

26c0 + 3c1 = −155

3c0 + 109c1 = 491

a vyřešeńım soustavy źıskáme koeficienty

c0 = −6.502, c1 = 4.684.

Nejlepš́ı aproximaćı funkce ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u ve tř́ıdě všech

polynomů nejvýše prvńıho stupně je potom polynom

f̃(x) = −6.502 + 4.684x.

Pro porovnáńı graf viz. Obrázek 2, na kterém vid́ıme, jak hodnoty wi ovlivňuj́ı

pr̊uběh aproximace.
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1.2. R Script

Pro výpočet nejlepš́ı aproximace ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u, kdy

uvažujeme aproximaci ve tvaru lineárńı kombinace funkćı ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) =

x, . . . , ϕm(x) = xm, jsem v programu R vytvořila R Script s názvem MNC-

funkce.R. Jako vstupńı data jsem si navolila vektor bod̊u x, vektor funkčńıch

hodnot f v bodech x, vektor vah w př́ıslušný k bod̊um x a stupeň polynomu

N , kterým chceme zadaná data aproximovat. Přičemž pokud nastane situace, že

jeden z vektor̊u má jinou délku než daľśı dva, body vektoru x nejsou r̊uzné, body

vektoru w nejsou kladné či stupeň polynomu N neńı celé kladné č́ıslo, nás pro-

gram upozorńı a neprovede zavedené výpočty. Následným výstupem jsou potom

koeficienty c0, c1, . . . , cm hledaného polynomu, který je nejlepš́ı aproximaćı ve

smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u a graf, který nám vykresĺı aproximované hod-

noty proložené polynomem zvoleného stupně.

##Data##

x = c()

f = c()

w = c()

N =

MNC = function(x,f,w,N) {

n = length(x)

k = length(f)

l = length(w)

##Ověřenı́ stupně polynomu##

if(N < 0){

stop("Stupeň polynomu nenı́ kladné čı́slo!")

}

if(N != floor(N)){
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stop("Stupeň polynomu nenı́ celé čı́slo!")

}

##Ověřenı́ různosti bodů vektoru x##

for(i in 1:n){

for(j in 1:n){

if(i != j & x[i] == x[j]){

stop("Body vektoru x nejsou různé!")

}

}

}

##Ověřenı́ kladnosti vektoru w##

for(i in 1:l){

if(w[i] < 0){

stop("Váhy nejsou kladné!")

}

}

##Ověřenı́ délky vektorů##

if(n != k){

stop("Délka vektoru x a vektoru f nenı́ stejná!")

}

if(k != l){

stop("Délka vektoru f a vektoru w nenı́ stejná!")

}

if(n != l){

stop("Délka vektoru x a vektoru w nenı́ stejná!")

}

##Funkce##

A = matrix(nrow = (N+1), ncol = n)

for (i in 0:(N+1)) {
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A[i,] = x^(i-1)

}

##Skalárnı́ součiny##

B = matrix(nrow = (N+1), ncol = (N+1))

for(i in 0:(N+1)) {

for(j in 0:(N+1)) {

B[i,j] = sum(A[i,] * A[j,] * w)

B[j,i] = sum(A[i,] * A[j,] * w)

}

}

b = c()

for(i in 0:(N+1)) {

b[i] = sum(A[i,] * f * w)

}

##Koeficienty##

reseni = solve(B) %*% b

##Vykreslenı́##

t = seq(from = min(x)-1, to = max(x)+1, by = 0.1)

vyr.hod = rep(0,length(t))

for (i in 1:(N+1)) {

vyr.hod = vyr.hod + reseni[i] * (t^(i-1))

}

plot(f~x)

lines(x = t , y = vyr.hod, col = "pink", lwd = 3)

return(reseni)

}
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Př́ıklad 1.3 Nyńı předvedeme RScript MNCfunkce.R na Př́ıkladu 1.1. Poté co

vyṕı̌seme hodnoty vektor̊u a stupeň polynomu

x = c(-3,-2,-1,0,1,3,4,5)

f = c(-27,-20,-10,-2,1,3,8,12)

w = c(1,1,1,1,1,1,1,1)

N = 1

zavoláme funkci

MNC(x,f,w,N)

která nám vygeneruje vektor koeficient̊u nejlepš́ı aproximace

-8.293 4.478

Tyto koeficienty jsou shodné s koeficienty v ruce poč́ıtaném Př́ıkladu 1.1. Zároveň

funkce vykresĺı graf viz. Obrázek 1 této nejlepš́ı aproximace.

Obrázek 1: Lineárńı aproximace dat z Př́ıkladu 1.1 polynomem prvńıho stupně.
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Př́ıklad 1.4 RScript MNCfunkce.R použijeme opět na data z Př́ıkladu 1.1, ale

nav́ıc vezmeme hodnoty vah uvedené v Př́ıkladu 1.2. Vyṕı̌seme vstupńı data

x = c(-3,-2,-1,0,1,3,4,5)

f = c(-27,-20,-10,-2,1,3,8,12)

w = c(2,3,7,4,6,1,2,1)

N = 1

a následně zavoláme funkci

MNC(x,f,w,N)

Ta v pozad́ı provede potřebné výpočty, výstupem je pak vektor koeficient̊u nej-

lepš́ı aproximace

-6.502 4.684

který se shoduje s koeficienty vypoč́ıtanými ručně v Př́ıkladu 1.2. Vykresleńı této

aproximace vid́ıme na Obrázku 2.

Obrázek 2: Lineárńı aproximace dat z Př́ıkladu 1.1 s váhami z Př́ıkladu 1.2.
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2. Ortogonálńı systémy funkćı

V této kapitole se seznámı́me s ortogonálńımi systémy funkćı, které jsou

v aproximačńıch metodách velmi užitečné, protože umožňuj́ı zjednodušit výpočty

a zpravidla zajǐst’uj́ı numerickou stabilitu. Čerpali jsme z [2] a [6].

Speciálńım př́ıpadem lineárně nezávislých systémů funkćı jsou systémy funkćı,

které jsou navzájem ortogonálńı. Pojem ortogonálnosti je přitom možné definovat

pomoćı skalárńıho součinu uvedeném v (4).

Definice 2.1 Řekneme, že systém funkćı ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm tvoř́ı ortogonálńı systém

funkćı na množině bod̊u xi, i = 0, 1, . . . , n, jestlǐze (ϕj, ϕk) = 0 pro j 6= k.

Poznámka 2.1 Ortogonálńı systém funkćı je vždy lineárně nezávislý a pojem

ortogonality záviśı na volbě vah wi, i = 0, 1, . . . , n a na bodech xi, i = 0, 1, . . . , n.

Použit́ım ortogonálńıho systému funkćı při hledáńı nejlepš́ı aproximace ve smy-

slu metody nejmenš́ıch čtverc̊u se soustava normálńıch rovnic výrazně zjednoduš́ı

a bude ve tvaru

c0(ϕ0, ϕ0) = (f, ϕ0)

c1(ϕ1, ϕ1) = (f, ϕ1)

...

cm(ϕm, ϕm) = (f, ϕm).

Potom pro řešeńı této soustavy plat́ı

cj =
(f, ϕj)

(ϕj, ϕj)
, ∀j = 0, 1, . . . ,m. (7)

Za ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕm(x) lze vźıt ortogonálńı polynomy. Těch je celá řada.

Avšak z pohledu diskrétńı aproximace uvedeme pouze užit́ı Gramových polynomů

(kapitola 2.1.) a speciálńım př́ıpadem, kdy taktéž už́ıváme ortogonálńı systémy

funkćı, jsou Trigonometrické polynomy (kapitola 3.).
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2.1. Aproximace pomoćı Gramových polynomů

Gramovy polynomy se řad́ı do teorie ortogonálńıch polynomů viz. kapitola

2. Jestliže chceme použ́ıt pro aproximaci dat Gramovy polynomy, je nutné aby

byly splněny určité podmı́nky. Takové podmı́nky, které v př́ıpadě aproximace

funkcemi ϕj, j = 0, 1, . . . ,m ve tvaru klasických polynomů nejsou požadovány.

Při aproximaci Gramovými polynomy muśı být dané body xi, i = 0, 1, . . . , n

ekvidistantńı a váhová funkce wi, i = 0, 1, . . . , n př́ıslušná daným bod̊um nesmı́

nabývat jiných hodnot než 1.

Zásadńı rozd́ıl mezi aproximaćı klasickými polynomy ve tvaru xj, j = 0, 1, . . . ,

m a Gramovými polynomy Gm(x) pro m = 2, 3, . . . , n je vidět při řešeńı normálńı

soustavy rovnic, která se v př́ıpadě Gramových polynomů značně zjednoduš́ı.

Gm(x) přitom znač́ı Gramův polynom stupně m, který je uvedený v Definici 2.2.

Definice 2.2 Gramovým polynomem stupně m,m ∈ N0 na ekvidistantńı śıti bod̊u

xi = i− 1
2
n, i = 0, 1, . . . , n s váhovou funkćı wi = 1 ∀i = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0, n > m

je polynom definovaný rekurentńım vztahem

Gm(x) = xGm−1(x)− (m− 1)2 [(n+ 1)2 − (m− 1)2]

4(4(m− 1)2 − 1)
Gm−2(x), (8)

m = 2, 3, . . . , n, přičemž

G0(x) ≡ 1, G1(x) = x.

Poznámka 2.2 Gramovy polynomy, splňuj́ıćı rekurentńı vztah (8) uvedený v De-

finici 2.2, maj́ı koeficient u nejvyšš́ı mocniny roven 1. Nám tato definice postač́ı,

avšak lze naj́ıt obecněǰśı definici Gramových polynom̊u, kdy koeficient u nejvyšš́ı

mocniny roven 1 neńı viz. např. [7].

Věta 2.1 Systém Gramových polynom̊u Gj(x), j = 0, 1, . . . ,m je ortogonálńı na

ekvidistantńı śıti bod̊u xi = i− 1
2
n, i = 0, 1, . . . , n.

Důkaz: V literatuře [7], na straně 266.
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Nutnou podmı́nkou pro sestrojeńı Gramových polynomů je již zmı́něná ek-

vidistantnost bod̊u xi, tj. xi+1 − xi = h pro všechna i = 0, 1, . . . , n− 1, kde h je

kladné reálné č́ıslo. Ve většině př́ıpadech ale pracujeme s body xi, které nesplňuj́ı

vztah

xi = i− 1

2
n, ∀i = 0, 1, . . . , n. (9)

I v této situaci můžeme použ́ıt aproximaci pomoćı Gramových polynomů, ale

nejdř́ıve muśıme vytvořit novou śıt’ bod̊u zi, která již vztah (9) splňovat bude. To

provedeme transformaćı

zi =
xi − x̄
h

, ∀i = 0, 1, . . . , n,

kde x̄ je prostředńı bod p̊uvodńı śıtě. Pro lichý počet bod̊u je x̄ = xn/2 a pro sudý

počet bod̊u x̄ = 1
2
(xn+1/2+xn−1/2). Na takto vytvořené śıti bod̊u zi, i = 0, 1, . . . , n

aproximujeme hodnoty f(xi) funkce f . S využit́ım Gramových polynomů hledáme

nejlepš́ı aproximaci pro novou śıt’ bod̊u ve tvaru

f̃(z) =
m∑
j=0

cjGj(z).

Neznámé koeficienty cj, j = 0, 1, . . . ,m, najdeme již uvedeným postupem v kapi-

tole 1. K p̊uvodńı proměnné x se dostaneme dosazeńım

z =
x− x̄
h

a źıskáme funkci

f̃(x) =
m∑
j=0

cjGj

(
x− x̄
h

)
.
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Př́ıklad 2.1 Data zadaná v tabulce aproximujte pomoćı Gramových polynomů

nejvýše třet́ıho stupně.

xi -3 -2 -1 0 1 2 3
f(xi) 8 5 3 1 2 4 7

Tabulkové body xi splňuj́ı podmı́nku ekvidistance s krokem h = 1 i vztah

xi = i− 1
2
n, ∀i = 0, 1, . . . , n. Protože máme n+1 bod̊u, do vztahu (8) dosazujeme

n = 6. Dostaneme Gramovy polynomy ve tvaru

G0(x) = 1, G1(x) = x, G2(x) = x2 − 4, G3(x) = x3 − 7x

Potom funkce aproximace vypadá následovně

f̃(x) = c0 + c1x+ c2(x
2 − 4) + c3(x

3 − 7x).

Vypoč́ıtáme skalárńı součiny

(G0, G0) =
6∑
i=0

1 = 7

(G1, G1) =
6∑
i=0

x2i = 28

(G2, G2) =
6∑
i=0

(x2i − 4)2 = 84

(G3, G3) =
6∑
i=0

(x3i − 7xi)
2 = 216

(G0, f) =
6∑
i=0

f(xi) = 30

(G1, f) =
6∑
i=0

xif(xi) = −6

(G2, f) =
6∑
i=0

(x2i − 4)f(xi) = 56

(G3, f) =
6∑
i=0

(x3i − 7xi)f(xi) = 6.
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Pro zbývaj́ıćı skalárńı součiny plat́ı (Gi, Gj) = 0, i 6= j, což plyne z Věty 2.1.

Použit́ım vztahu (7) źıskáme koeficienty

c0 = 4.286, c1 = −0.214, c2 = 0.667, c3 = 0.028,

pomoćı nichž sestroj́ıme funkci

f̃(x) = 4.286− 0.214x+ 0.667(x2 − 4) + 0.028(x3 − 7x).

Nejlepš́ı aproximaćı funkce dané tabulkou ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u

s využit́ım Gramových polynomů je ve tvaru

f̃(x) = 0.028x3 + 0.667x2 − 0.409x+ 1.619

Na Obrázku 3 můžeme vidět graf k takto vypoč́ıtané funkci f̃(x).

Př́ıklad 2.2 Data zadaná v tabulce aproximujte pomoćı Gramových polynomů

nejvýše druhého stupně.

xi 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
f(xi) 4.2 3.7 2.5 2.3 2.7 1.8 1.1

Tabulkové body xi splňuj́ı podmı́nku ekvidistance s krokem h = 0.1, avšak ne-

splňuj́ı vztah xi = i− 1
2
n, ∀i = 0, 1, . . . , 6. Muśıme tedy transformaćı p̊uvodńıch

bod̊u xi vytvořit novou śıt’ bod̊u

zi =
xi − 0.3

0.1
, ∀i = 0, 1, . . . , 6.

Tedy plat́ı

z0 = −3, z1 = −2, z2 = −1, z3 = 0, z4 = 1, z5 = 2, z6 = 3.

Dosazeńım do rekurentńıho vztahu (8) pro n = 6 dostaneme Gramovy polynomy

ve tvaru

G0(z) = 1, G1(z) = z, G2(z) = z2 − 4.
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Potom funkce aproximace transformovaných hodnot vypadá následovně

f̃(z) = c0 + c1z + c2(z
2 − 4).

Vypoč́ıtáme skalárńı součiny

(G0, G0) =
6∑
i=0

1 = 7

(G1, G1) =
6∑
i=0

z2i = 28

(G2, G2) =
6∑
i=0

(z2i − 4)2 = 84

(G0, f) =
6∑
i=0

f(xi) = 18.3

(G1, f) =
6∑
i=0

zif(xi) = −12.9

(G2, f) =
6∑
i=0

(z2i − 4)f(xi) = 1.7.

Pro zbývaj́ıćı skalárńı součiny plat́ı (Gi, Gj) = 0, i 6= j, což plyne z Věty 2.1.

Použit́ım vztahu (7) źıskáme koeficienty

c0 = 2.614, c1 = −0.461, c2 = 0.02,

pomoćı nichž sestroj́ıme funkci

f̃(z) = 2.614− 0.461z + 0.02(z2 − 4).

Za z dosad́ıme p̊uvodńı hodnoty x a źıskáme aproximaci funkce f(x)

z =
x− 0.3

0.1
.
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Nejlepš́ı aproximaćı funkce dané tabulkou ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u

s využit́ım Gramových polynomů je ve tvaru

f̃(x) = 2.614− 0.461

(
x− 0.3

0.1

)
+ 0.02

[(
x− 0.3

0.1

)2

− 4

]
=

= 2.024x2 − 5.821x+ 4.179.

2.2. R Script

Pro hledáńı aproximačńı funkce ve tvaru lineárńı kombinace Gramových poly-

nomů G0(x), G1(x) až Gm(x) uvedených v Definici 2.2 jsem vytvořila R Script

MNCgramfunkce.R. Vstupem je vektor bod̊u x, vektor funkčńıch hodnot f v těch-

to bodech a nejvyšš́ı stupeň Gramova polynomu N . Vektor vah zde neuvažuje-

me, protože všechny body, pro které Gramovy polynomy poč́ıtáme maj́ı vždy

váhy rovné 1. Program nás opět upozorńı a přeruš́ı všechny výpočty v př́ıpadě,

že vektory x a f nejsou stejně dlouhé a stupeň polynomu N neńı celé kladné

č́ıslo. Jestliže nastane situace, kdy body vektoru x nejsou ekvidistantńı, nas-

tavená transformace v kódu tento problém vyřeš́ı a vypoč́ıtá nový vektor z, jehož

body již ekvidistantńı budou. Výstupem z programu je potom vektor koeficient̊u

c0, c1, . . . , cm nejlepš́ı aproximace ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u pomoćı

Gramových polynomů a grafické znázorněńı této nejlepš́ı aproximace v závislosti

na aproximovaných hodnotách.

##Data##

x = c()

f = c()

N =

Gramp = function(x,f,N) {

n = length(x)

m = length(x)-1
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i = 0:(length(x)-1)

k = length(f)

##Ověřenı́ stupně polynomu##

if(N < 0){

stop("Stupeň polynomu nenı́ kladné čı́slo!")

}

if(N != floor(N)){

stop("Stupeň polynomu nenı́ celé čı́slo!")

}

##Ověřenı́ délky vektorů##

if(n != k){

stop("Délka vektoru x a vektoru f nenı́ stejná!")

}

##Ověřenı́ ekvidistance##

for (j in 3:n) {

e = 10^(-6)

p = abs(x[j-1]-x[j-2])

r = abs(x[j]-x[j-1])

if(abs(p - r) > e){

stop("Body vektoru x nejsou ekvidistantnı́!")

}

}

##Lineárnı́ transformace##

xprum = mean(x)

h = x[2]-x[1]

z = (x-xprum) / h
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##Podmı́nka ortogonálnosti##

xi = i-((1/2) * m)

l = length(xi)

if(xi[l] == x[n]){

X = x

} else {

X = z

}

##Gramovy polynomy##

G = matrix(nrow = (N+1), ncol = n)

for (i in 3:(N+1)) {

G[1,] = rep(1,length(X))

G[2,] = X

if(N>1){G[i,] = X * G[i-1,] - (((i-2)^2 * ((m+1)^2 - (i-2)^2)) /

(4*(4*(i-2)^2 - 1))) * G[i-2,]}

}

##Skalárnı́ součiny##

a = c()

for(i in 0:(N+1)) {

a[i] = sum(G[i,] * f)

}

A = matrix(nrow = (N+1), ncol = (N+1))

for(i in 0:(N+1)) {

for(j in 0:(N+1)) {

A[i,j] = sum(G[i,] * G[j,])
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}

}

##Koeficienty##

c = a / diag(A)

##Vykreslenı́##

t1 = seq(from = min(x)-1, to = max(x)+1, by = 0.1)

t2 = seq(from = min(x), to = max(x), by = 0.01)

tt = seq(from = min(z), to = max(z), by = 0.1)

if(xi[l] == x[n]){

s = t1

} else {

s = tt

}

T = matrix(nrow = (N+1), ncol = length(s))

for (i in 3:(N+1)){

T[1,]=rep(1, length(s))

T[2,]=s

if(N>1){T[i,] = s * T[i-1,] - (((i-2)^2 * ((m+1)^2 - (i-2)^2)) /

(4*(4*(i-2)^2 - 1))) * T[i-2,]}

}

vyr.hod=rep(0,length(s))

for (i in 1:(N+1)) {

vyr.hod = vyr.hod + c[i] * T[i,]

}
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plot(f~x)

if(xi[l] == x[n]){

u = t1

} else {

u = t2

}

lines(x = u, y = vyr.hod, col = "plum", lwd = 3)

##Koeficienty Gramových polynomů##

K = matrix(nrow = (N+1), ncol = (N+1))

diag(K) = 1

K[lower.tri(K)] = 0

K[upper.tri(K)] = 0

k[1] = 0

for(i in 2:N){

k[i] = (i-1)^2 * ((m+1)^2 - (i-1)^2) / (4*(4*(i-1)^2 - 1))

if(N>1){K[i+1,i-1] = -k[i-1]-k[i]}

}

##Zpětná transformace##

if(h != 1 & xprum != 0){

a = 1/h

b = -xprum/h

A = matrix(data = 0, nrow = N+1, ncol = N+1)

B = matrix(data = 0, nrow = N+1, ncol = N+1)

C = matrix(data = 0, nrow = N+1, ncol = N+1)

for(i in 1:(N+1)){
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for(j in 1:i){

A[N+2-i,N+2-j] = a^(j-1) * b^(i-j)

}

}

B[N+1,N+1] = 1

for(i in N:0){

B[i,N+1] = 1

for(j in N:i){

B[i,j] = B[i+1,j] + B[i+1,j+1]

}

}

C = A * B

d = c[c((N+1):1)]

e = c()

e = d %*% C

}

##Výsledné koeficienty polynomu##

P = rep(0, length(N+1))

for(i in 1:(N+1)){

P = P + c[i] * K[i,]

}

if(h == 1 & xprum == 0){

print(P)

} else {

print(e)

}

}
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Př́ıklad 2.3 Použit́ı R Scriptu MNCgramfunkce.R ukážeme na Př́ıkladě 2.1.

Z př́ıslušné tabulky oṕı̌seme hodnoty do nadefinovaných vektor̊u a doplńıme

požadovaný stupeň polynomu, tedy

x = c(-3,-2,-1,0,1,2,3)

f = c(8,5,3,1,2,4,7)

N = 3

Př́ıkazem

Gramp(x,f,N)

zavoláme funkci, která nám vypočte tyto koeficienty

1.619 -0.409 0.667 0.028

shoduj́ıćı se s koeficienty v ruce poč́ıtaném Př́ıkladu 2.1. Nejlepš́ı aproximaci s

těmito koeficienty vid́ıme na Obrázku 3.

Obrázek 3: Aproximace dat z Př́ıkladu 2.1 Gramovým polynomem třet́ıho stupně
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Př́ıklad 2.4 R Script MNCgramfunkce.R ukážeme také na Př́ıkladě 2.2, kde

dané body nesplňuj́ı podmı́nku uvedenou vztahem (9). Doplńıme data do př́ıslušných

vektor̊u a stupeň polynomu

x = c(0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6)

f = c(4.2,3.7,2.5,2.3,2.7,1.8,1.1)

N = 2

zavoláme funkci př́ıkazem

Gramp(x,f,N)

a vygeneruj́ı se koeficienty aproximace

2.024 -5.821 4.179

Ty jsou stejné jako v Př́ıkladě 2.2. Vykresleńı aproximace viz. Obrázek 4.

Obrázek 4: Aproximace dat z Př́ıkladu 2.2 Gramovým polynomem druhého
stupně
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3. Aproximace trigonometrickými polynomy

V této části se seznámı́me s daľśı možnost́ı, jak aproximovat diskrétńı data.

Budeme tedy hledat funkci f̃(x) ve tvaru trigonometrických polynomů. Uvedenou

teorii jsme źıskali převážně z literatury [4], [6] a [7].

Aproximaci trigonometrickými polynomy použ́ıváme v př́ıpadě, kdy máme

dána data s periodickým charakterem. Předpokládáme, že xk, k = 0, 1, . . . , n,

xk 6= xl pro k 6= l jsou ekvidistantńı na intervalu 〈0, 2π〉 a známe funkčńı hodnoty

f(xk) v daných bodech. Za funkce ϕj(x), j = 0, 1, . . . ,m voĺıme

ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = cos x, ϕ2(x) = sin x, ϕ3(x) = cos 2x, (10)

ϕ4(x) = sin 2x, . . . , ϕ2M−1(x) = cosMx,ϕ2M(x) = sinMx,M ∈ N,

přičemž uvažujeme 2M + 1 ≤ n+ 1. Dále necht’ jsou dány váhy wk = 1,

k = 0, 1, . . . , n, protože právě s takto zvolenou váhovou funkćı jsou funkce (10)

ortogonálńı, což je zformulováno v následuj́ıćı větě.

Věta 3.1 Funkce 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cos Mx, sin Mx,M ∈ N

tvoř́ı na ekvidistantńı śıti n + 1 bod̊u xk = 2πk
n+1

, k = 0, 1, . . . , n s váhovou funkćı

wk = 1 ∀k = 0, 1, . . . , n ortogonálńı systém funkćı pro 2M + 1 ≤ n + 1. Tedy

plat́ı

n∑
k=0

sin ixksin jxk =


0 i 6= j,
n+1
2

i = j 6= 0,
0 i = j = 0,

(11)

n∑
k=0

cos ixkcos jxk =


0 i 6= j,
n+1
2

i = j 6= 0,
n+ 1 i = j = 0,

(12)

n∑
k=0

cos ixksin jxk = 0, pro ∀i, j = 0, 1, . . . ,M. (13)

Důkaz: Větu najdeme na str. 284 v literatuře [7]. Návod na provedeńı d̊ukazu je

ve cvičeńı 28. str. 298.
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Nejlepš́ı aproximaci f̃(x) ve tř́ıdě všech polynomů ve smyslu metody nej-

menš́ıch čtverc̊u hledáme ve tvaru

f̃(x) =
a0
2

+
M∑
j=1

(ajcos jx+ bjsin jx) (14)

za předpokladu, že máme n+ 1 bod̊u, a kde 2M + 1 udává počet funkćı, kterým

chceme daná data aproximovat. Neznámé a0, aj, bj ∈ R jsou koeficienty hledaného

polynomu.

Poznámka 3.1 Funkci danou vztahem (14) nazýváme trigonometrickým poly-

nomem.

Koeficienty a0, a1, . . . , aM , b1, . . . , bM hledáme tak, aby minimalizovaly
”
souhrn-

nou odchylku“ %2, přičemž %2 je funkce proměnných a0, a1, . . . , aM , b1, . . . , bM ,

tedy

%2(a0, a1, . . . , aM , b1, b2, . . . , bM) =
n∑
k=0

[f(xk)− f̃(xk)]
2.

Dále postupujeme jako v př́ıpadě aproximace pomoćı klasických polynomů. Hledá-

me stacionárńı bod, kde by funkce %2 mohla nabývat svého minima. To znamená

splněńı rovnic

∂%2(a0, a1, . . . , aM)

∂aj
= 0, ∀j = 0, 1, . . . ,M

∂%2(b1, . . . , bM)

∂bj
= 0, ∀j = 1, . . . ,M.

Tvar koeficient̊u pro lichý počet bod̊u xk, k = 0, 1, . . . , n odvod́ıme pomoćı podmı́nek

ortogonality (11), (12) a (13). Po dosazeńı funkćı (10) do normálńı soustavy rovnic

(6), kterou źıskáme analogicky jako v kapitole 1.1., přičemž zavedeme označeńı

c0 = a0
2
, c2j−1 = aj, c2j = bj, dostaneme koeficienty ve tvaru

aj =
2

n+ 1

n∑
k=0

f(xk)cos jxk, j = 0, 1, . . . ,M, (15)
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bj =
2

n+ 1

n∑
k=0

f(xk)sin jxk, j = 1, 2, . . . ,M. (16)

Věta 3.2 Trigonometrický polynom (14) je při daných tabulkových bodech xk,

k = 0, 1, . . . , n, nejlepš́ı diskrétńı aproximaćı funkce f(x) ve tř́ıdě všech polynom̊u

o stejném počtu koeficient̊u.

Důkaz: Naznačeńı d̊ukazu lze nalézt v [6], str. 74.

Situaci, kdy počet bod̊u xk, k = 0, 1, . . . , n je sudý, neuvád́ıme, protože metoda

nejmenš́ıch čtverc̊u se už́ıvá právě pro lichý počet bod̊u xk.

Př́ıklad 3.1 Hodnoty v tabulce aproximujte pomoćı trigonometrických poly-

nomů, přičemž M = 2, kde 2M + 1 je počet funkćı. Předpokládáme periodický

charakter funkce s periodou 2π.

xk 0 2π/5 4π/5 6π/5 8π/5 10π/5 12π/5 14π/5
f(xk) 0.5 1.7 3.9 2.1 1.4 2.2 2.9 4.5

Hledaná aproximace je ve tvaru

f̃(x) =
a0
2

+ a1cos x+ b1sin x+ a2cos 2x+ b2sin 2x

Koeficienty a0, a1, a2, b1, b2 vypoč́ıtáme pomoćı vztah̊u (16) a (17), potom

a0 = 4.800, a1 = −0.985, a2 = 1.687, b1 = 0.273, b2 = −1.028

Výsledkem je nejlepš́ı aproximace ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u ve tvaru

lineárńı kombinace funkćı 1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x

f̃(x) =
4.800

2
− 0.985cos x+ 0.273sin x+ 1.687cos 2x− 1.028sin 2x.

Vykresleńı této aproximace lze vidět na Obrázku 5.
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3.1. R Script

Pro nalezeńı nejlepš́ı aproximace ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u ve

tvaru lineárńı kombinace trigonometrických polynomů (10) jsem vytvořila R

Script MNCtrigfunkce.R. Jako vstupńı data jsem si zvolila vektor bod̊u x, vek-

tor funkčńıch hodnot f v daných bodech a parametr M , kde 2M + 1 je počet

funkćı, kterým chceme data aproximovat. Vytvořený kód nám naṕı̌se chybu,

pokud délka vektoru x a f neńı shodná, body vektoru x nejsou ekvidistantńı,

taktéž pokud parametr M neńı kladné celé č́ıslo. Následným výstupem jsou koe-

ficienty a0, a1, . . . , aM , b1, . . . , bM v tomto pořad́ı a vykresleńı nejlepš́ı aproximace

ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u ve tvaru trigonometrických polynomů.

##Data##

x=c()

f=c()

M=

MNCtg = function(x,f,M) {

n=length(x)

k=length(f)

h=x[2]-x[1]

##Ověřenı́ počtu funkcı́##

if(M < 0){

stop("Počet funkcı́ nenı́ kladné čı́slo!")

}

if(M != floor(M)){

stop("Počet funkcı́ nenı́ celé čı́slo!")

}

##Ověřenı́ délky vektorů##

if(n != k){
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stop("Délka vektoru x a vektoru f nenı́ stejná!")

}

##Ověřenı́ ekvidistance##

for (j in 3:n) {

e=10^(-6)

p=abs(x[j-1]-x[j-2])

r=abs(x[j]-x[j-1])

if(abs(p - r) > e){

stop("Body vektoru x nejsou ekvidistantnı́!")

}

}

##Koeficienty##

c=c()

c[1]=2/n*(sum(f))

for(j in 1:M){

c[2*j+1]=2/n*(sum(f*sin(j*x)))

c[2*j]=2/n*(sum(f*cos(j*x)))

}

##Vykreslenı́##

t=seq(from = min(x)-(2*pi), to = max(x)+2*pi, by = 0.1)

vyr.hod=rep(0,length(t)) + c[1]/2

for(j in 1:M){

vyr.hod = vyr.hod + c[2*j]*cos(j*t) + c[2*j+1]*sin(j*t)

}

plot(f~x)

lines(x = t, y = vyr.hod, col = "mediumvioletred", lwd = 3)

return(c)}
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Př́ıklad 3.2 R Script MNCtrigfunkce.R předvedeme na datech z Př́ıkladu 3.1.

Vyṕı̌seme potřebná data

x = c(0,2*pi/5,4*pi/5,6*pi/5,8*pi/5,10*pi/5,12*pi/5,14*pi/5)

f = c(0.5,1.7,3.9,2.1,1.4,2.2,2.9,4.5)

M = 2

a zavoláme naprogramovanou funkci

MNCtg(x,f,M)

Na výstupu se zobraźı koeficienty

4.800 -0.985 1.687 0.273 -1.028

stejné jako v Př́ıkladu 3.1. Nejlepš́ı aproximace s vypoč́ıtanými koeficienty je

vidět na Obrázku 5.

Obrázek 5: Aproximace dat z Př́ıkladu 3.1 trigonometrickými polynomy
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4. Aproximace nelineárńıho typu

Posledńı část práce se zabývá aproximaćı nelineárńıho typu. Použ́ıváme ji

tehdy, kdy předpokládáme exponenciálńı pr̊uběh funkce, proto hledaná aproxi-

mace bude ve tvaru f̃(x) = aebx, a, b ∈ R. Optimálńı variantou je také aproximace

tvaru f̃(x) = axb, a, b ∈ R. Zde jsme nejv́ıce čerpali z [9].

Necht’ jsou dány body xi, i = 0, 1, . . . , n. Naš́ım úkolem je naj́ıt funkci v tomto

tvaru

f̃(x) = aebx, (17)

a, b ∈ R, a 6= 0 tak, aby minimalizovala
”
souhrnou odchylku“ aproximace f̃(x)

od p̊uvodńı funkce f , tj.

%2(f, f̃) =
n∑
i=0

[f(xi)− f̃(xi)]
2 =

n∑
i=0

[f(xi)− aebxi ]2.

Funkci %2 zapisujeme jako funkci proměnných a, b, přičemž vektor (a, b) muśı

splňovat nutné podmı́nky pro existenci extrému, tj. muśı platit

∂%2(a, b)

∂a
= 0,

∂%2(a, b)

∂b
= 0, a, b ∈ R.

Parciálńı derivace funkce %2(a, b) podle proměnné a je rovna

2
n∑
i=0

[f(xi)− aebxi ]ebxi = 2
n∑
i=0

f(xi)e
bxi − 2a

n∑
i=0

e2bxi (18)

a podle proměnné b

2
n∑
i=0

[f(xi)− aebxi ]aebxixi = 2
n∑
i=0

f(xi)xie
bxi − 2a

n∑
i=0

xie
2bxi . (19)

Zbývá vypoč́ıtané derivace (19), (20) položit rovny nule a źıskáme soustavu

nelineárńıch rovnic. Takovou soustavu rovnic je možné vyřešit např. Newtonovou
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metodou (metodou tečen). Avšak řešeńı nelineárńıch soustav neńı předmětem

této práce, proto odkazujeme např. na literaturu [8].

Pod́ıvejme se nyńı na druhou variantu funkce aproximace, konkrétně ve tvaru

f̃(x) = axb, (20)

a, b ∈ R, která minimalizuje odchylku %2(a, b). Postupujeme stejně jako u funkce

aproximace (18), tzn. hledáme stacionárńı bod, ve kterém funkce f̃(x) nabývá

svého minima. Vypoč́ıtáme si parciálńı derivace, polož́ıme je rovny nule a dostane-

me opět soustavu nelineárńıch rovnic

n∑
i=0

f(xi)x
b
i − a

n∑
i=0

x2bi = 0

n∑
i=0

f(xi)x
b
i lnxi − a

n∑
i=0

x2bi lnxi = 0,

jej́ıž možné řešeńı je podrobněji studováno v [8].

My se budeme cht́ıt nelineárńım soustavám rovnic vyhnout, proto využijeme

tzv. linearizace. Opět máme dány body xi, i = 0, 1, . . . , n a funkčńı hodnoty f(xi)

v těchto bodech. Linearizaci můžeme použ́ıt pouze za podmı́nky, že f(xi) > 0,

∀i = 0, 1, . . . , n, což plyne z definice logaritmu. Jestliže je podmı́nka splněna,

vhodnou transformaćı funkce f̃(x) převedeme úlohu o nalezeńı nejlepš́ı aproxi-

mace na tvar

g̃(x) = ln f̃(x) = ln a+ bx

a zavedeńım substituce ln a = c můžeme psát

g̃(x) = c+ bx, c ∈ R.

T́ımto zp̊usobem jsme dostali funkci, která již je lineárńı kombinaćı lineárně

nezávislých funkćı. Nové funkčńı hodnoty g(xi) vypoč́ıtáme vztahem

g(xi) = ln f(xi).
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Dále je postup nalezeńı nejlepš́ı aproximace ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u

totožný s postupem uvedeným v kapitole 1. Dojdeme tak k soustavě lineárńıch

rovnic. Hodnotu parametru a vypočteme zpětnou transformaćı a = ec.

Obdobně postupujeme i v druhém př́ıpadě, kdy f̃(x) = axb, přičemž funkčńı

hodnoty f(xi) p̊uvodńı funkce f muśı taktéž nabývat pouze kladných hodnot.

Funkci f̃(x) zlogaritmujeme a zaṕı̌seme

g̃(x) = ln f̃(x) = ln a+ b lnx.

Substitućı c = ln a a z = lnx dostaneme aproximaci ve tvaru př́ımky

g̃(z) = c+ bz

a tu již vypočteme známým zp̊usobem. Hodnotu parametru a a parametru x

źıskáme zpětnou substitućı, tj. a = ec, x = ez.

Jelikož početńı operace aproximace tvaru (21) jsou analogické jako s (18),

v daľśım textu uvád́ıme př́ıklady pouze na aproximaci v podobě f̃(x) = aebx.

Př́ıklad 4.1 Na data zadaná tabulkou použijte aproximaci nelineárńıho typu.

xi -1 1 2 4 5
f(xi) 2.1 3.4 6.2 9.7 13.1

Aproximačńı funkci budeme hledat ve tvaru f̃(x) = aebx tak, že

g̃(x) = lnf̃(x) = c+ bx,

kde c = ln a. Pomoćı vztahu g(xi) = lnf(xi), i = 0, 1, . . . , 4 vypočteme nové

transformované hodnoty

g(x0) = 0.742, g(x1) = 1.224, g(x2) = 1.825,

g(x3) = 2.272, g(x4) = 2.573.

Dále si vypočteme potřebné součty, tedy

4∑
i=0

1 = 5,
4∑
i=0

xi = 11,
4∑
i=0

x2i = 47,

4∑
i=0

g(xi) = 8.635,
4∑
i=0

xig(xi) = 26.083.
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Źıskáme normálńı soustavu ve tvaru

5c+ 11b = 8.636

11c+ 47b = 26.085.

Řešeńım této soustavy jsou koeficienty

c = 1.043, b = 0.311.

Koeficient a źıskáme zpětnou transformaćı

a = ec = e1.043 = 2.839.

Nejlepš́ı aproximace funkce dané tabulkou ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u

ve tvaru exponenciálńı křivky je ve tvaru

f̃(x) = 2.839e0.311x.

Graf aproximace viz. Obrázek 6.

4.1. R Script

Pro výpočet nejlepš́ı nelineárńı aproximace ve smyslu metody nejmenš́ıch

čtverc̊u ve tvaru aebx jsem v Rku vytvořila Script s názvem MNCnelinfunkce.R.

Vstupńımi daty je vektor bod̊u x a vektor funkčńıch hodnot f v bodech x. Pro-

gram ověř́ı délky vektor̊u x a f , r̊uznost bod̊u vektoru x a pokud jsou požadavky

splněny, provede transformaci vektoru f a následné výpočty. Výstupńımi daty

jsou potom dva koeficienty a, b a graf, který promı́tne aproximované hodnoty

a nejlepš́ı aproximaci ve tvaru exponenciály ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

##Data##

x = c()

f = c()

42



MNCn = function(x,f) {

n = length(x)

k = length(f)

##Ověřenı́ různosti bodů vektoru x##

for(i in 1:n){

for(j in 1:n){

if(i != j & x[i] == x[j]){

stop("Body vektoru x nejsou různé!")

}

}

}

##Ověřenı́ délky vektorů##

if(n != k){

stop("Délka vektoru x a vektoru f nenı́ stejná!")

}

##Ověřenı́ kladnosti hodnot vektoru f##

for(j in 1:length(f)){

if(f[j] < 0){

stop("Všechny funkčnı́ hodnoty nejsou kladné!")

}

}

##Transformace funkčnı́ch hodnot##

g = log(f)

##Součty##

a1 = n
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a2 = sum(x)

a3 = sum(x^2)

a4 = sum(g)

a5 = sum(x * g)

##Soustava rovnic##

A = matrix(data = c(a1,a2,a2,a3), nrow = 2, ncol = 2, byrow = TRUE)

c = c(a4,a5)

reseni = solve(A) %*% c

##Koeficienty##

a = exp(1)^reseni[1]

b = reseni[2]

##Vykreslenı́##

t = seq(from = min(x)-1, to = max(x)+1, by = 0.1)

vyr.hod = a * (exp(1)^(b * t))

plot(f~x)

lines(x = t , y = vyr.hod, col = "slategray", lwd = 3)

print(a)

print(b)

}

Př́ıklad 4.2 Nakonec ukážeme, jak R Script MNCnelinfunkce.R pracuje. Vezmeme

si data z Př́ıkladu 4.1 a zaṕı̌seme

x = c(-1,1,2,4,5)

f = c(2.1,3.4,6.2,9.7,13.1)
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Použijeme př́ıkaz

MNCn(x,f)

a ve výsledku dostaneme hodnoty koeficient̊u a a b

2.839 0.311

Koeficienty se shoduj́ı s koeficienty v ruce poč́ıtaném Př́ıkladu 4.1. Grafické

znázorněńı aproximace vid́ıme na Obrázku 6.

Obrázek 6: Nelineárńı aproximace dat z Př́ıkladu 4.1
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Závěr

Ćılem mé bakalářské práce bylo nastudovat a ukázat možnosti aproximace

funkćı ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Prvńı možnost aproximace spolu

s principem metody nejmenš́ıch čtverc̊u byla obsažena v kapitole jedna, konkrétně

se jednalo o aproximaci pomoćı klasických polynomů. Druhá kapitola se zabývala

ortogonálńımi polynomy, přičemž jsme se zaměřili předevš́ım na Gramovy poly-

nomy. V třet́ı kapitole jsme se seznámili s trigonometrickými polynomy a nakonec

jsme se v posledńı kapitole pod́ıvali na aproximaci nelineárńıho typu. Součást́ı

práce bylo také doplnit jednotlivé možnosti aproximace vlastńımi ručně poč́ıtaný-

mi př́ıklady a předevš́ım vytvořit v matematickém softwaru R vlastńı programy

pro řešeńı konkrétńıch úloh.

Výsledky ručně vypoč́ıtaných př́ıklad̊u jsme zaokrouhlovali na tři desetinná

mı́sta. Koeficienty vygenerované R Scripty, aplikovaných na již ručně vypoč́ıta-

ných př́ıkladech, jsme v práci taktéž zaokrouhlovali na tři desetinná mı́sta, aby

jsme ukázali, že koeficienty jsou totožné. Sestavené programy ale jinak generuj́ı

koeficienty na v́ıce desetinných mı́st. Všechny uvedené programy byly vytvořeny

v RStudiu a nahrány na CD, které bylo k této bakalářské práci přiloženo.

Vytvářeńı práce pro mě bylo velkým př́ınosem. V prvńı řadě jsem si prohloubi-

la znalosti této problematiky, ale také jsem se naučila pracovat s matematickým

softwarem R. Pro práci s metodou nejmenš́ıch čtverc̊u jsme software použili

pouze pro aproximaci diskrétńıho typu. Aproximace spojitých dat by mohla být

námětem pro daľśı tvorbu, avšak pro práci s touto aproximaćı bych sṕı̌se do-

poručila matematický software Matlab, který je uživatelsky vhodněǰśı.
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[7] Ralston A.: Základy numerické matematiky. Academia Praha, 1978.
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