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Úvod

Studium kvantových systém· je v posledních letech jeden z nejrozsáhlej²ích v¥deckých
obor·, jelikoº jejich °e²ení slibuje zna£ný technologický pokrok. Pro první seznámení
s kvantovými systémy jsou pouºity idealizované modely, které p°edpokládají uzav°e-
nost kvantového systému p°ed okolním sv¥tem. Tento p°ístup je ov²em nedostate£ný
p°i popisu reálného kvantového systému. Zde je nutné p°ipojit ke zkoumanému systému
i jeho okolí, se kterým interaguje. P°íkladem mohou být kvantové po£íta£e, u kterých je
informace zakódována do kvantových stav·, které se vyzna£ují unikátními vlastnostmi
jako kvantová provázanost a princip superpozice. Tyto jevy jsou citlivé na interakci
s okolním prost°edím a d·sledkem této interakce je ztráta informace uchované v kvan-
tovém po£íta£i. Jako opozit tomuto technologickému p°íkladu lze zmínit modelování
biologických systém·, mezi kterými dochází k p°esunu energie a hmoty.

Pro fyzikáln¥ správný popis je do hamiltoniánu systému, coº je matematický ob-
jekt, který je spjat s energií a £asovou evolucí zkoumaného systému, vloºena interakce
s okolím. Protoºe tato interakce m·ºe být p°íli² sloºitá, analytické °e²ení p°íslu²ných
rovnic s tímto hamiltoniánem není moºné provést bez °ady aproximací, které omezují
správnost výsledk·. Je tedy vynaloºeno úsilí pro nalezení nových zp·sob· pro popis
otev°ených kvantových systém·. Jeden z t¥chto zp·sob· byl p°ibliºn¥ p°ed dvaceti lety
p°edstaven Benderem a Boettchrem. Byl nalezen nový druh hamiltoniánu, který svými
vlastnostmi je v rozporu s konven£n¥ pouºívanými hamiltoniány, ov²em se zdá být
vhodným kandidátem pro popis otev°ených systém·. Tento nový druh hamiltoniánu
byl pojmenován PT -symetrický, dle symetrie, kterou se tento hamiltonián vyzna£uje.

Tato práce se skládá z teoretické a experimentální £ásti. V teoretické £ásti této práce
je nejd°íve poskytnut úvod do konven£ní hermitovské kvantové mechaniky. Dále je vy-
tvo°en ucelený p°ehled formalismu PT -symetrické teorie, která je následn¥ porovnána
s pseudo-hermitovskou a quasi-hermitovskou kvantovou mechanikou. Zakon£ením této
£ásti je ukázka p°íkladu pro PT -symetrickou, pseudo a quasi-hermitovskou kvantovou
mechanikou.

V experimentální £ásti této práce je popsáno experimentální za°ízení, které provádí
obecnou neunitární transformaci a lze jím n¥které nehermitovské procesy simulovat.
Nejd°íve je p°edstaven základní matematický popis s ohledem na námi pouºitou plat-
formu lineární optiky a kódování informace do polariza£ního stavu jednotlivých foton·.
Následuje simulace neunitárních transformací virtuální optickou soustavou. P°ed expe-
rimentální demonstrací neunitární transformace byly prov¥°eny vybrané optické prvky,
které byly sou£ástí optické soustavy a byla realizována obecná unitární transformace.
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Kapitola 1

Teoretická £ást

1.1 Konven£ní kvantová mechanika

V této sekci bude zaveden formalismus, se kterým se pracuje v hermitovské kvantové
mechanice. Budou uvedeny základní druhy operátor·, následn¥ bude formulován proces
m¥°ení v kvantové mechanice a zakon£ením této kapitoly bude zaveden pojem unitární
evoluce systému.

1.1.1 Kvantové stavy a skalární sou£in

V kvantové mechanice je kaºdý stav fyzikálního systému, nap°. poloha £i hybnost elek-
tronu obíhajícího kolem jádra atomu, popsán jeho stavovým vektorem |ψ⟩, nazýván
taktéº jako ket vektor nebo zkrácen¥ stav. Ket vektor lze geometricky reprezentovat
jako vektor v komplexním matematickém prostoru, který se nazývá Hilbert·v prostor
H. Jsou-li stavy |v1⟩ a |v2⟩ sou£ástí prostoru H, tak i stav

|ψ⟩ = c1|v1⟩+ c2|v2⟩ (1.1)

se nachází ve stejném prostoru H, kde koe�cienty c1,2 jsou obecn¥ komplexní £ísla.
Jedná se tedy o lineární systém a stav |ψ⟩ je superpozicí stav· |v1⟩ a |v2⟩ s váhami c1
a c2. Stav |ψ⟩ se v této form¥ nazývá £istý [1].

Hilbert·v prostor je de�nován skalárním sou£inem, který je obecn¥ komplexní.
V hermitovské kvantové mechanice se skalární sou£in nazývá hermitovský a zapisuje se
v tzv. Dirakovské notaci

[|ϕ⟩]†|ψ⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩, (1.2)

kde �†� zna£í hermitovské sdruºení (operace komplexní sdruºení �*� s transpozicí �T�)
a ⟨ϕ| zna£í bra vektor.

Vlastnosti skalárního sou£inu jsou sepsány v následujících bodech [1]:

� hermitovská symetrie

⟨ϕ|ψ⟩∗ = ⟨ψ|ϕ⟩, (1.3)

� linearita stavového vektoru ket

⟨ϕ|c1v1 + c2v2⟩ = c1⟨ϕ|v1⟩+ c2⟨ϕ|v2⟩, (1.4)

� antilinearita stavového vektoru bra

⟨c1w1 + c2w2|ψ⟩ = c∗1⟨w1|ψ⟩+ c∗2⟨w2|ψ⟩, (1.5)
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� pozitivn¥ de�nitní skalární sou£in

⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0; rovno nule práv¥, kdyº |ψ⟩ = 0. (1.6)

Pro vyjád°ení libovolného £istého stavu |ψ⟩ v prostoru H je nutné splnit tzv. relaci
úplnosti [1] ∑

i

|ui⟩⟨ui| = 1, (1.7)

kde tvar zápisu braket· |·⟩⟨·| zna£í vn¥j²í sou£in, 1 je operátorová jedni£ka, kterou lze
maticov¥ reprezentovat jako identitu a {|ui⟩} je diskrétní mnoºina bázových vektor·,
která na prostoru H tvo°í ortonormální bázi

⟨ui|uj⟩ = δi,j, (1.8)

kde δi,j je Kroneckerovo delta. Libovolný £istý stav |ψ⟩ lze potom vyjád°it v bázi t¥chto
vektor·

|ψ⟩ =
∑
i

ci|ui⟩. (1.9)

Kvantový systém ov²em m·ºe být tvo°en statistickým souborem {pk, |ψk⟩} £istých
stav·. Takový kvantový systém m·ºe být v £istém stavu |ψ1⟩ s pravd¥podobností p1,
nebo v £istém stavu |ψ2⟩ s pravd¥podobností p2 atd, kde pro pravd¥podobnosti musí
platit ∑

k

pk = 1. (1.10)

Tento stav systému se nazývá smí²ený. Pro popis smí²eného stavu jiº nesta£í zápis
stavu ve tvaru (1.9), ale je nutné zavést tzv. operátor hustoty [2]

ρ̂ =
∑
k

pk|ψk⟩⟨ψk| =
∑
k

pkρ̂k, (1.11)

kde ρ̂k je operátor hustoty £istého stavu |ψk⟩. Operátor hustoty ρ̂ reprezentuje smí²ený
stav neboli je sm¥sí r·zných £istých stav·, jestliºe alespo¬ dv¥ r·zné pravd¥podobnosti
pk jsou nenulové. Pokud platí pk = 1, potom operátor hustoty ρ̂ = ρ̂k popisuje pouze
jeden £istý stav. Operátor hustoty ρ̂ lze v bázi {|ui⟩} reprezentovat maticí, která se
nazývaná matice hustoty a jednotlivé elementy matice hustoty pro £istý stav ρ̂k jsou
dány následující relací

ρ̂k(i,j) = ⟨uk(i)|ρ̂k|uk(j)⟩ = ⟨uk(i)|ψk⟩⟨ψk|uk(j)⟩

=
∑
m,n

ck(m)c
∗
k(n)⟨uk(i)|uk(m)⟩⟨uk(n)|uk(j)⟩ = ck(i)c

∗
k(j).

(1.12)

V hermitovské kvantové mechanice obecný operátor hustoty spl¬uje následující
p°edpoklady [2]:

� operátor hustoty je hermitovský

ρ̂ = ρ̂†, (1.13)

� sou£et diagonálních element· matice hustoty je roven jedné

Tr{ρ̂} = 1, (1.14)
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� operátor hustoty je pozitivní

⟨ψ|ρ̂|ψ⟩ ≥ 1, pro v²echny stavy |ψ⟩, (1.15)

kde �Tr� zna£í stopu matice. Zavedení hermitovských operátor· bude provedeno v ná-
sledující kapitole.

Dále jsou dopln¥ny dodate£né vlastnosti pro operátor hustoty. Operátor hustoty ρ̂,
který reprezentuje smí²ený stav, má následující vlastnosti:

� není idempotentní

ρ̂2 ̸= ρ̂, (1.16)

� £istota operátoru je men²í neº jedna

Tr{ρ̂2} < 1. (1.17)

Operátor hustoty £istého stavu ρ̂k má následující vlastnosti:

� idempotence

ρ̂2k = ρ̂k, (1.18)

� £istota operátoru je rovna jedné

Tr{ρ̂2k} = 1. (1.19)

Kvantový systém popsaný statistickým souborem (1.11) nesmí být zam¥¬ován se
systémem, který lze reprezentovat £istým stavem (1.9). Zásadní rozdíly jsou, ºe bázové
vektory |ui⟩ jsou ortonormální, coº obecn¥ neplatí pro stavy |ψk⟩, a koe�cienty ci jsou
obecn¥ komplexní, kdeºto pravd¥podobnosti pk jsou pouze reálná £ísla. D·sledky t¥chto
rozdíl· budou popsány níºe.

1.1.2 Operátory v kvantové mechanice

V kvantové mechanice se vyuºívají zobecn¥né funkce zvané operátory. Operátor lze
zapsat ve form¥ matice, která se aplikuje na vektorovou formu stavu. Operátory lze
rozd¥lit na lineární a nelineární.

Lineární operátor L̂ se vyzna£uje tím, ºe komutuje s obecným komplexním £íslem
k [3] [

L̂, k
]
= L̂k − k L̂ = 0. (1.20)

P·sobením operátoru L̂ na stav |ψ⟩

L̂|ψ⟩ = |χ⟩, (1.21)

je vytvo°en nový obecný stav |χ⟩. Bra vektor stavu |χ⟩ je získán jeho hermitovským
sdruºením

|χ⟩† = ⟨χ| = ⟨ψ|L̂†, (1.22)
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kde L̂† je hermitovsky sdruºený operátor L̂. Vloºením operátoru L̂ do skalárního sou-
£inu lze nalézt identity, pod kterými se výsledek skalárního sou£inu s operátorem ne-
zm¥ní

[|ϕ⟩]†[L̂|ψ⟩] = [L̂†|ϕ⟩]†|ψ⟩ = [⟨ϕ|L̂]|ψ⟩

= ⟨ϕ|L̂|ψ⟩ = ⟨ψ|L̂†|ϕ⟩∗.
(1.23)

Závorky [L̂·], [·L̂] znázor¬ují sm¥r p·sobení operátoru. Dle (1.23) je irelevantní, zdali
operátor L̂ zap·sobí nejd°íve na stav |ψ⟩ a následn¥ se provede skalární sou£in, nebo
operátor L̂ zap·sobí na stav ⟨ϕ| a pak se provede skalární sou£in. Je nutné si pouze
uv¥domit, ºe pokud platí relace (1.21) a (1.22), pak platí relace ⟨ψ|L̂ = ⟨ξ|, kde ⟨ξ| je
nový obecný stav, pro který obecn¥ platí ⟨ξ| ≠ ⟨χ|.

Antilineární operátor Â nekomutuje s obecným komplexním £íslem k [3]

Âk = k∗Â. (1.24)

Operátor Â lze formáln¥ rozloºit na lineární a antilineární £ást

Â = L̂K̂, (1.25)

kde K̂ je antilineární £ást operátoru Â. Antilinární £ást K̂ musí provád¥t komplexní
sdruºení. P·sobení operátoru Â na ket vektor a následné získání bra vektoru se provádí
identicky jako v p°ípad¥ lineárního operátoru

Â|ψ⟩ = |ζ⟩ → |ζ⟩† = ⟨ζ| = ⟨ψ|Â†. (1.26)

Zm¥na oproti lineárnímu operátoru nastává v p°ípad¥, kdyº operátor Â je sou£ástí
skalárního sou£inu

⟨ϕ|[Â|ψ⟩] = [⟨ϕ|Â]|ψ⟩∗ = ⟨ψ|[Â†|ϕ⟩]. (1.27)

Zm¥na sm¥ru p·sobení operátoru Â je doprovázena komplexním sdruºením skalárního
sou£inu, protoºe komplexní sdruºení provád¥né antilineární £ástí K̂ musí být kompen-
zováno. Dirakova notace není úpln¥ názorná pro práci s antilineárními operátory. Je
taktéº namíst¥ zmínit, ºe výsledek sou£inu dvou antilineárních operátor· je operátor
lineární a výsledkem sou£inu lineárního s antilineárním je antilineární operátor [4].

Dále v kvantové mechanice existují alespo¬ dva velmi d·leºité druhy operátor·,
které se objevují skrz celou kvantovou teorii. Prvním druhem je unitární operátor Û .
Unitární operátor spl¬uje relaci [1]

Û Û † = Û †Û = 1. (1.28)

Operátor, který tuto relaci nespl¬uje, se nazývá neunitární. Operátor Û úzce souvisí
se skalárním sou£inem. P·sobí-li operátor Û na obecné stavy |ψ1⟩ a |ψ2⟩, vytvo°í nové
obecné stavy |ψ̃1⟩ a |ψ̃2⟩

Û |ψ1⟩ = |ψ̃1⟩,
Û |ψ2⟩ = |ψ̃2⟩,

(1.29)

pro které je výsledek skalárního sou£inu zachován

⟨ψ̃1|ψ̃2⟩ = ⟨ψ1|U †U |ψ2⟩ = ⟨ψ1|ψ2⟩, (1.30)

Unitární operátor tzv. zachovává skalární sou£in.
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Dal²ím operátorem je operátor hermitovský Ô, který spl¬uje vztah [1]

[|ψ⟩]†[Ô|ϕ⟩] = [Ô|ψ⟩]†|ϕ⟩. (1.31)

Z této relace vyplývá podmínka pro hermitovský operátor

Ô = Ô†. (1.32)

Pokud operátor tuto podmínku nespl¬uje, nazývá se nehermitovský. P·sobení hermi-
tovského operátoru Ô na stav |ψ⟩ je dáno následující relací

[Ô|ψ⟩]† = ⟨ψ|Ô. (1.33)

Hermitovskými operátory jsou vyjád°eny m¥°ící procesy u kvantov¥ mechanických jev·,
které budou popsány v následující kapitole.

1.1.3 M¥°ení v kvantové mechanice

K pozorování fyzikálního systému, m¥°ení, v kvantové mechanice slouºí hermitovské
operátory. Kaºdé m¥°ení fyzikální veli£iny O odpovídá jedné z vlastních hodnot ope-
rátoru Ô

Ô|un⟩ = an|un⟩, (1.34)

kde an je diskrétní vlastní hodnota operátoru Ô, |un⟩ se nazývá vlastní vektor neboli
vlastní stav operátoru Ô a diskrétní mnoºina vlastních vektor· {|un⟩} tvo°í ortonor-
mální bázi v prostoru H, z £ehoº plyne, ºe spl¬uje relaci uzav°enosti (1.7).

Od kaºdého m¥°ení se o£ekává výsledek v oboru reálných £ísel. Podmínkou tedy
je, aby an bylo reálné. Tato podmínka je okamºit¥ spln¥na, pokud Ô je hermitovský
(1.32).

Pokud je maticová forma hermitovského operátor Ô vyjád°ena v bázi vlastních
stav· {|un⟩}, potom kaºdé bu¬ce matice Ôm,n je p°i°azena hodnota

⟨um|Ô|un⟩. (1.35)

Jelikoº mnoºina vektor· {|un⟩} tvo°í ortonormální bází, maticová forma hermitovského
operátoru Ô bude mít diagonální formu.

Hermitovský operátor Ô lze vyjád°it jako váºenou sumu projektor· [2]

Ô =
∑
n

anP̂n =
∑
n

an|un⟩⟨un|, (1.36)

kde operátor P̂n je projektor, který projektuje do báze |un⟩⟨un| operátoru Ô s vlastní
hodnotou an.

P°i p·sobení projek£ního operátoru P̂m na obecný stav rozepsaný do superpozice
bázových vektor· |o⟩ =

∑
n cn|un⟩ dochází k tzv. kolapsu stavu do projektovaného

stavu
P̂m|o⟩ = cm|um⟩. (1.37)

Projekcí dochází ke ztrát¥ informace, protoºe po jejím provedení se jiº nelze dozv¥d¥t
více o superpozici stavu |o⟩, který p°e²el do stavu |um⟩. Superpozice stavu |o⟩ je projekcí
nenávratn¥ zni£ena.
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Pravd¥podobnost nalezení stavu |o⟩ ve stavu |un⟩, a tedy nam¥°ení hodnoty an, je
dána vztahem

P(an) = ⟨o|P̂n|o⟩ = ⟨o|un⟩⟨un|o⟩ =
∑
i,j

c∗i cj⟨ui|un⟩⟨un|uj⟩ = |cn|2. (1.38)

Jako amplituda pravd¥podobnosti se ozna£uje ⟨un|o⟩ = cn.
Pro zachování fyzikální interpretace je poºadováno, aby platila relace

⟨o |o ⟩ =
∑
n

c∗ncn⟨un|un⟩ =
∑
n

|cn|2 =
∑
n

P(an) = 1. (1.39)

Stav |o⟩ m·ºe popisovat otev°ený kvantový systém, to je systém, který interaguje se
svým okolím. Stav |o⟩ potom nemusí spl¬ovat relaci (1.39), a proto se zavádí tzv.
normalizace stavu

|o⟩ = |o⟩√
⟨o|o ⟩

, (1.40)

kde
√
⟨o|o⟩ je norma stavu |o⟩. Pokud stav |o⟩ op¥t nespl¬uje relaci (1.39), stav |o⟩

nelze normalizovat. Takový stav nemá fyzikální interpretaci a nepopisuje tedy ºádný
reálný fyzikální systém.

Transformace stavu v uzav°ených kvantových systémech je provád¥na práv¥ unitár-
ními operátory. V p°ípad¥, ºe stav |o⟩ spl¬uje relaci (1.39), bude ji spl¬ovat i po trans-
formaci obecným unitárním operátorem Û . Unitární operátor tzv. zachovává normu
stavu. To neplatí pro transformaci stavu projek£ním operátorem, jelikoº m¥°ící proces
nutn¥ interaguje s kvantovým systémem. Tato interakce procesu m¥°ení s m¥°eným sys-
témem je unikátní jev v kvantové mechanice. Vý²e popsaný princip se nazývá projek£ní
nebo von Neumannovo m¥°ení [2].

Je-li kvantový stav popsán statistickou sm¥sí £istých stav· {pk, |ok⟩}, matematický
popis m¥°ícího procesu je nutné zobecnit pouºitím matice hustoty ρ̂ z relace (1.11).
Pro vyjád°ení pravd¥podobnosti nam¥°ení hodnoty an maticí hustoty ρ̂ jsou dány dva
vztahy, které na sebe navazují. První vztah popisuje pravd¥podobnost nam¥°ení hod-
noty an, pokud je systém ve stavu |ok⟩

Pk(an) = ⟨ok|P̂n|ok⟩ = Tr{P̂nρ̂k} = |ck(n)|2, (1.41)

kde ρ̂k = |ok⟩⟨ok|. Druhý vztah zahrnuje pravd¥podobnost pk a ur£uje tedy celkovou
pravd¥podobnost nam¥°ení hodnoty an ve smí²eném systému

P(an) =
∑
k

pkTr{P̂nρ̂k} = Tr

{∑
k

pkP̂nρ̂k

}
= Tr{P̂nρ̂}. (1.42)

Ve vztahu (1.41) je pravd¥podobnost vyjád°ena £lenem |ck(n)|2. Tento £len je di-
agonálním elementem matice hustoty ρ̂k (1.12). Mimodiagonální element, ck(m)c

∗
k(n),

matice hustoty ρ̂k je tzv. interferen£ní £len a vyjad°uje koherenci systému, coº je vzá-
jemná souvislost mezi fází a amplitudou jednotlivých stav·. Pro pravd¥podobnost pk
v relaci (1.42) interferenci nelze získat.

1.1.4 Hamiltonián a Schödingerova rovnice

Jeden z postulát· kvantové mechaniky uvádí, ºe £asový vývoj uzav°eného systému je
°ízen £asov¥ závislou Schödingerovou rovnicí [1]

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ(t)|ψ(t)⟩, (1.43)
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kde Ĥ(t) je £asov¥ závislý Hamilton·v operátor, nazýván taktéº hamiltonián, který
popisuje celkovou energii systému, |ψ(t)⟩ je £istý stav systému v £ase t a ℏ je redukovaná
Plankova konstanta (ℏ = h

2π
, kde h je Planckovou konstanta).

Ve speciálních p°ípadech, kdy hamiltonián není £asov¥ závislý, Ĥ(t) = Ĥ, nap°.
hamiltonián kvantového harmonického oscilátoru, se kterým se lze setkat u kvanto-
vání elektromagnetického pole, °e²ení £asov¥ závislé Schödingerovy rovnice lze hledat
separací prom¥nných. Stav |ψ(t)⟩ se rozloºí na sloºky jednotlivých bázových vektor·

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cn(t)|un⟩,
∑
n

|cn(t)|2 = 1, (1.44)

kde £asov¥ závislá je pouze amplituda pravd¥podobnosti cn(t). �e²ení £asov¥ nezávislé
£ásti vyústí v nalezení tzv. £asov¥ nezávislé Schrödingerovy rovnice, která je rovnicí
pro vlastní £ísla hamiltoniánu Ĥ

Ĥ|un⟩ = En|un⟩, (1.45)

kde En je vlastní £íslo hamiltoniánu Ĥ, které odpovídá energii systému ve stavu |un⟩.
Dosazením °e²ení £asov¥ nezávislé Schrödingerovy rovnice (1.45) do £asov¥ závislé
Schrödingerovy rovnice (1.43) a následným vy°e²ením lze získat £asový vývoj stavu

|ψ(t)⟩ =
∑
n

e−iEnt/ℏcn(0)|un⟩. (1.46)

�asový vývoj systému je dán zm¥nou komplexní fáze. Obecn¥ se tato transformace
nazývá evoluce systému a je dána evolu£ním operátorem Û(t,t0), který transformuje
stav systém v £ase t0 do jakéhokoliv budoucího stavu systému v £ase t

Û(t,t0)|ψ(t0)⟩ = e−iĤ(t−t0)/ℏ|ψ(t0)⟩ = |ψ(t)⟩. (1.47)

�asový vývoj systému je tedy perfektn¥ znám a vývoj systému je deterministický, tedy
platí princip kauzality.

Jelikoº vlastní £ísla hamiltoniánu Ĥ odpovídají energii systému, o£ekává se, ºe tyto
vlastní £ísla pat°í do mnoºiny £ísel reálných. Tato podmínka je okamºit¥ spln¥na, pokud
hamiltonián je hermitovský (1.32). Podmínka hermiticity hamiltoniánu taktéº zajistí,
ºe evolu£ní operátor je unitární (1.28)

Û(t,t0)
†Û(t,t0) = eiĤ

†(t−t0/ℏ)e−iĤ(t−t0/ℏ) = 1, (1.48)

tedy evoluce uzav°eného kvantového systému je dána unitárním operátorem. O takovém
systému se °íká, ºe jeho £asový vývoj je unitární. P°i unitární evoluci systému nedochází
ke ztrát¥ informace o stavu, a tedy pravd¥podobnosti v tomto systému jsou zachovány.

1.2 PT -symetrie a nehermitovská kvantová mecha-

nika

V roce 1998 Bender a Boettcher zve°ejnili klí£ovou práci, ve které popisují novou sy-
metrii pro kvantov¥mechanický Hamilton·v operátor, jehoº vlastní £ísla jsou reálná,
ale nespl¬uje podmínku hermiticity [5]. Tuto symetrii nazvali PT -symetrie, anglicky
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parity-time symmetry. Nalezením této nové symetrie poukazují na skute£nost, ºe her-
miticita je podmínkou dosta£ující, nikoliv nutnou pro reálnost vlastních £ísel hamilto-
niánu. Motivací pro porozum¥ní PT -symetrické teorie je získání nového nástroje pro
°e²ení otev°ených systém·.

Na otev°ený systém lze nahlíºet jako na vybraný subsystém z mnoha systém·,
které jsou vzájemn¥ sp°aºeny. Protoºe °e²ený subsystém je propojen s velkým mnoº-
stvím systém·, které se jednotliv¥ nazývají rezervoár, dochází k p°esunu energie mezi
subsystémem a rezervoárem, tedy v subsystém dochází ke ztrátám nebo k zisku. Tato
nerovnováha je vyjád°ena disipa£ním £lenem, který obecn¥ zp·sobí neunitární evoluci
systému. P°i °e²ení dynamiky otev°ených systém· je nutné se uchýlit k aproximacím,
nap°. podmínka slabé interakce mezi subsystémem a rezervoárem nebo poºadavek, aby
evoluce stavu subsystému závisela pouze na sou£asném stavu, nikoliv na minulosti.
Je tedy vytvo°ena °ada poºadavk· pro subsystém a rezervoár, které omezují p°esnost
model·. Z tohoto d·vodu se hledají nové cesty, které by minimalizovali po£et t¥chto
poºadavk·. Zde p°ichází vý²e zmín¥ná PT -symetrie.

Název parity-time symmetry vystihuje dva fyzikální procesy. Operace
parity provede zrcadlení. Sou°adnicím kaºdého bodu systému bude zam¥n¥no
znaménko. Dal²í operace je time, která souvisí s £asem systém, a to konkrétn¥ tak, ºe
�obrací� sm¥r toku £asu. PT -symetrický systém si lze p°edstavit jako dva zrcadlov¥
promítnuté subsystémy, kdy v jednom dochází k zisku a v druhém ke ztrátám. Tyto
dva subsystémy jsou propojeny ur£itou �silou�, která de�nuje oblast, ve kterém se
nachází PT -symetrický systém. Tato oblast m·ºe být poru²ená, neporu²ená nebo
kritický bod.

V p°ípad¥, ºe v °e²eném subsystému dochází ke ztrátám, tak dle PT -symetrického
modelu je poºadavkem pouze kopie °e²eného subsystému, ve které dochází k zisku
a následné propojení obou subsystém· pro dosaºení rovnováhy. Je tedy irelevantní,
jestli v systému dochází ke ztrátám nebo k zisku, jelikoº popis bude obdobný. Z této
intuitivní p°edlohy PT -symetrické teorie se lze domnívat, ºe tato teorie je vhodným
nástrojem pro popis otev°ených systém·.

V následující sekci bude zavedena matematická terminologie pro PT -symetrii a
popsány její základní vlastnosti. Dále bude popsána nehermitovská teorie, a to kon-
krétn¥ pseudo-hermiticita a quasi-hermiticita a jejich spojitost s PT -symetrií. Bude
taktéº uveden vzorový p°íklad pro PT -symetrickou, pseudo-hermitovskou a quasi-
hermitovskou teorii.

1.2.1 Operátory P̂ a T̂

Operátor parity P̂ invertuje prostorové sou°adnice. Aplikací operátoru P̂ se zm¥ní
znaménka u prostorových veli£in: u operátoru polohy P̂x̂P̂−1 = −x̂ a u operátoru
hybnosti P̂ p̂P̂−1 = −p̂. Operátor P̂ je lineární operátor.

Operátor T̂ �p°evrací� tok £asu. Aplikací operátoru T̂ na operátory prostorových
veli£in provádí transformaci: u operátoru polohy T̂ x̂T̂ −1 = x̂, u operátoru hybnosti
T̂ p̂T̂ −1 = −p̂. Operátor T̂ dodate£n¥ provádí komplexní sdruºení T̂ iT̂ −1 = −i. Zm¥nu
znaménka u imaginární £ásti lze taktéº chápat jako p°evrácení sm¥ru vývoje systému,
který je dán evolu£ním operátorem (1.47). Jelikoº operátor T̂ provádí komplexní sdru-
ºení, jedná se o operátor antilineární. Bender a jeho kolegové ve v¥t²in¥ pracích [5], [6],
[7], [8] zvolili operátor T̂ jako jednoduché komplexní sdruºení �∗�.
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Tyto operátory v PT -symetrii musí splnit následující podmínky:

� operátory komutují[
P̂ , T̂

]
= 0 ⇒ P̂ je reálný, (1.49)

� operátory jsou involu£ní neboli sami sob¥ inverzní

P̂ = P̂−1, T̂ = T̂ −1 ⇒ (P̂T̂ )2 = 1, (1.50)

� operátor P̂ je invariantní v·£i operaci transpozice

P̂ = P̂T, (1.51)

� vlastní £ísla sou£inu operátor· P̂T̂ mají formu eiτ , kde τ je reálné £íslo.

Tato de�nice operátor· umoº¬uje zachovat kanonickou komuta£ní relaci [x̂,p̂] = i [5].
Invariance operátoru P̂ pod operací transpozice bude od·vodn¥na v následující kapi-
tole. D·kaz pro vlastní £ísla sou£inu operátor· P̂T̂ je následující

P̂T̂ ψ = λ|ψ⟩,

(P̂T̂ )2ψ = λ∗P̂T̂ |ψ⟩,

(P̂T̂ )2ψ = |λ|2|ψ⟩,

(P̂T̂ )2ψ = 1|ψ⟩ ⇒ λ = eiτ ,

(1.52)

kde byla vyuºita vlastnost antilineárního operátoru (1.24) a de�novaných vlastností
pro operátory P̂ a T̂ . Vlastní £ísla reálného involu£ního operátoru P̂ jsou rovny ±1 [9].
Komplexní fáze, která je vlastním £íslem sou£inu operátor· P̂T̂ , musí proto vycházet
z operátoru T̂ .

Podmínku involuce pro operátor T̂ lze zobecnit, a to na T̂ 2 = ±1. Operátor T̂ se na-
zývá sudý, platí-li T̂ 2 = 1, nebo lichý, pokud T̂ 2 = −1. Znaménko souvisí se systémem,
ve kterém operátor T̂ p·sobí. Pokud operátor T̂ p·sobí v bosonovém systému, takový
systém obsahuje £ástice s celo£íselným spinem, operátor T̂ je sudý, pokud p·sobí ve
fermionovém systému, systém obsahující £ástice s polo£íselným spinem, operátor T̂ je
lichý [10]. Bender a jeho kolegové pouºili v de�nici PT -symetrie pouze sudý operá-
tor, T̂ 2 = 1. V této práci se bude pracovat pouze se sudým operátorem T̂ . Zobecn¥ní
PT -symetrie s lichým operátorem T̂ lze nalézt v [10].

Bender de�noval PT -symetrický hamiltonián Ĥpt jako operátor, který je invariantní
v·£i sou£inu operátor· P̂ a T̂ [11], tedy

ĤPT
pt = P̂T̂ Ĥpt

(
P̂T̂
)−1

= Ĥpt,

ĤPT
pt = P̂T̂ ĤptP̂T̂ = Ĥpt,

(1.53)

kde �PT � zna£í PT sdruºení. Hamiltonián Ĥpt ov²em nekomutuje s operátory P̂ a T̂
zvlá²´ [

Ĥpt, P̂
]
̸= 0,

[
Ĥpt, T̂

]
̸= 0, (1.54)

ale pouze jako celek [
Ĥpt, P̂T̂

]
= 0. (1.55)
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Je známo, ºe pokud dva lineární operátory komutují, mají spole£né vlastní stavy.
Jelikoº hamiltonián Ĥpt komutuje se sou£inem lineárního a antilineárního operátoru
P̂T̂ , který se jako celek chová jako antilineární operátor, souvislost mezi komutujícími
operátory a jejich vlastními stavy jiº není tak p°ímá. M·ºe nastat situace, ºe i kdyº
tyto operátory komutují, nemají spole£né vlastní stavy [12].

Nyní za p°edpokladu, ºe stav |ψ⟩ je vlastním stavem operátor· Ĥpt a P̂T̂ lze napsat
rovnice pro vlastní hodnoty t¥chto operátor·

P̂T̂ |ψ⟩ = eiτ |ψ⟩,

Ĥpt|ψ⟩ = Ept|ψ⟩,
(1.56)

kde Ept je vlastní £íslo hamiltoniánu Hpt. Znalost komuta£ní relace (1.55) dovoluje
napsat

ĤptP̂T̂ |ψ⟩ = P̂T̂ Ĥpt|ψ⟩. (1.57)

Nyní lze vyuºít rovnice pro vlastní hodnoty operátor· (1.56) a následn¥ antilinearity
operátoru T̂

Ĥpte
iτ |ψ⟩ = P̂T̂ Ept|ψ⟩,

eiτĤpt|ψ⟩ = E∗
ptP̂T̂ |ψ⟩,

eiτEpt|ψ⟩ = E∗
pte

iτ |ψ⟩.

(1.58)

Z poslední relace plyne
Ept = E∗

pt => Ept je reálné. (1.59)

Protoºe ale m·ºe nastat situace, ºe stav |ψ⟩ nebude vlastním stavem sou£inu ope-
rátor· P̂T̂ , tedy P̂T̂ |ψ⟩ ≠ eiτ |ψ⟩, ale bude pouze vlastním stavem hamiltoniánu Ĥpt,
komuta£ní relace (1.55) není dostate£nou podmínkou, aby vlastní £ísla hamiltoniánu
Ĥpt byla reálná. PT -symetrie je p°esto dostate£n¥ silnou podmínkou, jelikoº charakte-
ristický polynom pro hamiltonián Ĥpt reálný je [13]

det
(
Ĥpt − Ept1

)
= 0,

det
(
P̂T̂ ĤptP̂T̂ − Ept1

)
= 0,

det
(
T̂ ĤptT̂ − Ept1

)
= 0,

det
(
Ĥ∗
pt − Ept1

)
= 0,

(1.60)

kde �det� zna£í determinant. V charakteristickém polynomu (1.60) bylo vyuºito vlast-
nosti determinantu

det
(
X̂Ŷ

)
= det

(
Ŷ X̂

)
,
[
X̂,Ŷ

]
̸= 0, (1.61)

kde X̂ a Ŷ jsou obecné operátory. Hamiltoniány Ĥpt a Ĥ∗
pt mají stejná vlastní £ísla.

Tato vlastní £ísla mohou být reálná nebo tvo°it komplexn¥ sdruºené páry [14].
Pro nahlédnutí do výsledku (1.60) lze vyuºít p°íklad matice X̂ a její komplexn¥

sdruºené formy X̂∗

X̂ =

(
i x
1 −i

)
, X̂∗ =

(
−i x∗

1 i

)
, (1.62)
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kde parametr x je obecn¥ komplexní £íslo. Vlastní £ísla t¥chto matic jsou

λX± = ±
√
x− 1, λX∗± = ±

√
x∗ − 1, (1.63)

kde λX± a λX∗± jsou vlastní £ísla pro matice X̂ a X̂∗. Vlastní £ísla λX± a λX∗± jsou si
rovny pouze v p°ípad¥, pokud parametr x reálný. Dále pokud platí x ≥ 1, vlastní £ísla
jsou pouze reálná, jinak tvo°í komplexn¥ sdruºené páry.

Pokud vlastní £ísla hamiltoniánu Ĥpt jsou reálná, jeho vlastní stavy jsou taktéº
vlastními stavy sou£inu operátor· P̂T̂ . PT -symetrický kvantový systém se nachází
v oblasti tzv. neporu²ené PT -symetrie. Pokud vlastní £ísla hamiltoniánu Ĥpt tvo°í
komplexn¥ sdruºené páry, jeho vlastní stavy nejsou vlastními stavy sou£inu operátor·
P̂T̂ . PT -symetrický systém se potom nachází v oblasti poru²ené PT -symetrie. Oblast
mezi t¥mito dv¥ma stavy se nazývá kritický bod [14].

1.2.2 Skalární sou£in a £asový vývoj v PT -symetrii

Jak jiº bylo zmín¥no, vývoj uzav°eného systému lze získat °e²ením £asové Schrödinge-
rovy rovnice (1.43). Pro £asov¥ nezávislý hermitovský hamiltonián Ĥ je získán unitární
evolu£ní operátor Û(t,t0) ve tvaru (1.47).

Hamiltonián Ĥpt v PT -symetrii obecn¥ nespl¬uje podmínku hermiticity (1.32), ale
jeho symetrie je dána vztahem (1.53). Jelikoº hamiltonián je úzce spjat s evolu£ním
operátorem, nehermiticita hamiltoniánu zp·sobí, ºe £asový vývoj systému p°estane být
unitární. I kdyº není spln¥na podmínka unitarity (1.28), lze provést úpravy, kterými
se zajistí, aby se systém vyvíjel unitárn¥. V p°ípad¥ PT -symetrie po£átek této úpravy
spo£ívá v p°episu hermitovského skalárního sou£inu (1.2) na PT -symetrický [11]

[|ϕ)]PT |ψ) = [P̂T̂ |ϕ)]T|ψ) = (ϕ|ψ), (1.64)

kde |·) a (·| je nov¥ de�novaná notace pro ket a bra vektor. Normalizace stavu v PT -
symetrii má stejnou formu jako v hermitovské hermitovské mechanice

|ψ) = |ψ)√
(ψ|ψ)

, (1.65)

kde |ψ) je normalizovaný stav |ψ).
V porovnání s hermitovským skalárním sou£inem (1.2) lze °íci, ºe bylo explicitn¥

vyjád°eno komplexní sdruºení stavového vektoru bra ve form¥ operátoru T̂ a dále byl
p°idán operátor P̂ , aby byla zachována komuta£ní relace (1.55). Fáze sou£inu operátor·
P̂T̂ , eiτ , není uvedena, protoºe se jedná o globální fázi a správnou volbou stavu, na
který sou£in operátor· P̂T̂ p·sobí, ji lze zvolit jednotkovou.

Jelikoº vlastní £ísla sou£inu operátor· P̂T̂ mohou nabývat záporných £ísel, PT ska-
lární sou£in m·ºe být negativní. Negativní skalární sou£in pat°í do t°ídy inde�nitních
skalárních sou£in· [11]. Tato vlastnost je v p°ímém rozporu s podmínkou pozitivní de�-
nity pro skalární sou£in, viz kapitola 1.1.1. Problém negativního skalárního sou£inu lze
ihned zpozorovat p°i snaze splnit podmínku zachování celkové pravd¥podobnost (1.39).
Negativní skalární sou£in musí být z d·vodu fyzikální interpretace odmítnut. Z tohoto
d·vodu se k operátor·m P̂ a T̂ p°ipojuje dal²í operátor, zvaný Ĉ, který negativní
skalární sou£in vrací zp¥t na pozitivní a tím navrací fyzikální interpretaci skalárnímu
sou£inu [11].
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Operátor Ĉ lze vyjád°it jako sumu projektor· vlastních stav· |vi) hamiltoniánu Ĥpt

[11]
Ĉ =

∑
i

|vi)(vi|. (1.66)

Operátory Ĉ a P̂T̂ mají stejná vlastní £ísla, jelikoº stav (vi| je vytvo°en práv¥ p·sobe-
ním sou£inem operátor· P̂T̂ na |vi). Je-li vlastní £íslo sou£inu operátor· P̂T̂ záporné,
bude záporné i vlastní £íslo operátoru Ĉ. PT skalární sou£in p°echází na obecn¥j²í tzv.
CPT skalární sou£in

[|ϕ)]CPT |ψ) = [ĈP̂T̂ |ϕ)]T|ψ) = (ϕ|ψ), (1.67)

kde �CPT � zna£í CPT sdruºení. Takto de�novaný skalární sou£in bude jiº pozitivn¥
de�nitní. Pro operátor Ĉ se p°edpokládá spln¥ní následujících podmínek [11]:

� komuta£ní relace[
Ĉ, P̂T̂

]
= 0,

[
Ĉ, Ĥpt

]
= 0, (1.68)

� obecn¥ platí

Ĉ ̸= P̂ ,
[
Ĉ, P̂

]
̸= 0, (1.69)

� operátor Ĉ je obecn¥ komplexní[
Ĉ, T̂

]
̸= 0, (1.70)

� ekvivalence

ĈP̂ = P̂Ĉ∗, (1.71)

� involuce

Ĉ = Ĉ−1. (1.72)

Následn¥ dochází k roz²í°ení podmínky pro PT -symetrický hamiltonián z relace (1.53)
na

ĤCPT
cpt = ĈP̂T̂ Ĥcpt

(
ĈP̂T̂

)−1

= Ĥcpt,

ĤCPT
cpt = ĈP̂T̂ ĤcptT̂ P̂Ĉ = Ĥcpt,

(1.73)

kde Ĥcpt je CPT -symetrický hamiltonián. Výpo£et operátoru Ĉ v prostorových sou°ad-
nicích pro konkrétní druhy hamiltonián· byl proveden nap°. poruchovou metodou [15],
[16].

V [11] a [17] je uvedeno, ºe tato modi�kace skalárního sou£inu a zavedení CPT -
symetrického hamiltoniánu m·ºe být komplexním roz²í°ením, nikoliv zobecn¥ním
hermitovské kvantové mechaniky. Je taktéº roz²í°en název parity-time symmetry na
charge- parity-time symmetry [17]. Název charge vychází z názvu pro operátor v £ásti-
cové fyzice, který v matematické teorii zam¥¬uje £ástici za anti£ástici. Tento operátor
je zde spojován i s operátory p°evrácení £asu a paritou, které jsou taktéº sou£ástí
PT -symetrie. Propojení mezi operátorem Ĉ v CPT -symetrické kvantové mechanice a
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stejnojmenným operátorem v £ásticové fyzice není ov²em je²t¥ zcela jasné [17] a na
toto téma byly vzneseny námitky [18].

P·sobení CPT -symetrického hamiltoniánu na stav v CPT -symetrii, Ĥcpt|ψ), pro-
bíhá identicky jako v hermitovské mechanice. Zajímavé je se ov²em podívat na CPT
sdruºenou formu této relace

[Ĥcpt|ψ)]CPT . (1.74)

V p°íkladu pro hermitovskou mechaniku je hermitovské sdruºení identické pro stav i
operátor, resp. hamiltonián, tedy je provedena operace komplexní sdruºení a transpo-
zice v obou p°ípadech, kdeºto de�nice CPT -symetrického hamiltoniánu (1.73) a CPT
sdruºení stavu (1.67) se li²í. CPT sdruºení stavu je de�nováno s dodate£nou ope-
rací transpozice. Intuitivn¥, operace transpozice slouºí pro správné násobení operátor·
v maticové form¥ a stav· ve vektorové. Pro transpozici dvou operátor· v maticové
form¥ platí relace (X̂Ŷ )T = Ŷ TX̂T. Z tohoto d·vodu bude provedeno CPT sdruºení
stavu a hamiltoniánu dle de�nice pro stav (1.67), tedy s operací transpozice[

ĈP̂T̂ |ψ)
]CPT

ĤCPT
cpt = (ψ|ĤT

cpt. (1.75)

Zde si lze v²imnout jisté neekvivalence s hermitovskou kvantovou mechanikou.
V p°ípad¥ hermitovské mechaniky je hermitovský operátor invariantní v·£i hermitov-
skému sdruºení, kdeºto v CPT -symetrii, bude-li CPT -symetrický hamiltonián CPT
sdruºen dle relace (1.67), potom z vý²e de�novaných podmínek platí ĤCPT

cpt = ĤT
cpt ̸=

Ĥcpt. Toto je d·sledek de�nice CPT -symetrického hamiltoniánu dle relace (1.53), pro-
toºe tato de�nice neobsahuje operaci transpozice. I kdyº CPT -symetrická, resp. PT -
symetrická teorie by nem¥la být slu£ována s hermitovskou, je zde ur£ité podez°ení,
ºe v de�nici CPT -symetrického hamiltoniánu (1.73) chybí práv¥ tato operace trans-
pozice. Toto poz°ení je správné a nap°. v [19] Bender uvádí, ºe pokud by CPT -
symetrický hamiltonián nebyl invariantní pod operací transpozice, jeho normalizované
vlastní stavy nebudou ortonormální. Dále je symetrie pod operací transpozice obecného
CPT -symetrického operátoru poºadována ve vývoji PT -symetrické operátoru v Hei-
senbergov¥ obraze [18], který bude následn¥ krátce zmín¥n.

�asový vývoj systému v hermitovské mechanice byl doposud p°eváºn¥ umíst¥n
v jeho stavech |ψ(t)⟩. Tomuto zápisu se °íká Schrödinger·v obraz, kdy £asový vý-
voj systému °e²í £asov¥ závislá Schrödingerova rovnice. �asový vývoj systému lze ale
p°esunout ze stavu do operátoru Ô, kterým slouºí pro m¥°ení fyzikální veli£iny O.
Stav je následn¥ konstantní v £ase, |ψ(t)⟩ → |ψ⟩, a £asovou závislost získává operátor,
Ô → Ô(t). Tomuto zápisu se °íká Heisenberg·v obraz. Schrödinger·v a Heisenber-
g·v obraz jsou fyzikáln¥ ekvivalentní, li²í se pouze Hilbert·v prostor, ve kterém se tyto
systémy popisují. Vývoj systému v Heisenbergov¥ obraze se °ídí Heisenbergovou rovnicí

d
dt
Ô(t) =

1

iℏ

[
Ô(t), Ĥ

]
, (1.76)

jejímº °e²ením je
Ô(t) = eiĤt/ℏÔ(0)e−iĤt/ℏ. (1.77)

V hermitovské mechanice je operátoru Ô hermitovský (1.32). Vzhledem k °e²ení (1.77),
podmínka hermiticity je zachována pro £as t > 0. V p°ípad¥ CPT -symetrie je obecný
operátor Ôcpt CPT -symetrický a ekvivalentní podmínka je vystiºena vztahem[

ĈP̂T̂ ÔcptT̂ P̂Ĉ
]T

= Ôcpt. (1.78)
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Je-li tato podmínka dodrºena pro £as t = 0, potom je dodrºena i pro v²echny následující
£asy t > 0. Tuto podmínku musí spl¬ovat i CPT -symetrický hamiltonián, jelikoº i
hamiltonián je operátor, který slouºí pro pozorování fyzikální veli£iny, kterou je celková
energie systému [18], [19], [12].

Je nutné tedy roz²í°it podmínku invariance CPT -symetrického hamiltoniánu z re-
lace (1.73) na

ĤCPT
cpt = [ĈP̂T̂ Ĥcpt(ĈP̂T̂ )−1]T = Ĥcpt,

ĤCPT
cpt = [ĈP̂T̂ ĤcptT̂ P̂Ĉ]T = Ĥcpt,

ĤCPT
cpt = ĈTP̂TT̂ TĤT

cptT̂ TP̂TĈT = Ĥcpt,

ĤCPT
cpt = ĤT

cpt = Ĥcpt.

(1.79)

Hamiltonián v CPT -symetrii se tak stává invariantní pod operací transpozice. S do-
date£ným dopln¥ním operace transpozice do de�nice CPT -symetrického hamiltoniánu,
se musí roz²í°it i podmínky kladeny na P̂ , T̂ a Ĉ, které jsou sepsány kapitolách 1.2.1
a 1.2.2. Tyto operátory musí pod operací transpozice P̂T, T̂ T a ĈT op¥t komutovat
s hamiltoniánem Hcpt. Tato podmínka je automaticky spln¥na, pokud:

� operátory P̂ , T̂ a Ĉ jsou invariantní pod operací transpozice

P̂ = P̂T, T̂ = T̂ T, Ĉ = ĈT. (1.80)

Dále v referenci [6] je upozorn¥no, ºe pokud by operátor nespl¬oval podmínku P̂ =
P̂T, potom by operátor Ĉ taktéº nebyl invariantní pod operací transpozice, a to by
zp·sobilo, ºe operátor Ĉ by nekomutoval s hamiltoniánem Ĥcpt, pro který platí Ĥcpt =

ĤT
cpt. Z tohoto d·vodu taktéº nemá smysl zobecnit operátor T̂ , provád¥jící komplexní

sdruºení, na operaci hermitovského sdruºení, jelikoº v²echny význa£né operátory v PT -
symetrii jsou invariantní v·£i operaci transpozice [6]. S vyuºitím t¥chto dodate£ných
podmínek jiº platí relace

[Ĥcpt|ψ)]CPT = (ψ|Ĥcpt. (1.81)

Do podmínky invariance PT (1.53), resp. CPT -symetrického hamiltoniánu (1.73)
není zvykem vkládat operaci transpozice. Jelikoº invariance pod operací transpozice je
nucena na CPT -symetrický hamiltonián z vý²e uvedených d·vod·, je zde tato operace
vloºena do podmínky pro CPT -symetrický hamiltonián (1.79).

Ze vztahu (1.67) lze usoudit, ºe operátory P̂ , T̂ a Ĉ není nutné aplikovat na stav
jako jeden balík, ale lze je aplikovat rozd¥len¥. Identity pro CPT skalární sou£in jsou

[|ϕ)]CPT |ψ) = [ĈP̂T̂ |ϕ)]T|ψ)

= [P̂T̂ |ϕ)]T[Ĉ|ψ)] = [T̂ |ϕ)]T[P̂Ĉ|ψ)]

= {[|ϕ)]T[T̂ P̂Ĉ|ψ)]}∗ = {[|ϕ)]T[ĈT̂ P̂|ψ)]}∗,

(1.82)

kde bylo vyuºito stanovených podmínek pro P̂ , T̂ , Ĉ a vlastností antilineárního ope-
rátoru ve skalárním sou£inu (1.27). Dopln¥ním skalárního sou£inu o CPT -symetrický
hamiltonián Ĥcpt lze získat následující identity

[ĈP̂T̂ |ψ)]T[Ĥcpt|ψ)] = [P̂T̂ |ψ)]T[ĈĤcpt|ψ)]

= [P̂T̂ |ψ)]T[ĤcptĈ|ψ)] = {[P̂|ψ)]T[T̂ ĤcptĈ|ψ)]}∗

= {[P̂|ψ)]T[Ĥ∗
cptT̂ Ĉ|ψ)]}∗ = {[|ψ)]T[ĤcptP̂T̂ Ĉ|ψ)]}∗.

(1.83)
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Záv¥rem této kapitoly bude proveden d·kaz, ºe CPT -symetrický hamiltonián Ĥcpt

je op¥t generátor unitární evoluce systému. V CPT -symetrii je £asový vývoj op¥t dán
evolu£ním operátorem Ûcpt(t) = e−iĤcptt/ℏ. CPT sdruºením unitárního operátoru Ûcpt
lze získat následující ekvivalence

Ûcpt(t)
CPT = [ĈP̂T̂ ÛcptT̂ P̂Ĉ]T

= ĈP̂T̂ e−iĤcptt/ℏT̂ P̂Ĉ

= ĈP̂eiĤ∗
cptt/ℏP̂Ĉ

= eiĤcptt/ℏ = Ûcpt(t)
−1,

(1.84)

kde Ûcpt(t)−1 je inverzní forma operátor Ûcpt(t). P·sobením operátoru Ûcpt(t) na stav
|ψ(0)), Ûcpt(t)|ψ(0)), je získán stav |ψ(t)) a následným provedením CPT -symetrického
skalárního sou£inu

(ψ(t)|ψ(t)) = (ψ(0)|Û(t)CPT Û(t)|ψ(0))

= (ψ(0)|eiĤcptt/ℏe−iĤcptt/ℏ|ψ(0)) = (ψ(0)|ψ(0)),
(1.85)

lze ov¥°it, ºe skalární sou£in je v £ase zachován.

1.2.3 Nehermitovská kvantová mechanika

PT -symetrie se vyzna£uje moºností inde�nitního skalárního sou£inu a nehermiticity
hamiltoniánu, kdy hermiticita je nahrazena invariancí pod operátory P̂ , T̂ a pop°. Ĉ.
Studium nehermitovských hamiltonián· a inde�nitních skalárních sou£in· bylo prove-
deno jiº v p°edchozích letech [18], [20]. Objev PT -symetrie inicioval ve v¥decké spole£-
nosti velký zájem o tyto matematické objekty.

Po uvedení PT -symetrické teorie byla rychle nalezena podobnost s jiº známou t°í-
dou nehermitovských hamiltoniánu, které se nazývají pseudo-hermitovské a jejich pod-
t°ída quasi-hermitovské [21], [22]. Tyto nehermitovské hamiltoniány se vyzna£ují shod-
nými vlastnostmi s PT -symetrickými, jejich zavedení je ov²em odli²né. V následujícím
textu bude zaveden pojem pseudo a quasi-hermiticita a bude vystiºena podobnost mezi
t¥mito teoriemi s PT -symetrií.

P°edpokládá se, ºe hamiltonián ĤV nespl¬uje podmínku hermiticity (1.32), evo-
lu£ní operátor ÛV , který je indukován hamiltoniánem ĤV je tedy neunitární a z toho
plyne, ºe hermitovský skalární sou£in (1.2) nebude invariantní v·£i evoluci generované
hamiltoniánem ĤV . Unitární evoluce systému lze dosáhnout ale i v p°ípad¥ zdánliv¥
neunitárního evolu£ního operátoru. Novou podmínku pro unitární operátor lze zapsat
ve tvaru

Û †
V (t) = V̂ Û−1

V (t)V̂ −1, (1.86)

kde operátor V̂ slouºí jako pomocná transformace, která zajistí podmínku unitarity
[23]. Nyní sta£í pouze do relace (1.86) dosadit za operátor Û−1

V inverzní exponenciální
tvar unitárního operátoru z relace (1.47) s hamiltoniánem ĤV a tím získat vztah mezi
operátory ĤV a V̂

Û †
V (t) = V̂ eiĤV t/ℏV̂ −1 = eiV̂ ĤV V̂

−1t/ℏ = eiĤ
†
V t/ℏ. (1.87)

Vsunutí operátor· V̂ a V̂ −1 do operátorové funkce eiĤV t/ℏ bylo moºné provést, jelikoº
k operátoru V̂ existuje inverzní tvar, coº je p°edpoklad z relace (1.86). Zde je jiº z°ejmé,
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ºe hamiltonián ĤV nemusí být hermitovský ve smyslu (1.32), a p°esto m·ºe generovat
£asový vývoj systému. Pokud operátor V̂ degraduje na jednotkový operátor, V̂ = 1,
nebo komutuje s nehermitovským hamiltoniánem, [ĤV , V̂ ] = 0, evolu£ní operátor ÛV
se stává op¥t unitárním ve smyslu (1.28) [23]. Nehermitovský hamiltonián ĤV získává
novou, obecn¥j²í podmínku hermiticity, která je dána vztahem

Ĥ‡
V = ĤV = V̂ −1Ĥ†

V V̂ , (1.88)

kde �‡� zna£í nový druh sdruºení, které se li²í od konven£ního hermitovského sdruºení
tím, ºe jeho sou£ástí je operátor V̂ . Dále, pokud V̂ spl¬uje následující podmínky:

� hermiticita

V̂ † = V̂ , (1.89)

� regularita

V̂ V̂ −1 = 1, (1.90)

� linearita

V̂ k V̂ −1 = k, (1.91)

potom se hamiltonián ĤV nazývá V -pseudo hermitovský [24].
Nyní se lze podívat, jak se ĤV bude chovat na skalárním sou£inu. Jak bylo zmín¥no

v kapitole 1.1.3, normalizované vlastní vektory hermitovské hamiltoniánu (1.32) tvo°í
ortonormální bázi na hermitovském skalárním sou£inu (1.8) a hermitovská matice má
v této bázi diagonální formu. Hermiticita hamiltoniánu taktéº dovolovala �volný pohyb�
hamiltoniánu v hermitovském skalárním sou£inu (1.31). Pokud hamiltonián p°estane
být hermitovský, ale bude rad¥ji V -pseudo hermitovský (1.88), tak jeho vlastní vektory
obecn¥ nebudou ortonormální na hermitovském skalárním sou£inu. Na základ¥ pseudo-
hermitovské teorie lze ale vytvo°it nový skalární sou£in, na kterém jiº ortonormální
budou [18].

Nová notace pro skalární sou£in je

⟨ϕ′|ψ′⟩V = ⟨ϕ′|V̂ |ψ′⟩, (1.92)

kdy tento skalární sou£in se nazývá V -pseudo. Operátor V̂ modi�kuje skalární sou£in
a tím upravuje metriku systému, resp. Hilbert·v prostor, a proto je nazýván metric-
kým operátorem. Samotné V -pseudo bra a ket vektory budou de�novány následujícím
zp·sobem [25]

|ψ′⟩‡V = [V̂ |ψ′⟩]† = ⟨ψ′|V , |ψ′⟩V = |ψ′⟩. (1.93)

Normalizace stavu na V -pseudo skalárním sou£inu má stejnou formu jako v hermitovské
mechanice [25]

|ψ′⟩V =
|ψ′⟩V√
⟨ψ′|ψ′⟩V

=
|ψ′⟩√

⟨ψ′|V̂ |ψ′⟩
, (1.94)

kde |ψ⟩V je normalizovaný stav |ψ⟩V . Identity pro V -pseudo skalární sou£in lze zapsat
jako

⟨ϕ′|ψ′⟩V = [|ϕ′⟩]‡|ψ′⟩V

= [V̂ |ϕ′⟩]†|ψ′⟩ = [|ϕ′⟩]†V̂ †|ψ′⟩

= ⟨ϕ′|V̂ |ψ′⟩.

(1.95)
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Chování hamiltoniánu ĤV na V -pseudo skalárním sou£inu je dáno následujícími iden-
titami

⟨ϕ|[ĤV |ψ′⟩]V = [Ĥ‡
V |ϕ

′⟩]‡|ψ′⟩V

= [V̂ Ĥ‡
V |ϕ

′⟩]†|ψ′⟩ = [V̂ V̂ −1Ĥ†
V V̂ |ϕ′⟩]†|ψ′⟩

= [Ĥ†
V V̂ |ϕ′⟩]†|ψ′⟩ = [V̂ ĤV |ϕ′⟩]†|ψ⟩

= [ĤV |ϕ′⟩]‡|ψ′⟩

(1.96)

Lze tedy °íct, ºe hamiltonián ĤV je hermitovský na V -pseudo skalárním sou£inu, kdy
jeho hermiticita je dána vztahem (1.88). Maticová forma hamiltoniánu ĤV bude mít
v bázi svých vlastních vektor· op¥t diagonální formu. Z toho plyne, ºe o hermiticit¥
hamiltonián· a v²eobecn¥ operátor· se lze bavit pouze ve spojení se skalárním sou£inem
[25].

Nehermitovská kvantová teorie, konkrétn¥ pseudo-hermitovská umoºnuje de�novat
nový nehermitovský skalární sou£in s metrickým operátorem a tento skalární sou£in
doplnit o soubor hamiltonián·, které jsou hermitovské na pseudo skalárním sou£inu.
Taktéº lze jít cestou opa£nou, a to vytvo°ením pseudo-hermitovského hamiltoniánu
a skalární sou£in doplnit o metrický operátor. Nevýhodou ov²em je, ºe pseudo ska-
lární sou£in je obecn¥ inde�nitní, tedy jeho norma m·ºe být záporná a tím se stává
nefyzikálním [18].

P°i porovnání pseudo-hermitovské a PT , resp. CPT -symetrické teorie si lze pov²im-
nout podobností mezi t¥mito teoriemi. Jak v pseudo-hermiticit¥, tak v CPT -symetrii
je poºadavkem modi�kace skalárního sou£inu operátorem, který zaji²´uje hermiticitu
hamiltoniánu na daném skalárním sou£inu. Rozpor ale p°ichází v de�nici t¥chto teo-
rií. Pro CPT -symetrii se hamiltonián °ídí vztahem (1.79), kde hamiltonián p°echází
v sám sebe bez pouºití konven£ního hermitovského sdruºení, kdeºto v p°ípad¥ de�nice
pseudo-hermiticity (1.88) je toto hermitovské sdruºení p°ítomné. Taktéº operátor V̂
obecn¥ nekomutuje s hamiltoniánem. Operátory P̂ , T̂ a Ĉ by tedy nem¥ly být zto-
toº¬ovány s metrickým operátorem V̂ . CPT -symetrie má taktéº pozitivn¥ de�nitní
skalární sou£in, kdeºto podmínky pro sestavení metrického operátoru nezaru£ují pozi-
tivní de�nitu V -pseudo skalárního sou£inu, a tedy V -pseudo skalární sou£inu je obecn¥
inde�nitní [25]. Výhodou u pseudo-hermitovské teorie ov²em m·ºe být, ºe jelikoº met-
rický operátor je de�nován zna£n¥ obecn¥, existuje jich nekone£né mnoºství, ze kterých
si lze vybrat. Existují tedy metrické operátory, pod kterými je skalární sou£in pouze
kladný [18].

Nech´ existuje operátor V̂+, který spl¬uje vý²e uvedené podmínky pro metrický
operátor v pseudo-hermitovské teorii a sou£asn¥ je pozitivn¥ de�nitní, tedy jeho vlastní
£ísla jsou kladná a jsou nulová pouze pro nulové stavy. Hamiltonián ĤV+ se nazývá V -
quasi-hermitovský, jestliºe s operátorem V̂+ spl¬uje relaci (1.88). Následn¥ lze ukázat
izomor�smus mezi V -quasi-hermitovským hamiltoniánem a jeho hermitovskou formou
[25], [18].

Pro provedení tohoto d·kazu je nejd°íve nutné nalézt odmocninou formu metrického
operátoru

V̂+
1
2 = η̂, V̂+ = η̂†η̂ = η̂η̂, (1.97)

která je dob°e de�novaná, jelikoº V̂+ pozitivn¥ de�nitní [25]. Z pozitivní de�nity a her-
miticity operátoru V̂+ plyne, ºe jeho odmocniná forma η̂ bude taktéº pozitivn¥ de�nitní
a hermitovská. Odmocninné vyjád°ení metrického operátoru V̂+ spolu s hamiltoniánem
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ĤV+ dovoluje p°epsat vztah (1.88) do tvaru

η̂−1Ĥ†
V+
η̂ = η̂ĤV+ η̂

−1, (1.98)

kde
η̂ĤV+ η̂

−1 = Ĥ (1.99)

je transformace hamiltoniánu ĤV+ na hamiltonián Ĥ, který je hermitovský na hermi-
tovském skalárním sou£inu (1.31). To, ºe hamiltonián Ĥ je opravdu hermitovský, se lze
p°esv¥d£it následujícím d·kazem [25]

Ĥ† = (η̂−1)†Ĥ†
V+
η̂†,

Ĥ† = (η̂−1)†V̂+ĤV+V̂
−1
+ η̂†,

Ĥ† = (η̂−1)†η̂†η̂ĤV+(η̂
†η̂)−1η̂†,

Ĥ† = η̂ĤV+ η̂
−1,

Ĥ† = Ĥ,

(1.100)

kde byly vyuºity vztahy (1.88), (1.97).
Skalární sou£in s operátory V̂+ a ĤV+ bude mít následující tvar

⟨ϕ′|ĤV+|ψ′⟩V+ = ⟨ϕ′|V̂+ĤV+|ψ′⟩
= ⟨ϕ′|η̂†η̂(η̂−1Ĥη̂)|ψ′⟩ = ⟨ϕ′|η̂†Ĥη̂|ψ′⟩
= ⟨ϕ|Ĥ|ψ⟩,

(1.101)

kde byly de�novány nové stavy

η̂|ψ′⟩ = |ψ⟩, ⟨ϕ′|η̂ = ⟨ϕ|. (1.102)

Zde je nutné upozornit, ºe stav |ψ′⟩V+ , resp. ⟨ϕ|V+ je normalizován dle relace (1.94),
kdeºto stav |ψ⟩, resp. ⟨ϕ| je normalizován na konven£ním hermitovském skalárním
sou£inu (1.40).

Dále lze ukázat, ºe vlastní stavy |n′
i⟩V+ a |ni⟩ operátor· ĤV+ a Ĥ mají stejná vlastní

£ísla ni [25]
ĤV+|n′

i⟩V+ = (η̂−1ĥη̂)η̂−1|ni⟩

= η̂−1ĥ|ni⟩ = niη̂
−1|ni⟩

= ni|n′
i⟩V+ .

(1.103)

Nabízí se tedy otázka, lze CPT -symetrickou teorii napasovat na pseudo-
hermitovskou, pop°ípad¥ quasi-hermitovskou teorii? Ukazuje se, ºe ano. V referencích
[21], [26], [27] je dokázáno, ºe kaºdý PT -symetrický diagonalizovatelný hamiltonián
je pseudo-hermitovský. Tento d·kaz byl roz²í°en v referenci [28] na PT -symetrický
nediagonalizovatelný hamiltonián s kone£nou dimenzí. Dále v referenci [22] je uká-
záno, ºe jestliºe PT -symetrický hamiltonián se nachází v neporu²ené oblasti, tak tento
hamiltonián je quasi-hermitovský. Sou£asn¥ quasi-hermitovská teorie není roz²í°ením
konven£ní hermitovské kvantové mechaniky [29]. V následující kapitole bude prove-
dena ukázka PT -symetrického hamiltoniánu a následn¥ bude nalezena jeho pseudo a
quasi-hermiticita.

26



1.2.4 Ukázka výpo£t· pro PT -symetrickou, pseudo a quasi-

hermitovskou teorii

Pro ukázku PT -symetrického hamiltoniánu bude vyuºit p°íklad, který Bender a jeho
kolegové uvádí v referenci [17]. PT -symetrický hamiltonián je vyjád°en ve form¥ matice
s dimenzí 2× 2 a jeho rozbor bude proveden pro neporu²enou oblast dle kapitol 1.2.1
a 1.2.2. Práce s PT -symetrickým hamiltoniánem bude roz²í°ena o transformaci na
pseudo a následn¥ quasi-hermitovskou formu dle teorie uvedené v kapitole 1.2.3.

Pro nalezení 2 × 2 PT -symetrické matice je nutné si nejd°íve de�novat operátor
parity P̂ a operátor p°evrácení £asu T̂ . Jelikoº T̂ je antilineární, jeho nejjednodu²²í
forma je komplexní sdruºení

T̂ ≡ ∗. (1.104)

Operátor P̂ , vzhledem ke stanoveným podmínkám v kapitole 1.2, odpovídá reálné in-
volu£ní matici, která je sou£asn¥ invariantní pod operací transpozice. Matice operátoru
P̂ lze zapsat ve tvaru

P̂ =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
, (1.105)

kde θ je reálné £íslo. V následující ukázce posta£í jednodu²²í forma P̂ , proto se zvolí
θ = π/2. Operátor P̂ potom bude vyjád°en jako

P̂0 =

(
0 1
1 0

)
. (1.106)

Pro odvození PT -symetrického hamiltoniánu se bude vycházet z matice s osmi
volnými parametry

Ĥk =

(
aeiα beiβ

ceiγ deiδ

)
, (1.107)

kde a, b, c, d, α, β, γ, δ jsou reálná £ísla. Matice (1.107), spolu se vztahy (1.106) a
(1.104) se vloºí do de�nice PT -symetrického hamiltoniánu (1.53)

Ĥk = P̂0T̂ ĤkT̂ P̂0,

Ĥk = P̂0Ĥ
∗
kP̂0,(

aeiα beiβ

ceiγ deiδ

)
=

(
0 1
1 0

)(
ae−iα be−iβ

ce−iγ de−iδ

)(
0 1
1 0

)
,(

aeiα beiβ

ceiγ deiδ

)
=

(
de−iδ ce−iγ

be−iβ ae−iα

)
.

(1.108)

Poloºením a = d, b = c, α = −δ, β = −γ je získán hamiltonián, který je invariantní
pod operátory P̂0 a T̂

Ĥk =

(
aeiα beiβ

be−iβ ae−iα

)
. (1.109)

Pro PT -symetrický hamiltonián bylo taktéº poºadováno, aby byl invariantní pod ope-
rací transpozice (1.79), proto tato podmínka bude pro hamiltonián Ĥk dopln¥na

Ĥk = ĤT
k(

aeiα beiβ

be−iβ ae−iα

)
=

(
aeiα be−iβ

beiβ ae−iα

)
.

(1.110)
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Poloºením β = 0 je získána �nální maticová forma PT -symetrického hamiltoniánu

Ĥpt =

(
aeiα b
b ae−iα

)
. (1.111)

Výpo£et vlastních hodnot a vlastních vektor· pro hamiltonián Ĥpt se provede dle
charakteristické rovnice

det
(
Ĥpt − λ1

)
= 0,

det

(
aeiα − λ b

b ae−iα − λ

)
= 0,

λ2 − 2aλ cosα + a2 − b2 = 0.

(1.112)

�e²ení kvadratické rovnice pro vlastní £ísla λ lze zapsat ve tvaru

λHpt± = a cosα±
√
b2 − a2 sin2 α. (1.113)

V °e²ení pro vlastní £ísla λHpt± vystupuje £len pod odmocninou, který za ur£itých
podmínek m·ºe být záporný. Platí-li b2 < a2 sin2 α, potom vlastní £ísla λHpt± mají
komplexní £ást a jelikoº kvadratická rovnice má dv¥ °e²ení, vlastní £ísla se vyskytují
v komplexn¥ sdruºených párech. Pro tento p°ípad se hamiltonián Ĥpt nachází v ob-
lasti poru²ené PT -symetrie. V této oblasti vlastní vektory hamiltoniánu Ĥpt nebudou
vlastními vektory sou£inu operátor· P̂T̂ . P°i spln¥ní podmínky b2 > a2 sin2 α se hamil-
tonián Ĥpt p°esouvá do oblasti neporu²ené PT -symetrie. Zde jsou vlastní £ísla λHpt±

pouze reálné a vlastní vektory hamiltoniánu Ĥpt jsou vlastními vektory sou£inu operá-
tor· P̂T̂ . P°i spln¥ní podmínky b2 = a2 sin2 α dochází k degeneraci vlastních £ísel ze
dvou pouze na jedno. Tato oblast se nazývá kritický bod.

Nyní se bude pokra£ovat s maticovou formou hamiltoniánu Ĥpt z relace (1.111), a
to v oblasti neporu²ené PT -symetrie. Pro tento p°ípad je výhodné zavést substituci

sinΩ =
a

b
sinα, (1.114)

kde Ω je reálné £íslo. Tato substituce vyjad°uje, ºe p°i spln¥ní podmínky |b| ≥ |a| lze
vºdy zvolit takové Ω, aby se funk£ní hodnota sinΩ nacházela v intervalu funk£ních
hodnot a/b sinα. Vloºení substituce do vlastních £ísel λHpt± lze získat

λHpt± = a cosα±
√
b2

√
1− a2

b2
sin2 α,

λHpt± = a cosα±
√
b2
√
cos2Ω.

(1.115)

Tak, aby bylo moºné provést odmocn¥ní z p°edchozí rovnice bez pouºití absolutní
hodnoty, bude p°edpokládáno pro argumenty b > 0 a cosΩ > 0, tedy −π/2 < Ω < π/2.
S tímto v¥domím pro vlastní £ísla λHpt± platí

λHpt± = a cosα± b cosΩ. (1.116)

Vlastní vektory |v±) pro Ĥpt lze získat °e²ením rovnice(
Ĥpt − λHpt±1

)
|v±) = 0. (1.117)
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Vloºením vlastních £ísel λHpt±, vyuºitím Eulerova vzorce eiα = cosα+ i sinα a substi-
tuce (1.114) lze rovnice (1.117) p°epsat do tvaru(

ib sinΩ∓ b cosΩ b
b −ib sinΩ∓ b cosΩ

)
|v±) = 0. (1.118)

�e²ením soustavy rovnic jsou získány vektory |v±) a jejich následnou normalizací dle
(1.65) je lze zapsat ve tvaru

|v+) =
1√

2 cosΩ

(
eiΩ

1

)
, |v−) =

i√
2 cosΩ

(
e−iΩ

−1

)
. (1.119)

Kaºdému ket vektoru |v±) lze p°i°adit bra vektor (v±| dle (1.64)

(v+| =
1√

2 cosΩ

(
1 e−iΩ

)
, (v−| =

1

i
√
2 cosΩ

(
−1 eiΩ

)
. (1.120)

Skalárním sou£inem lze ov¥°it ortonormálnost vlastních vektor·

(v±|v±) = ±1, (v±|v∓) = 0. (1.121)

Jak bylo °e£eno v kapitole 1.2, skalární sou£in v PT -symetrii m·ºe nabývat záporných
hodnot.

P°esné tvary vektor· |v±) se v r·zných pracích li²í. Nap°íklad v referenci [17] je
vyjád°en vlastní vektor jako |v+) = 1/

√
2 cosΩ(eiΩ/2 e−iΩ/2)T. Stejné vyjád°ení lze

získat i pro |v+) ve vztahu (1.119). Sta£í vyjád°it z |v+) ve vztahu (1.119) fázi eiΩ/2,
která m·ºe být následn¥ zanedbána, jelikoº se jedná o globální fázi, a tedy stav |v+) je
fyzikáln¥ identický stavu eiΩ/2|v+).

V kapitole 1.2 bylo p°edstaveno °e²ení pro navrácení PT skalárního sou£inu do
oboru kladných £ísel, a to zavedením operátoru Ĉ podle vztahu (1.66), jehoº maticové
vyjád°ení s pouºitím stav· |v±) z relací (1.119) a (1.120) je následující

Ĉ =
1

cosΩ

(
i sinΩ 1

1 −i sinΩ

)
=

(
i tanΩ secΩ
secΩ −i tanΩ

)
. (1.122)

Lze potom jednodu²e ov¥°it, ºe platí

Ĉ|v±) = ±|v±),
[
Ĉ, Ĥf

]
= 0. (1.123)

CPT skalární sou£in bude jiº pozitivn¥ de�nitní

[ĈP̂0T̂ |v±)]T|v±) = (v±|v±) = 1. (1.124)

Tyto stavy taktéº spl¬ují relaci úplnosti∑
i=+,−

|vi)[ĈP̂0T̂ |vi)]T = |vi)(vi| = 1. (1.125)

S pozitivn¥ de�nitním skalárním sou£inem a CPT -symetrickým hamiltoniánem Ĥpt

je jiº z°ejmé, ºe lze dosáhnout unitární evoluce systému, kde CPT -symetrický evo-
lu£ní operátor je dán vztahem (1.84). Nyní se nabízí p°esunout se z PT , resp. CPT -
symetrické teorie do pseudo-hermitovské a pokud moºno do quasi-hermitovské teorie,
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které byly popsány v kapitole 1.2.3. Pro tento p°esun bude vyuºita maticová forma
hamiltoniánu Ĥpt z relace (1.111).

Aby hamiltonián Ĥpt byl pseudo-hermitovský, musí spl¬ovat relaci (1.88). Metrický
operátor V̂ je hermitovská matice, ke které lze nalézt inverzní formu. Matice operátoru
V̂ s dimenzí 2× 2 lze vyjád°it jako

V̂ =

(
m keiκ

k e−iκ n

)
, V̂ −1 =

1

∆

(
n −keiκ

−ke−iκ m

)
, (1.126)

kde m, n, k, κ jsou reálná £ísla a ∆ = mn − k2, p°itom ∆ ̸= 0. Dosazením operátor·
Ĥpt a V̂ do podmínky pro pseudo-hermitovský operátor (1.88) je získána relace(

aeiα b
b ae−iα

)
=

1

∆

(
n −keiκ

−k−iκ m

)(
ae−iα b
b aeiα

)(
m keiκ

k−iκ n

)
,(

aeiα b
b ae−iα

)
=

1

∆

(
w11 w12

w21 w22

)
,

(1.127)

kde pro £leny wij platí

w11 = aeiα(k2 −mne−i2α) + bkeiκ(m− ne−i2κ),

w12 = b(−n2 + k2e2iκ) + akn(−1 + ei2α)e−i(α−κ),

w21 = akm(1− ei2αe−i(α+κ))− b(m2 − k2e−i2κ),

w22 = ae−iα(k2 −mnei2α) + bk e−iκ(m− nei2κ).

(1.128)

�e²ení této soustavy rovnic je nap°íklad m = n = 0, k = 1, κ = 0. Operátor V̂ pro
tento p°ípad nabude formy

V̂0 =

(
0 1
1 0

)
. (1.129)

Hamiltonián Ĥpt je tedy V0-pseudo-hermitický. Vlastní £ísla operátoru V̂0 jsou ov²em
λV0 = ±1. Skalární sou£in s operátorem V̂0 by byl inde�nitní a dle teorie v kapitole
(1.2.3) nelze hamiltonián Ĥpt transformovat pomocí operátoru V̂0 do hermitovské formy.
Protoºe ale °e²ení soustavy rovnic (1.127) není unikátní, je stále moºné pokra£ovat
s hledáním °ádného metrického operátoru. Lze si ale pov²imnout, ºe metrický operátor
V̂0 je roven operátoru parity P̂0 z relace (1.106). S touto znalostí lze vyuºít postupu,
který byl proveden v PT -symetrické £ásti tohoto p°íkladu, tentokrát se ov²em bude
pracovat v Dirakov¥ notaci.

Nejd°íve budou nalezeny vlastní vektory hamiltoniánu Ĥpt. Vlastní £ísla hamiltoni-
ánu Ĥpt budou op¥t ve tvaru (1.113). S pouºitím substituce (1.114) budou tyto vlastní
£ísla zapsány op¥t ve tvaru (1.116). Normalizace stav· bude provedena dle relace (1.94),
kde jako metrický operátor je zvolen V̂0. Výsledkem jsou normalizované tvary vlastních
vektor· ket

|v′+⟩V0 = |v′+⟩ =
1√

2 cosΩ

(
eiΩ

1

)
,

|v′−⟩V0 = |v′−⟩ =
i√

2 cosΩ

(
e−iΩ

−1

)
,

(1.130)

a vlastních vektor· bra

⟨v′+|V0 = ⟨v′+|V̂0 =
1√

2 cosΩ

(
1 e−iΩ

)
,

⟨v′−|V0 = ⟨v′−|V̂0 =
−i√
2 cosΩ

(
−1 eiΩ

)
.

(1.131)
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Tyto vektory jsou ekvivalentní s vektory v PT -symetrické £ásti p°íkladu (1.119),
(1.120)

|v′±⟩V0 = |v′±⟩ = |v±), ⟨v′±|V0 = ⟨v′±|V̂0 = (v±|. (1.132)

Skalární sou£in je tedy ortonormální, ale inde�nitní

⟨v′±|v′±⟩V0 = ⟨v′±|V̂0|v′±⟩ = ±1, ⟨v′±|v′∓⟩V0 = ⟨v′±|V̂0|v′∓⟩ = 0. (1.133)

Vytvo°ení pozitivn¥ de�nitního skalárního sou£inu lze provést zavedením nového
operátoru D̂, který je vytvo°en dle p°edlohy operátoru Ĉ z relace (1.66), kdeºto nyní
zapsáno v Dirakov¥ notaci

D̂ =
∑
i

|v′i⟩⟨v′i|V̂0. (1.134)

Po dosazení |v′±⟩ a V̂0 do vztahu pro D̂ je získána matice

D̂ =

(
i tanΩ secΩ
secΩ −i tanΩ

)
. (1.135)

Maticové vyjád°ení pro D̂ je rovno maticovému vyjád°ení operátoru Ĉ v relaci (1.122).
Finální forma metrického operátoru bude dána relací

V̂f = V̂0D̂,

V̂f =

(
secΩ −i tanΩ
i tanΩ secΩ

)
.

(1.136)

Posloupnost operátor· V̂0 a D̂ vychází z identit pro CPT skalární sou£in (1.82), kde
lze vy£íst stejné identity jako v následující relaci

⟨v′±|V̂f |v′±⟩ = ⟨v′±|V̂0D̂|v′±⟩ = ⟨v′±|D̂∗V̂0|v′±⟩

= [V̂0D̂
∗|v′±⟩]T|v±⟩ = [D̂V̂0|v′±⟩]T|v′±⟩.

(1.137)

Nyní je nutné ov¥°it, ºe metrický operátor V̂f spl¬uje podmínku pro pseudo-
hermitovský hamiltonián Ĥpt. Pro toto ove°ení je nutné navrátit operátor V̂f ze sub-
stituce (1.114)

V̂f =

(
b
a
secα −i tanα

i tanα b
a
secα

)
. (1.138)

Ov¥°ení prob¥hne dosazením parametr· m = n = b/a cosα, k = tanα a κ = −π/2 do
rovnic (1.128). Po provedení pot°ebných úprav je potvrzeno, ºe metrický operátor V̂f
spl¬uje podmínky pseudo-hermiticity s hamiltoniánem Ĥpt.

Vlastní £ísla operátoru V̂f jsou dány vztahem

λV̂f± =
b secα± a tanα

a
. (1.139)

Správnou volbou parametr· lze docílit, aby vlastní £ísla λV̂f± byla pouze kladná. Jedno
z moºných °e²ení je zvolit a > 0, b > a a −π/2 < α < π/2. P°i dodrºení t¥chto
podmínek lze dle kapitoly 1.2.3 p°epsat hamiltonián Ĥpt na hermitovský. Tento p°epis
bude nyní proveden.

Nejd°íve je nutné nalézt odmocinnou formu metrického operátoru V̂f vyjád°eného
v relaci (1.138). To se provede tak, ºe operátor V̂f se rozepí²e do trojice £len·

V̂f = Q̂Λ̂Q̂−1, (1.140)
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kde Q̂ je matice sloºená ze sloupcových vektor·, kterými jsou vlastní vektory V̂f , Q̂−1

je inverzní forma Q̂ a Λ̂ je diagonální matice, jejíº bu¬ky jsou vlastní £ísla V̂f . D·vodem
rozkladu V̂f na tyto £leny je jednoduché nalezení odmocninné formy

V̂
1
2
f = η = Q̂Λ̂

1
2 Q̂−1, (1.141)

kde operátor η a jeho inverzní forma η−1 transformuje, dle vztahu (1.99), quasi-
hermitovský hamiltonián do jeho hermitovské podoby. Dosazením p°íslu²ných para-
metr· do relace (1.140) je získáno vyjád°ení

V̂f =

(
−i i
1 1

)(
λV̂f+ 0

0 λV̂f−

)(
−i/2 1
i/2 1

)
. (1.142)

Maticové vyjád°ení operátoru η dle relace (1.141) je

η =

(
−i i
1 1

)√λV̂f+ 0

0
√
λV̂f−

( i/2 1
−i/2 1

)

=
1

2


√
λV̂f− +

√
λV̂f+ −i

[√
λV̂f+ −

√
λV̂f−

]
i

[√
λV̂f+ −

√
λV̂f−

] √
λV̂f− +

√
λV̂f+


(1.143)

a jeho inverzní formy

η−1 =
1

2
√
λV̂f+

√
λV̂f−


√
λV̂f− +

√
λV̂f+ −i

[√
λV̂f− −

√
λV̂f+

]
i

[√
λV̂f− −

√
λV̂f+

] √
λV̂f− +

√
λV̂f+

 . (1.144)

Hermitovský tvar hamiltoniánu Ĥpt je dán následující relací

Ĥ = ηĤptη
−1 = a cosα

 1
√
λV̂f+

√
λV̂f−√

λV̂f+

√
λV̂f− 1

 . (1.145)

Pokud jsou vlastní £ísla λV̂f± kladná, hamiltonián Ĥ je reálná matice invariantní pod
operací transpozice, tedy je i hermitovská. Podmínka kladných vlastních £ísel λV̂f±
je splnitelná, jak bylo popsáno vý²e. Lze si je²t¥ v²imnout, ºe uvedená °e²ení pro
kladná vlastní £ísla λV̂f±, viz relace (1.139, se prolínají se stanovenými podmínkami pro
neporu²ený PT -symetrický systém, viz relace (1.114). Pro vlastní £ísla hamiltoniánu
Ĥ platí relace

λH± = a cosα±
√
b2

√
1− a2

b2
sin2 α. (1.146)

Tato vlastní £ísla jsou ekvivalentní vlastním £ísl·m λHpt± z relace (1.115), a to odpovídá
výsledk·m z kapitoly 1.2.3.

Navzdory vyplývající ekvivalenci PT -symetrické teorie s jiº zavedenou nehermi-
tovskou kvantovou mechanikou, v pr·b¥hu n¥kolika let prob¥hlo mnoho aplikací PT -
symetrické teorie v experimentální oblasti [30], [31], [32], [33], [34], [35], kde velká
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pozornost byla v¥nována kritickému bodu PT -symetrického systému. Lze tedy p°ed-
pokládat rostoucí zájem pro studium této nov¥ p°edstavené PT -symetrické kvantové
teorie.

V následující kapitole bude po úvodu do teorie kvantové informatiky a základní
formulace lineární optiky provedena simulace a experimentální demonstrace obecné
neunitární transformace qubitu zakódovaného do polarizace. Tento experiment byl mo-
tivován objevem PT -symetrických hamiltonián·, které pat°í do t°ídy nehermitovských
hamiltonián·. Jelikoº nehermitovské hamiltoniány obecn¥ indukují neunitární evoluci,
lze proto o£ekávat, ºe experimentální realizace obecné neunitární transformace bude
v budoucnu ºádaným procesem.
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Kapitola 2

Experimentální £ást

2.1 Teoretická £ást k experimentu

2.1.1 Kvantový stav sv¥tla

V £íslicové technice pro reprezentaci informace, kterou nese zpráva, se pouºívá binární
£íslice zvaná bit. Bit m·ºe nabývat dvou hodnot, kdy tyto hodnoty jsou konven£n¥
zna£eny symboly �0� a �1�. Bity jsou následn¥ uspo°ádány do posloupností, kdy t¥mto
posloupnostem je p°i°azen význam. Fyzikální implementace bit· je provád¥na nap°. na
pevných discích zm¥nou magnetického pole magneticky aktivní vrstvy, domény, pomocí
cívky, kterou prochází proud. Na základ¥ orientace domény je místu p°i°azen symbol
binární £íslice �0� nebo �1�.

Informaci lze zakódovat i do kvantov¥ mechanických objekt· a v p°ípad¥ binárních
£íslic, které ur£ují minimáln¥ dva stavy, lze pouºít jakýkoliv dvoustatový kvantov¥
mechanický systém. Kvantovými objekty jsou nap°. fotony a zakódování informace
se provádí nap°. do dvou ortogonálních polarizací fotonu, kterými jsou nap°. stavy
horizontální |H⟩ a vertikální |V ⟩. Polarizaci |H⟩ je p°i°azen symbol binární £íslice �0�
a polarizaci |V ⟩ symbol �1�. Diskrétní stav lze potom zapsat jako superpozici t¥chto
stav· [2]

|ψ⟩ = α|H⟩+ β|V ⟩, (2.1)

kde stavy |H⟩ a |V ⟩ spole£n¥ tvo°í bázi a parametry α a β jsou amplitudy pravd¥po-
dobnosti, pro které platí |α|2+ |β|2 = 1. V porovnání s klasickými bity, kde m¥°ením je
získána vºdy stejná nam¥°ená hodnota m¥°ené veli£iny (s ohledem na nejistoty m¥°ení),
a tedy stejná hodnota bitu, kvantový objekt vykazuje jistou pravd¥podobnost nam¥-
°ení daného výsledku. Tato pravd¥podobnost je dána schopností superpozice stav·
kvantového objektu, viz kapitola 1.1.3, kterou klasická informace neumoº¬uje. Stav |ψ⟩
p°edstavuje základní jednotku informace, která se v kvantové informatice nazývá qubit,
kvantový bit.

Stavy |H⟩ a |V ⟩ lze vektorov¥ reprezentovat formou

|H⟩ =
(
1
0

)
, |V ⟩ =

(
0
1

)
. (2.2)

Stav |ψ⟩ lze p°epsat do tvaru [2]

|ψ⟩ = eiγ
(
cos

Γ

2
|H⟩+ eiΦ sin

Γ

2
|V ⟩
)
, (2.3)
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kde úhel 0 ≤ Γ ≤ π kvantitativn¥ ur£uje podíl |H⟩ a |V ⟩ ve stavu |ψ⟩, úhel 0 ≤
Φ < 2π je fáze mezi stavy |H⟩ a |V ⟩ a úhel 0 ≤ γ < 2π je globální fáze. Stav
|ψ⟩ lze zobrazit v tzv. Poincarého sfé°e, viz obr. 2.1, kde protilehlé body na osách
odpovídají vzájemn¥ ortonormálním stav·m, které mohou spolu tvo°í bázi. Globální
fáze eiγ odpovídá pooto£ení Poincarého sféry. Ostatní význa£né stavy na Poincarého
sfé°e lze vyjád°it jako superpozici bázovách stav· |H⟩ a |V ⟩:

|D⟩ = (|H⟩+ |V ⟩)/
√
2,

|A⟩ = (|H⟩ − |V ⟩)/
√
2,

|R⟩ = (|H⟩+ i|V ⟩)/
√
2,

|L⟩ = (|H⟩ − i|V ⟩)/
√
2,

(2.4)

kde |D⟩, |A⟩, |R⟩ a |L⟩ p°edstavuje diagonální, antidiagonální, pravoto£inou a levoto-
£inou polarizaci.

|D⟩

|A⟩

|H⟩ |V ⟩

|R⟩

|L⟩

|ψ⟩

Φ
Γ

Obr. 2.1. Vyobrazení stavu |ψ⟩ v Poincarého sfé°e s polariza£ními bázemi {|R⟩, |L⟩},
{|D⟩, |A⟩} a {|H⟩, |V ⟩}. Te£kované £áry jsou projekce stavu |ψ⟩ do osy z a roviny xy.
Stav |ψ⟩ je de�novaný úhlem Φ mezi rovinou xy a vektorem |ψ⟩ a dále úhlem Γ mezi
osou horizontální polarizace |H⟩ a projekcí vektoru |ψ⟩ do roviny xy.

2.1.2 Vybrané optické prvky pro manipulaci sv¥tla

Pro manipulaci elektromagnetického zá°ení, sv¥tla, se pouºívají optické prvky zvané
fázové desti£ky (FD), polarizátory (PL) a rozposouva£e svazku (anglicky beam displa-

cer, BD). Fázové desti£ky jsou optické prvky, které m¥ní polarizaci sv¥tla, polarizátory
jsou optické prvky, které propou²tí pouze vybranou polarizaci sv¥tla a BD slouºí pro
rozd¥lení svazku na dv¥ polariza£ní sloºky. B¥ºná fázová desti£ka, BD a n¥které druhy
polarizátor· jsou zkonstruovány z jednoosých anizotropních krystal·.

Jednoosý krystal se vyzna£uje jedním sm¥rem, ve kterém sv¥telný svazek bez závis-
losti na polarizaci cítí jeden index lomu. Tento sm¥r se nazývá optická osa. Sm¥r ²í°ení
svazku svírá s optickou osou obecný úhel ϑ a spolu tvo°í tzv. hlavní rovinu. Sv¥telný
svazek, jehoº polarizace je kolmá na hlavní rovinu, se nazývá °ádný (ordinární) a sva-
zek, který má polarizaci kolmou na polarizaci °ádného svazku, se nazývá mimo°ádný
(extraordinární). �ádný svazek cítí index lomu no a mimo°ádní svazek cítí index lomu
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ne(ϑ), který je závislý na úhlu ϑ a tato závislost má tvar elipsy s poloosami délky
no a ne. Lom svazku na rozhraní se °e²í Snellovým zákonem. V této práci se ov²em
pracuje pouze s kolmým dopadem svazku na rovinu krystalu, nedochází proto k lomu.
Podrobn¥j²í popis této problematiky lze nalézt v referenci [36].

a) b) c)
ϑ

δ

Obr. 2.2. a) Zobrazení krystalu fázové desti£ky, kde sm¥r ²í°ení svazku svírá s optickou
osou (£erchovaná £ára uzav°ena ²ipkami) úhel ϑ = 90◦, hlavní rovina je shodná s ro-
vinou nákresu, úhel dvojlomu δ = 0◦ a mimo°ádný svazek (£ervené £árky) p°edhání
°ádný svazek (modré body), pokud no > ne. b) Zobrazení Glan-Taylorova hranolu, kde
sm¥r ²í°ení svazku svírá s optickou osou úhel ϑ = 90◦ pro oba hranoly, hlavní rovina
je shodná s rovinou nákresu, nedochází k dvojlomu, δ = 0◦ a p°i spln¥ní podmínky
no > ne se °ádný svazek dle principu totální odrazu odráºí na rozhraní prvního hra-
nolu s vzduchovou mezerou a mimo°ádný svazek prochází skrz vzduchovou mezeru do
druhého hranolu, podmínka. c) Zobrazení BD, kde sm¥r ²í°ení svazku svírá s optickou
osou úhel ϑ typicky 45◦, hlavní rovina je shodná s rovinou nákresu a úhel dvojlomu δ
je zde maximální.

Fázové desti£ky

P°íklad fázové desti£ky je zobrazen na obr. 2.2 a). Krystal fázové desti£ky je orientován
tak, aby sm¥r ²í°ení sv¥tla byl kolmý na optickou osu, tedy ϑ = 90◦. Tím se zajistí,
ºe °ádný svazek se ²í°í s indexem lomu no a mimo°ádný s indexem lomu ne(90◦) = ne,
jehoº hodnota v tomto sm¥ru je maximální. Pro tento p°ípad nedochází k dvojlomu,
ale protoºe °ádný a mimo°ádný svazek cítí obecn¥ r·zné indexy lomu, rychlost ²í°ení
bude pro tyto svazky r·zná, a proto vznikne mezi °ádným a mimo°ádným svazkem
fázové zpoºd¥ní, které je dáno následující relací

∆ϕ =
2πL∆n

λ0
, (2.5)

kde L je délka dráhy svazku v krystalu, ∆n je rozdíl dvou uvaºovaných index· lom· a
λ0 je vlnová délka sv¥tla ve vakuu. U fázových desti£ek se namísto °ádná a mimo°ádná
polarizace vyuºívá zna£ení rychlá a pomalá polarizace dle vzájemné velikosti index·
lomu t¥chto polarizací. Výsledkem bude zm¥na polariza£ního stavu sv¥tla závislá na
nato£ení fázové desti£ky.

V praxi se p°eváºn¥ pouºívají dva typy fázových desti£ek. Prvním typem je tzv.
p·lvlnná desti£ka, zna£ena R̂HWP , která zavádí relativní fázové zpoºd¥ní ∆ϕ = π.
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Operátor p·lvlnné desti£ky, jejíº optická osa svírá s horizontální rovinou obecný úhel
θ, má následující maticové vyjád°ení

R̂HWP (θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
1 0
0 −1

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
=

(
cos2 θ − sin2 θ 2 cos θ sin θ
2 cos θ sin θ sin2 θ − cos2 θ

)
.

(2.6)

Druhým typem je tzv. £tvrtvlnná desti£ka, zna£ena R̂QWP , která zavádí relativní fázové
zpoºd¥ní ∆ϕ = π/2. Operátor £tvrtvlnné desti£ky, jejíº optická osa svírá s horizontální
rovinou obecný úhel φ, má následující maticové vyjád°ení

R̂QWP (φ) =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
1 0
0 i

)(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
=

(
cos2 φ+ i sin2 φ (1− i) cosφ sinφ
(1− i) cosφ sinφ sin2 φ+ i cos2 φ

)
.

(2.7)

Transformace obecného stavu p·lvlnnou a £tvrtvlnnou desti£kou je vyobrazena na
obr. 2.3. Manipulace stavu p·lvlnnou desti£kou je vyobrazena na obr. 2.3 a), kde £er-
vený vektor znázor¬uje pooto£ení Poincarého sféry o 180◦ kolem osy, která je umíst¥na
v rovin¥ bází {|H⟩, |V ⟩}, {|D⟩, |A⟩} a svírá úhel 2θ s osou horizontální polarizace |H⟩.
Transformací p°ejde stav |ψ1⟩ na stav |ψ2⟩. Dále na obr. 2.3 b) je modrým vektorem
znázorn¥no pooto£ení Poincarého sféry o 90◦ kolem osy, která je umíst¥na v rovin¥ bází
{|H⟩, |V ⟩}, {|D⟩, |A⟩} a svírá úhel 2φ s osou horizontální polarizace |H⟩. Transformací
p°ejde stav |ψ2⟩ na stav |ψ3⟩. Sm¥r pooto£ení v obou p°ípadech je dán maticovou for-
mou operátor· pro fázové desti£ky z relací (2.6) a (2.7).

|D⟩

|A⟩

|H⟩ |V ⟩

|R⟩

|L⟩

|ψ1⟩

|ψ2⟩
2θ

a)

|D⟩

|A⟩

|H⟩ |V ⟩

|R⟩

|L⟩

|ψ2⟩
|ψ3⟩

2φ

b)

Obr. 2.3. a) Transformace stavu |ψ⟩ v Poincarého sfé°e pomocí p·lvlnné desti£ky, kde
£ervený vektor nazna£uje rotaci stavu |ψ1⟩ do |ψ2⟩ kolem osy oto£ené o úhel 2θ od stavu
|H⟩. b) Transformace stavu £tvrtvlnnou desti£kou, kde modrý vektor nazna£uje rotaci
stavu |ψ2⟩ do |ψ3⟩ kolem osy oto£ené o úhel 2φ od stavu |H⟩. P°evzato a upraveno
z reference [37].

Polarizátory

Dal²ím zmín¥ným optickým prvkem je polarizátor, zna£en R̂PL. Pro polarizaci
sv¥tla se vyuºívají r·zné fyzikální principy, kterými jsou nap°. absorpce pro vybra-
nou polarizaci, totální odraz, dopad svazku pod Brewsterovým úhlem nebo i kombinace
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t¥chto princip·. Zde bude uveden jako p°íklad polarizátor nazývaný jako Glan-Taylor·v
hranol, viz obr. 2.2 c), který byl pouºit v experimentální £ásti této práce. Tento polari-
zátor je zkonstruován ze dvou jednoosých krystal· ve tvaru hranolu, pro jejichº indexy
lomu platí no > ne. Hranoly jsou umíst¥ny tak, aby mezi nimi byla malá vzduchová
mezera. Sm¥r ²í°ení svazku svírá s optickou osou krystalu úhel ϑ = 90◦. Pro geome-
trické odd¥lení °ádného a mimo°ádného svazku se vyuºívá princip totálního odrazu
na rozhraní prvního hranu se vzduchovou mezerou. Hranoly jsou orientovány tak, aby
totální odraz nastal pouze pro °ádný svazek, £ehoº je moºné dosáhnout, jelikoº platí
no > ne. Dále úhel totálního odrazu m·ºe být zvolen blízko Brewsterovu úhlu, coº je
úhel, p°i kterém dochází ke zvý²ení propustnosti pro polarizaci rovnob¥ºnou s rovinou
dopadu, kterou je v daném uspo°ádání polarizace mimo°ádného svazku. Tímto se sníºí
odraz mimo°ádného svazku na rozhraní krystalu se vzduchovou mezerou.

Je-li uvaºován ideální polarizátor, který propou²tí pouze horizontální sloºku pola-
rizace a jeho optická osa je pooto£ena o obecný úhel χ v·£i horizontální ose, maticová
forma jeho operátoru je následující

R̂PL(χ) =

(
cosχ − sinχ
sinχ cosχ

)(
1 0
0 0

)(
cosχ sinχ
− sinχ cosχ

)
=

(
cos2 χ cosχ sinχ

cosχ sinχ sin2 χ

)
.

(2.8)

Rozposouva£e svazku

Posledním zmín¥ním optickým elementem je BD, viz obr. c). Sm¥r sv¥telného svazku
svírá úhel ϑ s optickou osou, který bývá 45◦, kde dvojlom je nejv¥t²í. Na rozhraní
krystalu dochází k odklonu sm¥ru mimo°ádného svazku od °ádného o úhel δ, který se
nazývá úhlem dvojlomu. Sm¥r ²í°ení mimo°ádného svazku, který cítí index lomu ne(ϑ),
lze získat výpo£tem jeho Poyntingova vektoru. Rozposunuté svazky budou z krystalu
vystupovat paraleln¥ ve sm¥ru normály. Vzdálenost rozposunutí je lineárn¥ úm¥rná
délce krystalu.

2.1.3 Kvantová tomogra�e stavu

Jak bylo popsáno v kapitole 2.1.1, dvouhladinový kvantový stav lze zobrazit Poicarého
sfé°e. Otázkou ov²em z·stává, jak p°esn¥ ur£it tento kvantový stav. Odpov¥¤ lze hledat
v analogii s fotografováním. Fotogra�e je proces, který p°evede trojrozm¥rnou scénu na
dvojrozm¥rný snímek. P°i tomto procesu se ztrácí informace o hloubce scény. Rekon-
strukcí trojrozm¥rného objektu ze snímk· se zabývá v¥da zvaná fotogrammetrie. Pro
tuto rekonstrukci je nutné po°ídit alespo¬ dva snímky rekonstruované scény s p°esn¥
známou polohou fotogrammetrické komory p°i záznamu snímk· a je nutné znát para-
metry této fotogrammetrické komory [38]. Tento klasický m¥°ící proces lze napodobit
v kvantové mechanice.

Poincarého sféra je analogií sféry v kartézských sou°adnicích. Kaºdý bod sféry
je p°esn¥ ur£en t°emi sou°adnice. Tyto sou°adnice se nazývají Stokesovy parametry,
které jsou b¥ºn¥ pouºívány pro popis polarizace sv¥tla, kdy kaºdému parametru S1,
S2, S3 je p°i°azena jedna dvojice polariza£ních bázových stav· {|D⟩, |A⟩}, {|R⟩, |L⟩},
{|H⟩, |V ⟩}, viz obr. 2.4, a dále se zavádí normaliza£ní parametr S0, který bývá roven
jedné. Stokesovy parametry lze získat projekcí na dvojice bázových stav·. Obecn¥ji
lze provád¥t m¥°ení v neortogonální bázi [39], které zde nebude uvaºováno. Projekcí
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je zp·soben kolaps m¥°eného stavu, viz kapitola 1.1.3. Je nutné tedy p°ipravit mnoho,
ideáln¥ nekone£no, identických kvantových systém·, na kterých je moºno provád¥t m¥-
°ení. Na nam¥°ená data je následn¥ pouºit matematický algoritmus, kterým se získá
matice hustoty m¥°eného stavu. První, nejvíce intuitivní metodou je vyjád°ení ope-
rátoru hustoty ze Stokesových parametr·. Tato metoda se nazývá lineární inverze.
Druhá, so�stikovan¥j²í metoda je konstrukce operátoru hustoty metodou maximální
v¥rohodnosti. Existuje více metod pro konstrukci matice hustoty, nap°. metoda Baye-
sian a estimace maximální entropie [40]. Zde ov²em budou krátce popsány pouze první
dv¥ vý²e zmín¥né. Experimentální proces nalezení neznámé matice hustoty se nazývá
kvantová tomogra�e stavu [1].

|D⟩

|A⟩

|H⟩ |V ⟩

|R⟩

|L⟩

|ψ⟩

S2

S1

S3

Obr. 2.4. Vyobrazení stavu |ψ⟩ v Poincarého sfé°e s p°i°azenými Stokesovými parametry
S1, S2 a S3.

Metoda lineární inverze

Jak bylo vý²e °e£eno, Stokesovy parametry se dají vyjád°it jako projekce do bází [41]

S0 = Tr{P̂|H⟩ρ̂}+ Tr{P̂|V ⟩ρ̂} = Tr{σ̂0ρ̂} = P|H⟩ +P|V ⟩,

S1 = Tr{P̂|D⟩ρ̂} − Tr{P̂|A⟩ρ̂} = Tr{σ̂1ρ̂} = P|D⟩ −P|A⟩,

S2 = Tr{P̂|R⟩ρ̂} − Tr{P̂|L⟩ρ̂} = Tr{σ̂2ρ̂} = P|R⟩ −P|L⟩,

S3 = Tr{P̂|H⟩ρ̂} − Tr{P̂|V ⟩ρ̂} = Tr{σ̂3ρ̂} = P|H⟩ −P|V ⟩,

(2.9)

kde P|ϕ⟩ p°edstavuje pravd¥podobnost, ºe stav ρ̂ projde testem na p°ítomnost stavu
|ϕ⟩, P̂|ϕ⟩ je projektor na stav |ϕ⟩, kdy tento stav je vlastním stavem t°ech Pauliho matic
σ̂1,2,3, jejichº explicitní vyjád°ení s dopln¥ním £tvrté matice σ̂0 je následující

σ̂0 =

(
1 0
0 1

)
, σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.10)

Stokesovy parametry de�nují matici hustoty ρ̂ následující relací [41]

ρ̂ =
1

2

3∑
i=0

Si
S0

σ̂i. (2.11)
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Pro £isté normalizované stavy platí
∑3

i=1 S
2
i = 1, pro smí²ené stavy platí

∑3
i=1 S

2
i < 1

a pro maximáln¥ smí²ené stavy
∑3

i=1 S
2
i = 0. �isté stavy, v p°ípad¥ kódování qubitu

do polarizace, leºí na povrchu sféry a odpovídají úpln¥ polarizovanému zá°ení, smí²ené
stavy leºí vn¥ a odpovídají £áste£n¥ polarizovanému zá°ení a maximáln¥ smí²ené leºí
uprost°ed a odpovídají nepolarizovanému zá°ení. Matice hustoty ρ̂má v bázi {|H⟩, |V ⟩}
následující formu

ρ̂ =

|H⟩ |V ⟩( )
|H⟩ ρ̂(1,1) ρ̂(1,2)
|V ⟩ ρ̂(2,1) ρ̂(2,2)

, (2.12)

kde ρ̂(i,j) je element matice hustoty. Jedná se o matici hustoty jednoqubitového stavu.
Konstrukce matice hustoty lineární metodou ov²em m·ºe dát nefyzikální matici hus-

toty, nap°. Tr{ρ̂2} > 1, jelikoº její odolnost v·£i experimentálním chybám je nízká [42].
Vhodn¥j²í metodou pro konstrukci matice hustoty je metoda maximální v¥rohodnosti.

Metoda maximální v¥rohodnosti

Metoda maximální v¥rohodnosti se snaºí zkonstruovat matici hustoty tak, aby tato
matice co nejpravd¥podobn¥ji generovala nam¥°ená data. Tato zkonstruovaná matice
hustoty je co nejv¥rohodn¥j²í maticí hustoty m¥°eného stavu [37].

Hledání operátoru hustoty je provád¥no skrz maximalizaci funkce v¥rohodnosti [43]

L(ρ̂) =
∏
i

Tr{P̂|ϕ⟩ρ̂}n|ϕ⟩ , (2.13)

kde n|ϕ⟩ je nam¥°ená hodnota (nap°. klasická intenzita nebo po£et detekcí foton·)
pro projektor P̂|ϕ⟩ a ρ̂ je konstruovaná matice hustoty. Hledaná matice hustoty ρ̂ML

maximalizuje funkci v¥rohodnosti.
Jelikoº funkce v¥rohodnosti je pozitivní a hledá se její maximum, je vyuºito funkce

logaritmu, u kterého je zaji²t¥no, ºe je funkcí rostoucí [43]

logL(ρ̂) =
∑
|ϕ⟩

n|ϕ⟩ log(Tr{P̂|ϕ⟩ρ̂}). (2.14)

Matice hustoty ρ̂ML je získána itera£ním algoritmem

ρ̂k+1 =
Ŵ (ρ̂k)ρ̂kŴ (ρ̂k)

Tr{Ŵ (ρ̂k)ρ̂kŴ (ρ̂k)}
, (2.15)

kde Ŵ je pozitivní operátor, pro který platí následující relace

Ŵ ≈
∑
|ϕ⟩

n|ϕ⟩
∂ log(Tr{P̂|ϕ⟩ρ̂})
∂Tr{P̂|ϕ⟩ρ̂}

P̂|ϕ⟩ =
1

M

∑
|ϕ⟩

n|ϕ⟩

Tr{P̂|ϕ⟩ρ̂}
P̂|ϕ⟩, (2.16)

kde M je normaliza£ní konstanta. Operátor Ŵ je sm¥rovou derivací relace (2.14), kde
sm¥r derivace je dán projektorem P̂|ϕ⟩. Po£átek itera£ního procesu lze za£ít libovolnou
maticí hustoty, která není nulová.
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Optická soustava pro provedení jednoqubitové tomogra�e stavu

Jako p°íklad jednoqubitové kvantové tomogra�e stavu lze pouºít optickou soustavu na
obr. 2.5. Matematické vyjád°ení optické soustavy je dáno operátory pro optické prvky
v soustav¥, viz kapitola 2.1.2, v následujícím uspo°ádání

R̂P (90
◦,φO,θO) = PLV R̂QWP (φO)R̂HWP (θO), (2.17)

kde bylo de�nováno PLV = R̂PL(90
◦). Polarizátor tedy propou²tí pouze vertikální

sloºku polarizace.

PLV
| ⟩ Detektor

O O

Obr. 2.5. Schéma optické soustavy pro provedení projekce obecné stavu do polariza£ních
bází. Parametr θO je úhel nato£ení p·lvlnné desti£ky R̂HWP (θO), φO je úhel nato£ení
£tvrtvlnné desti£ky R̂QWP (φO) a PLV je ozna£ení pro polarizátor propou²t¥jící pouze
vertikální sloºku polarizace.

Je-li poºadována projekce do obecné báze |ψ⟩⟨ψ|, potom transformace vyobrazenou
optickou soustavou musí spl¬ovat relaci

R̂P (φO,θO) = |ψ⟩⟨ψ|. (2.18)

Parametry soustavy jsou nastaveny tak, aby qubit ve stavu |ϕ⟩ pro²el touto soustavou
s maximální pravd¥podobností, která je dána relací

P|ψ⟩ = ⟨ψ|R̂P (φO,θO)|ψ⟩ = |⟨ψ|ψ⟩|2 = 1, (2.19)

tedy pravd¥podobnost pr·chodu je rovna jedné. P°ijde-li na vstup optické soustavy
stav |ψ⊥⟩, ⟨ψ|ψ⊥⟩ = 0, jeho transformace soustavou je dána relací

R̂P (φO,θO)|ψ⊥⟩ = 0, (2.20)

tedy pravd¥podobnost pr·chodu bude rovna nule.
Pro provedení úplného projektivní m¥°ení je poºadována projekce do v²ech pola-

riza£ních bází {|D⟩, |A⟩}, {|R⟩, |L⟩}, {|H⟩, |V ⟩}. Nahrazení báze |ψ⟩⟨ψ| jednotlivými
polariza£ními bázemi lze nalézt hodnoty úhl· φO a θO fázových desti£ek v relaci (2.17),
viz tabulka 2.1.

Tabulka 2.1: Nastavení fázových desti£ek v optické soustav¥ na obr. 2.5 pro projekci
obecného stavu do polariza£ních bází.

Báze R̂HWP (θO)[
◦] R̂QWP (φO)[

◦]

|H⟩⟨H| 45 0
|V ⟩⟨V | 0 0
|D⟩⟨D| −22,5 0
|A⟩⟨A| 22,5 0
|R⟩⟨R| 0 45
|L⟩⟨L| 0 −45
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2.1.4 Kvantová tomogra�e procesu

V p°edcházející kapitole byl popsán proces jednoqubitové kvantové tomogra�e stavu.
Tímto procesem byl získán operátor hustoty stavu. Optická soustava na obr. 2.5 lze
roz²í°it o obecnou, neznámou, transformaci, která p°edchází projek£ní £ásti p°ed de-
tektorem a o £len p°ípravy stavu, který je sloºen z jedné p·lvlnné a jedné £tvrtvlnné
desti£ky. Sou£asn¥ se uvaºuje, ºe na vstupu optické soustavy jsou qubity ve stavu |H⟩.
Toto roz²í°ení je zobrazeno na obr. 2.6.

|H⟩ Neznámá
transformace Detektor

Příprava stavu

R

Projekce stavu

R O O PLV

Obr. 2.6. Schéma optické soustavy pro provedení p°ípravy stavu |H⟩ a projekce obecné
stavu do polariza£ních bází. Parametry θR a θO jsou úhly nato£ení p·lvlnných desti£ek
R̂HWP (θR) a R̂HWP (θO), φR a φO jsou úhly nato£ení £tvrtvlnných desti£ek R̂QWP (φR) a
R̂QWP (φO), PLV je ozna£ení pro polarizátor propou²t¥jící vertikální sloºku polarizace.

Vstupu neznámé transformace p°edchází dvojice fázových desti£ek s následujícím
operátorovým vyjád°ením

R̂R(φR,θR) = R̂QWP (φR)R̂HWP (θR). (2.21)

Tato kombinace fázových desti£ek dovolí transformovat vstupní qubit ze stavu |H⟩ na
libovolný jiný stav, který leºí na povrchu Poincarého sféry. Sada optických komponent
za neznámou transformací slouºí k projekci do polariza£ních bází, která byla popsána
v kapitole 2.1.3.

Neznámá transformace qubitu obsahuje libovolné mnoºství optických komponent,
ale vyzna£uje se pouze jedním qubitem na vstupu a jedním na výstupu. Jedná se
o transformaci ρ̂→ L(ρ̂), kterou lze formáln¥ vyjád°it pomocí lineární mapy [44]

L(ρ̂) =
N∑
i

piK̂iρ̂K̂
†
i , (2.22)

kde pi jsou pravd¥podobnosti, pro kterou platí
∑N

i pi = 1 a K̂i jsou Krausovy operá-
tory, které obecn¥ spl¬ují podmínku

N∑
i

K̂iK̂
†
i = 1. (2.23)

Lineární mapa L popisuje neznámou transformaci jako kvantový kanál, kdy tento kanál
s pravd¥podobností pi provádí transformaci stavu ρ̂ vyjád°enou operátorem K̂i. Ope-
rátor K̂i lze pro jednoqubitový p°ípad vyjád°it ve form¥ matice s dimenzí 2 × 2 a ve
speciálním p°ípad¥, kdy N = 1, lze lineární mapu nahradit popisem pomocí jednoho
operátoru K̂i = K̂ s pi = p = 1.

Lineární mapu L lze vyjád°it jako matici hustoty skrz Choi�Jamioªkowski izomor-
�smus, který pro jednoqubitovou transformaci má následující vyjád°ení [45]

Π̂ =
∑
i

pi(1
(2×2) ⊗Kron K̂i)|Φ+⟩⟨Φ+|(1(2×2) ⊗Kron K̂

†
i ), (2.24)
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kde �⊗Kron� zna£í Kronecker·v sou£in, 1(2×2) je matice identity s dimenzí 2 × 2,
Π̂ je matice hustoty procesu, která popisuje lineární mapu L jako sumu operátor·
(1(2×2) ⊗Kron K̂i), kterým jsou jednotliv¥ p°i°azeny pravd¥podobnosti pi a |Φ+⟩⟨Φ+| je
maximáln¥ kvantov¥ provázaný dvouqubitový stav, zvaný Bell·v stav, jehoº explicitní
vyjád°ení je následovné

|Φ+⟩⟨Φ+| = 1

2
(|H⟩A|H⟩B + |V ⟩A|V ⟩B)(⟨H|A⟨H|B + ⟨V |A⟨V |B), (2.25)

kde |·⟩A|·⟩B je zkrácený zápis pro |·⟩A ⊗Kron |·⟩B.
Izomorfní zobrazení mezi lineární mapou L a maticí hustoty procesu Π̂ lze zapsat

taktéº jako [46]
TrA{Π̂(ρ̂A ⊗ 1

(2×2)
B )} = L(ρ̂A) = ρ̂B, (2.26)

kde ρ̂A je stav na vstupu neznámé transformace, ρ̂B je stav na výstupu neznámé trans-
formace a �TrA� zna£í £áste£nou stopu p°es subsystém A. Obecné vyjád°ení pravd¥po-
dobnosti nam¥°ení hodnoty je dáno relací (1.42), která pro p°edloºený dvouqubitový
p°ípad bude mít následující formu

Tr{|·⟩A|·⟩B⟨·|A⟨·|BΠ̂}, (2.27)

kde stav |·⟩B vyjad°uje bázi, do které se promítá, jelikoº operátor K̂i v relaci (2.24)
p·sobí na subsystém B a stav |·⟩A potom vyjad°uje p°ipravený stav qubitu na vstupu
neznámé transformace.

Matice hustoty Π̂ má stejné vlastnosti jako operátor hustoty, resp. matice hustoty
z kapitoly 1.1.1, zde ov²em mají jinou interpretaci. Pokud platí Tr{Π̂2} < 1, tak existují
alespo¬ dv¥ nenulové pravd¥podobnosti pi neboli neznámá transformace je popsána
alespo¬ dv¥ma operátory K̂i. Matice hustoty Π̂ má v bázi {|H⟩, |V ⟩} následující formu

Π̂ =

|H⟩A|H⟩B |H⟩A|V ⟩B |V ⟩A|H⟩B |V ⟩A|V ⟩B


⟨H|A⟨H|B Π̂(1,1) Π̂(1,2) . . . . . .

⟨H|A⟨V |B Π̂(2,1) Π̂(2,2)

⟨V |A⟨H|B
... . . .

⟨V |A⟨V |B
... . . .

, (2.28)

kde Π̂i,j je element matice hustoty Π̂. Jedná se o matici hustoty dvouqubitového stavu.
Explicitní vyjád°ení matice hustoty Π̂ pro tuto neznámou transformaci je úkolem kvan-
tové tomogra�e procesu.

Pro nalezení matice hustoty Π̂ se pouºije optická soustava na obr. 2.6, kdy vstupní
qubit ve stavu |H⟩ je £lenem p°ípravy stavu postupn¥ pooto£en do ostatních polariza£-
ních bázových stav· |H⟩, |V ⟩, |D⟩, |A⟩, |R⟩, |L⟩ a pro kaºdý takto p°ipravený stav je
provedena úplná tomogra�e stavu, tedy je provedena projekce do v²ech polariza£ních
bází {|D⟩, |A⟩}, {|R⟩, |L⟩}, {|H⟩, |V ⟩}. Tímto zp·sobem je získáno celkem 36 nam¥°e-
ných hodnot. Nastavení fázových desti£ek pro £len p°ípravy stavu je sepsáno v tabulce
2.2.

Protoºe soustava na obr. 2.6 p°edstavuje jednoqubitovou transformaci, ale je po-
psána dvouqubitovou maticí hustoty Π̂, je nutné provést dodate£nou matematickou
operaci. Pokud je p°ipraven na vstupu neznámé transformace qubit ve stavu |R⟩A
nebo |L⟩A, provede se komplexní sdruºení tohoto qubitu v projektorech

|R⟩A|·⟩B⟨R|A⟨·|B → [|R⟩A]∗|·⟩B[⟨R|A]∗⟨·|B = |L⟩A|·⟩B⟨L|A⟨·|B,
|L⟩A|·⟩B⟨L|A⟨·|B → [|L⟩A]∗|·⟩B[⟨L|A]∗⟨·|B = |R⟩A|·⟩B⟨R|A⟨·|B,

(2.29)
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neboli nam¥°ené hodnoty pro projektor |R⟩A|·⟩B⟨R|A⟨·|B, resp. |L⟩A|·⟩B⟨L|A⟨·|B bu-
dou uloºeny pod projektorem |L⟩A|·⟩B⟨L|A⟨·|B, resp. |R⟩A|·⟩B⟨R|A⟨·|B. Tato matema-
tická operace je od·vodn¥na tím, ºe pokud by neznámá transformace na obr. 2.6
byla vyjád°ena skrz Choi�Jamioªkowski izomor�smus dle relace (2.24) s operátorem
K̂i = K̂ = 1

(2×2) a na jejím vstupu by byl p°ipraven qubit ve stavu |R⟩A, potom dle
relace 2.26 bude získán následující výsledek

TrA{Π̂(|R⟩A⟨R|A ⊗ 1
(2×2)
B )} = |L⟩A⟨L|A. (2.30)

Tento výsledek ov²em není správný, jelikoº operátor popisující transformaci je iden-
tita, 1(2×2), p°esto byla provedena transformace vstupního stavu |R⟩ na stav |L⟩. Tato
skute£nost lze napravit vý²e popsaným komplexním sdruºením.

Nam¥°ené a vý²e popsaným postupem upravené hodnoty se vloºí do itera£ního
algoritmu (2.16), jehoº výsledkem je matice hustoty Π̂. Nalezení operátor· K̂i je moºné
provést dosazením matice hustoty Π̂ do relace (2.24) a následn¥ provést numerickou
optimalizaci.

Tabulka 2.2: Nastavení fázových desti£ek v optické soustav¥ na obr. 2.6 pro pooto£ení
vstupního stavu |H⟩ na ostatní polariza£ní bázové stavy.

Stav R̂HWP (θR)[
◦] R̂QWP (φR)[

◦]

|H⟩ 0 0
|V ⟩ 45 0
|D⟩ 22,5 45
|A⟩ −22,5 45
|R⟩ −45 45
|L⟩ −45 −45

2.2 P°ístrojové vybavení

2.2.1 Zdroj zá°ení

Jako zdroj zá°ení byla pouºita laserová dioda LP705-SF15, �rmy Thorlabs, Inc., na
jejímº katalogovém listu, který byl dodán výrobcem [47], je uvedeno, ºe vyza°uje na
vlnové délce 698,6 nm s napájecím proudem od 30mA do 80mA, kdy 55mA je ty-
pický napájecí proud a s optickým výkonem od 15mW do 20mW. Laserová dioda
byla £erpána ovlada£em pro laserové diody KLD101 K-Cube, �rmy Thorlabs, Inc.,
který slouºí pro regulaci napájení laserových a LED diod. Regulace proudu probíhala
skrz kontrolní panel a indikátory ovlada£e. Laserový svazek diody je výrobcem na-
vázán do optické vlákna SM600, �rmy Thorlabs, Inc., pro které výrobce udává [48],
ºe je jednomodové pro del²í vlnové délky neº 633 nm a nad vlnovou délkou 780 nm
rostou ztráty, ²í°ka p°ená²eného optického svazku uvnit° vlákna (MFD parametr, ang-
licky Mode Field Diameter) je od 3,6µm do 6,3µm p°i vlnové délce sv¥tla 633 nm, kdy
s rostoucí vlnovou délkou roste i ²í°ka svazku. Optické vlákno má koncovku FC/PC.

2.2.2 Polariza£ní kontrolér

P°i provád¥ní experimentu bylo nutné nastavit poºadovanou polarizaci zá°ení, které
vstupovalo do optické soustavy z optického vlákna. Pro tento ú£el byl pouºit polariza£ní
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kontrolér FPC030, �rmy Thorlabs, Inc., který byl pevn¥ umíst¥n ihned p°ed vstupem
do optické soustavy. Polarizace zá°ení byla nastavena rotací t°ech pádel v rozsahu 235◦,
kdy v jednotlivých pádlech byly upevn¥ny 1-2-1 smy£ky optického vlákna o pr·m¥ru
27mm tak, aby jednotlivá pádla vykonávala funkci £tvrtvlnné (1 smy£ka) a p·lvlnné
(2 smy£ky) fázové desti£ky, viz reference [49].

2.2.3 Optické prvky

Jak na vstupu, tak výstupu experimentální optické soustavy byla v xy posuvu umíst¥na
asférická £o£ka C260TMD-B, �rmy Thorlabs, Inc., která má dle výrobce [50] pr·m¥r
apertury 5,00mm, ohniskovou vzdálenost 15,29mm± 1% a je ur£ena pro vlnovou délku
zá°ení 780 nm s antire�exní povrstvením pro vlnovou délku od 600 nm do 1050 nm (-B
povrstvení). Posuv £o£ky v rovin¥ xy upravoval dráhu svazku a posuv. Konec optické
vlákna od laserové diody byl umíst¥n p°ed £o£kou v z posuvu, který slouºil pro úpravu
vzájemné vzdálenosti konce optického vlákna a £o£ky, £ímº se upravovala pozice pasu
svazku doprost°ed aparatury.

Pro zm¥nu polarizace zá°ení v experimentální optické soustav¥ byly pouºity tzv.
zero order £tvrtvlnné a p·lvlnné fázové desti£ky. Desti£ky jsou optimalizovány tak,
aby fázový rozdíl π, resp. π/2 nastal p°esn¥ pro 710 nm, navíc mají na tuto vlnovou
délku antire�exní vrstvy minimalizující ztráty p°i odraze. Tyto fázové desti£ky byly
vyrobeny na zakázku od �rmy EKSMA Optics. Fázové desti£ky byly umíst¥ny v moto-
rizovaných rotacích PR50CC a SR50CC, �rmy Newport Corporation. Pohyb rotací byl
zaji²t¥n stejnosm¥rným motorem. Podrobn¥j²í popis lze nalézt v referenci [51]. Kaºdá
z rotací byla ovládána skrz ovlada£ pro stejnosm¥rné a krokové motory SMC100CC,
�rmy Newport Corporation. Moºnost propojení více ovlada£· se provádí skrz rozhraní
RS485, ale pouze jeden z ovlada£· je propojen s po£íta£em skrz rozhraní RS232. Toto
zapojení se nazývá Daisy Chain. Ovlada£·m jsou zasílány ASCII p°íkazy na jim p°i°a-
zené adresy. Více podrobností lze nalézt v referenci [52].

V experimentální optické soustav¥ byl umíst¥n polarizátor DGL10 - dvojitý Glan-
Taylor, �rmy Thorlabs, Inc., který dle výrobce [53] má pom¥r intenzit polarizovaného
sv¥tla v ose polarizátoru v·£i polarizovanému sv¥tlu kolmo na osu polarizátoru 100 000 :
1 pro vlnovou délku sv¥tla v rozsahu od 350 nm do 2,3µm.

2.2.4 Interferometr

V experimentální optické soustav¥ byl sestaven Mach-Zehnder·v interferometr, který
se skládal ze dvou rozposouva£· svazk· BD40, �rmy Thorlabs, Inc., který dle výrobce
[54] rozd¥lí svazek na dv¥ polariza£ní sloºky do prostorové vzdálenosti 4,25mm pro
námi pouºívanou spektrální oblast. Vstupní a výstupní rozposouva£ svazk· byl nasta-
ven tak, aby odklonil horizontální polarizaci sv¥tla paraleln¥ s horizontální rovinou
optického stolu. Pro nastavení fázového rozdílu mezi jednotlivými dráhami svazku byl
vstupní BD vyklán¥n paraleln¥ s rovinou optického stolu piezoelektrickým aktuátorem,
�rmy Thorlabs, Inc., který dle výrobce [55] umoº¬uje ²roubem hrubý zdvih do 4mm
a piezoelektrickým elementem jemné dolad¥ní do 15µm. Pro ovládání piezoelektric-
kého elementu je z piezoelektrického aktuátoru vyveden kabel s BNC koncovkou, která
byla p°ipojena do D/A p°evodníku EPCD-300/400, který vyrobila Spole£ná laborato°
optiky UP a FZÚ AV �R.

Za vstupním d¥li£em svazku byl umíst¥n obdélníkový ²edý �ltr NDL-25C-4, �rmy
Thorlabs, Inc., jehoº funkce transmise se plynule m¥ní. Výrobce v referenci [56] uvádí,
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ºe tento �ltr je vyroben z k°emenného skla a jeho aktivní plocha je vytvo°ena povrstve-
ním jedné strany kovovou slitinou Inconel (NiCrFe). Rozm¥r �ltru je 10mm × 100mm
s absorbancí v intervalu od 0,04 do 4,0.

�edý �ltr byl upevn¥n v mechanické gilotince 840-0170, �rmy Eksma Optics a umís-
t¥n na motorizovaném lineárním posuvu MFA-CC, �rmy Newport Corporation, který
je dle výrobce [57] vybaven stejnosm¥rným motorem a jeho základní mechanické para-
metry jsou rozsah posuvu 25mm, minimální posuv 0,1 µm a typická p°esnost posuvu ±
3,0µm. Ovládání lineárního posuvu bylo provád¥no s pouºitím ovlada£e SMC100CC.
Jelikoº ²edý �ltr prodluºuje dráhu svazku v jednom rameni interferometru, pro vykom-
penzování dráhy v druhém rameni byly v mechanické gilotince 840-0170 umíst¥ny dv¥
laboratorní sklí£ka, která spole£n¥ m¥la tlou²´ku ²edého �ltru.

P°ed výstupním d¥li£em svazku byla umíst¥na p·lvlnná desti£ka, která byla poo-
to£ena v·£i horizontální ose o 45◦. Do²lo tedy k zám¥n¥ polarizace z horizontální na
vertikální v jednom rameni interferometru a opa£n¥ ve druhém. Tím se docílí stavu,
ºe £ást svazku, která na vstupu interferometru nebyla odklon¥na, nyní na výstupu
odklon¥na bude. Touto metodou bude dosaºena velká p°esnost p°ekrytí obou svazk·
na výstupu interferometru. Tento model Mach-Zehnderova interferometru se nazývá
polariza£ní, jelikoº oba polariza£ní módy jsou vyvedeny na jeden výstup.

2.2.5 Detektor

Výstupní signál z optické soustavy byl navázán do jednomódového vlákna SM600, aby
bylo dosaºeno maximálního p°ekryvu polariza£ních mód· z interferometru. Jako senzor
byla pouºita k°emíková fotodioda S120VC, �rmy Thorlabs, Inc., která je dle výrobce
[58] vhodná pro pouºití v rozsahu vlnových délek sv¥tla od 200 nm do 1100 nm pro
optický výkon v rozsahu od 50 nW do 50mW s maximální p°ípustnou energií pulzu
20µJ, nejistotou m¥°ení ±3% pro vlnové délky od 440 nm do 980 nm a pr·m¥rem
apertury 9,5mm. Fotodioda byla p°ipojena ke kompaktní m¥°ící konzoli PM100D, �rmy
Thorlabs, Inc., p°es rozhraní DB9. Konzole umoº¬uje automatickou zm¥nu rozsahu
m¥°eného výkonu a korekci pro m¥°enou vlnovou délku.

2.3 Experimentální úlohy

Cílem experimentu byl návrh lineárn¥-optické soustavy, kterou by bylo moºné reali-
zovat obecnou neunitární transformaci qubitu zakódovaného do polarizace. Poºado-
vaná soustava byla nejd°íve schématicky navrºena, následn¥ byly provedeny simulace
v programovacím jazyku Python verze 3.8 a po provedení úsp¥²ných simulací byla
tato soustava sestavena na optickém stole. Realizaci obecné neunitární transformace
p°edcházela °ada m¥°ících proces· jako nalezení optických os fázových desti£ek, m¥-
°ení p°í£ného pro�lu svazku, funkce transmise ²edého �ltru a realizace obecné unitární
transformace.

2.3.1 Schéma lineární optické soustavy a její simulace

Jednou z metod, jak vytvo°it neunitární transformaci, je vyjmout subsystém z uni-
tárního systému, který je n¥jakým mechanismem sp°aºen s ostatními £ástmi systému.
Toto propojení zp·sobí v subsystém· ztráty, zisk nebo kombinaci obou. Evoluce sub-
systému potom bude obecn¥ vyjád°ena neunitárním procesem. Pro lineárn¥-optickou
soustavu lze sp°aºení systém· provést pomocí d¥li£· svazku. Bude-li pozorován pouze
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vybraný optický mód a ostatní budou zanedbány, výsledný proces bude obecn¥ popsán
neunitární transformací.

Na za£átek je nutné poznamenat, ºe v²echny schématicky nakreslené optické sou-
stavy, které se nachází v kapitole 2.3, jsou zakresleny pohledem shora, tedy optický
st·l, na kterém byly sestaveny, je rovina nákresu a pro jejich vytvo°ení byla vyuºita
voln¥ dostupná knihovna optický prvk· z reference [59].

Schéma optické soustavy pro realizaci obecné unitární transformace je vyobrazeno
na obr. 2.7. Tato soustava je sloºena ze dvou polariza£ních Mach-Zehnderových interfe-
rometr·, kdy kaºdému interferometru je p°i°azen jeden optický mód a jeden detektor.
Interferometry jsou sp°aºeny dv¥ma regulovatelnými bezztrátovými d¥li£i svazku. P°ed
výstupním BD u obou interferometr· je vloºena do ramene s horizontální polarizací
kontrolovatelná fáze, za kterou následuje p·lvlnná desti£ka s �xním úhel 45◦. P°ed
vstupem a za výstupem obou interferometr· je umíst¥na trojice fázových desti£ek.
Matematický popis sestavy je následující.

| ⟩ P1 P2P1

P2 P4P3
P

P

| ⟩ 
F

F1

F1

F2

F2

F4

F3

F

45°

45°

H

V

Fázový posun BD

Dělič svazkuPůlvlnná destička

Čtvrtvlnná destička Detektor

Obr. 2.7. Schéma virtuální optické soustavy, která provádí obecnou dvouqubitovou
unitární transformaci. Popis pouºitých prvk· v soustav¥ je uveden v legend¥ obrázku.
Podrobn¥j²í popis soustavy je uveden v textu.

Na vstupu optické soustavy jsou p°ivedeny dva qubity ve stavu

|ψP ⟩ =
(
ψP (1)

ψP (2)

)
, |ψF ⟩ =

(
ψF (1)

ψF (2)

)
, (2.31)

kde ψP (1) a ψF (1), resp. ψP (2) a ψF (2) jsou horizontální, resp. vertikální sloºky stav·
|ψP ⟩ a |ψF ⟩. Stavy dvou qubit· jsou uspo°ádány do jednotlivých mód· následujícím
zp·sobem (

|ψP ⟩
|ψF ⟩

)
. (2.32)
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BD jsou nastaveny tak, aby odklonily horizontální sloºku polarizace a operátory d¥li£·
svazku mají následující maticové vyjád°ení

B̂SH(∆H) =

(
cos∆H − sin∆H

sin∆H cos∆H

)
,

B̂SV (∆V ) =

(
cos∆V − sin∆V

sin∆V cos∆V

)
,

(2.33)

kde parametr 0 ≤ ∆H,V < 2π, £leny cos∆H,V a sin∆H,V vyjad°ují transmisi a re�exi.
Tato optická soustava provádí dvouqubitovou transformaci a její operátorové vyjád°ení
je následující

ÛS =R̂V (φF4,φP4,θF2,θP2,φF3,φP3)R̂S(45
◦,45◦)Ê(ξF ,ξP )

B̂S(∆H ,∆V )R̂I(φF2,φP2,θF1,θP1,φF1,φP1),
(2.34)

kde první trojice fázových desti£ek pro oba módy má následující vyjád°ení

R̂I(φF2,φP2,θF1,θP1,φF1,φP1) =

R̂QWP (φP2)
0 0
0 0

0 0
R̂QWP (φF2)0 0


R̂HWP (θP1)

0 0
0 0

0 0
R̂HWP (θF1)0 0


R̂QWP (φP1)

0 0
0 0

0 0
R̂QWP (φF1)0 0

 ,

(2.35)

regulovatelné d¥li£e svazku, které jsou umíst¥ny mezi BD a slouºí pro propojení dvou
£ástí systému, mají následující maticové vyjád°ení

B̂S(∆H ,∆V ) =


cos∆H 0 − sin∆H 0

0 cos∆V 0 − sin∆V

sin∆H 0 cos∆H 0
0 sin∆V 0 cos∆V

 , (2.36)

fázové £leny, které jsou umíst¥ny v ramenech s horizontální polarizací, mají následující
vyjád°ení

Ê(ξF ,ξP ) =


eiξP 0 0 0
0 1 0 0
0 0 eiξF 0
0 0 0 1

 , (2.37)

p·lvlnné desti£ky, které jsou umíst¥ny p°ed výstupními BD, jsou �xn¥ pooto£eny o úhel
45◦

R̂S(45
◦,45◦) =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , (2.38)

poslední trojice fázových desti£ek, umíst¥né p°ed detektory jednotlivých mód·, mají
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následující maticové vyjád°ení

R̂I(φF4,φP4,θF2,θP2,φF3,φP3) =

R̂QWP (φP4)
0 0
0 0

0 0
R̂QWP (φF4)0 0


R̂HWP (θP2)

0 0
0 0

0 0
R̂HWP (θF2)0 0


R̂QWP (φP3)

0 0
0 0

0 0
R̂QWP (φF3)0 0

 .

(2.39)

Jelikoº optická soustava na obr. 2.7 je uzav°ená, libovolným nastavením optických
komponent bude provedena dvouqubitová unitární transformace. Pro realizaci obecné
neunitární transformace musí být nejd°íve vygenerována tato obecná a náhodná uni-
tární transformace dvouqubitového stavu. Postup generace této transformace je popsán
v následujících bodech:

(i) Sestavení obecné unitární matice

Ûu = eiω
(

eiω1 cos ϵ eiω2 sin ϵ
−e−iω2 sin ϵ e−iω1 cos ϵ

)
, (2.40)

kde ω, ω1, ω2 a ϵ jsou reálné parametry.

(ii) Reálné parametry ω, ω1 a ω2 byly generovány náhodným generátorem s rov-
nom¥rným rozd¥lením v intervalu od −π do π a pro parametr ϵ platí relace
ϵ = arcsin

√
ϵ0, kde parametr ϵ0 byl generován funkcí s rovnom¥rnou hodnotou

pravd¥podobnosti v intervalu od 0 do 1.

(iii) Vytvo°ení ²estice jednotkových matic s dimenzí 4 × 4, ve kterých jsou obsaºeny
náhodn¥ generovaného unitární matice Ûua, Ûub, Ûuc, Ûud, Ûue a Ûuf z vý²e uve-
deného postupu

ÛT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0

Ûua0 0



1 0 0 0
0

Ûub
0

0 0
0 0 0 1


 Ûuc

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0

Ûud0 0



1 0 0 0
0

Ûue
0

0 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0

Ûuf0 0

 .

(2.41)

Po úsp¥²ném vytvo°ení náhodné unitární transformace ÛT bylo nutné nastavit op-
tické komponenty v optické soustav¥ na obr. 2.7 tak, aby tato transformace byla pro-
vedena. Nastavení optické soustavy bylo získáno pomocí numerické analýzy, která byla
provedena funkcí scipy.optimize.minimize v programovacím jazyku Python v. 3.8. Vy-
generovaná matice unitární transformace ÛT byla spolu s maticí operátoru optické sou-
stavy ÛS vloºena do uºivatelem vytvo°ené funkce mat_dot_product, kde tyto matice
byly normalizovány Frobeniusovou normou

||X̂|| =
√∑

i,j

|xi,j|2, (2.42)
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kde X̂ je obecná matice s obecn¥ komplexní elementy xi,j. Matice byly následn¥ p°e-
vedeny na dimenzi 16× 1 následujícím zp·sobem


x(1,1) x(1,2) . . . . . .
x(2,1) x(2,2)
... . . .
... x(4,4)

→


x(1,1)
x(1,2)
...

x(4,3)
x(4,4)

 , (2.43)

a byl vypo£ten komplexní skalární sou£in, resp. hermitovský skalární sou£in (1.2) mezi
vektorovými formami matice unitární transformace ÛT a matice operátoru optické
soustavy ÛS. Výsledek skalárního sou£inu byl výstupem funkce mat_dot_product.
Funkce mat_dot_product byla následn¥ vloºena do funkce scipy.optimize.minimize,
která metodou SLSQP (Sekven£ní programování metodou nejmen²ích £tverc·, an-
glicky Sequential Least Squares Programming) hledala maximální hodnotu funkce
mat_dot_product. Jestliºe je skalární sou£in dvou normalizovaných vektor· roven
jedné, tak tyto dva vektory jsou stejné. Jejich matice si budou tedy rovny. Výstup-
ními hodnotami byl skalární sou£in a volné parametry operátoru ÛS.

Nyní je vhodné p°edstavit postup pro provedení obecné neunitární transformace.
Pro realizaci obecné neunitární transformace byla navrºena optická soustava, která je
zobrazena na obr. 2.8. Tato soustava je analogií soustavy pro provedení kvantové to-
mogra�e procesu, viz obr. 2.6, kdy neznámá transformace je nahrazena £lenem trans-
formace stavu, která provádí neunitární transformaci qubitu. V porovnání s optickou
soustavou na obr. 2.7, £len transformace stavu p°edstavuje subsystémem, který byl
vyjmut z plného unitárního systému. Byl ponechán pouze optický mód se stavem |ψP ⟩,
který je nyní �xn¥ zvolen jako stav |H⟩. Na výstupu optické soustavy je m¥°en pouze
jeden signál, druhý je zanedbán.

|H⟩ P1 P2P1

P2 P4P3
P 45°

Příprava stavu

R R

Projekce stavu

O O PLV

Transformace stavu

H

V

Fázový posun BD Dělič svazkuPůlvlnná destička Čtvrtvlnná destička DetektorPolarizátor

Obr. 2.8. Schéma virtuální optické soustavy, kde £len transformace provádí obecnou
jednoqubitou neunitární transformaci. �leny p°íprava stavu a projekce stavu slouºí
pro provedení kvantové tomogra�e procesu. Popis pouºitých prvk· v soustav¥ je uveden
v legend¥ obrázku. Podrobn¥j²í popis soustavy je uveden v textu.

P·sobení operátoru ÛS z relace (2.34) na dvouqubitový stav z relace (2.32), kde
druhý optický mód na vstupu a na výstupu je zanedbán, lze zapsat jako

ÛS

(
|ψP ⟩
0

)
=

(
|ψPV ⟩
0

)
, (2.44)
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a explicitní vyjád°ení jednotlivých element·
uS(1,1) uS(1,2) . . . . . .
uS(2,1) uS(2,2)

... . . .

... . . .



ψP (1)

ψP (2)

0
0

 =


ψPV (1)

ψPV (2)

0
0

 , (2.45)

kde ψPV (1) a ψPV (1) jsou sloºky stavu |ψP (V )⟩ transformovaného operátorem ÛS a uS(i,j)
jsou elementy matice operátoru ÛS. Stav |ψP ⟩ je efektivn¥ ovlivn¥n pouze £ty°mi ele-
menty matice, uS(1,1), uS(1,2), uS(2,1) a uS(2,2). Z tohoto zjednodu²ení plyne, ºe operátor
soustavy na obr. 2.8 lze vyjád°it jako

ÛSP =R̂O(90
◦,φO,θO)R̂V P (φP4,θP2,φP3)R̂SP (45

◦)ÊP (ξP )

B̂SP (∆H ,∆V )R̂IP (φP2,θP1,φP1)R̂R(φR,θR),
(2.46)

kde operátory £len· p°ípravy stavu R̂R(φR,θR) a projekce stavu R̂O(90
◦,φO,θO) jsou

dány relacemi (2.21) a (2.17), operátor pro první trojici fázových desti£ek £lenu trans-
formace má následující vyjád°ení

R̂IP (φP2,θP1,φP1) = R̂QWP (φP2)R̂HWP (θP1)R̂QWP (φP1), (2.47)

sou£in operátor· prvk· Mach-Zehnderova interferometru lze vyjád°it jako

R̂SP (45
◦)ÊP (ξP )B̂SP (∆H ,∆V )

=

(
0 1
1 0

)(
eiξP 0
0 1

)(
cos∆H 0

0 cos∆V

)
=

(
0 cos∆V

eiξ cos∆H 0

)
,

(2.48)

kde operátor d¥li£e svazku B̂SP (∆H ,∆V ) zavádí neunitaritu do systému. Operátor
poslední trojice fázových desti£ek £lenu transformace má následující vyjád°ení

R̂V P (φP4,θP2,φP3) = R̂QWP (φP4)R̂HWP (θP2)R̂QWP (φP3). (2.49)

Pro provedení kvantové tomogra�e procesu je nutné na vstupu £lenu transformace
stavu p°ipravit postupn¥ v²echny bázové polariza£ní stavy, viz kapitola 2.1.4. V tabulce
2.2 je sepsáno nastavení úhl· fázových desti£ek v £lenu p°ípravy stavu R̂R(φR,θR) pro
pooto£ení stavu |H⟩ na ostatní polariza£ní bázové stavy. Nastavení fázových desti£ek
v £lenu projekce stavu R̂O(90

◦,φO,θO) pro projekci do jednotlivých polariza£ních bází
je uvedeno v tabulce 2.1.

Pro realizaci obecné unitární transformace lze vyuºít operátoru Ûu z relace (2.40),
jelikoº stejn¥ jako operátor ÛT z relace (2.41) je obecným vyjád°ením unitární transfor-
mace pro dvouqubitový stav, tak operátor Ûu je obecný vyjád°ením unitární transfor-
mace pro jednoqubitový stav. Pro provedení transformace popsané operátorem Ûu bude
pouºit £len transformace stavu v optické soustav¥ na obr. 2.8. Numerickou analýzou,
která je provedena stejným zp·sobem jako v p°ípad¥ obecné dvouqubitové unitární
transformace, je nalezeno nastavení £lenu transformace.

Jak bylo v kapitole 2.1.4 zmín¥no, qubit ve stavu |H⟩ lze kombinací p·lvlnné a
£tvrtvlnné desti£ky pooto£it na jakýkoliv obecný stav na Poincarého sfé°e. V soustav¥
na obr. 2.8 jsou tedy dvojice p·lvlnných a trojice £tvrtvlnných desti£ek na jejím vstupu
redundantní a tudíº m·ºe být tato levá £ást optické soustavy slou£ena. Totéº platí pro
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výstupní pravou £ást optické soustavy, jelikoº je provád¥na projekce pouze do báze
|V ⟩⟨V |, coº je stejná situace jako v p°edchozím p°ípad¥. Slou£ení pro levou vstupní
£ást lze provést následujícím zp·sobem

R̂QWP (φP2)R̂HWP (θP1)R̂QWP (φP1)R̂QWP (φR)R̂HWP (θR)

→ R̂QWP (φM1)R̂HWP (θM1).
(2.50)

Hledání parametr· θM1 a φM1 lze provést analyticky, ale z d·vodu v¥t²ího ob-
jemu dat, který bude generován, se zde op¥t pouºije numerická analýza funkcí
scipy.optimize.minimize. Jelikoº hodnoty θR, φR ,θP1, φP1, a φP2 jsou známé z p°ede²lé
numerické analýzy, hledané hodnoty θM1 a φM1 jsou získány následujícím postupem:

(i) Aplikace operátor· desti£ek vstupní £ásti neslou£ené optické soustavy na stav |H⟩

|rC⟩ = R̂QWP (φP2)R̂HWP (θP1)R̂QWP (φP1)R̂QWP (φR)R̂HWP (θR)|H⟩. (2.51)

(ii) Aplikace operátor· desti£ek vstupní £ásti slou£ené optické soustavy na stav |H⟩

|rM⟩ = R̂QWP (φM1)R̂HWP (θM1)|H⟩. (2.52)

(iii) Hledání maxima skalárního sou£inu ⟨rC |rM⟩ funkcí scipy.optimize.minimize me-
todou SLSQP.

Normalizace výsledných vektor· není nutná, jelikoº operátory fázových desti£ek jsou
unitární, a tedy norma stavu je zachována. Výstupem op¥t bude hodnota skalárního
sou£inu v intervalu hodnot od 0 do 1 a hledané parametry θM1 a φM1.

Postup slou£ení na výstupní pravé stran¥ optické soustavy z obr. 2.8 je provedeno
následujícím zp·sobem

R̂QWP (φ4)R̂HWP (θ4)R̂QWP (φ3)R̂HWP (θ3)

→ R̂QWP (φM2)R̂HWP (θM2).
(2.53)

Výpo£et sjednocení se mírn¥ li²í oproti p°edchozímu:

(i) Vytvo°ení matice z poslední ²estice £len· optické soustavy

X̂C = PLV R̂QWP (φO)R̂HWP (θO)R̂QWP (φP4)R̂HWP (θP2)R̂QWP (φP3). (2.54)

(ii) Vytvo°ení matice z operátor· pro p·lvlnnou a £tvrtvlnnou desti£ku s p°ipojením
operátoru pro polarizátor PLV

X̂M = PLV R̂QWP (φM2)R̂HWP (θM2). (2.55)

(iii) Matice X̂C a X̂M mají dimenzi 2×2. Nejd°íve jsou normalizovány dle relace (2.42)
a následn¥ p°evedeny na vektory dle relace (2.43). Hledání maxima jejich hermi-
tovského skalárního sou£inu je provedeno funkcí scipy.optimize.minimize metodou
SLSQP.
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V soustav¥ na obr. 2.8 lze provést je²t¥ dal²í zjednodu²ení a tím je slou£ení dvou
d¥li£· svazk·. Matice pro d¥li£e svazku lze vyjád°it jako

B̂SP (∆V ,∆H) =

(
cos∆H 0

0 cos∆V

)
= cos∆V

(
cos∆H/ cos∆V 0

0 1

)
. (2.56)

�len 1/ cos∆V , který je vyjád°en p°ed maticí, lze zanedbat, jelikoº normalizací bude
zru²en. Obecn¥ platí, ºe transformace popsaná operátorem ÛX je fyzikáln¥ ekvivalentní
s transformací ÛY , jestliºe mezi nimi existuje následující rovnost

ÛX = qÛY , (2.57)

kde q je obecné £íslo. �íslo q je obdobou globální fáze u stavu v relaci (2.3). Výsledné
slou£ení optické soustavy z obr. 2.8 je zobrazeno na obr. 2.9. Operátorové vyjád°ení
této slou£ené soustavy lze zapsat jako

P̂LV R̂QWP (φM2)R̂HWP (θM2)R̂SP (45
◦)

ÊP (ξP )B̂SP (∆V ,∆H)R̂QWP (φM1)R̂HWP (θM1),
(2.58)

kde explicitní vyjád°ení operátoru pro ztrátový d¥li£ svazku je následující

B̂SP (∆V ,∆H) =

(
z 0
0 1

)
, (2.59)

kde parametr z = cos∆H/ cos∆V a £len 1/ cos∆V z relace (2.56) byl zanedbán.

|H⟩ M1 M1

P 45°
M2 M2 PLV

Fázový posun

BD Dělič svazku

Půlvlnná destička Čtvrtvlnná destička

DetektorPolarizátor

Obr. 2.9. Schéma virtuální optické soustavy, která vznikla slou£ením fázových desti£ek
a deli£· svazku u optické soustavy na obr. 2.8. Popis pouºitých prvk· v soustav¥ je
uveden v legend¥ obrázku. Podrobn¥j²í popis soustavy je uveden v textu.

Doposud byly popsány virtuáln¥ namodelované optické soustavy. Pro experimen-
tální demonstraci obecné unitární a neunitární transformace byla pouºita optická sou-
stava na obr. 2.10. Tato soustava je analogií soustavy na obr. 2.9. Na vstupní stran¥
optické soustavy je op¥t uvaºován qubit ve stavu |H⟩, který byl nastaven polariza£ním
kontrolérem za laserovým zdrojem. Laser je zdroj klasického sv¥tla, nejedná se tedy
o jednofotonový zdroj. Na vstupu optické soustavy je laserový svazek vyvázán z optic-
kého vlákna na asférickou £o£ku. Pro zavedení ztrát byl namísto regulovatelného d¥li£e
svazku pouºit ²edý �ltr, který je v optické soustav¥ na obr. 2.10 ozna£en jako ztrátový
£len. �edý �ltr byl umíst¥n tak, aby jeho posun byl vertikální v·£i optickému stolu a
tím nezasáhl do druhého ramene interferometru.
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Jelikoº ztrátový £len p°edstavuje sklí£ko, které v jednom ramenu prodlouºí dráhu
svazku o svou tlou²´ku, je nutné prodlouºit dráhu svazku o stejnou délku ve druhém
ramenu. K tomuto procesu slouºí dv¥ laboratorní sklí£ka, zna£ené jako kompenza£ní
desti£ky. Fáze eiξ, která je umíst¥na v optické soustav¥ na obr. 2.9 v ramenu s ho-
rizontální polarizací, byla experimentáln¥ realizována náklonem vstupního BD. Na
výstupní stran¥ optické soustavy byl laserový svazek asférickou £o£kou navázán do
optického vlákna a konec optického vlákna byl p°iveden na detektor. Matematické vy-
jád°ení této optické soustavy je dáno relací (2.58), kde ²edému �ltru je p°i°azen operátor
B̂SP (∆V ,∆H).

Polarizační
kontrolér

Laser

PLV
MZ

M2 M2

|H⟩ M1 M1

Kompenzační destičky

BD

Půlvlnná destička Čtvrtvlnná destička

DetektorPolarizátor

Ztrátový člen

Vláknový vyvazovač a navazovač 

Obr. 2.10. Schéma zkonstruované optické soustavy, která byla pouºita pro provedení
obecné jednoqubitové unitární a neunitární transformace. Popis pouºitých prvk· v sou-
stav¥ je uveden v legend¥ obrázku. Podrobn¥j²í popis soustavy je uveden v textu.

P°edlohou maticové formy ztrátového £lenu, který je sloºen z d¥li£e svazku
B̂SP (∆V ,∆H) a fázového £lenu ÊP (ξP ), viz kapitola 2.3.1, byla experimentální práce
zabývající se informa£ním tokem mezi PT -symetrickým systém a jeho okolím [34],
jednalo tedy o otev°ený systém. Experimentální realizace ztrátového £lenu byla ov²em
odli²ná, kdy zde byl pouºit ²edý �ltr, ale v práci [34] byly ztráty provedeny odklo-
nem svazku mimo detektor pomocí fázových desti£ek umíst¥ných v Mach-Zehnderov¥
interferometru.

Shrnutí této kapitoly je následující. Byla vygenerována náhodná unitární transfor-
mace dle relace (2.41). Následn¥ bylo numerickou analýzou nalezeno nastavení optické
soustavy na obr. 2.7 tak, aby tuto unitární transformaci provedla. Získané parame-
try soustavy byly vloºeny do optické soustavy na obr. 2.8. Tato optická soustava jiº
slouºí pro provedení kvantové tomogra�e procesu, kde £len transformace stavu provádí
obecn¥ neunitární transformaci qubitu. Bylo provedeno zjednodu²ení dané optické sou-
stavy dle relací (2.50) a (2.53). Výsledkem byla optická soustava na obr. 2.9. Tento
postup byl zopakován pro soubor náhodn¥ generovaných transformací. Výsledky ska-
lárních sou£in· numerické analýzy pro nastavení parametr· optické soustavy na obr.
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2.7 a skalárních sou£in· pro slou£ení fázových desti£ek byly zaznamenány. Po úsp¥²-
ném provedení t¥chto krok· byla sestavena optická soustava na obr. 2.10, která slouºí
pro experimentální demonstraci obecné unitární a neunitární transformace. Fotogra�e
sestavené optické soustavy z obr. 2.10 je zobrazena na obr. 2.11.

Obr. 2.11. Optická soustava, jejíº schéma je na obr. 2.10, pro realizaci obecné jednoqu-
bitové unitární a neunitární transformace.

2.3.2 M¥°ení optických os fázových desti£ek

Jelikoº na fázových desti£kách, které byly umíst¥ny v motorizovaných rotací, není vy-
zna£ena jejich optická osa, bylo nutné m¥°ícím procesem nalézt její sm¥r. Pro m¥°ení
os p·lvlnných desti£ek byla pouºita optická soustavy na obr. 2.12 a) a pro £tvrtvlnné
desti£ky byla pouºita optická soustava na obr. 2.12 b). P°i m¥°ení optických os £tvrtvln-
ných desti£ek bylo na vstupu soustavy sv¥tlo ve stavu |H⟩, aby m¥°ený optický výkon
na detektoru klesal k nulové hodnot¥. Relativní nulová hodnota nato£ení optické osy
se potom hledala v minimu nam¥°ené funkce. Pouºití sv¥tla ve stavu |V ⟩ p°i m¥°ení
optických os p·lvlnných desti£ek znamenalo pouze to, ºe jako relativní nulová hodnota
nato£ení optické osy se hledala v maximu nam¥°ené funkce. M¥°ení optického výkonu
se provád¥lo po rotaci fázové desti£ky o 2◦, a to aº do provedení celé oto£ky (360◦).

P°i kaºdém záznamu signálu na detektoru bylo provedeno 20 opakovaných m¥°eních
a byla vypo£tena sm¥rodatná odchylka, anglicky standard deviation (STD) dle relace

STD =

√√√√ 1

N − 1

N∑
i=1

(ni − n)2, (2.60)

kde N = 20 je po£et opakovaných m¥°ení, ni je i-tá nam¥°ená hodnota z jedné série
m¥°ení a n je pr·m¥rná hodnota nam¥°eného signálu. Výsledky byly normalizovány dle
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nejvy²²í nam¥°ené hodnoty intenzity. Tento zp·sob m¥°ení signálu a výpo£et nejistot
byl proveden pro v²echny následující úkoly.

Nam¥°ená data byla normalizována a následn¥ na�tována sinusovou funkcí

fs(xs) = as sin (xsbs + cs) + ds, (2.61)

kde xs je volný parametr a as, bs, cs a ds jsou hledané parametry �tovacího procesu. Pro
kaºdou fázovou desti£ku byla na�tovaná k°ivka spolu s normalizovanými nam¥°enými
hodnotami a nejistotami m¥°ení vynesena do grafu.

PLV Detektor
|V⟩ |H⟩ PLV Detektor

a) b)

Obr. 2.12. Schéma optické soustavy pro nalezení sm¥ru optické osy a) p·lvlnné desti£ky
RHWP (θ) s úhelem nato£ení θ a b) £tvrtvlnné desti£ky RQWP (φ) s úhelem nato£ení
φ. Pro oba p°ípady je pouºit polarizátor PLV propou²t¥jící pouze vertikální sloºku
polarizace.

2.3.3 M¥°ení p°í£ného pro�lu svazku

P°í£ný pro�l svazku byl m¥°en v optické soustav¥, která je vyobrazena na obr. 2.10,
kde namísto ²edého �ltru, který zp·soboval ztráty pro celou plochu svazku sou£asn¥,
byl zvolen kovový b°it, který úpln¥ zastíní pouze poºadovanou £ást svazku. Svazek byl
postupn¥ stín¥n v horizontálním sm¥ru vzhledem k optickému stolu, na kterém byla
umíst¥na optická soustava. Krok posunu motoru byl zvolen 5 µm. Po provedení m¥°ení
byla nam¥°ená data normalizována dle nejvy²²í nam¥°ené hodnoty intenzity a následn¥
byla provedena jejich numerická derivace, která se provedla dle vztahu

d(ni,xi) =
ni − ni−1

xi − xi−1

; kde i = 1,2,3,.. (2.62)

kde xi je pozice motoru pro hodnotu i-tou nam¥°enou hodnotu intenzity ni. Výsledná
data byla normalizována dle nejvy²²í hodnoty derivace a na�tována Gaussovou funkcí

f(xg) = age
−(xg−bg)

2

2c2g , (2.63)

kde xg je volný parametr, ag, bg a cg jsou parametry �tace a e = 2,718 28.. je Eulerovo
£íslo. Pro �tovanou funkci byla vypo£tena plná ²í°ka v polovin¥ maxima, anglicky
full width at half maximum (FWHM) dle následující relace

FWHM = 2
√
2 ln 2cg, (2.64)

coº je ²í°ka svazku, kde intenzita sv¥tla klesla na polovinu maximální hodnoty. Záv¥rem
byly nam¥°ená data, nejistoty m¥°ení, které byly získány dle relace (2.60), na�tovaná
k°ivka a hodnota FWHM vyneseny do graf·.
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2.3.4 M¥°ení transmise ²edého �ltru

Pro m¥°ení transmise ²edého �ltru byla pouºita optická soustava na obr. 2.10. M¥°ení
prob¥hlo pro plný rozsah lineárního posuvu, tedy 25mm a krok posunu byl zvolen
0,5mm. Jelikoº ²edý �ltr byl umíst¥n v rameni interferometru, do kterého byla odklo-
n¥na horizontální polarizace, projekce na výstupu byla v pr·b¥hu m¥°ení nastavena do
báze |H⟩⟨H|. Druhé rameno interferometru bylo zaclon¥no, aby nep°ispívalo k ²umu
m¥°ení.

M¥°ení transmise prob¥hlo pro £ty°i opakovaná m¥°ení, kdy pro jednotlivá m¥°ení
byly nastaveny fázové desti£ky na vstupní stran¥ interferometru dle tabulky 2.3. Rotací
p·lvlnné desti£ky docházelo k p°elévání intenzity z horizontální polarizace do vertikální,
tedy v ramenu interferometru, kde byl umíst¥n ²edý �ltr, byla sniºována intenzita
svazku. Toto m¥°ení bylo provedeno pro ov¥°ení, ºe ²edý �ltr zp·sobuje pom¥rov¥
stejné ztráty pro nízkou a vysokou intenzitu svazku, jelikoº ztráty z a ξP v relaci (2.58)
jsou povaºovány za p°ímo úm¥rné ztrátám, které zp·sobuje ²edý �ltr bez závislosti na
intenzit¥ svazku.

Normalizované nam¥°ené hodnoty spolu s nejistotami jednotlivých m¥°ení, viz re-
lace (2.60), byly vyneseny do grafu. Následn¥ byl proveden výpo£et pr·m¥ru hodnot
nam¥°ených na jednotlivých pozicích motoru. Zpr·m¥rované hodnoty byly �továny
exponenciální funkcí

fe(xe) = 10ae(xe+be) + ce (2.65)

kde xe je volný parametr a ae, be a ce jsou parametry �tace, kterou se dle výrobce [56]
°ídí funkce transmise ²edého �ltru.

Tabulka 2.3: Nastavení vstupních fázových desti£ek v soustav¥ na obr. 2.10 p°i jednot-
livých m¥°eních transmise ²edého �ltru.

�. m¥°ení R̂HWP (θM1)[
◦] R̂QWP (φM1)[

◦]

1. 0 0
2. 10 0
3. 20 0
4. 30 0
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2.3.5 Realizace obecné unitární a neunitární transformace op-

tickou soustavou

Optickou soustavou na obr. 2.10 budou nejd°íve realizovány unitární transformace,
které budou zadány ve form¥ matice s dimenzí 2× 2. Maticové vyjád°ení t¥chto trans-
formací je následující

Ûu1 =

(
1 0
0 1

)
Ûu2 =

(
0 1
1 0

)
Ûu3 =

(
0,75 −0,66144

0,66144 0,75

)
Ûu4 =

(
0,6533e−0,8859i 0,7571e1,0130i

0,7571e−0,4761i 0,6533e−1,7188i

)
,

Ûu5 =

(
0,7876e2,4198i 0,6161e0,2785i

0,6161e0,7095i 0,7876e1,7098i

)
(2.66)

kde operátory Ûu1 aº Ûu3 jsou uºivatelem zadané unitární transformace a operátory
Ûu4 a Ûu5 jsou náhodn¥ generované unitární transformace, viz kapitola 2.3.1. Postup
nalezení nastavení optické soustavy pro provedení poºadované transformace je uveden
v kapitole 2.3.1.

Ov¥°ení, ºe optická soustava provádí danou transformaci, bylo provedeno skrz kvan-
tovou tomogra�i procesu, viz kapitola 2.1.4. Tedy pro kaºdou transformaci bylo p°ipra-
veno 6 bázových polariza£ních stav· a pro kaºdý p°ipravený bázový polariza£ní stav
bylo provedeno 6 projekcí do bázových polariza£ních stav·. Tímto procesem bylo pro
kaºdou transformaci získáno 36 nam¥°ených hodnot. Následn¥ byly vytvo°eny dv¥ ma-
tice hustoty procesu. První matice hustoty procesu Π̂[vir], zde nazývaná virtuální, byla
vytvo°ena skrz virtuální simulaci m¥°eného procesu. Tedy byla simula£n¥ vytvo°ena
optická soustava na obr. 2.10 a provedeno 36 virtuálních m¥°ení pro vybranou trans-
formaci Ûui. Postupem dle kapitoly 2.1.4 byla vytvo°ena matice hustoty procesu, která
odpovídá ideální matici hustoty procesu Π̂[vir], ke které se s reálným experimentem je
snaha p°iblíºit. Druhá matice hustoty procesu Π̂[exp], zde nazývaná experimentální, je
taktéº vytvo°ena dle postupu v kapitole 2.1.4, ov²em dosazované hodnoty jsou hod-
noty nam¥°ené p°i provedení reálného experimentu. Po vytvo°ení matic Π̂[vir] a Π̂[exp]

následovalo jejich vzájemné srovnání a jako kvantitativní míru jejich podobnosti byla
zvolena �delita kvantových stav·, která je daná následujícím vztahem

F (Π̂[vir],Π̂[exp]) =

(
Tr

√√
Π̂[vir]Π̂[exp]

√
Π̂[vir]

)2

, (2.67)

Fidelita vyjad°uje míru podobnosti dvou kvantových stav· a její hodnoty jsou na in-
tervalu od 0 do 1, kdy hodnota 0 vyjad°uje nejniº²í moºnou podobnost mezi dv¥ma
stavy a 1 vyjad°uje nejvy²²í moºnou podobnost.
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Po realizaci unitárních transformací byly realizovány transformace neunitární, je-
jichº unitární dvouqubitové maticové vyjád°ení je následovné

Ûn1(2q) =


1 0 0 0

0 1
10

3
√
11

10
0

0 −3
√
11

10
1
10

0

0 0 0 1



Ûn2(2q) =


2
3

1
3

2
3

0
1
3

2
3
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Ûn3(2q) =


0,4041e−0,9463i 0,8328e−2,2089i 0,0618e0,3856i 0,3733e1,9760i

0,3583e1,5061i 0,1216e−2,3607i 0,8954e−2,4393i 0,2346e1,22858i

0,8218e1,1499i 0,3468e−3,0761i 0,4029e0,1861i 0,205072e−0,217839i

0,181528e2,1180i 0,4141e2,6770i 0,1790e2,6578i 0,8738e−2,8002i

 .

(2.68)

Po redukci unitární dvouqubitové matice na matici subsystému sledovaného qubitu
dostaneme obecn¥ neunitární matici dimenze 2× 2. Jednoqubitová verze t¥chto neuni-
tárních transformací je následující

Ûn1 =

(
1 0
0 1

10

)
Ûn2 =

(2
3

1
3

1
3

2
3

)
Ûn3 =

(
0,4041e−0,9463i 0,8328e−2,2089i

0,3583e1,5061i 0,1216e−2,3607i

)
.

(2.69)

Ov¥°ení, ºe optická soustava provádí poºadovanou transformaci, prob¥hlo identicky
jako v p°edchozím p°ípad¥. Byla provedena kvantová tomogra�e procesu simulované a
experimentáln¥ realizované optické soustavy a výsledné matice hustoty procesu Π̂[vir] a
Π̂[exp] byly srovnány mírou danou �delitou kvantových stav· (2.67).

Pro neunitární transformace bude ov²em proveden je²t¥ dodate£ný krok, kterým
je zp¥tné nalezení neunitární matice Ûnj z experimentáln¥ vytvo°ené matice hustot
Π̂[exp]. D·vod provedení tohoto kroku bude z°ejmý z výsledk· z experimentální reali-
zace neunitárních transformací. Zp¥tné nalezení neunitární matice Ûnj bylo provedeno
následujícím postupem. Nejd°íve byla uºivatelem vytvo°ena funkce rev_mat, ve které
byly virtuáln¥ vytvo°eny dva £leny transformace stavu z optické soustavy na obr. 2.8,
které p°edstavovali hledané neunitární matice Ûnj. Matice Ûnj byly vloºeny do Choiho
Jamiolkowského izomor�smu (2.24), kdy kaºdé matici Ûnj byla p°i°azena jedna pravd¥-
podobnost pj. Výsledná matice hustoty procesu, generovaná maticemi Ûnj, byla �deli-
tou (2.67) srovnána s maticí hustoty procesu Π̂[exp], kdy výsledek �delity byl výstupem
funkce rev_mat. Záv¥rem prob¥hla numerická analýza funkcí scipy.optimize.minimize
metodou SLSQP.
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2.4 Výsledky a diskuze

2.4.1 Simulace lineární optické soustavy

Pro ov¥°ení, ºe optická soustava na obr. 2.7 je schopna realizovat libovolnou dvouqu-
bitovou unitární transformaci, byla provedena numerická simulace, viz kapitola 2.3.1.
Pro toto ov¥°ení bylo vygenerováno 500 náhodných dvouqubitových unitárních trans-
formací.

Funkcí scipy.optimize.minimize byly hledány parametry nastavení optické soustavy,
aby výsledek skalárního sou£inu poºadované a simulované transformace byl maximální.
V 435 z 500 (87%) p°ípad· bylo dosaºeno hodnoty skalárního sou£inu vet²í jak 0,99,
v ostatních p°ípadech byla nejniº²í dosaºená hodnota 0,96. Pro experimentáln¥ reali-
zované transformace z relací (2.66) a (2.69) byla nalezena shoda vºdy v¥t²í neº 99%.

Pro v²echny vygenerované transformace bylo prov¥°eno slou£ení fázových desti£ek
dle relací (2.50) a (2.53). Op¥t se hledala shoda v¥t²í neº 99%. Tato shoda byla vºdy
nalezena.

Z výsledk· plyne, ºe optická soustava na obr. 2.7 m·ºe provést omezen¥ velkou mno-
ºinu dvouqubitových unitárních transformací s p°ijatelnou p°esností. Transformace,
které nebyly nalezeny s poºadovanou shodou, byly p°esto nalezeny dostate£n¥ blízko a
lze se domnívat, ºe vhodnou úpravou numerické analýzy by byly dosaºeny poºadované
výsledky. Slou£ení fázových desti£ek lze simula£n¥ provést s velkou p°esností, jelikoº
shoda pro v²echny p°ípady byla nalezena vºdy v¥t²í neº 99%.

2.4.2 M¥°ení optických os fázových desti£ek

P°ed sestavením samotné optické soustavy byly m¥°ícím procesem nalezeny optické osy.
Postup m¥°ení je uveden v kapitole 2.3.2. Výsledky m¥°ení jsou vyobrazeny v grafech na
obr. 2.13, 2.14, 2.15 a 2.16 pro R̂HWP (θM1), R̂QWP (φM1), R̂HWP (θM2) a R̂HWP (φM2),
kde na horizontální ose je vynesen úhel rotace fázové desti£ky a na vertikální ose je
normalizovaná intenzita po projekci na vertikální polarizaci. Dále modrými body jsou
vyzna£eny experimentální data spolu s nejistotami m¥°ení a £ervená k°ivka vyobrazuje
�taci nam¥°ených dat. Parametry �tace jsou uvedeny v legend¥ kaºdého grafu.

Nam¥°ené hodnoty pro p·lvlnné desti£ky, viz obr. 2.13 a 2.15, vykazují stejná mi-
nima a maxima, kdeºto pro £tvrtvlnné desti£ky, viz obr. 2.14 a 2.16, se hodnoty minim
a maxim periodicky m¥ní. Tato skute£nost je d·sledek pouºití fázových desti£ek pro
vlnovou délkou 710 nm, kdeºto zdroj zá°ení vyza°uje na vlnové délce 698,6 nm. Rela-
tivní nulové hodnoty v·£i hardwarové nule motorizovaných rotací jednotlivých fázových
desti£ek, které jsou uvedeny v tabulce 2.4, byly zvoleny z na�tované k°ivky. Nejistota
m¥°ení byla °ádov¥ od 10−6 pro minimální hodnoty do 10−4 pro maximální hodnoty
normalizované intenzity.

60



0 45 90 135 180 225 270 315 360
Úhel nato ení p lvlnné desti ky [ ]

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

No
rm

al
izo

va
ná

 in
te

nz
ita

 [-
]

Parametry fitace: as = -0,4971, bs = 3,999, cs = 1,8439, ds = 0,5156
Experimentální data

Obr. 2.13. Graf nam¥°ených hodnot normalizované intenzity pro m¥°ení optické osy
p·lvlnné desti£ky R̂HWP (θM1), kdy na vstupu p·lvlnné desti£ky bylo sv¥tlo ve stavu
|V ⟩ a byla provedena projekce do báze |V ⟩⟨V |. Nejistota m¥°ení jednotlivých bod· byla
men²í neº vykreslený symbol, proto není vyzna£ena.
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Obr. 2.14. Graf nam¥°ených hodnot normalizované intenzity pro m¥°ení optické osy
£tvrtvlnné desti£ky R̂QWP (φM1), kdy na vstupu £tvrtvlnné desti£ky bylo sv¥tlo ve
stavu |H⟩ a byla provedena projekce do báze |V ⟩⟨V |. Nejistota m¥°ení jednotlivých
bod· byla men²í neº vykreslený symbol, proto není vyzna£ena.
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Obr. 2.15. Graf nam¥°ených hodnot normalizované intenzity pro m¥°ení optické osy
p·lvlnné desti£ky R̂HWP (θM2), kdy na vstupu p·lvlnné desti£ky bylo sv¥tlo ve stavu
|V ⟩ a byla provedena projekce do báze |V ⟩⟨V |. Nejistota m¥°ení jednotlivých bod· byla
men²í neº vykreslený symbol, proto není vyzna£ena.
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Obr. 2.16. Graf nam¥°ených hodnot normalizované intenzity pro m¥°ení optické osy
£tvrtvlnné desti£ky R̂QWP (φM2), kdy na vstupu £tvrtvlnné desti£ky bylo sv¥tlo ve
stavu |H⟩ a byla provedena projekce do báze |V ⟩⟨V |. Nejistota m¥°ení jednotlivých
bod· byla men²í neº vykreslený symbol, proto není vyzna£ena.
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Tabulka 2.4: Nastavení relativních nulových hodnot v·£i hardwarové nule motorizova-
ných rotací.

Fázová desti£ka Nulová pozice[◦]

R̂HWP (θM2) 41,099

R̂QWP (φM1) 109,203

R̂HWP (θM2) 49,801

R̂QWP (φM2) 104,822

2.4.3 M¥°ení p°í£ného pro�lu svazku

Dal²ím m¥°ením bylo m¥°ení p°í£ného pro�lu svazku. Postup m¥°ení je uveden v ka-
pitole 2.3.3. Na obr. 2.17 je vyobrazen graf závislosti detekované intenzity na posuvu
kovového b°itu skrz laserový svazek, kdy na horizontální ose je vynesena pozice mo-
toru a na vertikální ose je uvedena nam¥°ená normalizovaná intenzita zá°ení. Na obr.
2.18 je modrými body vyobrazena numerická derivace nam¥°ených hodnot, která byla
provedena dle relace (2.62) a £ervenou k°ivkou je vyobrazena �tovaná k°ivka dle relace
(2.63), p°i£emº na horizontální ose je vynesena pozice motoru a na vertikální ose je
normalizovaná velikost derivace. Pro �tovanou k°ivku je ve vý²ce poloviny maximální
hodnoty intenzity vyobrazena £ernou dvouhlavou ²ipkou hodnota FWHM dle relace
(2.64).
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Obr. 2.17. Graf normalizovaných nam¥°ených hodnot intenzit p°i postupném zaclán¥ní
svazku b°item. Nejistota m¥°ení jednotlivých bod· byla men²í neº vykreslený symbol,
proto není vyzna£ena.
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Obr. 2.18. Graf normalizované numerické derivace nam¥°ených hodnot. Data odpo-
vídají p°í£nému pro�lu svazku. Nejistota m¥°ení jednotlivých bod· byla men²í neº
vykreslený symbol, proto není vyzna£ena.

Nejistoty m¥°ení byly °ádov¥ od 10−8 pro minimální hodnoty do 10−4 pro maximální
hodnoty normalizované intenzity. Znalost ²í°ky svazku byla d·leºitá proto, aby byly
správn¥ de�novány zavedené ztráty. V první fázi experimentu byl jako ztrátový £len
pouºit kovový b°it, kterým se provád¥lo m¥°ení ²í°ky svazku. Nicmén¥ hodnota ztrát
byla r·zná pro r·zné intenzity svazku, resp. pro zavedení stejné ztráty bylo nutné zajet
motorem na jiné pozice v závislosti na vstupní polarizaci. Z tohoto d·vodu byl nakonec
vyuºit ²edý �ltr, viz následující kapitola.

2.4.4 M¥°ení transmise ²edého �ltru

Postup prom¥°ení funkce transmise ²edého �ltru je popsán v kapitole 2.3.4. Grafy
jednotlivých m¥°ení pro rotaci p·lvlnné desti£ky od 0◦ do 30◦ jsou zobrazeny na obr.
2.19, kdy pozice lineárního posuvu je vynesena na horizontální ose a normalizované
nam¥°ené hodnoty intenzity jsou vyneseny na vertikální ose. Jelikoº jsou nam¥°ené
hodnoty intenzit normalizovány, lze vertikální osu ozna£it jako propustnost.

Z grafu na obr. 2.19 je viditelné, ºe nam¥°ené hodnoty intenzit pro r·zná nastavení
p·lvlnné desti£ky se zna£n¥ p°ekrývají, tedy propustnost na jedné pozici motoru je
stejná pro svazek s r·znou intenzitou. Dále lze zpozorovat, ºe k°ivka intenzity pomalu
klesá pro pozice motoru p°ibliºn¥ od hodnoty od 0mm do 2,5mm. Jelikoº je zamý²-
leno provést výpo£et pr·m¥ru m¥°ených hodnot pro jednotlivé hodnoty propustnosti
a následn¥ tyto hodnoty �tovat exponenciální funkcí dle relace (2.65), hodnoty po-
zice motory z intervalu od 0mm do 2,5mm budou p°i �taci zanedbány. Bude taktéº
p°i°azena propustnost 1,0 na pozici motoru 0mm. Na obr. 2.20 jsou modrými body zob-
razeny zpr·m¥rované nam¥°ené hodnoty spolu s nejistotami m¥°ení a £ervená k°ivka
p°edstavuje na�tovanou funkci dle relace (2.65). Nejistota m¥°ení byla °ádov¥ od 10−6

pro minimální hodnoty do 10−4 pro maximální hodnoty normalizované intenzity.
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Obr. 2.19. Graf nam¥°ených hodnot funkce transmise pro jednotlivá nastavení p·lvlnné
desti£ky R̂HWP (θM1) v optické soustav¥ na obr. 2.10. Nejistota m¥°ení jednotlivých
bod· byla men²í neº vykreslený symbol, proto není vyzna£ena.
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Obr. 2.20. Graf zpr·m¥rovaných nam¥°ených hodnot funkce transmise s na�tovanou
k°ivkou. Nejistota m¥°ení jednotlivých bod· byla men²í neº vykreslený symbol, proto
není vyzna£ena.
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2.4.5 Realizace unitární a neunitární transformace

Záv¥re£ným experimentem byla experimentální realizace obecné unitární a neunitární
transformace. Podrobný postup provedení experimentu je uveden v kapitole 2.3.5.

Nejd°íve byla optickou soustavou realizována sada unitárních transformací z relace
(2.66). V následujících obrázcích 2.21 aº 2.30 jsou vyobrazeny histogramy pro virtuální
a experimentální matice hustoty procesu Π̂ui[vir] a Π̂ui[exp] k jednotlivým transformacím
Ûui z relace (2.66). Kaºdá dvojice histogram· je následována tabulkou 2.5 aº 2.9, ve
které je uvedena £istota a vzájemná �delita jednotlivých matic hustot proces· Π̂ui[vir]

a Π̂ui[exp].
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Obr. 2.21. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti virtuáln¥ získané matice hustoty
procesu Π̂u1[vir] k transformaci Ûu1.
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Obr. 2.22. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti experimentáln¥ získané matice
hustoty procesu Π̂u1[exp] k transformaci Ûu1.
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Tabulka 2.5: Parametry matic hustot procesu Π̂u1[vir] a Π̂u1[exp].

Matice hustoty procesu �istota matice Fidelita

Π̂u1[vir] 1,0
0,940 85

Π̂u1[exp] 0,917 87
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Obr. 2.23. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti virtuáln¥ získané matice hustoty
procesu Π̂u2[vir] k transformaci Ûu2.

|HH
|HV

|VH
|VV HH|

HV|
VH|

VV|
0,1
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

|HH
|HV

|VH
|VV HH|

HV|
VH|

VV|
0,1
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

0,1

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5a) b)

Obr. 2.24. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti experimentáln¥ získané matice
hustoty procesu Π̂u2[exp] k transformaci Ûu2.

Tabulka 2.6: Parametry matic hustot procesu Π̂u2[vir] a Π̂u2[exp].

Matice hustoty procesu �istota matice Fidelita

Π̂u2[vir] 1,0
0,977 93

Π̂u2[exp] 0,960 86
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Obr. 2.25. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti virtuáln¥ získané matice hustoty
procesu Π̂u3[vir] k transformaci Ûu3.
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Obr. 2.26. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti experimentáln¥ získané matice
hustoty procesu Π̂u3[exp] k transformaci Ûu3.

Tabulka 2.7: Parametry matic hustot procesu Π̂u3[vir] a Π̂u3[exp].

Matice hustoty procesu �istota matice Fidelita

Π̂u3[vir] 1,0
0,963 94

Π̂u3[exp] 0,943 26
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Obr. 2.27. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti experimentáln¥ získané matice
hustoty procesu Π̂u4[vir] k transformaci Ûu4.
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Obr. 2.28. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti virtuáln¥ získané matice hustoty
procesu Π̂u4[exp] k transformaci Ûu4.

Tabulka 2.8: Parametry matic hustot procesu Π̂u4[vir] a Π̂u4[exp].

Matice hustoty procesu �istota matice Fidelita

Π̂u4[vir] 1,0
0,941 78

Π̂u4[exp] 0,901 54
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Obr. 2.29. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti experimentáln¥ získané matice
hustoty procesu Π̂u5[vir] k transformaci Ûu5.
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Obr. 2.30. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti virtuáln¥ získané matice hustoty
procesu Π̂u5[exp] k transformaci Ûu5 z relace (2.66).

Tabulka 2.9: Parametry matic hustot procesu Π̂u5[vir] a Π̂u5[exp].

Matice hustoty procesu �istota matice Fidelita

Π̂u5[vir] 1,0
0,954 86

Π̂u5[exp] 0,929 24

Stopa pro v²echny vý²e uvedené matice hustoty procesu Π̂ui je rovna jedné. Pro
v²echny provedené unitární transformace platí, ºe �delita s jejich virtuální, resp. ideální
formou matice hustoty byla vºdy vy²²í neº 0,94, viz tabulky 2.5 aº 2.9. To vypovídá
o tom, ºe optická soustava s malou pravd¥podobností provád¥la dal²í transformace, viz
relace (2.24). Tyto dodate£n¥ provedené transformace není nutné explicitn¥ vyjad°ovat,
jelikoº se dají zahrnout do nejistot provedení experimentu.

Nyní bude následovat realizace sady neunitárních transformací z relace (2.69). V ob-
rázcích 2.31 aº 2.36 jsou vyobrazeny histogramy pro virtuální a experimentální matice
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hustoty procesu Π̂ni[vir] a Π̂ni[exp] k jednotlivým transformacím Ûni z relace (2.69). Ke
kaºdé dvojici histogram· je op¥t uvedena tabulka 2.10 aº 2.12, ve které je uvedena
£istota a vzájemná �delita jednotlivých matic hustot proces· Π̂ui[vir] a Π̂ui[exp].
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Obr. 2.31. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti virtuáln¥ získané matice hustoty
procesu Π̂n1[vir] k transformaci Ûn1.
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Obr. 2.32. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti experimentáln¥ získané matice
hustoty procesu Π̂n1[exp] k transformaci Ûn1.

Tabulka 2.10: Parametry matic hustot procesu Π̂n1[vir] a Π̂n1[exp].

Matice hustoty procesu �istota matice Fidelita

Π̂n1[vir] 1,0
0,700 42

Π̂n1[exp] 0,731 92
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Obr. 2.33. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti virtuáln¥ získané matice hustoty
procesu Π̂n2[vir] k transformaci Ûn2.
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Obr. 2.34. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti experimentáln¥ získané matice
hustoty procesu Π̂n2[exp] k transformaci Ûn2.

Tabulka 2.11: Parametry matic hustot procesu Π̂n2[vir] a Π̂n2[exp].

Matice hustoty procesu �istota matice Fidelita

Π̂n2[vir] 1,0
0,569 66

Π̂n2[exp] 0,692 90
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Obr. 2.35. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti virtuáln¥ získané matice hustoty
procesu Π̂n3[vir] k transformaci Ûn3.
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Obr. 2.36. Vizualizace a) reálné a b) imaginární £ásti experimentáln¥ získané matice
hustoty procesu Π̂n3[exp] k transformaci Ûn3.

Tabulka 2.12: Parametry matic hustot procesu Π̂n3[vir] a Π̂n3[exp].

Matice hustoty procesu �istota matice Fidelita

Π̂n3[vir] 1,0
0,114 20

Π̂n3[exp] 0,539 39

Stopa pro v²echny vý²e uvedené matice hustoty procesu Π̂nj je rovna jedné. Z tabu-
lek 2.5 aº 2.9 plyne, ºe v²echny experimentáln¥ získané matice hustoty procesu Π̂nj[exp]

mají £istotu výrazn¥ men²í neº jedna. To vypovídá o tom, ºe optická soustava s jiº neza-
nedbatelnou pravd¥podobností provád¥la dal²í transformace, viz relace (2.24). Z tohoto
d·vod· taktéº �delita mezi maticemi Π̂nj[vir] a Π̂nj[exp] je pro v²echny p°ípady nízká,
s nejniº²í získanou hodnotou 0,1. Optická soustava tedy nezrealizovala poºadované neu-
nitární transformace Ûnj z relace (2.69). Z nam¥°ených dat lze ale získat operátory pro
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transformace, které byly optickou soustavou realizovány. Nyní následuje proces nale-
zení transformace Ûzi, která generuje matici hustoty Π̂nj[exp]. Podrobn¥j²í popis tohoto
postupu lze nalézt v kapitole 2.3.5.

Pro matici hustoty Π̂n1[exp], jejíº forma je zobrazena na obr. 2.32, byly s �delitou v¥t²í
neº 0,99 získány dva operátory Ûz1 a Ûz2 s p°i°azenými pravd¥podobnostmi pz1 = 0,2573
a pz2 = 0,7427 v následující form¥

Ûz1 =

(
0,8210e−0,0809i 0,3575e−1,9898i

0,5388e1,673i 0,3556e−2,835i

)
Ûz2 =

(
0,9082e−1,7057i 0,3416e2,4927i

0,2234e3,082i 0,3092e−0,6291i

)
.

(2.70)

Dále pro matici hustoty Π̂n2[exp], jejíº forma je zobrazena na obr. 2.34, byly s �delitou
v¥t²í neº 0,99 získány dva operátory Ûz3 a Ûz4 s p°i°azenými pravd¥podobnostmi pz3 =
0,4537 a pz4 = 0,5463 v následující form¥

Ûz3 =

(
0,2434e0,1635i 0,9478e−1,6986i

0,8001e−1,6323i 0,2440e−0,8617i

)
Ûz4 =

(
0,6174e−1,6597i 0,3831e−1,5775i

0,4158e−1,7277i 0,5881e−1,347i

)
.

(2.71)

Pro poslední matici hustoty Π̂n3[exp], jejíº forma je zobrazena na obr. 2.36, byly s �-
delitou v¥t²í neº 0,99 získány dva operátory Ûz5 a Ûz6 s p°i°azenými pravd¥podobnostmi
pz5 = 0,4621 a pz6 = 0,5379 v následující form¥

Ûz5 =

(
0,4847e2,4427i 0,0637e−1.1132i

0,7262e0,2543i 0,5268e2,8546i

)
Ûz6 =

(
0,7975e1,2968i 0,1501e−1,9729i

0,5592e2,7539i 0,5402e2,3941i

)
.

(2.72)

Porovnáním nalezených operátor· Ûzi z relací (2.70), (2.71) a (2.72) s p°íslu²nými
operátory Ûnj z relace (2.69) není nalezena podobnost. Rozpad na jednotlivé operátory
Ûzi zna£í hrubou experimentální chybu. Lze tedy usoudit, ºe experimentální realizace
obecné neunitární transformace optickou soustavou na obr. 2.10 nebyla úsp¥²n¥ prove-
dena.
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Záv¥r

Tato práce pojednává o PT -symetrické teorii a jejímu propojení s quasi-hermitovskou a
pseudo-hermitovskou teorií. Z dostupných informací je²t¥ není zcela z°ejmé, jestli PT -
symetrická teorie je opravdu komplexním roz²í°ením hermitovské kvantové mechaniky,
nebo se jedná o konkrétní podskupinu pseudo-hermitovských hamiltonián·. Na tuto
otázku je nyní intenzivn¥ hledána odpov¥¤.

V praktické £ásti byl p°edloºen návrh lineárn¥-optické soustavy pro realizaci obecné
jednoqubitové neunitární transformace, která byla získána z optické soustavy realizující
obecnou dvouqubitovou unitární transformaci.

V první £ásti experimentu bylo virtuální simulací prov¥°eno, jestli dvouqubitová
optická soustava m·ºe provést obecnou dvouqubitovou unitární transformaci. Hledaná
°e²ení nastavení optické soustavy pro realizaci náhodn¥ generované dvouqubitové uni-
tární transformace byla nalezena ve v¥t²in¥ p°ípad· se shodou v¥t²í jak 0,99.

P°ed sestavením optické soustavy pro realizaci obecné jednoqubitové neunitární
transformace byly prov¥°eny vybrané optické prvky. Nejd°íve byly m¥°ícím procesem
nalezeny sm¥ry optických os fázových desti£ek. P°i tomto m¥°ení se ukázala r·zná ma-
xima a minima u £tvrtvlnných desti£ek. Pouºitím t¥chto fázových desti£ek lze o£ekávat
r·st odchylek v experimentální demonstraci. Dále byl prom¥°en p°í£ný pro�l laserového
svazku, jehoº zdrojem byl klasický zdroj sv¥tla reprezentován laserovou diodou LP705-
SF15, u kterého byl nalezen o£ekávány gaussovský tvar. Záv¥rem byl prov¥°en ztrátový
£len, jako který byl zvolen ²edý �ltr NDL-25C-4, u n¥hoº funkce transmise byla na-
m¥°ena stejná pro r·zné intenzity laserového svazku. Ze znalosti tohoto výsledku bylo
moºné de�novat ztráty v soustav¥, a to vytvo°ením jednoduché závislosti mezi pozicí
motoru a funkcí transmise bez závislosti na intenzit¥ sv¥tla procházející ²edým �ltrem.

V poslední £ásti byly na sestavené optické soustav¥ experimentáln¥ demonstrovány
obecné jednoqubitové unitární a neunitární transformace. Výsledky byly porovnány
s výsledky získanými virtuáln¥ simulovanou identickou optickou soustavou.

Získané výsledky byly uspokojující pro unitární proces, kdeºto p°i experimentální
realizaci neunitárního procesu byly získány velké odchylky od výsledk· z virtuální simu-
lace. Z výsledk· realizací neunitárních transformací byly nalezeny operátory pro trans-
formace, které byly skute£n¥ realizovány optickou soustavou. Ukázalo se, ºe optická
soustava p°i poºadavku pro realizaci neunitární transformace provád¥la dv¥ transfor-
mace s jednotliv¥ p°i°azenými pravd¥podobnostmi, které byly výrazn¥ odli²né od po-
ºadované. Tento výsledek nebyl o£ekáván a experimentální realizace neunitární trans-
formace je proto povaºována za neúsp¥²nou.
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