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Uvod

Studium kvantovych systému je v poslednich letech jeden z nejrozséhlejsich védeckych
obort, jelikoz jejich feSeni slibuje znac¢ny technologicky pokrok. Pro prvni seznameni
s kvantovymi systémy jsou pouzity idealizované modely, které predpokladaji uzavie-
nost kvantového systému pied okolnim svétem. Tento piistup je ovSsem nedostatec¢ny
pri popisu readlného kvantového systému. Zde je nutné pripojit ke zkoumanému systému
i jeho okoli, se kterym interaguje. Piikladem mohou byt kvantové pocitace, u kterych je
informace zakoédovana do kvantovych stavu, které se vyznacuji unikadtnimi vlastnostmi
jako kvantova provazanost a princip superpozice. Tyto jevy jsou citlivé na interakci
s okolnim prostifedim a diisledkem této interakce je ztrata informace uchované v kvan-
tovém pocitaci. Jako opozit tomuto technologickému prikladu lze zminit modelovani
biologickych systémii, mezi kterymi dochazi k presunu energie a hmoty.

Pro fyzikdlné spravny popis je do hamiltonidnu systému, coz je matematicky ob-
jekt, ktery je spjat s energii a ¢asovou evoluci zkoumaného systému, vlozena interakce
s okolim. Protoze tato interakce miize byt p¥ilis slozita, analytické feSeni ptislusnych
rovnic s timto hamiltonidnem neni mozné provést bez fady aproximaci, které omezuji
spravnost vysledki. Je tedy vynaloZzeno tsili pro nalezeni novych zptisobli pro popis
otevienych kvantovych systémii. Jeden z téchto zpisobu byl ptiblizné pred dvaceti lety
predstaven Benderem a Boettchrem. Byl nalezen novy druh hamiltonidnu, ktery svymi
vlastnostmi je v rozporu s konvencné pouzivanymi hamiltoniany, ovSem se zda byt
vhodnym kandidatem pro popis otevienych systémi. Tento novy druh hamiltonidnu
byl pojmenovan PT-symetricky, dle symetrie, kterou se tento hamiltonian vyznacuje.

Tato préce se sklada z teoretické a experimentalni ¢asti. V teoretické ¢asti této prace
je nejdiive poskytnut ivod do konven¢ni hermitovské kvantové mechaniky. Déle je vy-
tvoren uceleny piehled formalismu P7T -symetrické teorie, ktera je nasledné porovnana
s pseudo-hermitovskou a quasi-hermitovskou kvantovou mechanikou. Zakonc¢enim této
¢asti je ukazka prikladu pro P7T -symetrickou, pseudo a quasi-hermitovskou kvantovou
mechanikou.

V experimentélni ¢asti této prace je popsano experimentalni zafizeni, které provadi
obecnou neunitarni transformaci a l1ze jim nékteré nehermitovské procesy simulovat.
Nejdiive je predstaven zakladni matematicky popis s ohledem na nami pouzitou plat-
formu linearni optiky a kdédovani informace do polariza¢niho stavu jednotlivych fotont.
Nésleduje simulace neunitarnich transformaci virtualni optickou soustavou. Pred expe-
rimentalni demonstraci neunitarni transformace byly provéreny vybrané optické prvky,
které byly soucasti optické soustavy a byla realizovina obecné unitarni transformace.



Kapitola 1

Teoreticka ¢ast

1.1 Konvenc¢ni kvantova mechanika

V této sekci bude zaveden formalismus, se kterym se pracuje v hermitovské kvantové
mechanice. Budou uvedeny zakladni druhy operatorii, nasledné bude formulovan proces
méfeni v kvantové mechanice a zakonc¢enim této kapitoly bude zaveden pojem unitarni
evoluce systému.

1.1.1 Kvantové stavy a skalarni soucin

V kvantové mechanice je kazdy stav fyzikalniho systému, napt. poloha ¢i hybnost elek-
tronu obihajiciho kolem jadra atomu, popsan jeho stavovym vektorem [|¢), nazyvan
taktéz jako ket vektor nebo zkracené stav. Ket vektor lze geometricky reprezentovat
jako vektor v komplexnim matematickém prostoru, ktery se nazyva Hilbertiv prostor
H. Jsou-li stavy |vq) a |vg) soucasti prostoru H, tak i stav

V) = e1lvr) + calva) (L.1)

se nachazi ve stejném prostoru H, kde koeficienty c; 2 jsou obecné komplexni ¢isla.
Jedna se tedy o linearni systém a stav |¢)) je superpozici stavi |v1) a |vg) s vahami ¢;
a cy. Stav |1h) se v této formé nazyva sty [1].

Hilbertiv prostor je definovan skaldrnim soucinem, ktery je obecné komplexni.
V hermitovské kvantové mechanice se skaldrni soucin nazyva hermitovsky a zapisuje se
v tzv. Dirakovské notaci

o)) = (elv), (1.2)

kde ,,1* zna¢i hermitovské sdruzeni (operace komplexni sdruzeni ,*¢ s transpozici ,, T)
a (¢| znaci bra vektor.
Vlastnosti skalarniho soucinu jsou sepsany v nasledujicich bodech [I]:

e hermitovska symetrie

(@) = (¥l9), (1.3)
e linearita stavového vektoru ket

(Plervy + cava) = c1(g|vr) + ca(d|va), (1.4)
e antilinearita stavového vektoru bra

(crwy + cowa ) = ci(wi ) + c5(walv), (1.5)
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e pozitivné definitni skaldrni soucin

(¥|1) > 0; rovno nule pravé, kdyz [¢) = 0. (1.6)

Pro vyjadieni libovolného ¢istého stavu |¢) v prostoru H je nutné splnit tzv. relaci
tuplnosti [I]

> fuidwi] = 1, (1.7)

kde tvar zapisu braketu |-)(-| zna¢i vnéjsi soucin, 1 je operatorova jednicka, kterou lze
maticové reprezentovat jako identitu a {|u;)} je diskrétni mnozina bazovych vektoru,
ktera na prostoru H tvoii ortonormalni bézi

(ul|uj> == 5i7j’ (18)
kde ; ; je Kroneckerovo delta. Libovolny ¢isty stav |¢) 1ze potom vyjadrit v bazi téchto
vektori

) = Zcz‘u1> (1.9)
Kvantovy systém ovSem miZe byt tvoien statistickym souborem {py, |¢x)} Cistych

stavi. Takovy kvantovy systém muze byt v ¢istém stavu [¢1) s pravdépodobnosti p;,
nebo v ¢istém stavu [¢,) s pravdépodobnosti py atd, kde pro pravdépodobnosti musi

platit
E pe=1. (1.10)
k

Tento stav systému se nazyva smiSeny. Pro popis smiSeného stavu jiz nestaci zapis
stavu ve tvaru (1.9)), ale je nutné zavést tzv. operator hustoty [2]

p=Y orl ) (Wl =D prsr, (1.11)
k k

kde py, je operator hustoty ¢istého stavu |¢x). Operator hustoty p reprezentuje smiSeny
stav neboli je smési ruznych cistych stavii, jestlize alesponn dvé rizné pravdépodobnosti
pr jsou nenulové. Pokud plati p, = 1, potom operator hustoty p = pi. popisuje pouze
jeden ¢isty stav. Operator hustoty p lze v bazi {|u;)} reprezentovat matici, ktera se
nazyvani matice hustoty a jednotlivé elementy matice hustoty pro Cisty stav pp jsou
dany néasledujici relaci

Pr(ig) = (Un(i) | OrlurG)) = (ury|r) (Vrlure))

\ . 1.12
= D Citm) ot {00 [y (o [ i)) = iy i (112)

m,n

V hermitovské kvantové mechanice obecny operator hustoty spliuje nésledujici
predpoklady [2]:

e operator hustoty je hermitovsky

p=p, (1.13)
e soucet diagondlnich elementli matice hustoty je roven jedné

Tr{p} =1, (1.14)

10



e operator hustoty je pozitivni
(¥|plv) > 1, pro v8echny stavy [¢)), (1.15)

kde ,, Tr* zna¢i stopu matice. Zavedeni hermitovskych operatori bude provedeno v né-
sledujici kapitole.

Dale jsou doplnény dodatecné vlastnosti pro operdtor hustoty. Operator hustoty p,
ktery reprezentuje smiSeny stav, ma nasledujici vlastnosti:

e neni idempotentni
Iy (1.16)
e (istota operatoru je mensi nez jedna

Tr{p’} < 1. (1.17)

Operator hustoty cistého stavu pr ma nasledujici vlastnosti:

e idempotence

P = Dr, (1.18)
e (Cistota operatoru je rovna jedné

Te{p;} = 1. (1.19)

Kvantovy systém popsany statistickym souborem (1.11)) nesmi byt zaménovan se
systémem, ktery lze reprezentovat Cistym stavem . Zasadni rozdily jsou, ze bazové
vektory |u;) jsou ortonormélni, coZ obecné neplati pro stavy |iy), a koeficienty ¢; jsou
obecné komplexni, kdezto pravdépodobnosti py jsou pouze realna ¢isla. Dusledky téchto
rozdili budou popsany nize.

1.1.2 Operatory v kvantové mechanice

V kvantové mechanice se vyuzivaji zobecnéné funkce zvané operatory. Operator lze
zapsat ve formé matice, kterda se aplikuje na vektorovou formu stavu. Operatory lze
rozdélit na linedrni a nelinearni.

Linearn{ operator L se vyznacuje tim, ze komutuje s obecnym komplexnim ¢islem

kBl
[ﬁ, k:} — Lk —kL=0 (1.20)

Piisobenim operatoru L na stav [¢))

Lig) = x), (1.21)

je vytvofen novy obecny stav |y). Bra vektor stavu |y) je ziskan jeho hermitovskym
sdruzenim

)" = (x| = (WL, (1.22)
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kde L' je hermitovsky sdruzeny operator L. Vlozenim operatoru L do skalarniho sou-
¢inu lze nalézt identity, pod kterymi se vysledek skalarniho soucinu s operatorem ne-

R 1)) = L)) = (@ILI)
= (¢|L|y) = (¥|LT[$)".

Zavorky [ﬁ] [-L] znazoriiji smér pisobeni operatoru. Dle 3) je irelevantni, zdali
operator L zapusobi nejdiive na stav |¢) a nésledné se provede skalarni soucin, nebo
operator L zapisobi na stav (¢| a pak se rovede skalarni souc¢in. Je nutné si pouze
uvédomit, ze pokud plati relace 1 1) a 1 , pak plati relace (¢|L (€|, kde (¢] je
novy obecny stav, pro ktery obecné plati (£ ;é (x|

Antilinearni operator A nekomutuje s obecnym komplexnim Eslem & [3]

(1.23)

Ak =k*A. (1.24)
Operator A lze formalné rozlozit na linearn{ a antilinearni st
A=LK, (1.25)

kde K je antilinearni ¢ast operatoru A. Antilinarni ¢ast K musi provadét komplexni
sdruZeni. Ptisobeni operatoru A na ket vektor a nasledné ziskani bra vektoru se provadi
identicky jako v ptipadé linedrniho operatoru

~

Ay =10) = 10" = (¢l = (WIA. (1.26)

Zména oproti linedrnimu operatoru nastava v piipadé, kdyz operator A je soucasti
skalarniho souc¢inu

(@l[A1)] = (gl Al[w)" = (¢I[AT]g)). (1.27)

Zména sméru pusobeni operatoru A je doprovazena komplexnim sdruzenim skalarniho
soucinu, protoze komplexni sdruzeni provadéné antilinearni ¢asti K musi byt kompen-
zovano. Dirakova notace neni Gplné nazornd pro praci s antilinearnimi operatory. Je
taktéz namisté zminit, Ze vysledek souc¢inu dvou antilinedrnich operatori je operator
linearni a vysledkem soudinu linearniho s antilinedrnim je antilinearni operator [4].

Déle v kvantové mechanice existuji alespon dva velmi dilezité druhy operator,
které se objevuji skrz celou kvantovou teorii. Prvnim druhem je unitarni operator U.
Unitarni operator spliiuje relaci [1]

UUt =00 =1. (1.28)

Operator, ktery tuto relaci nespliiuje, se nazyva neunitarni. Operator U tzce souvisi
se skalarnim sou¢inem. Pusobi-li operator U na obecné stavy 1) a |1)q), vytvoii nové
obecné stavy Y1) a [1)s)

Ulhr) = |41,
Tl = o) (1.29)

Ulp2) = [t2),

pro které je vysledek skaldrniho souc¢inu zachovan
<@/~)1|1;2> = <¢1|UTU|¢2> = (V1]thy), (1.30)

Unitarni operator tzv. zachovava skalarni soucin.
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Dalsim operatorem je operator hermitovsky O, ktery spliiuje vztah [1]
1)]1016)] = [O1)]|6). (1.31)
7 této relace vyplyva podminka pro hermitovsky operator
0 =0 (1.32)

Pokud operator tuto podminku nespliiuje, nazyva se nehermitovsky. Pusobeni hermi-
tovského operatoru O na stav [¢) je dano nasledujici relaci

[O1)]" = (&[O. (1.33)

Hermitovskymi operatory jsou vyjadieny métici procesy u kvantové mechanickych jevii,
které budou popsany v nasledujici kapitole.

1.1.3 Meéfeni v kvantové mechanice

K pozorovani fyzikalniho systému, méfeni, v kvantové mechanice slouzi hermitovské
operatory. Kazdé méreni fyzikalni veliciny O odpovida jedné z vlastnich hodnot ope-
ratoru O R

Oluy) = ay|uy), (1.34)

kde a,, je diskrétni vlastni hodnota operatoru O, |u,) se nazyva vlastni vektor neboli
vlastni stav operatoru O a diskrétni mnozina vlastnich vektori {|u,)} tvoii ortonor-
malni bazi v prostoru H, z ¢ehoz plyne, Ze splituje relaci uzavienosti ((1.7).

Od kazdého méteni se ocekava vysledek v oboru redlnych ¢isel. Podminkou tedy
je, aby a, bylo redlné. Tato podminka je okamzité splnéna, pokud 0) je hermitovsky
([.32).

Pokud je maticovd forma hermitovského operator O vyjadiena v bézi vlastnich
stavii {|u,)}, potom kazdé buiice matice O,,., je piifazena hodnota

(U | O 1) (1.35)

Jelikoz mnozina vektora {|u,)} tvoif ortonormalni bazi, maticova forma hermitovského
operatoru O bude mit diagonalni formu.
Hermitovsky operator O lze vyjadfit jako vazenou sumu projektort [2]

0= Zanpn = Zan|un><un‘7 (1.36)

n n

kde operator P, je projektor, ktery projektuje do baze |tn) (u,| operatoru O s vlastni
hodnotou a,,.

Pfti ptisobeni projekéniho operatoru B, na obecny stav rozepsany do superpozice
bazovych vektorit |o) = > ¢ylu,) dochazi k tzv. kolapsu stavu do projektovaného
stavu R

P10) = cnltim)- (1.37)

Projekei dochézi ke ztraté informace, protoze po jejim provedeni se jiz nelze dozvédét
vice o superpozici stavu |o), ktery piesel do stavu |u,,). Superpozice stavu |o) je projekei
nenavratné znicena.
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Pravdépodobnost nalezeni stavu |o) ve stavu |u,), a tedy naméteni hodnoty a,, je
déna vztahem

P(an) = (0] Palo) = (olun) (unlo) = > cje;(uwilun) (wnlu;) = [eal. (1.38)
(2%
Jako amplituda pravdépodobnosti se oznacuje (u,|o) = cp.
Pro zachovani fyzikdlni interpretace je pozadovano, aby platila relace

(0lo)=> crealunlun) = len> =) Play) = 1. (1.39)
n n n

Stav |o) miiZze popisovat otevieny kvantovy systém, to je systém, ktery interaguje se

svym okolim. Stav |o) potom nemusi spliiovat relaci ([1.39), a proto se zavadi tzv.

normalizace stavu

o) = L, (1.40)
Vv {olo)
kde +/(olo) je norma stavu |o). Pokud stav |0) opét nespliiuje relaci , stav |o)
nelze normalizovat. Takovy stav nemé fyzikilni interpretaci a nepopisuje tedy zadny
redlny fyzikalni systém.

Transformace stavu v uzavienych kvantovych systémech je provadéna pravé unitér-
nimi operatory. V piipadé, ze stav |0) splije relaci , bude ji splhovat i po trans-
formaci obecnym unitarnim operatorem U. Unitarni operator tzv. zachovava normu
stavu. To neplati pro transformaci stavu projekénim operatorem, jelikoz méfici proces
nutné interaguje s kvantovym systémem. Tato interakce procesu méieni s mérenym sys-
témem je unikatni jev v kvantové mechanice. VySe popsany princip se nazyva projekéni
nebo von Neumannovo méfeni [2].

Je-li kvantovy stav popsan statistickou smési ¢istych stavi {pg, |ox)}, matematicky
popis méficiho procesu je nutné zobecnit pouzitim matice hustoty p z relace (L.11)).
Pro vyjadieni pravdépodobnosti naméfeni hodnoty a,, matici hustoty p jsou dany dva
vztahy, které na sebe navazuji. Prvni vztah popisuje pravdépodobnost naméfeni hod-
noty a,, pokud je systém ve stavu |og)

Py (ay) = (on| Palor) = Tr{Pupr} = |crem | (1.41)

kde pr = |og)(ok|. Druhy vztah zahrnuje pravdépodobnost p, a urcuje tedy celkovou
pravdépodobnost naméreni hodnoty a,, ve smiSeném systému

P(a,) =Y peTe{Pupn} = Tr {Z pkpnﬁk} = Tr{P,p}. (1.42)

Ve vztahu je pravdépodobnost vyjadfena ¢lenem |cy(n)|?. Tento ¢len je di-
agonalnim elementem matice hustoty py . Mimodiagonalni element, ¢, ¢t
matice hustoty py je tzv. interferencni ¢len a vyjadiuje koherenci systému, coz je vza-
jemna souvislost mezi fazi a amplitudou jednotlivych stavi. Pro pravdépodobnost py

v relaci ([1.42)) interferenci nelze ziskat.

1.1.4 Hamiltonian a Schodingerova rovnice

Jeden z postulatu kvantové mechaniky uvadi, 7ze ¢asovy vyvoj uzavieného systému je
fizen Casové zavislou Schodingerovou rovnici [1]

(1) = HO (D) (1.43)
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kde H (t) je Casové zavisly Hamiltonuv operator, nazyvan taktéz hamiltonian, ktery
popisuje celkovou energii systému, [1(t)) je ¢isty stav systému v Case t a h je redukovana
Plankova konstanta (h = %, kde h je Planckovou konstanta).

Ve specialnich pifpadech, kdy hamiltonidn neni ¢asové zavisly, H (t) = H, napt.
hamiltonian kvantového harmonického oscilatoru, se kterym se lze setkat u kvanto-
vani elektromagnetického pole, feSeni ¢asové zavislé Schodingerovy rovnice lze hledat
separaci proménnych. Stav [1(t)) se rozlozi na slozky jednotlivych bazovych vektort

W) =D eal®lun), D lea®)f =1, (1.44)

n

kde ¢asové zavisla je pouze amplituda pravdépodobnosti ¢, (t). ReSeni ¢asové nezavislé
¢asti vyusti v nalezeni tzv. ¢asové nezavislé Schrédingerovy rovnice, kterd je rovnici
pro vlastni ¢isla hamiltonianu H

Hluy) = Ep|un), (1.45)

kde E, je vlastni ¢islo hamiltonianu H, které odpovida energii systému ve stavu |u,).
Dosazenim feSeni Casové nezavislé Schrodingerovy rovnice (1.45) do ¢asové zévislé
Schrédingerovy rovnice ([1.43) a naslednym vyfeSenim lze ziskat casovy vyvoj stavu

() =D e ey (0) ). (1.46)

éasovy vyvoj systému je dan zménou komplexni faze. Obecné se tato transformace
nazyvéa evoluce systému a je dana evoluénim operatorem U (t,ly), ktery transformuje
stav systém v case t; do jakéhokoliv budouciho stavu systému v case t

U (ko) [ (to)) = e My (1)) = [3)(t)). (1.47)

éasovy’ vyvoj systému je tedy perfektné znam a vyvoj systému je deterministicky, tedy
plati princip kauzality.

Jelikoz vlastnf &isla hamiltonidnu H odpovidaji energii systému, ocekava se, ze tyto
vlastni ¢isla patii do mnoziny ¢isel redlnych. Tato podminka je okamzité splnéna, pokud
hamiltonian je hermitovsky (1.32). Podminka hermiticity hamiltonianu taktéz zajisti,
7e evoluéni operator je unitarni

U (t.t0) U (tty) = e (tto/m) =i (i=to/h) _ 1 (1.48)
tedy evoluce uzavieného kvantového systému je dana unitarnim operatorem. O takovém

systému se rika, Ze jeho ¢asovy vyvoj je unitarni. Pfi unitarni evoluci systému nedochazi
ke ztraté informace o stavu, a tedy pravdépodobnosti v tomto systému jsou zachovany.

1.2 PT-symetrie a nehermitovski kvantova mecha-
nika

V roce 1998 Bender a Boettcher zveiejnili klicovou praci, ve které popisuji novou sy-
metrii pro kvantovémechanicky Hamiltoniv operator, jehoz vlastni ¢isla jsou reédlna,
ale nesplituje podminku hermiticity [5]. Tuto symetrii nazvali P7T-symetrie, anglicky

15



parity-time symmetry. Nalezenim této nové symetrie poukazuji na skutecnost, ze her-
miticita je podminkou dostacujici, nikoliv nutnou pro redlnost vlastnich ¢isel hamilto-
nidnu. Motivaci pro porozuméni PT-symetrické teorie je ziskdni nového nastroje pro
feSeni otevienych systémii.

Na otevieny systém lze nahlizet jako na vybrany subsystém z mnoha systému,
které jsou vzajemné spiazeny. Protoze feseny subsystém je propojen s velkym mnoz-
stvim systémil, které se jednotlivé nazyvaji rezervoar, dochéazi k pfesunu energie mezi
subsystémem a rezervoarem, tedy v subsystém dochazi ke ztratdm nebo k zisku. Tato
nerovnovaha je vyjadiena disipacnim c¢lenem, ktery obecné zptisobi neunitarni evoluci
systému. Pii feSeni dynamiky otevienych systémi je nutné se uchylit k aproximacim,
napi. podminka slabé interakce mezi subsystémem a rezervoarem nebo pozadavek, aby
evoluce stavu subsystému zavisela pouze na soucasném stavu, nikoliv na minulosti.
Je tedy vytvofena fada pozadavkl pro subsystém a rezervoar, které omezuji presnost
modelii. Z tohoto divodu se hledaji nové cesty, které by minimalizovali pocet téchto
pozadavki. Zde pFichazi vySe zminéna PT-symetrie.

Nazev  parity-time symmetry vystihuje  dva  fyzikdlni  procesy.  Operace
parity provede zrcadleni. Soufadnicim kazdého bodu systému bude zaménéno
znaménko. Dalsi operace je time, kterd souvisi s ¢asem systém, a to konkrétné tak, ze
,obraci smér toku casu. PT-symetricky systém si lze predstavit jako dva zrcadlové
promitnuté subsystémy, kdy v jednom dochazi k zisku a v druhém ke ztratam. Tyto
dva subsystémy jsou propojeny urcitou ,silou“, kterd definuje oblast, ve kterém se
nachazi P7T-symetricky systém. Tato oblast muZze byt poruSend, neporuSend nebo
kriticky bod.

V piipadé, Ze v feSeném subsystému dochézi ke ztratam, tak dle P7T -symetrického
modelu je pozadavkem pouze kopie feSeného subsystému, ve které dochézi k zisku
a nésledné propojeni obou subsystémii pro dosazeni rovnovahy. Je tedy irelevantni,
jestli v systému dochéazi ke ztratam nebo k zisku, jelikoz popis bude obdobny. Z této
intuitivni predlohy PT-symetrické teorie se lze domnivat, Ze tato teorie je vhodnym
nastrojem pro popis otevienych systémii.

V nésledujici sekci bude zavedena matematicka terminologie pro P7T-symetrii a
popsany jeji zdkladni vlastnosti. Dale bude popsina nehermitovska teorie, a to kon-
krétné pseudo-hermiticita a quasi-hermiticita a jejich spojitost s P7T-symetrii. Bude
taktéz uveden vzorovy piiklad pro PT-symetrickou, pseudo-hermitovskou a quasi-
hermitovskou teorii.

1.2.1 Operatory PaT

Operator parity P invertuje prostorové souradnice. AphkaCl operatoru P se zméni
znameénka u prostorovych veliéin: u operatoru polohy PPl = —% anu operatoru
hybnosti PpP = —p. Operétor Pj je linedrni operator.

Operator T Lprevraci“ tok ¢asu. Aplikaci operatoru T na operatory prostorovych
veli¢in provadi transformaci: u operatoru polohy 727 ' = %, u operatoru hybnosti
TpT L = —p. Operator T dodatecns provadi komplexni sdruzeni 777~ = —i. Zménu
znaménka u imaginarni ¢asti lze taktéz chapat jako prevraceni sméru vyvoje systému,
ktery je ddn evolucénim operatorem . Jelikoz operator T provadi komplexni sdru-
zeni, jednd se o operator antilinearni. Bender a jeho kolegové ve vétsiné pracich [5], [6],
7], [8] zvolili operator T jako jednoduché komplexni sdruzeni ,,*
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Tyto operédtory v PT-symetrii musi splnit nasledujici podminky:

e operatory komutuji
[75, ﬂ — 0= P je realny, (1.49)

e operatory jsou involu¢ni neboli sami sobé inverzni

~ A A

P=P L T=T"'=(PT)=1, (1.50)

e operator P je invariantni viici operaci transpozice

P ="P", (1.51)

e vlastni ¢isla soucinu operatorti P7T maji formu e, kde 7 je reélné ¢islo.

Tato definice operatori umoziuje zachovat kanonickou komuta¢ni relaci [z,p] =i [5].
Invariance operatoru P pod operaci transpozice bude odivodnéna v nésledujici kapi-
tole. Ditkaz pro vlastni ¢isla soucinu operatoru PT je nasledujici

PTY = ),
(PT) = NPTI),
(PT)* = [AP[v),
(PT)* = 1l) = A =¢€",

(1.52)

kde byla vyuzita vlastnost antilinedrniho operatoru a definovanych vlastnosti
pro operatory P a T. Vlastni &isla realného 1nvolucn1h0 operatoru P jsou rovny +1 [9].
Komplexni faze, ktera je vlastnim ¢islem soucinu operatoru PT musi proto vychazet
z operatoru T.

Podminku involuce pro operator 7 lze zobecnit, a to na 72 = £1. Operator T se na-
zyva sudy, plati-li 7‘2 — 1, nebo lichy, pokud 72 = —1. Znaménko souvisi se systémem,
ve kterém operator T pusobl Pokud operator T pisobi v bosonovém systému, takovy
systém obsahuje Céstice s celo¢iselnym spinem, operédtor T ] je sudy, pokud piisobi ve
fermionovém systému, systém obsahujici ¢astice s polo¢iselnym spinem, operator T je
lichy [10]. Bender a jeho kolegové pouzili v definici PT-symetrie pouze ~sudy operé-
tor, T2 =1.V této praci se bude pracovat pouze se sudym operatorem T . Zobecnéni
PT-symetrie s lichym operatorem 7 lze nalézt v [10].

Bender definoval PT -symetricky hamiltonian flpt jako operator, ktery je invariantni
viiéi soudinu operatori P a T [11], tedy

N A ~ A\ —1
HZ;T = PTHpt (PT) = Lipt, (1 53)
oY =PTHPT =

kde ,,PT* znac¢i PT sdruzeni. Hamiltonidn H,; ovSem nekomutuje s operatory P a T
zv1ast

[ ptaP]%O [ pt,ﬂ#o (1.54)
ale pouze jako celek
[ﬁpt, ﬁﬂ = 0. (1.55)



Je znamo, ze pokud dva linearni operatory komutuji, maji spolecné vlastni stavy.
Jelikoz hamiltonian F[pt komutuje se souc¢inem linearniho a antilinedrniho operatoru
757', ktery se jako celek chova jako antilinedrni operator, souvislost mezi komutujicimi
operatory a jejich vlastnimi stavy jiz neni tak primé. MiiZe nastat situace, zZe i kdyz
tyto operatory komutuji, nemaji spole¢né vlastni stavy [12].

Nyni za pfedpokladu, Ze stav 1) je vlastnim stavem operatora ﬁpt a PT lze napsat
rovnice pro vlastni hodnoty téchto operatori

PTIv) = e [),
Hy|v) = Eplt),

kde E,; je vlastni ¢islo hamiltonianu H,,. Znalost komutacni relace (1.55) dovoluje
napsat

(1.56)

HyPTI) = PT Hulth). (1.57)

Nyni lze vyuzit rovnice pro vlastni hodnoty operatoru (1.56) a néasledné antilinearity
operatoru T

Hpt6i7|¢> = 7572Ept|¢>a
e Aptw> = E;tﬁj'W% (1.58)
e’ wt|) = E;teiTW>-

7 posledni relace plyne

Ep = E!, => Ey je reélné. (1.59)

Protoze ale muze nastat situace, Ze stav [¢)) nebude vlastnim stavem soucinu ope-
ratoria PT, tedy 757Ad|1/)) # €7|y), ale bude pouze vlastnim stavem hamiltonianu f[pt,
komutac¢ni relace neni dostatecnou podminkou, aby vlastni ¢isla hamiltonianu
ﬁpt byla realna. PT-symetrie je presto dostatecné silnou podminkou, jelikoz charakte-

risticky polynom pro hamiltonian ]:Ipt realny je [13]
det <ﬁpt — Ept:n-> = 0,
det <757A‘Hpt7572 - Ept:ﬂ.> = 0,
o (1.60)
det (THyT ~ Eyl) =0,
det (H;, — Eyll) =0,

kde ,,det“ zna¢i determinant. V charakteristickém polynomu (1.60)) bylo vyuzito vlast-
nosti determinantu

det (XY) — det (YX) , [XY} £ 0, (1.61)
kde X a YV jsou obecné operatory. Hamiltoniany ﬁpt a f[;t maji stejnd vlastni c¢isla.

Tato vlastni ¢isla mohou byt realna nebo tvofit komplexné sdruzené pary [14].
Pro nahlédnuti do vysledku 1) lze vyuzit ptriklad matice X a jeji komplexné

sdruzené formy X*
5 1T S A
() we () w0
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kde parametr = je obecné komplexni ¢islo. Vlastni ¢isla téchto matic jsou
)\Xi = :|:\/l’ — 1, )\X*i =Vt — 17 (163)

kde Ax+ a Ax+4 jsou vlastni ¢isla pro matice X a X*. Vlastni ¢isla Ax+ a Axs«4 jsou si
rovny pouze v piipadé, pokud parametr x redlny. Dale pokud plati > 1, vlastni ¢isla
jsou pouze realna, jinak tvofi komplexné sdruzené péary.

Pokud vlastni ¢isla hamiltonianu ﬁpt jsou realné, jeho vlastni stavy jsou taktéz
vlastnimi stavy soucinu operatori PT. PT-symetricky kvantovy systém se nachézi
v oblasti tzv. neporusené¢ P7T-symetrie. Pokud vlastni ¢isla hamiltonianu ]:Ipt tvori
komplexné sdruzené pary, jeho vlastni stavy nejsou vlastnimi stavy soucinu operatori
PT. PT-symetricky systém se potom nachézi v oblasti porusené PT-symetrie. Oblast
mezi témito dvéma stavy se nazyva kriticky bod [14].

1.2.2 Skalarni soudin a ¢asovy vyvoj v PT-symetrii

Jak jiz bylo zminéno, vyvoj uzavieného systému lze ziskat feSenim ¢asové Schrodinge-
rovy rovnice . Pro ¢asové nezavisly hermitovsky hamiltonian H je ziskan unitarni
evoluéni operator U(t,ty) ve tvaru .

Hamiltonian ﬁpt v PT-symetrii obecné nespliiuje podminku hermiticity , ale
jeho symetrie je dana vztahem (L.53). Jelikoz hamiltonian je tzce spjat s evolu¢nim
operatorem, nehermiticita hamiltonianu zpiisobi, Ze ¢asovy vyvoj systému prestane byt
unitarni. I kdyz neni splnéna podminka unitarity , lze provést apravy, kterymi
se zajisti, aby se systém vyvijel unitarné. V piipadé PT-symetrie pocatek této upravy
spoCiva v pfepisu hermitovského skalarniho souc¢inu na PT-symetricky [11]

)77 [0) = [PTIo)"|v) = (8]2), (1.64)

kde |-) a (-| je nové definovanéa notace pro ket a bra vektor. Normalizace stavu v PT-
symetrii ma stejnou formu jako v hermitovské hermitovské mechanice

—_ ¥
!w—m, (1.65)

kde [t)) je normalizovany stav |¢)).

V porovnani s hermitovskym skaldrnim soucinem Ize Fici, ze bylo explicitné
vyjadieno komplexni sdruzeni stavového vektoru bra ve formé operatoru T a dale byl
pridan operator 75, aby byla zachovana komuta¢ni relace . Faze soucinu operatoru
7572, '™, neni uvedena, protoZe se jedna o globalni fazi a spravnou volbou stavu, na
ktery soucin operatori PT pusobi, ji lze zvolit jednotkovou.

Jelikoz vlastni ¢isla soucinu operatori PT mohou nabyvat zdpornych ¢isel, PT ska-
larni souc¢in muze byt negativni. Negativni skalarni sou¢in patii do t¥idy indefinitnich
skalarnich souc¢inu [IT]. Tato vlastnost je v pFimém rozporu s podminkou pozitivni defi-
nity pro skalarni soucin, viz kapitola(1.1.1. Problém negativniho skaldrniho soucinu lze
ihned zpozorovat pri snaze splnit podminku zachovani celkové pravdépodobnost .
Negativni skalarni sou¢in musi byt z diivodu fyzikaln{ interpretace odmitnut. Z tohoto
divodu se k operatoraim P a T piipojuje dalsi operdtor, zvany C, ktery negativni
skaldrni soucin vraci zpét na pozitivni a tim navraci fyzikalni interpretaci skalarnimu
soucinu [11].
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Operator C lze vyjadiit jako sumu projektoru vlastnich stavi |v;) hamiltonianu lf[pt

[11] )
C= Z |vi) (vi]. (1.66)

Operatory CaPT maji stejnd vlastni ¢isla, jelikoz stav (v;] je vytvoren praveé pusobe-
nim soudinem operatori P77 na |v;). Je-li vlastni ¢islo soucinu operatort PT zaporné,
bude zaporné i vlastni ¢islo operatoru C. PT skalarni soucin prechézi na obecnéjsi tzv.
CPT skalarni soucin

[16)]PT ) = [CPTI9)] ") = (), (1.67)

kde ,CPT* zna¢i CPT sdruZeni. Takto definovany skalarni souc¢in bude jiz pozitivné
definitni. Pro operator C se predpoklada splnéni nasledujicich podminek [1T]:

e komutac¢ni relace

[é, 75%] — 0, [C Hpt] —0, (1.68)
e obecné plati

C+P, [é, P} £ 0, (1.69)
e operator ¢ je obecné komplexni

{é, %] £0, (1.70)

e ckvivalence

CP =PC*, (1.71)
e involuce
C=Cc" (1.72)

Nasledné dochazi k rozsifeni podminky pro P7T-symetricky hamiltonian z relace ((1.53))

na
-1

CPT ST T
AT = CPT Han (CPT) " = Hap, )
HET = CPTHoyTPC = Hep,

cpt

kde flcpt je CPT-symetricky hamiltonidn. Vypocet operatoru Cv prostorovych soutad-
nicich pro konkrétni druhy hamiltoniani byl proveden napft. poruchovou metodou [15],
[16].

V [II] a [I7] je uvedeno, 7Ze tato modifikace skalarniho sou¢inu a zavedeni CPT-
symetrického hamiltonidnu muze byt komplexnim rozsifenim, nikoliv zobecnénim
hermitovské kvantové mechaniky. Je taktéz rozSifen nazev parity-time symmetry na
charge- parity-time symmetry [17]. Nazev charge vychazi z ndazvu pro operator v ¢asti-
cové fyzice, ktery v matematické teorii zaménuje ¢astici za antic¢éstici. Tento operator
je zde spojovan i s operatory prevraceni ¢asu a paritou, které jsou taktéz soucasti
PT-symetrie. Propojeni mezi operdtorem C v CPT-symetrické kvantové mechanice a
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stejnojmennym operatorem v Casticové fyzice neni ovSem jesté zcela jasné [I7] a na
toto téma byly vzneseny namitky [18].

Pusobeni CPT-symetrického hamiltonidnu na stav v CP7T-symetrii, ﬁcpt\w), pro-
bihé4 identicky jako v hermitovské mechanice. Zajimavé je se oviem podivat na CPT
sdruzenou formu této relace

[Hept )T (1.74)

V piikladu pro hermitovskou mechaniku je hermitovské sdruzeni identické pro stav i
operator, resp. hamiltonian, tedy je provedena operace komplexni sdruzeni a transpo-
zice v obou piipadech, kdezto definice CP7T -symetrického hamiltonianu aCPT
sdruzeni stavu se ligi. CPT sdruZeni stavu je definovano s dodate¢nou ope-
raci transpozice. Intuitivné, operace transpozice slouzi pro spravné nasobeni operatori
v maticové formé a stavi ve vektorové. Pro transpozici dvou operatori v maticové
formé plati relace (XY)T = YTXT. Z tohoto ditvodu bude provedeno CPT sdruzeni
stavu a hamiltonidnu dle definice pro stav (L.67)), tedy s operaci transpozice

cpt

[éﬁﬂw)rw HEYT = (y|HY,. (1.75)

Zde si lze v8imnout jisté neekvivalence s hermitovskou kvantovou mechanikou.
V ptipadé hermitovské mechaniky je hermitovsky operator invariantni vii¢i hermitov-
skému sdruzeni, kdezto v CP7T -symetrii, bude-li CP7T -symetricky hamiltonian CPT
sdruzen dle relace 1) potom z vyse definovanych podminek plati HSY” = HY, #

]:Icpt. Toto je dusledek definice CPT-symetrického hamiltonianu dle relace , pro-
toze tato definice neobsahuje operaci transpozice. I kdyz CPT-symetricka, resp. PT-
symetrickd teorie by neméla byt slucovana s hermitovskou, je zde urcité podezieni,
7e v definici CPT -symetrického hamiltonianu chybi pravé tato operace trans-
pozice. Toto pozfeni je spravné a napi. v [19] Bender uvadi, ze pokud by CPT-
symetricky hamiltonian nebyl invariantni pod operaci transpozice, jeho normalizované
vlastni stavy nebudou ortonormaélni. Déale je symetrie pod operaci transpozice obecného
CPT-symetrického operatoru pozadovana ve vyvoji PT-symetrické operatoru v Hei-
senbergové obraze [I§], ktery bude nasledné kratce zminén.

éasovy vyvoj systému v hermitovské mechanice byl doposud prevazné umistén
v jeho stavech [¢(t)). Tomuto zapisu se ¥ikd Schrodingeriv obraz, kdy ¢asovy vy-
voj systému fesi casové zavisla Schrodingerova rovnice. éasovy vyvoj systému lze ale
presunout ze stavu do operatoru O, kterym slouzi pro méieni fyzikalni veli¢iny O.
Stav je nasledné konstantni v ¢ase, |¢(t)) — [¢), a ¢asovou zavislost ziskava operator,
O — O(t). Tomuto zapisu se iikd Heisenbergiiv obraz. Schrodingeriiv a Heisenber-
gtiv obraz jsou fyzikalné ekvivalentni, 1isi se pouze Hilbertiv prostor, ve kterém se tyto
systémy popisuji. Vyvoj systému v Heisenbergové obraze se 7idi Heisenbergovou rovnici

d A 1[4 -
—O0) = — t), H 1.76

jejimz feSenim je ) )
O(t) _ eth/hO(O)efth/h' (1'77)

V hermitovské mechanice je operdatoru O hermitovsky 1) Vzhledem k teSeni 1)
podminka hermiticity je zachovéna pro ¢as t > 0. V piipadé CP7T-symetrie je obecny
operator O, CPT-symetricky a ekvivalentni podminka je vystizena vztahem

N A A A ~ ~ 7T ~
[CPTOCptTPC} = O (1.78)
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Je-li tato podminka dodrzena pro ¢as t = 0, potom je dodrzena i pro vSechny nasledujici
¢asy t > 0. Tuto podminku musi spliiovat i CP7T-symetricky hamiltonian, jelikoz i
hamiltonian je operétor, ktery slouzi pro pozorovani fyzikalni veli¢iny, kterou je celkova
energie systému [18], [19], [12].

Je nutné tedy rozsifit podminku invariance CP7T-symetrického hamiltonianu z re-
lace (|1.73) na

HCC]Z;T [CPTHCM(CPT) ] - Acpt,

HE)T = [CPTHopuTPC|™ = Hop, L.79)
Y = CT"PTT HL, T PTCT = Hep,

HET = HY, = Hop.

Hamiltonidn v CPT-symetrii se tak stava invariantni pod operaci transpozice. S do-
datenym doplnénim operace transpozice do definice CPT-symetrického hamiltonidnu
se musi rozsitit i podminky kladeny na 77 T a C které jsou sepsany kapitolach m
a 2l Tyto operatory musi pod operaci transpozice PT TT aCT opét komutovat
s hamﬂtonlanem H.p:. Tato podminka je automaticky splnéna, pokud:

e operatory P, T a C jsou invariantni pod operaci transpozice

PoPT TG (=T (1.80)

Déle v referenci [0] je upozornéno, ze pokud by operator nespliioval podminku P =
PT potom by operator C taktéz nebyl invariantni pod operaci transpozice, a to by
zpusobilo, Ze operator ¢ by nekomutoval s hamiltonidnem Hcpt, pro ktery plati H. opt =
Hg,t Z tohoto divodu taktéz nemé smysl zobecnit operator T, provadgjici komplexni
sdruzeni, na operaci hermitovského sdruzeni, jelikoz v8echny vyzna¢né operatory v P7 -
symetrii jsou invariantni viéi operaci transpozice [6]. S vyuzitim téchto dodate¢nych
podminek jiz plati relace

[Hopn )77 = (4] Hopt- (1.81)

Do podminky invariance PT (L.53)), resp. CPT-symetrického hamiltonianu
nenf zvykem vkladat operaci transpozice. Jelikoz invariance pod operaci transpozice je
nucena na CPT-symetricky hamiltonian z vyse uvedenych duvodi, je zde tato operace
vlozena do podmlnky pro CPT-symetricky hamiltonian ((1.79).

Ze vztahu lze usoudit, Ze operatory P T a C nenf nutné aplikovat na stav
jako jeden bahk, ale Ize je aplikovat rozdélené. Identity pro CPT skalarni soucin jsou

[16)]PT ) = [CPT9)] ")
= [PT|o)"[Clv)] = [T )] [PC|¥)] (1.82)
{I) " [TPCI)Y = {[|0)]"[CT P},

kde bylo vyuzito stanovenych podminek pro P, 7, C a vlastnosti antilinearntho ope-
ratoru ve skalarnim soucinu ([1.27). Doplnénim skalarniho sou¢inu o CP7T -symetricky
hamiltonian H,p,; 1ze ziskat nasledujici identity

~

AA A

[CPTION [Hepe )] = [PTIO)" [CHel )]
= PT I HepCl)] = {[P1)] [T HepeCl00)]}* (1.83)
= {[PIO)]"[HL, TCl)Y = {10)] [Hu PTCl)]}"
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Zavérem této kapitoly bude proveden dikaz, ze CPT-symetricky hamiltonian ﬁcpt
Jje opét generator unitarni evoluce systému. V CPT—Symetru je casovy vyvoj opét dan
evolu¢nim operatorem Ucpt( ) = e~ Hent/h CPT  sdruzenim unitarntho operstoru Uept
lze ziskat nasledujici ekvivalence

Uopt(1)°FT = [CPT U TPC)®
= CPTe Mt/ pC

o (1.84)
= CPetlent/MPC

A

= ¢flemt/h — Uept (1)1,

kde Ucpt( t)~1 je inverzni forma operator Uy (t). Piisobenim operatoru Uy, (t) na stav
[1(0)), Uepe(t)]|10(0)), je ziskan stav [1(t)) a naslednym provedenim CPT -symetrického
skalarniho sou¢inu

W®[U(t) = (W(0)|UE)TTUE)](0))
= ((0) [ Hemt/he=tHent/M 5 (0)) = (1(0)]4(0)),

lze ovérit, ze skaldrni soucin je v Case zachovén.

(1.85)

1.2.3 Nehermitovska kvantova mechanika

PT-symetrie se vyznacuje moznosti indefinitniho skalarniho sou¢inu a nehermiticity
hamiltonianu, kdy hermiticita je nahrazena invarianci pod operatory 75, T a popft. C.
Studium nehermitovskych hamiltonianti a indefinitnich skalarnich soucinii bylo prove-
deno jiz v piedchozich letech [I8], [20]. Objev PT -symetrie inicioval ve védecké spolec-
nosti velky zajem o tyto matematické objekty.

Po uvedeni PT-symetrické teorie byla rychle nalezena podobnost s jiz zndmou tii-
dou nehermitovskych hamiltonianu, které se nazyvaji pseudo-hermitovské a jejich pod-
tfida quasi-hermitovské [21], [22]. Tyto nehermitovské hamiltoniany se vyznacuji shod-
nymi vlastnostmi s P7T -symetrickymi, jejich zavedeni je ovSem odligné. V nasledujicim
textu bude zaveden pojem pseudo a quasi-hermiticita a bude vystizena podobnost mezi
témito teoriemi s PT -symetrii.

Predpokladé se, ze hamiltonidn Hy nespliuje podminku hermiticity , evo-
luéni operator Uy, ktery je indukovan hamiltonianem Hy je tedy neunitarni a z toho
plyne, Ze hermitovsky skalarni soucin nebude invariantni véi evoluci generované
hamiltonianem Hy . Unitarni evoluce systému lze dosdhnout ale i v ptipadé zdanlivé
neunitarniho evolu¢niho operatoru. Novou podminku pro unitarni operator lze zapsat
ve tvaru

Ul (t) = VU )V, (1.86)

kde operator V slouzi jako pomocna transformace, kters ZaJIStl podminku unitarity
[23]. Nyni sta¢i pouze do relace (|1.86) dosadit za operator Uv inverzni exponencialni
tvar unitarniho operatoru z relace 1} s hamiltonisnem Hy a tim ziskat vztah mezi
operatory f[v aV

U‘T/(t) _ etHvt/hr—1 _ VHYV /A _ il (1.87)

Vsunuti operatoru VaVdo operatorové funkce eiflvt/h bylo mozné provést, jelikoz

k operatoru V existuje inverzni tvar, coz je predpoklad z relace - Zde je jiz zfejmé,
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%e hamiltonian Hy nemusi byt hermitovsky ve smyslu (1 , a pTresto miiZe generovat
¢asovy vyvoj systému. Pokud operator 1% degraduje na Jednotkovy operator, V= 1,
nebo komutuje s nehermitovskym hamlltonlanem [HV, V] = 0, evoluéni operator UV
se stava opét unitarnim ve smyslu ((1.28]) [23]. Nehermitovsky hamiltonian Hy ziskava
novou, obecnéjsi podminku herm1t1c1ty, kterd je dana vztahem

A =y = VLY, (1.88)

kde ,,1* zna¢i novy druh sdruzeni, které se lisi od konvenc¢niho hermitovského sdruzeni
tim, 7e jeho soucésti je operator V. Dale, pokud V spliuje nasledujici podminky:

e hermiticita

~

vi=v, (1.89)

e regularita
VvV =1, (1.90)

e linearita

VEV =k, (1.91)

potom se hamiltonian Hy nazyva V-pseudo hermitovsky [24].

Nyni se lze podivat, jak se Hy bude chovat na skalarnim soudinu. Jak bylo zminéno
v kapitole normalizované vlastni vektory hermitovské hamiltonidnu tvori
ortonormalni bazi na hermitovském skaldrnim soucinu a hermitovskd matice mé
v této bazi diagonélni formu. Hermiticita hamiltonianu taktéz dovolovala ,yvolny pohyb‘
hamiltonidnu v hermitovském skalarnim soucinu (1.31]). Pokud hamiltonidn prestane
byt hermitovsky, ale bude radgji V-pseudo hermitovsky (1.88), tak jeho vlastni vektory
obecné nebudou ortonorméalni na hermitovském skalarnim souc¢inu. Na zakladé pseudo-
hermitovské teorie lze ale vytvorit novy skalarni soucin, na kterém jiz ortonormalni
budou [1§].

Nova notace pro skalarni soucin je

(@19 = (¢ V], (1.92)

kdy tento skalédrni soucin se nazyva V-pseudo. Operator 1% modifikuje skaladrni soucin
a tim upravuje metriku systému, resp. Hilberttiv prostor, a proto je nazyvan metric-
kym operatorem. Samotné V-pseudo bra a ket vektory budou definovany nasledujicim
zpusobem [25] A

Wy = VN = @lv, ) = [¢). (1.93)
Normalizace stavu na V-pseudo skalarnim sou¢inu ma stejnou formu jako v hermitovské
mechanice [25]

W )
V)Y i)
kde [1))y je normalizovany stav |¢)y. Identity pro V-pseudo skalarni soucin lze zapsat
jako

W)y = (1.94)

(¢'1)v = (190 1)v
= VI Tle') = [1¢)]'VT]) (1.95)
= (¢|V]0').
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Chovéani hamiltonianu Hy na V-pseudo skalarnim soucinu je dano nasledujicimi iden-

titami . .

(Gl = (A1) 0

= [VH W) = VVH VIO

= [H V1)) = [VHv]e) |y)

= [Hy|¢"))¥)
Lze tedy tict, Ze hamiltonian Hy je hermitovsky na V-pseudo skalarnim soué¢inu, kdy
jeho hermiticita je dana vztahem . Maticova forma hamiltonidnu Hy bude mit
v bazi svych vlastnich vektori opét diagonalni formu. Z toho plyne, Ze o hermiticité
hamiltoniant a vSeobecné operatoru se 1ze bavit pouze ve spojeni se skalarnim souc¢inem
[25].

Nehermitovska kvantova teorie, konkrétné pseudo-hermitovskid umoznuje definovat
novy nehermitovsky skalarni soucin s metrickym operatorem a tento skalarni soucin
doplnit o soubor hamiltoniant, které jsou hermitovské na pseudo skalarnim soucinu.
Taktéz lze jit cestou opac¢nou, a to vytvoifenim pseudo-hermitovského hamiltonianu
a skalarni souc¢in doplnit o metricky operator. Nevyhodou ovSem je, ze pseudo ska-
larni soucin je obecné indefinitni, tedy jeho norma muzZe byt zdpornd a tim se stava
nefyzikalnim [18].

Pfi porovnani pseudo-hermitovské a PT, resp. CPT -symetrické teorie si lze pov§im-
nout podobnosti mezi témito teoriemi. Jak v pseudo-hermiticité, tak v CPT-symetrii
je pozadavkem modifikace skalarniho soucinu operatorem, ktery zajistuje hermiticitu
hamiltonianu na daném skaldrnim soucinu. Rozpor ale pfichazi v definici téchto teo-
rif. Pro CPT-symetrii se hamiltonian ¥idi vztahem (1.79), kde hamiltonidn prechézi
v sdm sebe bez pouziti konvenéniho hermitovského sdruzeni, kdezto v pripadé definice
pseudo-hermiticity je toto hermitovské sdruzeni piitomné. Taktéz operator 1
obecné nekomutuje s hamiltonianem. Operatory P, T aC by tedy nemély byt zto-
tozfiovany s metrickym operatorem V. CP7T-symetrie ma taktéz pozitivné definitni
skalarni soucin, kdezto podminky pro sestaveni metrického operatoru nezarucuji pozi-
tivni definitu V-pseudo skalarniho soucinu, a tedy V-pseudo skalarni soucinu je obecné
indefinitni [25]. Vyhodou u pseudo-hermitovské teorie oviem miize byt, Ze jelikoz met-
ricky operator je definovan znacné obecné, existuje jich nekonec¢né mnozstvi, ze kterych
si lze vybrat. Existuji tedy metrické operatory, pod kterymi je skalarni soucin pouze
kladny [18].

Necht existuje operétor V+, ktery splhuje vyse uvedené podminky pro metricky
operator v pseudo-hermitovské teorii a soucasné je pozitivné definitni, tedy jeho vlastni
¢isla jsou kladné a jsou nulova pouze pro nulové stavy. Hamiltonian [:[V+ se nazyva V-
quasi-hermitovsky, jestlize s operatorem V+ spliuje relaci . Nasledné lze ukazat
izomorfismus mezi V-quasi-hermitovskym hamiltonidnem a jeho hermitovskou formou
[25], [18].

Pro provedeni tohoto diukazu je nejdiive nutné nalézt odmocninou formu metrického
operatoru

(1.96)

1 .
Vii=n,  Vi=q'n=nm, (1.97)
ktera je dobre definovan, jelikoz V., pozitivné definitni [25]. Z pozitivni definity a her-

miticity operatoru V. plyne, Ze jeho odmocnina forma 7 bude taktéz pozitivné definitni
a hermitovska. Odmocninné vyjadieni metrického operatoru V. spolu s hamiltonidnem
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F[V+ dovoluje prepsat vztah 1} do tvaru

A HY, = qHy, 07", (1.98)
kde
nHv,n ' = H (1.99)

je transformace hamiltonidnu ﬁw na hamiltonian H, ktery je hermitovsky na hermi-

tovském skalarnim soucinu 1) To, 7e hamiltonian H je opravdu hermitovsky, se lze
presvédcit nasledujicim ditkazem [25]

aY = (Yt Hy, (i) 1 (1.100)
H = 3Hy, 7™,
A=A

kde byly vyuzity vztahy (1.88), (1.97).

Skalarni soucin s operatory V., a Hy, bude mit nasledujici tvar

(¢ | Hy |y, = (¢ |V Hy, |1

= (¢t H) ') = (&7 Hily') (1.101)
= (gl Hv),
kde byly definovany nové stavy
'y =0y, (¢'In= (4l (1.102)

Zde je nutné upozornit, ze stav [¢)')y, , resp. (¢|v+ je normalizovan dle relace (1.94),
kdezto stav [i), resp. (¢| je normalizovan na konvenénim hermitovském skalarnim
soucinu (|1.40).
Dale 1ze ukazat, ze vlastni stavy |n})y, a |n;) operatort F[V+ a I maji stejna vlastni
Cisla n; [25]
Hy, |nj)v, = (57 b))
=7 hlng) = gt |ng) (1.103)
= nl\n;>v+
Nabizi se tedy otazka, lze CPT-symetrickou teorii napasovat na pseudo-
hermitovskou, popfipadé quasi-hermitovskou teorii? Ukazuje se, Zze ano. V referencich
[211, [26], [27] je dokazano, 7e kazdy PT-symetricky diagonalizovatelny hamiltonian
je pseudo-hermitovsky. Tento dikaz byl rozsiten v referenci [28] na PT-symetricky
nediagonalizovatelny hamiltonian s konefnou dimenzi. Déle v referenci [22] je uka-
zano, 7Ze jestlize PT-symetricky hamiltonian se nachazi v neporusené oblasti, tak tento
hamiltonian je quasi-hermitovsky. Soucasné quasi-hermitovska teorie neni rozsifenim
konvenéni hermitovské kvantové mechaniky [29]. V nasledujici kapitole bude prove-
dena ukézka PT-symetrického hamiltonianu a nésledné bude nalezena jeho pseudo a
quasi-hermiticita.
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1.2.4 Ukazka vypocti pro P7T-symetrickou, pseudo a quasi-
hermitovskou teorii

Pro ukazku PT-symetrického hamiltonidnu bude vyuzit piiklad, ktery Bender a jeho
kolegové uvadi v referenci [17]. PT-symetricky hamiltonian je vyjadien ve formé matice
s dimenzi 2 x 2 a jeho rozbor bude proveden pro neporusenou oblast dle kapitol
a Prace s PT-symetrickym hamiltonidnem bude rozsifena o transformaci na
pseudo a nésledné quasi-hermitovskou formu dle teorie uvedené v kapitole [1.2.3

Pro nalezeni 2 x 2 PT-symetrické matice je nutné si nejdiive definovat operator
parity P a operator prevraceni Casu T. Jelikoz T je antilinearni, jeho nejjednodussi
forma je komplexni sdruzeni

A

T = *. (1.104)

Operator P, vzhledem ke stanovenym podminkam v kapitole , odpovid4 realné in-
voluéni matici, kterd je soucasné invariantni pod operaci transpozice. Matice operatoru

P lze zapsat ve tvaru
~ cosf sinf
P= (sin@ — cos 9) ’ (1.105)

kde 6 je realné cislo. V nasledujici ukazce postaci jednodussi forma P, proto se zvoli
0 = w/2. Operator P potom bude vyjadien jako

Py = ((1) é) . (1.106)

Pro odvozeni PT-symetrického hamiltonianu se bude vychazet z matice s osmi
volnymi parametry
~ ae’®  be
= (1 ). (1.107)

kde a, b, ¢, d, a, B, 7y, § jsou realna ¢isla. Matice (1.107)), spolu se vztahy (1.106]) a
(1.104)) se vlozi do definice PT-symetrického hamiltonianu ((1.53|)

Hy = PoT H, TP,
f{k - 750]?{]:750,

ae’® be®\ (0 1\ [ae™™ be Y\ (0 1 (1.108)
ce de®) — \1 0) \ece™ de ™) \1 0)°

ae'®  be's _ de ™ e~

ce® de® )~ \bpe B ge i)

Polozenim a = d, b = ¢, « = —0, = —~ je ziskdn hamiltonién, ktery je invariantni

pod operatory PoaT
- ae’™  be'f
H;, = <b€_if8 ae‘ia) . (1.109)

.

Pro PT-symetricky hamiltonian bylo taktéz pozadovano, aby byl invariantni pod ope-
raci transpozice 1) proto tato podminka bude pro hamiltonian Hj doplnéna

= 7
ae’®  peth - ae™ be~ B (1.110)
be B qge7 ] T \ hett e i)
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Polozenim 5 = 0 je ziskana findlni maticova forma P7T -symetrického hamiltonidnu
- ae'™ b
Hy = ( b aem) : (1.111)

Vypocet vlastnich hodnot a vlastnich vektori pro hamiltonian lflpt se provede dle
charakteristické rovnice

det (Hpt _ A]l) —0,

dot (aem -A b ) A) o, (1.112)

b ae

A2 —2alcosa+a? — b =0.

Reseni kvadratické rovnice pro vlastni ¢isla A lze zapsat ve tvaru

At = acosa £V b% —a?sin® a. (1.113)

V feSeni pro vlastni ¢isla Ay ,+ vystupuje ¢len pod odmocninou, ktery za urcitych
podminek mize byt zaporny. Plati-li b* < a?sin® «;, potom vlastnf ¢isla g, maji
komplexni ¢ast a jelikoz kvadratickid rovnice ma dvé feSeni, vlastni ¢isla se vyskytuji
v komplexné sdruzenych parech. Pro tento ptipad se hamiltonian ﬁpt nachézi v ob-
lasti porusené PT-symetrie. V této oblasti vlastni vektory hamiltonianu flpt nebudou
vlastnimi vektory soucinu operatoru PT. Pii splnéni podminky 6% > a?sin? o se hamil-
tonian flpt piesouva do oblasti neporusené PT-symetrie. Zde jsou vlastni Cisla Ay, ,+
pouze realné a vlastni vektory hamiltonianu Hpt jsou vlastnimi vektory soucinu opera-
tortt PT. Pii splnéni podminky b2 = a?sin? @ dochazi k degeneraci vlastnich ¢isel ze
dvou pouze na jedno. Tato oblast se nazyva kriticky bod.

Nyni se bude pokrac¢ovat s maticovou formou hamiltonianu I:Ipt z relace , a
to v oblasti neporusené PT-symetrie. Pro tento piipad je vyhodné zavést substituci

sin ) = %sina, (1.114)

kde Q je reélné ¢islo. Tato substituce vyjadiuje, Ze pii splnéni podminky [b] > |a] lze
vzdy zvolit takové (), aby se funkéni hodnota sin €2 nachazela v intervalu funkénich
hodnot a/bsin . Vlozeni substituce do vlastnich ¢isel Ay, lze ziskat

2
AH,+ = GCOSQ =& Vb2 /1 — Z—Qsin2a,
AH,+ = acoso £ Vb2V cos? Q.

Tak, aby bylo mozné provést odmocnéni z predchozi rovnice bez pouziti absolutni
hodnoty, bude predpokladano pro argumenty b > 0 a cos Q2 > 0, tedy —7/2 < Q < /2.
S timto védomim pro vlastni ¢isla Ag,+ plati

(1.115)

AH,+ = acosa £ bcos (). (1.116)

Vlastni vektory |v.) pro H, lze ziskat FeSenim rovnice
(Hpt - /\Hpti]1> o) = 0. (1.117)
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VloZzenim vlastnich ¢isel Ay ,+, vyuZzitim Eulerova vzorce e* = cos o + i sin « a substi-

tuce (|1.114)) Ize rovnice ([1.117)) pfepsat do tvaru

ibsin Q) F bcos b B
( b —ibsin 2 F bcos Q> [vs) = 0. (1.118)

ResSenim soustavy rovnic jsou ziskany vektory |vi) a jejich naslednou normalizaci dle

(1.65) je lze zapsat ve tvaru

)= (7 )0 = () (1119
V)= ———— , V) = ——— . .

" 2cos Q) \ 1 2cosQ \ —1

Kazdému ket vektoru |vy) lze pfifadit bra vektor (vi| dle (L.64)

1 1
v _ -
(v4] V2 cos ) v 2cos

Skalarnim soucinem lze ovéfit ortonormalnost vlastnich vektoru

(1 ™), (v ]= (=1 €9). (1.120)

(vg|ve) = 1, (vg]vg) = 0. (1.121)

Jak bylo Feceno v kapitole skalarni soucin v P7T -symetrii mize nabyvat zapornych
hodnot.

Pfesné tvary vektorii |vy) se v riznych pracich lisi. Napiiklad v referenci [17] je
vyjadien vlastni vektor jako |v,) = 1/v/2cos Q(e®¥? e *¥/2)T, Stejné vyjadieni lze
ziskat i pro |v,) ve vztahu (1.119). Staci vyjadiit z |v;) ve vztahu fazi Y2,
ktera muze byt nasledné zanedbéna, jelikoz se jedné o globalni fazi, a tedy stav |v,) je
fyzikilng identicky stavu e**/2|v,).

V kapitole bylo predstaveno feSeni pro navraceni P7T skalarniho soucinu do
oboru kladnych ¢isel, a to zavedenim operatoru ¢ podle vztahu , jehoz maticové
vyjadieni s pouzitim stavii vy ) z relaci (1.119) a (1.120)) je nésledujici

5 1 [isinQ 1 itanQ)  secQ
¢= cos {2 ( 1 —isinQ) - (secQ —itanQ) ' (1.122)

Lze potom jednodus$e ovérit, ze plati

Clo) = +|vs), [é, ﬁf] —0. (1.123)
CPT skalarni soucin bude jiz pozitivné definitni
[CPoT v Fos) = (va]vs) = 1. (1.124)

Tyto stavy taktéz spliuji relaci aplnosti

> [w)[CPoT o))" = [vi)(vi| = 1. (1.125)

i=+,—

S pozitivné definitnim skaldrnim souc¢inem a CP7T -symetrickym hamiltonidnem [:[pt
je jiz ziejmé, ze lze dosdhnout unitarni evoluce systému, kde CP7T -symetricky evo-
luéni operator je dan vztahem (1.84)). Nyni se nabizi piesunout se z PT, resp. CPT-
symetrické teorie do pseudo-hermitovské a pokud mozno do quasi-hermitovské teorie,
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které byly popsany v kapitole [1.2.3| Pro tento presun bude vyuZzita maticova forma
hamiltonianu H,, z relace ([1.111])

Aby hamiltonian flpt byl pseudo-hermitovsky, musi spliiovat relaci 1} Metricky
operator V je hermitovskd matice, ke které lze nalézt inverzni formu. Matice operatoru
V' s dimenzi 2 x 2 lze vyjadrit jako

~ ( m  ke” ~ g1 n —ke'®
V= (k e—m n > ) V - Z (_ke—m m ) ) (1126)

kde m, n, k, k jsou reilna ¢&isla a A = mn — k2, piitom A # 0. Dosazenim operatori
Hpt aV do podminky pro pseudo-hermitovsky operator (|1.88) je ziskana relace

ae’™ b 1 n —ke*®\ [ae”™™ b m  ke™
b ae ™) A \—=k7" m b ae) \k™* n |’

- (1.127)
ae'™ b L fwn w
b ae™) A \wy wxn)’
kde pro ¢leny w;; plati
wyy = ae’(k* — mne” %) + bke™ (m — ne="*"),
Wiy = b(_n2 + k2€2m> + akzn(—l + 6i2a)6—i(a—n)’
(1.128)

Wy = akm(1 — e2e™MOHR)) _ p(m? — k2e ),
woy = ae”"*(k* — mne™*) 4 bk e " (m — ne'").

Regeni této soustavy rovnic je napiiklad m = n = 0, k = 1, kK = 0. Operator 1% pro

tento pripad nabude formy
~ 0 1
Vo = (1 O) . (1.129)

Hamiltonian [—A[pt je tedy Vy-pseudo- hermiticky’ Vlastni ¢isla operatoru VO jsou ovSem
Ay, = *1. Skalarni soucin s operdtorem Vo by byl indefinitni a dle teorie v kapitole
nelze hamiltonian H transformovat pomoci operatoru Vo do hermitovskeé formy.
Protoze ale feSeni soustavy rovnic (1.127)) neni unikatni, je stale mozné pokracovat
s hledanim radného metrického operatoru. Lze si ale povSimnout, ze metricky operator
Vo je roven operatoru parity P, z relace 1) S touto znalosti lze vyuzit postupu,
ktery byl proveden v PT-symetrické ¢asti tohoto piikladu, tentokrat se ovsem bude
pracovat v Dirakové notaci.

NeJdrlve budou nalezeny vlastni vektory hamiltonidnu H Vlastni ¢isla hamiltoni-
anu Hpt budou opét ve tvaru ((1.113)). S pouzitim substituce E budou tyto Vlastm
¢isla zapsany opét ve tvaru (T.116). Normalizace stavii bude provedena dle relace (T.94),
kde jako metricky operator je zvolen V. Vysledkem jsou normalizované tvary Vlastnich
vektoru ket

|U'+>vo=|v'+>:‘/—1 (69)
2cosQ \ 1

0 (1.130)
o)y = o) = ——— ( )
V2cosQ \ —1
a vlastnich vektoru bra
~ 1 .
Vv = (W Vg = ———= (1 e,
< +|VO < +| 0 2COSQ( )
, (1.131)
v — (=1 %),
Wy = (V_|Vp = 2cosQ( )
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Tyto vektory jsou ekvivalentni s vektory v PT-symetrické ¢asti piikladu ((1.119)),
(1.120))

v, = [0) = lox),  (Whlv, = (W|Vo = (ve]. (1.132)
Skalarni soucin je tedy ortonormalni, ale indefinitni
(Wil = (WLl Volol) = £1,  (olfel)v, = (v |Volv) = 0. (1.133)

Vytvoreni pozitivné definitniho skalarniho soucinu lze provést zavedemm nového
operatoru D, ktery je vytvoren dle predlohy operatoru C z relace , kdezto nyni

zapsano v Dirakové notaci
D = Z |v;) (V| Vo (1.134)

Po dosazeni |v.) a Vj do vztahu pro D je ziskdna matice

A ttan )  sec{)
b= ( sec ) —itanQ) ' (1.135)

Maticové vyjadieni pro D je rovno maticovému vyjadieni operdtoru C v relaci (1.122)).
Finalni forma metrického operatoru bude dana relaci

V; = VoD,
v, — sec() —itan(2 (1.136)
F= \itanQ  secQ /-

Posloupnost operatori Vo a D vychazi z identit pro CPT skalarni soudin 1) kde
lze vycist stejné identity jako v nésledujici relaci

(Wi|Viloh) = (Wil VoDlvy) = (v D*Volvl)

Ao T (1.137)

= VoD [vi)] [vs) = [DVolul)] " [v).
Nyni je nutné ovérit, ze metricky operator Vf spliiuje podminku pro pseudo-
hermitovsky hamiltonidn H,;. Pro toto ovefeni je nutné navratit operdtor V; ze sub-

stituce ((1.114)
b .
~ ~seca —itanao
Vi = (itana gseca ) ’ (1.138)

Ovéfeni probéhne dosazenim parametri m =n = b/acosa, k =tana a k = —7/2 do
roviuic . Po provedeni potfebnych tprav je potvrzeno, Ze metricky operator V;
splituje podminky pseudo-hermiticity s hamiltoniAnem ﬁpt.

Vlastni ¢isla operatoru Vf jsou dany vztahem

bseca £+ atan o

Apye = - (1.139)

Spravnou volbou parametri 1ze docilit, aby vlastni ¢isla )‘Vf + byla pouze kladna. Jedno

z moznych FeSeni je zvolit @ > 0, b > a a —7/2 < a < 7/2. Pii dodrZeni téchto
podminek lze dle kapitoly prepsat hamiltonian I:Ipt na hermitovsky. Tento prepis
bude nyni proveden.

Nejdfive je nutné nalézt odmocinnou formu metrického operatoru Vf vyjadieného
v relaci 1) To se provede tak, Ze operator Vf se rozepise do trojice ¢lent

V= QAQ7Y, (1.140)

31



kde Q je matice slozena ze sloupcovych vektort, kterymi jsou vlastni vektory Vf, Q’l
je inverzni forma @) a A je diagonalni matice, jejiz buiiky jsou vlastni ¢isla V. Divodem
rozkladu Vy na tyto ¢leny je jednoduché nalezeni odmocninné formy

NP Anl A
VE=n= QAzQ7, (1.141)

kde operator 1 a jeho inverzni forma n~' transformuje, dle vztahu (1.99), quasi-
hermitovsky hamiltonian do jeho hermitovské podoby. Dosazenim piislusnych para-

metri do relace ((1.140|) je ziskdno vyjadieni

- (1) (5 ) G D) 10

Maticové vyjadreni operatoru n dle relace (1.141) je

] e [C)
o e ]
=3 Z[\/AW—\/AW] N+N

a jeho inverzni formy

i 1 NJF N B [\/Avf_ - \/AW] L (1.144)

Hermitovsky tvar hamiltonidnu H,; je dan nasledujici relaci

. . 1 SN A
H=nH,n "' =acosa VI (1.145)
\/ )\Ver \/ )\Vf* 1

Pokud jsou vlastni ¢isla >‘\7f + kladné, hamiltonidn H je readlnd matice invariantni pod
operaci transpozice, tedy je i hermitovska. Podminka kladnych vlastnich ¢isel /\Vf "
je splnitelna, jak bylo popsdno vysSe. Lze si jesté vSimnout, zZe uvedené FeSeni pro
kladn4 vlastni ¢isla )‘Vf ., viz relace , se prolinaji se stanovenymi podminkami pro
neporuseny P7T-symetricky systém, viz relace (1.114). Pro vlastni ¢sla hamiltonianu
H plati relace

(1.143)

2

A+ = acosa + Vb2 l—Z—Qsinza. (1.146)

Tato vlastn{ ¢isla jsou ekvivalentni vlastnim ¢islim Ap ,+ 7 relace ((1.115)), a to odpovida

vysledkiim z kapitoly
Navzdory vyplyvajici ekvivalenci PT-symetrické teorie s jiz zavedenou nehermi-

tovskou kvantovou mechanikou, v priubéhu nékolika let probéhlo mnoho aplikaci PT-
symetrické teorie v experimentalni oblasti [30], [31], [32], [33], [34], [35], kde velka
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pozornost byla vénovana kritickému bodu P7T-symetrického systému. Lze tedy pired-
pokladat rostouci zajem pro studium této nové piedstavené PT-symetrické kvantové
teorie.

V nasledujici kapitole bude po Gvodu do teorie kvantové informatiky a zakladni
formulace linearni optiky provedena simulace a experimentalni demonstrace obecné
neunitarni transformace qubitu zakédovaného do polarizace. Tento experiment byl mo-
tivovan objevem PT -symetrickych hamiltoniani, které patii do t¥idy nehermitovskych
hamiltoniant. Jelikoz nehermitovské hamiltoniany obecné indukuji neunitarni evoluci,
lze proto ocekavat, ze experimentalni realizace obecné neunitarni transformace bude
v budoucnu zddanym procesem.
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Kapitola 2

Experimentalni cast

2.1 Teoretickad cast k experimentu

2.1.1 Kvantovy stav svétla

V ¢islicové technice pro reprezentaci informace, kterou nese zprava, se pouziva binarni
¢islice zvana bit. Bit muze nabyvat dvou hodnot, kdy tyto hodnoty jsou konvenc¢né
znaceny symboly .0 a ,,1“. Bity jsou nasledné usporadany do posloupnosti, kdy témto
posloupnostem je pfifazen vyznam. Fyzikalni implementace biti je provadéna napi. na
pevnych discich zménou magnetického pole magneticky aktivni vrstvy, domény, pomoci
civky, kterou prochazi proud. Na zakladé orientace domény je mistu pfifazen symbol
binarni ¢islice ,,0“ nebo 1
Informaci lze zakddovat i do kvantové mechanickych objekti a v pripadé bindrnich
¢islic, které urcuji minimalné dva stavy, lze pouzit jakykoliv dvoustatovy kvantoveé
mechanicky systém. Kvantovymi objekty jsou napf. fotony a zakédovani informace
se provadi napt. do dvou ortogonélnich polarizaci fotonu, kterymi jsou napt. stavy
horizontalni |H) a vertikalni |V'). Polarizaci |H) je pfifazen symbol binarni ¢islice ,,0
a polarizaci |V) symbol 1% Diskrétni stav lze potom zapsat jako superpozici téchto
stava 2]
) = alH) + BIV), (2.1)

kde stavy |H) a |V') spole¢né tvoii bazi a parametry o a § jsou amplitudy pravdépo-
dobnosti, pro které plati |a|?+|8|? = 1. V porovnani s klasickymi bity, kde méienim je
ziskana vzdy stejna naméfena hodnota méfené velic¢iny (s ohledem na nejistoty méfeni),
a tedy stejnd hodnota bitu, kvantovy objekt vykazuje jistou pravdépodobnost namé-
feni daného vysledku. Tato pravdépodobnost je ddna schopnosti superpozice stavi
kvantového objektu, viz kapitola kterou klasickd informace neumoznuje. Stav [))
predstavuje zédkladni jednotku informace, ktera se v kvantové informatice nazyva qubit,
kvantovy bit.
Stavy |H) a |V) lze vektorové reprezentovat formou

m=(5). m-=()) (22)

Stav [¢) lze pTepsat do tvaru [2]

, r , r
) = e (cos §|H> + e'® sin §]V>) , (2.3)
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kde tthel 0 < I" < 7 kvantitativné urcuje podil |H) a |V) ve stavu [¢), dhel 0 <
$ < 27 je faze mezi stavy |H) a |V) a thel 0 < v < 27 je globélni faze. Stav
) lze zobrazit v tzv. Poincarého sfére, viz obr. 2.1 kde protilehlé body na oséch
odpovidaji vzajemné ortonormalnim staviim, které mohou spolu tvori bazi. Globalni
faze e odpovida pootoceni Poincarého sféry. Ostatni vyznaéné stavy na Poincarého
sfére lze vyjadiit jako superpozici bazovach stavu |H) a |V):

DY = (|H) + |V))/V2.
A) = (|H) — [V))/V2, (2.4)
R) = (|H) +i[V))/V2,
L) = (|H) —ilV))/V2,

kde |D), |A), |R) a |L) predstavuje diagonalni, antidiagondalni, pravoto¢inou a levoto-
¢inou polarizaci.

Obr. 2.1. Vyobrazeni stavu |¢) v Poincarého sféfe s polarizaénimi bazemi {|R), |L)},
{|D), |A)} a {|H), |V)}. Teckované ¢ary jsou projekce stavu [¢)) do osy z a roviny zy.
Stav |¢) je definovany thlem ® mezi rovinou zy a vektorem [¢)) a dale tthlem I" mezi
osou horizontalni polarizace |H) a projekei vektoru |¢) do roviny xy.

2.1.2 Vybrané optické prvky pro manipulaci svétla

Pro manipulaci elektromagnetického zafeni, svétla, se pouzivaji optické prvky zvané
fazové desticky (FD), polarizatory (PL) a rozposouvace svazku (anglicky beam displa-
cer, BD). Fazové desticky jsou optické prvky, které méni polarizaci svétla, polarizatory
jsou optické prvky, které propousti pouze vybranou polarizaci svétla a BD slouzi pro
rozdéleni svazku na dvé polarizac¢ni slozky. Bézna fazova desticka, BD a nékteré druhy
polarizatori jsou zkonstruovany z jednoosych anizotropnich krystali.

Jednoosy krystal se vyznacuje jednim smérem, ve kterém svételny svazek bez zavis-
losti na polarizaci citi jeden index lomu. Tento smér se nazyva optickd osa. Smér §ifeni
svazku svirad s optickou osou obecny thel 9 a spolu tvori tzv. hlavni rovinu. Svételny
svazek, jehoz polarizace je kolma na hlavni rovinu, se nazyva fadny (ordinarni) a sva-
zek, ktery mé polarizaci kolmou na polarizaci fadného svazku, se nazyva mimotradny
(extraordinarni). Radny svazek citi index lomu n, a mimoiadni svazek citi index lomu
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ne(7), ktery je zavisly na thlu ¢ a tato zavislost ma tvar elipsy s poloosami délky
N, a Ne. Lom svazku na rozhrani se fesi Snellovym zakonem. V této praci se ovSem
pracuje pouze s kolmym dopadem svazku na rovinu krystalu, nedochézi proto k lomu.
Podrobnéjsi popis této problematiky lze nalézt v referenci [36].

a) <> b) <> C) o
x U
RN
\.
<-=-=- _-_——— > \\
) o\ *
>
) «5
>
) )
[ ] [ ]
<~ <~
A, Y

Obr. 2.2. a) Zobrazeni krystalu fazové desticky, kde smér Sifeni svazku svird s optickou
osou (Cerchovana ¢ara uzavfena Sipkami) thel ¥ = 90°, hlavni rovina je shodné s ro-
vinou nékresu, thel dvojlomu 6 = 0° a mimotradny svazek (Cervené ¢arky) predhéani
fadny svazek (modré body), pokud n, > n.. b) Zobrazeni Glan-Taylorova hranolu, kde
smér Siteni svazku svird s optickou osou thel ¥ = 90° pro oba hranoly, hlavni rovina
je shodnd s rovinou nakresu, nedochazi k dvojlomu, § = 0° a pii splnéni podminky
n, > ne se radny svazek dle principu totéalni odrazu odrazi na rozhrani prvniho hra-
nolu s vzduchovou mezerou a mimoradny svazek prochazi skrz vzduchovou mezeru do
druhého hranolu, podminka. ¢) Zobrazeni BD, kde smér §ifeni svazku svira s optickou
osou thel ¥ typicky 45°, hlavni rovina je shodna s rovinou nakresu a thel dvojlomu ¢
je zde maximalni.

Fazové desticky

Priklad fazové desticky je zobrazen na obr. a). Krystal fazove desticky je orientovan
tak, aby smér Sifeni svétla byl kolmy na optickou osu, tedy ¥ = 90°. Tim se zajisti,
ze fadny svazek se §ifi s indexem lomu n, a mimofadny s indexem lomu n,.(90°) = n.,
jehoz hodnota v tomto sméru je maximalni. Pro tento pfipad nedochéazi k dvojlomu,
ale protoze fadny a mimoiadny svazek citi obecné riizné indexy lomu, rychlost Sifeni
bude pro tyto svazky riizna, a proto vznikne mezi fadnym a mimorddnym svazkem
fazové zpozdéni, které je ddno nésledujici relaci

B 2rLAn

A
6=,

(2.5)
kde L je délka drahy svazku v krystalu, An je rozdil dvou uvazovanych indexi lomi a
Ao je vlnova délka svétla ve vakuu. U fazovych desticek se namisto fadna a mimotradna
polarizace vyuziva znaceni rychla a pomaléd polarizace dle vzajemné velikosti indexi
lomu téchto polarizaci. Vysledkem bude zména polarizacniho stavu svétla zavisla na
natoceni fazové desticky.

V praxi se prevazné pouzivaji dva typy fazovych desti¢ek. Prvnim typem je tzv.
pilvinna desticka, znacena ]A%pr, ktera zavadi relativni fazové zpozdéni A¢p = .
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Operator pulvlnné desticky, jejiz optickd osa svira s horizontélni rovinou obecny thel
f, mé nasledujici maticové vyjadieni

R (0) = cosf) —sinf 1 0 cosf) sinf
HWPY) = \ sinf  cos® 0 —1 —sinf cosf
B (0052 0 —sin?0  2cosfsinb )

2cosfsinf  sin®# — cos? 6

(2.6)

Druhym typem je tzv. ¢tvrtvinna desticka, znacena }?QW p, kterd zavadi relativni fazové
zpozdéni A¢ = 7 /2. Operator ¢tvrtvlnné desticky, jejiz optickd osa svira s horizontéalni
rovinou obecny thel ¢, ma nasledujici maticové vyjadieni

B () = cosp —sing) (1 0 cosy singp
QWPLP) = sing  cosp 0 1 —sing cosp
- cos? ¢ + isin® ¢ (1 —1i)cospsing
~ \ (1 —i)cosgsing sin®p+icos?y |-

(2.7)

Transformace obecného stavu pulvlnnou a ¢tvrtvinnou destickou je vyobrazena na
obr. Manipulace stavu ptlvlnnou destickou je vyobrazena na obr. a), kde Cer-
veny vektor znazornuje pootoceni Poincarého sféry o 180° kolem osy, ktera je umisténa
v roving bazi {|H), |V)}, {|D), |A)} a svira ahel 20 s osou horizontalni polarizace |H).
Transformaci piejde stav [1)1) na stav |¢9). Déle na obr. b) je modrym vektorem
zndzornéno pootoceni Poincarého sféry o 90° kolem osy, které je umisténa v roviné bazi
{|H), |[V)},{|D), |A)} asvira thel 2¢ s osou horizontéln{ polarizace |H). Transformaci
prejde stav o) na stav [¢3). Smér pootoeni v obou piipadech je dan maticovou for-

mou operatori pro fazové desticky z relaci (2.6) a (2.7)).

Obr. 2.3. a) Transformace stavu |1)) v Poincarého sféfe pomoci pilvlnné desticky, kde
Cerveny vektor naznacuje rotaci stavu [¢1) do [1)9) kolem osy otocené o tihel 260 od stavu
|H). b) Transformace stavu ¢tvrtvlnnou destickou, kde modry vektor naznacuje rotaci
stavu [ig) do |13) kolem osy otocené o uhel 2p od stavu |H). Pievzato a upraveno
z reference [37].

Polarizatory

Dalsim zminénym optickym prvkem je polarizator, znacen Rpr. Pro polarizaci
svétla se vyuzivaji ruzné fyzikilni principy, kterymi jsou napft. absorpce pro vybra-
nou polarizaci, totalni odraz, dopad svazku pod Brewsterovym thlem nebo i kombinace
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téchto principt. Zde bude uveden jako priklad polarizator nazyvany jako Glan-Tayloruv
hranol, viz obr. ¢), ktery byl pouzit v experimentalni ¢asti této prace. Tento polari-
zator je zkonstruovan ze dvou jednoosych krystalt ve tvaru hranolu, pro jejichz indexy
lomu plati n, > n.. Hranoly jsou umistény tak, aby mezi nimi byla mal4 vzduchova
mezera. Smér Sifeni svazku svird s optickou osou krystalu thel ¢ = 90°. Pro geome-
trické oddéleni fadného a mimoiradného svazku se vyuziva princip totalniho odrazu
na rozhrani prvniho hranu se vzduchovou mezerou. Hranoly jsou orientovany tak, aby
totalni odraz nastal pouze pro fadny svazek, ¢ehoz je mozné dosdhnout, jelikoz plati
n, > n.. Dale dhel totalniho odrazu muze byt zvolen blizko Brewsterovu thlu, coz je
thel, pii kterém dochézi ke zvySeni propustnosti pro polarizaci rovnobéznou s rovinou
dopadu, kterou je v daném uspotfadani polarizace mimoiddného svazku. Timto se snizi
odraz mimofadného svazku na rozhrani krystalu se vzduchovou mezerou.

Je-li uvazovan idealni polarizator, ktery propousti pouze horizontalni slozku pola-
rizace a jeho optickd osa je pootocCena o obecny thel y vici horizontalni ose, maticova
forma jeho operatoru je nasledujici

R (x) = cosy —siny)\ (1 O cosy siny
PLAX) = siny cosy 0 0/ \—siny cosy
[ cos*xy  cosysinx
“ \cosysiny sin’xy /-

Rozposouvace svazku

Poslednim zminénim optickym elementem je BD, viz obr. ¢). Smér svételného svazku
svird thel ¢ s optickou osou, ktery byva 45°, kde dvojlom je nejvétsi. Na rozhrani
krystalu dochazi k odklonu sméru mimotradného svazku od fadného o thel , ktery se
nazyva thlem dvojlomu. Smér §ifeni mimotfadného svazku, ktery citi index lomu n. (1),
lze ziskat vypoctem jeho Poyntingova vektoru. Rozposunuté svazky budou z krystalu
vystupovat paralelné ve sméru normély. Vzdalenost rozposunuti je linearné timérné
délce krystalu.

2.1.3 Kvantova tomografie stavu

Jak bylo popsano v kapitole dvouhladinovy kvantovy stav lze zobrazit Poicarého
sfére. Otazkou ovSem zustava, jak presné urcit tento kvantovy stav. Odpovéd lze hledat
v analogii s fotografovanim. Fotografie je proces, ktery prevede trojrozmérnou scénu na
dvojrozmérny snimek. Pri tomto procesu se ztraci informace o hloubce scény. Rekon-
strukci trojrozmérného objektu ze snimkii se zabyva véda zvana fotogrammetrie. Pro
tuto rekonstrukci je nutné pofidit alesponn dva snimky rekonstruované scény s presné
znamou polohou fotogrammetrické komory pii zdznamu snimki a je nutné znat para-
metry této fotogrammetrické komory [38]. Tento klasicky mé¥ici proces lze napodobit
v kvantové mechanice.

Poincarého sféra je analogii sféry v kartézskych soufadnicich. Kazdy bod sféry
je presné urcen tfemi soufadnice. Tyto soufadnice se nazyvaji Stokesovy parametry,
které jsou bézné pouzivany pro popis polarizace svétla, kdy kazdému parametru Si,
Ss, S je piifazena jedna dvojice polariza¢nich bazovych stavu {|D), |A)}, {|R), |L)},
{|H), |V)}, viz obr. a déle se zavadi normalizacni parametr Sy, ktery byva roven
jedné. Stokesovy parametry lze ziskat projekci na dvojice bazovych stavi. Obecnéji
lze provadét méfeni v neortogonalni bazi [39], které zde nebude uvazovano. Projekci
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je zpusoben kolaps méfeného stavu, viz kapitola [I.1.3] Je nutné tedy pfipravit mnoho,
idealné nekonecno, identickych kvantovych systémt, na kterych je mozno provadét mé-
feni. Na naméiend data je nasledné pouzit matematicky algoritmus, kterym se ziska
matice hustoty méfeného stavu. Prvni, nejvice intuitivni metodou je vyjadieni ope-
ratoru hustoty ze Stokesovych parametrii. Tato metoda se nazyva linedrni inverze.
Druhé, sofistikovanéjsi metoda je konstrukce operatoru hustoty metodou maximalni
vérohodnosti. Existuje vice metod pro konstrukci matice hustoty, napt. metoda Baye-
sian a estimace maximalni entropie [40]. Zde ov8em budou kratce popsany pouze prvni
dvé vysSe zminéné. Experimentalni proces nalezeni neznamé matice hustoty se nazyva
kvantova tomografie stavu [I].

Obr. 2.4. Vyobrazeni stavu |1)) v Poincarého sféfe s pfifazenymi Stokesovymi parametry
Sl, SQ a Sg.

Metoda linearni inverze

Jak bylo vyse fefeno, Stokesovy parametry se daji vyjadiit jako projekce do bazi [41]
So = Tr{Pimyp} + Tr{Pvyp} = Tr{60p} = Pimy + Py,
Sy = Tr{Ppyp} — Tr{Payp} = Tr{61p} = Pipy — Pjay,
Sy = Te{ Py p} — Te{Ppyp} = Te{62} = Py — Py,
Sy = Tr{Pmyp} — Tr{Pvyp} = Tr{63p} = Py — Py,

(2.9)

kde P4 predstavuje pravdépodobnost, Ze stav p projde testem na pritomnost stavu

A

|#), Py je projektor na stav |¢), kdy tento stav je vlastnim stavem tfech Pauliho matic
01,2,3, jejichz explicitni vyjadieni s doplnénim ¢tvrté matice oy je néasledujict

. 10 . 01 . 0 —1 . 1 0
0'0:(0 1), 0'1:(1 O), 0'2:<Z. 0), 0'3:(0 _1) (210)

Stokesovy parametry definuji matici hustoty p nasledujici relaci [41]

3
1 Si .
p=3 E —0;. (2.11)



Pro ¢isté normalizované stavy platl ZZ S =1, pro smiSené stavy plati ZZ  SE<1
a pro maximalné smisené stavy Z SZ = 0. Clste stavy, v piipadé kédovani qubitu
do polarizace, lezi na povrchu sféry a 0dp0v1da31 uplné polarizovanému zafeni, smiSené
stavy lezi vné a odpovidaji ¢astecné polarizovanému zareni a maximalné smisené lezi
uprostied a odpovidaji nepolarizovanému zafeni. Matice hustoty p ma v bazi {|H), |V)}
nasledujici formu

1) V)
5= |H) <Q<1,1> P12 (2.12)
V) \hea1  Pe2

kde p(; ) je element matice hustoty. Jednd se o matici hustoty jednoqubitového stavu.

Konstrukce matice hustoty linedrni metodou ovsem miize dat nefyzikalni matici hus-
toty, napi. Tr{p?} > 1, jelikoZ jeji odolnost viici experimentalnim chybam je nizka [42).
Vhodnéjsi metodou pro konstrukci matice hustoty je metoda maximélni vérohodnosti.

Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti se snazi zkonstruovat matici hustoty tak, aby tato
matice co nejpravdépodobnéji generovala namérena data. Tato zkonstruovana matice
hustoty je co nejvérohodnéjsi matici hustoty méfeného stavu [37].

Hledani operatoru hustoty je provadéno skrz maximalizaci funkce vérohodnosti [43]

) = [[ Tx{Pop}me, (2.13)

kde nys je naméfend hodnota (napf. klasickd intenzita nebo pocet detekci fotoni)
pro projektor f’|¢> a p je konstruovand matice hustoty. Hledana matice hustoty pu,
maximalizuje funkci vérohodnosti.

Jelikoz funkce vérohodnosti je pozitivni a hleda se jeji maximum, je vyuzito funkce
logaritmu, u kterého je zajisténo, ze je funkei rostouci [43]

log L(p) = Y _ njs) log(Tr{ Ay p}). (2.14)
|#)

Matice hustoty py, je ziskdna iteracnim algoritmem

Te{W (por) ok W (k) }

kde W je pozitivni operator, pro ktery plati nasledujici relace

Py ==—=> ——="—Phy, (2.16)
3TI{P|¢ } M <5 Te{ Py p}

kde M je normalizacni konstanta. Operator W j je smérovou derivaci relace . kde
smér derivace je dan projektorem H¢> Pocatek iterac¢niho procesu lze zacit libovolnou
matici hustoty, ktera neni nulova.
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Opticka soustava pro provedeni jednoqubitové tomografie stavu

Jako piiklad jednoqubitové kvantové tomografie stavu lze pouzit optickou soustavu na
obr. 2.5l Matematické vyjadieni optické soustavy je dano operatory pro optické prvky
v soustavé, viz kapitola v nasledujicim uspotfadani

Rp(90°,00,00) = PLv Rowp(90) Ruwp(00), (2.17)

kde bylo definovano PLy = Rpp(90°). Polarizator tedy propousti pouze vertikalni
slozku polarizace.

) 0o ® PLy Detektor
M |
U ] D

Obr. 2.5. Schéma optické soustavy pro provedeni projekce obecné stavu do polarizacnich
béazi. Parametr 0y je thel natoceni pulvilnné desticky RHWP(HO), po je uhel natoceni
¢tvrtvinné desticky EQW p(vo) a PLy je oznageni pro polarizator propoustéjici pouze
vertikalni slozku polarizace.

Je-li pozadovana projekce do obecné baze |¢) (1|, potom transformace vyobrazenou
optickou soustavou musi spliovat relaci

~

Rp(po,fo) = ) (). (2.18)

Parametry soustavy jsou nastaveny tak, aby qubit ve stavu |¢) prosel touto soustavou
s maximalni pravdépodobnosti, kterd je dana relaci

Py, = (¥ Rp(p0.00) ) = |($l¥)]* = 1, (2.19)

tedy pravdépodobnost prichodu je rovna jedné. Piijde-li na vstup optické soustavy
stav |¢1), (¥]|¢,) = 0, jeho transformace soustavou je dana relaci

Rp(po.00)t1) =0, (2.20)

tedy pravdépodobnost prichodu bude rovna nule.

Pro provedeni tplného projektivni méfeni je pozadovana projekce do vSech pola-
riza¢nich bazi {|D), |A)}, {|R), |L)}, {|H), |V)}. Nahrazeni baze |¢)(¢| jednotlivymi
polariza¢nimi bazemi Ize nalézt hodnoty thli ¢ a 0o fazovych desticek v relaci (2.17)),
viz tabulka 2.1}

Tabulka 2.1: Nastaveni fazovych desticek v optické soustavé na obr. pro projekci
obecného stavu do polariza¢nich bazi.

Béaze RHW[J(eo)[O] RQWP(()OO)[O}

[HY(H] 15 0
VIV 0 0
ID)/(D|  —225 0
|A) (A 22,5 0
IRY(R| 0 45
L)L) 0 —45
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2.1.4 Kvantova tomografie procesu

V predchéazejici kapitole byl popsan proces jednoqubitové kvantové tomografie stavu.
Timto procesem byl ziskdn operator hustoty stavu. Optickd soustava na obr. lze
rozsifit o obecnou, nezndmou, transformaci, kterd piedchazi projekéni ¢ésti pred de-
tektorem a o ¢len pripravy stavu, ktery je slozen z jedné pilvinné a jedné ¢tvrtvinné
destic¢ky. Soucasné se uvazuje, Ze na vstupu optické soustavy jsou qubity ve stavu |H).
Toto rozsifeni je zobrazeno na obr. 2.6

PFiprava stavu Projekce stavu

§ . Neznama ,‘ 3
;eR @z | transformace | 9, ¢, PL, Detektor

Mmoo e |
L HHA®

Obr. 2.6. Schéma optické soustavy pro provedeni piipravy stavu |H) a projekce obecné
stavu do polarizac¢nich bazi. Parametry 0z a 0o jsou thly natoceni pulvinnych desticek
RHWP(QR) a RHWP(00)7 YR a PO jSOll flhly natoceni étVItVlHHYCh desticek RQWP((PR) a
RQWp(gOO), PLy je oznaceni pro polarizator propoustéjici vertikalni slozku polarizace.

Vstupu neznamé transformace predchézi dvojice fazovych desti¢ek s néasledujicim
operatorovym vyjadfenim

Rr(or0r) = Rowp(or)Rawp(0r). (2.21)

Tato kombinace fazovych desti¢ek dovoli transformovat vstupni qubit ze stavu |H) na
libovolny jiny stav, ktery lezi na povrchu Poincarého sféry. Sada optickych komponent
za neznamou transformaci slouzi k projekci do polariza¢nich bazi, ktera byla popséna
v kapitole [2.1.3

Neznama transformace qubitu obsahuje libovolné mnozstvi optickych komponent,
ale vyznacuje se pouze jednim qubitem na vstupu a jednim na vystupu. Jedna se
o transformaci p — L(p), kterou lze formalné vyjadiit pomoci linearni mapy [44]

N
L(p) =) piKipK], (2.22)

kde p; jsou pravdépodobnosti, pro kterou plati ZZV pi=1a K, jsou Krausovy operéa-
tory, které obecné splhuji podminku

N
Y KK =1 (2.23)

Linearni mapa L popisuje neznamou transformaci jako kvantovy kanél, kdy tento kanal
s pravdépodobnosti p; provadi transformaci stavu p vyjadfenou operatorem K;. Ope-
rator K; lze pro jednoqubitovy pripad vyjadiit ve formé matice s dimenzi 2 x 2 a ve
specidlnim piipadé, kdy N = 1, lze linearni mapu nahradit popisem pomoci jednoho
operatoru KZ =Ks pi=p=1.

Line4drni mapu L lze vyjadfit jako matici hustoty skrz Choi—Jamiotkowski izomor-
fismus, ktery pro jednoqubitovou transformaci ma nasledujici vyjadieni [45]

f[ = Zpi(l(%d) RKron Ki)|q)+><q)+|(l(2x2) QKron f(;f)7 (2'24)
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kde ,®xon zna¢i Kroneckeriiv sou¢in, 1*?) je matice identity s dimenzi 2 x 2,

IT je matice hustoty procesu, kterd popisuje linedrni mapu £ jako sumu operatori
(12 @00 K;), kterym jsou jednotlive prifazeny pravdépodobnosti p; a [®+)(DT] je
maximalné kvantové provazany dvouqubitovy stav, zvany Belluv stav, jehoz explicitni
vyjadieni je nasledovné

@) (@] = %(|H>AIH>B +IV)alV)s) (H|a(H| 5 + (V]a(V]s), (2.25)

kde |-) 4|} g je zkraceny zapis pro |-) 4 Qkron |) B-
Izomorfni zobrazeni mezi linedrni mapou £ a matici hustoty procesu 11 1ze zapsat
taktéz jako [46]

Tra{ll(pa © 15°*)} = L(pa) = fs, (2.26)
kde pa je stav na vstupu neznamé transformace, pp je stav na vystupu neznamé trans-
formace a ,, Tr,* znadi ¢aste¢nou stopu pres subsystém A. Obecné vyjadieni pravdépo-
dobnosti naméfeni hodnoty je dano relaci (1.42)), ktera pro pfedloZeny dvouqubitovy
piipad bude mit nésledujici formu

Te{|)al) 5 {|a (|11}, (2.27)

kde stav |-)p vyjadiuje bazi, do které se promita, jelikoz operator K; v relaci
pusobi na subsystém B a stav |-) 4 potom vyjadiuje pfipraveny stav qubitu na vstupu
neznamé transformace.

Matice hustoty IT ma stejné vlastnosti jako operdtor hustoty, resp. matice hustoty
z kapitoly zde ovéem maji jinou interpretaci. Pokud plati Tr{II2} < 1, tak existuj
alesponn dvé nenulove pravdépodobnosti p; neboli neznama transformace je popsana
alesponi dvéma operatory K;. Matice hustoty IT mé v bazi {|H), |V)} nasledujici formu

|H)alH)p  [H)alV)s  [V)alH)p  [V)alV)s

(H|a(H|p [ Wy Il(1,2)

. H|(V II IT

o s & 22 , (2.28)
(VIa(H]p
(VIalVis

kde ﬂ” je element matice hustoty I1. Jedna se o matici hustoty dvouqubitového stavu.
Explicitni vyjadieni matice hustoty I1 pro tuto neznamou transformaci je ukolem kvan-
tové tomografie procesu.

Pro nalezeni matice hustoty I1 se pouzije opticka soustava na obr. u 6, kdy vstupni
qubit ve stavu |H) je ¢lenem piipravy stavu postupné pootocen do ostatnich polarizac-
nich bazovych stava |H), |V), |D), |A), |R), |L) a pro kazdy takto pfipraveny stav je
provedena uplné tomografie stavu, tedy je provedena projekce do vSech polarizac¢nich
bazi {|D), |A)}, {|R), |L)}, {|H), |V)}. Timto zptisobem je ziskano celkem 36 namé&te-
nych hodnot. Nastaveni fazovych desti¢ek pro ¢len pripravy stavu je sepsano v tabulce
2.2

Protoze soustava na obr. predstavuje jednoqubitovou transformaci, ale je po-
psana dvouqubitovou matici hustoty ﬁ, je nutné provést dodatec¢nou matematickou
operaci. Pokud je pfipraven na vstupu neznamé transformace qubit ve stavu |R),
nebo |L) 4, provede se komplexni sdruzeni tohoto qubitu v projektorech

|R) al-)B(Rla(l3 = [[R)a]"|) BI(R|a]" (| = [L) al) B(L|a{|B;

(2.29)
L) al) (L (|5 = [[L)a]"|) B[(L]a]" (|5 = | R) al-) (R| (|,
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neboli namétfené hodnoty pro projektor |R)a|-)s(R|a(:|B, resp. |L)al|-)p(L|a(:|p bu-
dou ulozeny pod projektorem |L)a|-)p(L|a(:|5, resp. |R)a|-)p(R|a(-|5. Tato matema-
tickd operace je oduvodnéna tim, ze pokud by neznama transformace na obr.
byla vyjadiena skrz Choi-Jamiotkowski izomorfismus dle relace s operatorem
K, = K =122 g na jejim vstupu by byl pfipraven qubit ve stavu |R>A, potom dle
relace 2.20] bude ziskan nasledujici vysledek

Tra{T1(|R)a (R[4 @ 15?)} = |L) a(L| 4. (2.30)

Tento vysledek ovSem neni spravny, jelikoz operator popisujici transformaci je iden-
tita, 1(2%?), pfesto byla provedena transformace vstupniho stavu |R) na stav |L). Tato
skutec¢nost 1ze napravit vyse popsanym komplexnim sdruzenim.

Namerene a vySe popsanym postupem upravené hodnoty se vlozi do itera¢niho
algoritmu (2.16)), jehoz vysledkem je matice hustot I1. Nalezeni operatori K; je mozné
provést dosazemm matice hustoty IT do relace a nasledné provést numerickou
optimalizaci.

Tabulka 2.2: Nastaveni fazovych desti¢ek v optické soustavé na obr. pro pootoceni
vstupniho stavu |H) na ostatni polariza¢ni bazové stavy.

Stav Ruywp(r)[?] Rowpr(er)[]

[H) 0 0
\%! 45 0
D) 22,5 45
|A) —225 45
IR) 45 45
L) —45 —45

2.2 Pristrojové vybaveni

2.2.1 Zdroj zareni

Jako zdroj zatfeni byla pouzita laserova dioda LP705-SF15, firmy Thorlabs, Inc., na
jejimz katalogovém listu, ktery byl dodan vyrobcem [47], je uvedeno, Ze vyzafuje na
vlnové délce 698,6 nm s napajecim proudem od 30mA do 80 mA, kdy 55mA je ty-
picky napéjeci proud a s optickym vykonem od 15mW do 20mW. Laserova dioda
byla ¢erpana ovladacem pro laserové diody KLD101 K-Cube, firmy Thorlabs, Inc.,
ktery slouzi pro regulaci napajeni laserovych a LED diod. Regulace proudu probihala
skrz kontrolni panel a indikatory ovladace. Laserovy svazek diody je vyrobcem na-
vazan do optické vlakna SM600, firmy Thorlabs, Inc., pro které vyrobce udava [48],
ze je jednomodové pro delsi vlnové délky nez 633nm a nad vlnovou délkou 780nm
rostou ztraty, Sifka prenaseného optického svazku uvniti vldkna (MFD parametr, ang-
licky Mode Field Diameter) je od 3,6 pm do 6,3 pm pii vinové délce svétla 633 nm, kdy
s rostouci vlnovou délkou roste i §ifka svazku. Optické vlakno ma koncovku FC/PC.

2.2.2 Polariza¢éni kontrolér

Pti provadéni experimentu bylo nutné nastavit pozadovanou polarizaci zareni, které
vstupovalo do optické soustavy z optického vldkna. Pro tento tacel byl pouzit polariza¢ni
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kontrolér FPCO030, firmy Thorlabs, Inc., ktery byl pevné umistén ihned pied vstupem
do optické soustavy. Polarizace zafeni byla nastavena rotaci tfech padel v rozsahu 235°,
kdy v jednotlivych padlech byly upevnény 1-2-1 smycky optického vlakna o priméru
27mm tak, aby jednotlivd padla vykonavala funkei étvrtvinné (1 smycka) a pulvlnné
(2 smycky) fazové desticky, viz reference [49).

2.2.3 Optické prvky

Jak na vstupu, tak vystupu experimentalni optické soustavy byla v xy posuvu umisténa
asféricka ¢oc¢ka C260TMD-B, firmy Thorlabs, Inc., kterd ma dle vyrobce [50] primér
apertury 5,00 mm, ohniskovou vzdalenost 15,29 mm =+ 1 % a je ur¢ena pro vinovou délku
zé¥eni 780 nm s antireflexni povrstvenim pro vlnovou délku od 600 nm do 1050 nm (-B
povrstveni). Posuv ¢ocky v roviné zy upravoval drahu svazku a posuv. Konec optické
vlakna od laserové diody byl umistén pred cockou v z posuvu, ktery slouzil pro tipravu
vzajemné vzdalenosti konce optického vlakna a cocky, ¢imz se upravovala pozice pasu
svazku doprostied aparatury.

Pro zménu polarizace zareni v experimentalni optické soustavé byly pouzity tzv.
zero order ¢tvrtvlnné a pilvinné fazové desticky. Desticky jsou optimalizovany tak,
aby fazovy rozdil 7, resp. /2 nastal pfesné pro 710 nm, navic maji na tuto vinovou
délku antireflexni vrstvy minimalizujici ztraty pii odraze. Tyto fazové desticky byly
vyrobeny na zakézku od firmy EKSMA Optics. Fazové desticky byly umistény v moto-
rizovanych rotacich PR50CC a SR50CC, firmy Newport Corporation. Pohyb rotaci byl
zajistén stejnosmérnym motorem. Podrobné&jsi popis lze nalézt v referenci [51]. Kazda
z rotaci byla ovladana skrz ovladac¢ pro stejnosmérné a krokové motory SMC100CC,
firmy Newport Corporation. Moznost propojeni vice ovladacu se provadi skrz rozhrani
RS485, ale pouze jeden z ovlada¢u je propojen s pocitacem skrz rozhrani RS232. Toto
zapojeni se nazyva Daisy Chain. Ovlada¢um jsou zasilany ASCII piikazy na jim piira-
zené adresy. Vice podrobnosti lze nalézt v referenci [52].

V experimentalni optické soustavé byl umistén polarizator DGL10 - dvojity Glan-
Taylor, firmy Thorlabs, Inc., ktery dle vyrobce [53] ma pomér intenzit polarizovaného
svétla v ose polarizatoru vuci polarizovanému svétlu kolmo na osu polarizatoru 100 000 :
1 pro vlnovou délku svétla v rozsahu od 350 nm do 2,3 pm.

2.2.4 Interferometr

V experimentélni optické soustavé byl sestaven Mach-Zehnderuv interferometr, ktery
se skladal ze dvou rozposouvaci svazku BD40, firmy Thorlabs, Inc., ktery dle vyrobce
[54] rozdéli svazek na dvé polarizacéni slozky do prostorové vzdélenosti 4,25 mm pro
nami pouzivanou spektralni oblast. Vstupni a vystupni rozposouvac svazkt byl nasta-
ven tak, aby odklonil horizontalni polarizaci svétla paralelné s horizontalni rovinou
optického stolu. Pro nastaveni fazového rozdilu mezi jednotlivymi drahami svazku byl
vstupni BD vyklanén paralelné s rovinou optického stolu piezoelektrickym aktuatorem,
firmy Thorlabs, Inc., ktery dle vyrobce [55] umoziuje Sroubem hruby zdvih do 4 mm
a piezoelektrickym elementem jemné doladéni do 15pm. Pro ovladani piezoelektric-
kého elementu je z piezoelektrického aktuatoru vyveden kabel s BNC koncovkou, ktera
byla pfipojena do D/A pievodniku EPCD-300/400, ktery vyrobila Spole¢na laborator
optiky UP a FZU AV CR.

Za vstupnim déli¢em svazku byl umistén obdélnikovy Sedy filtr NDL-25C-4, firmy
Thorlabs, Inc., jehoz funkce transmise se plynule méni. Vyrobce v referenci [56] uvadi,
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ze tento filtr je vyroben z kfemenného skla a jeho aktivni plocha je vytvorena povrstve-
nim jedné strany kovovou slitinou Inconel (NiCrFe). Rozmér filtru je 10 mm x 100 mm
s absorbanci v intervalu od 0,04 do 4,0.

gedy filtr byl upevnén v mechanické gilotince 840-0170, firmy Eksma Optics a umis-
tén na motorizovaném linedrnim posuvu MFA-CC, firmy Newport Corporation, ktery
je dle vyrobee [57] vybaven stejnosmérnym motorem a jeho zékladni mechanické para-
metry jsou rozsah posuvu 25 mm, minimalni posuv 0,1 pm a typicka piesnost posuvu =+
3,0pm. Ovladani linedrniho posuvu bylo provadéno s pouzitim ovladace SMC100CC.
Jelikoz Sedy filtr prodluzuje drdhu svazku v jednom rameni interferometru, pro vykom-
penzovani drahy v druhém rameni byly v mechanické gilotince 840-0170 umistény dvé
laboratorni sklicka, ktera spole¢né méla tloustku Sedého filtru.

Pted vystupnim délicem svazku byla umisténa pulvinna desticka, ktera byla poo-
tocena vici horizontalni ose o 45°. Doslo tedy k zaméné polarizace z horizontalni na
vertikalni v jednom rameni interferometru a opac¢né ve druhém. Tim se docili stavu,
ze Cast svazku, kterd na vstupu interferometru nebyla odklonéna, nyni na vystupu
odklonéna bude. Touto metodou bude dosazena velkd presnost piekryti obou svazki
na vystupu interferometru. Tento model Mach-Zehnderova interferometru se nazyva
polarizacni, jelikoz oba polariza¢ni mody jsou vyvedeny na jeden vystup.

2.2.5 Detektor

Vystupni signal z optické soustavy byl navazan do jednomodového vlakna SM600, aby
bylo dosazeno maximalniho p¥ekryvu polarizacnich modiu z interferometru. Jako senzor
byla pouzita kiemikova fotodioda S120VC, firmy Thorlabs, Inc., ktera je dle vyrobce
[58] vhodna pro pouziti v rozsahu vlnovych délek svétla od 200nm do 1100 nm pro
opticky vykon v rozsahu od 50nW do 50 mW s maximalni piipustnou energii pulzu
20 pJ, nejistotou méieni 3% pro vinové délky od 440nm do 980nm a prumeérem
apertury 9,5 mm. Fotodioda byla pfipojena ke kompaktni méiici konzoli PM 100D, firmy
Thorlabs, Inc., ptes rozhrani DB9. Konzole umoziiuje automatickou zménu rozsahu
méfeného vykonu a korekei pro mérenou vlnovou délku.

2.3 Experimentalni tilohy

Cilem experimentu byl névrh linearné-optické soustavy, kterou by bylo mozné reali-
zovat obecnou neunitarni transformaci qubitu zakédovaného do polarizace. Pozado-
vana soustava byla nejdrive schématicky navrzena, nasledné byly provedeny simulace
v programovacim jazyku Python verze 3.8 a po provedeni uspéSnych simulaci byla
tato soustava sestavena na optickém stole. Realizaci obecné neunitarni transformace
piredchézela fada méficich procestu jako nalezeni optickych os fazovych desticek, mé-
feni pfi¢ného profilu svazku, funkce transmise Sedého filtru a realizace obecné unitarni
transformace.

2.3.1 Schéma linearni optické soustavy a jeji simulace

Jednou z metod, jak vytvofit neunitarni transformaci, je vyjmout subsystém z uni-
tarniho systému, ktery je néjakym mechanismem spfazen s ostatnimi ¢astmi systému.
Toto propojeni zpusobi v subsystémiu ztraty, zisk nebo kombinaci obou. Evoluce sub-
systému potom bude obecné vyjadiena neunitarnim procesem. Pro lineadrné-optickou
soustavu lze spfazeni systému provést pomoci déli¢u svazku. Bude-li pozorovan pouze
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vybrany opticky mod a ostatni budou zanedbany, vysledny proces bude obecné popsan
neunitarni transformaci.

Na zacatek je nutné poznamenat, ze vsechny schématicky nakreslené optické sou-
stavy, které se nachazi v kapitole [2.3] jsou zakresleny pohledem shora, tedy opticky
stul, na kterém byly sestaveny, je rovina nakresu a pro jejich vytvofeni byla vyuzita
volné dostupna knihovna opticky prvki z reference [59).

Schéma optické soustavy pro realizaci obecné unitarni transformace je vyobrazeno
na obr. Tato soustava je slozena ze dvou polariza¢nich Mach-Zehnderovych interfe-
rometri, kdy kazdému interferometru je prifazen jeden opticky mod a jeden detektor.
Interferometry jsou sprazeny dvéma regulovatelnymi bezztratovymi déli¢i svazku. Pied
vystupnim BD u obou interferometri je vloZzena do ramene s horizontéalni polarizaci
kontrolovatelnd faze, za kterou nasleduje pulvinna desticka s fixnim tdhel 45°. Pred
vstupem a za vystupem obou interferometrii je umisténa trojice fazovych desticek.
Matematicky popis sestavy je nésledujici.

P4 i

eF2 =3
(PF3 ——
450
S
A E_,p (pPB epz U
H 45°
9oy Oor D b4 P
), U W u
[
AV
=
(PFZ — /3
I] Fazovy posun |:| BD
eF‘l | — |
H Pllvinna destic¢ka |Z Dé&li¢ svazku
O ==
I] Ctvrtvinna desticka D Detektor
),

Obr. 2.7. Schéma virtudlni optické soustavy, kterd provadi obecnou dvouqubitovou
unitarni transformaci. Popis pouzitych prvki v soustavé je uveden v legendé obrazku.
Podrobnéjsi popis soustavy je uveden v textu.

Na vstupu optické soustavy jsou piivedeny dva qubity ve stavu

_ (¥prq _ (Yrw
e = (). e = (1), (231)

Yr)

kde ©¥p1) a Yp@), resp. ¥pe) a Ype) jsou horizontalni, resp. vertikalni slozky stavi
|Yp) a |1p). Stavy dvou qubiti jsou uspoifadany do jednotlivych modia nasledujicim

zpiisobem
(;ii;) . (2.32)
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BD jsou nastaveny tak, aby odklonily horizontalni slozku polarizace a operatory délica
svazku maji nésledujici maticové vyjadreni

ESH(AH) _ <COSAH —smAH) ’

sin Ay cosAg ( )
2.33

gSV(AV) _ (COS Ay  —sin Av) ,

sin Ay cos Ay

kde parametr 0 < Ay y < 2m, ¢leny cos Apyy a sin Apy vyjadiuji transmisi a reflexi.
Tato optické soustava provadi dvouqubitovou transformaci a jeji operatorové vyjadient
je nasledujici

Us =Ry (ra,0pa,0r2,0p2,0F3,0p3) Rs(45°,45°) E(£p,Ep)

R R (2.34)
BS(Awu,Av)Ri(¢r2,0p2,0r1,0P1,0F1,9P1),
kde prvni trojice fazovych desti¢ek pro oba mody méa nésledujici vyjadieni
A 0 0
. RQWP(SDPQ) 0 0
Ri(¢ra,ppe0r.0p1,0m00m) = | 0 A
0 0 RQWP((PF2)
(2.35)
- 0 0 - 0 0
RHWP(9P1) 0 0 RQWP(SOPl) 0 0
0 0 - 0 0 - ’
0 0 RHWP(9F1) 0 0 RQWP(SOFl)

regulovatelné délice svazku, které jsou umistény mezi BD a slouzi pro propojeni dvou
¢asti systému, maji nasledujici maticové vyjadieni

cos A g 0 —sin Ag 0
. B 0 cos Ay 0 —sin Ay
BS(Am,Av) = sin Ay 0 cos Ay 0 ’ (2.36)
0 sin Ay 0 cos Ay

fazové Cleny, které jsou umistény v ramenech s horizontalni polarizaci, maji nésledujici
vyjadieni

e? 0 0 0

- 0 1 0 0
E(€F7€P) = 0 0 eér (] (237)

0 0 0 1

pilvinné desticky, které jsou umistény pred vystupnimi BD, jsou fixné pootoceny o tihel
45°

A

Rg(45°45°) = : (2.38)

o O O
_ o O O
o= O O

0
1
0
0

posledni trojice fazovych desti¢ek, umisténé pied detektory jednotlivych modi, maji
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nasledujici maticové vyjadreni
A 0 0
. Rowp(¢pa) 0 0
Ri(¢ra,0p1,0r2,0p2,0r3,0p3) = 0 0 )
0 0 RQWP(SOM)

(2.39)
S 0 0 S 0 0
RHWP<0P2) 0 0 RQWP(SDPB) 0 0
0 0 A 0 0 A
0 0 RHWP(QFz) 0 0 RQWP(QDFE,)

Jelikoz opticka soustava na obr. je uzaviena, libovolnym nastavenim optickych
komponent bude provedena dvouqubitovi unitérni transformace. Pro realizaci obecné
neunitarni transformace musi byt nejdiive vygenerovana tato obecna a ndhodna uni-
tarni transformace dvouqubitového stavu. Postup generace této transformace je popsan
v nésledujicich bodech:

(i) Sestaveni obecné unitarni matice

N . Wi W o}
Uu — < (& COS € e S11 € ) ’ (240)

—e ™2gine e ™l cose
kde w, wy, ws a € jsou realné parametry.

(ii) Reédlné parametry w, w; a wy byly generovany nadhodnym generdtorem s rov-
nomérnym rozdélenim v intervalu od —7 do 7 a pro parametr € plati relace
€ = arcsin /€y, kde parametr ¢, byl generovin funkci s rovnomérnou hodnotou
pravdépodobnosti v intervalu od 0 do 1.

(iii) Vytvoreni Sestice jednotkovych matic s dimenzi 4 x 4, ve kterych jsou obsazeny
nahodné generovaného unitarni matice Uyq, Uwy, Use, Und, Uye @ Uyny z vySe uve-
deného postupu

1 000\/1000 000
UT:0100 OUO w00
00 - 0 " ollo o010
0 g UYua 0001/ \0oo001
(2.41)
1000\ /1000\/1000
0100 0000100
ooU 0 “w 0 OOU
00 v 0001/ \oo "V

Po tspésném vytvotreni ndhodné unitarni transformace Ur bylo nutné nastavit op-
tické komponenty v optické soustavé na obr. tak, aby tato transformace byla pro-
vedena. Nastaveni optické soustavy bylo ziskdAno pomoci numerické analyzy, ktera byla
provedena funkci scipy.optimize.minimize v programovacim jazyku Python v. 3.8. Vy-
generovana matice unitarni transformace Ur byla spolu s matici operatoru optické sou-
stavy Us vlozena do uzivatelem vytvofené funkce mat dot product, kde tyto matice
byly normalizovany Frobeniusovou normou

1X1 = >l (2.42)
(2]
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kde X je obecna matice s obecné komplexni elementy x; ;. Matice byly nasledné pfe-
vedeny na dimenzi 16 x 1 néasledujicim zplisobem

m(l,l) LE(LQ) c. Ce i(lvl)
T21) T(22) (1.2) (243
. — : , 2.43

T(4,3

T(4,4) T4

a byl vypoc¢ten komplexni skaldrni soucin, resp. hermitovsky skalarni soucin (|1.2|) mezi
vektorovymi formami matice unitarni transformace UT a matice operatoru optické
soustavy Us. Vysledek skalarntho sou¢inu byl vystupem funkce mat dot product.
Funkce mat dot product byla nasledné vlozena do funkce scipy.optimize.minimize,
kterda metodou SLSQP (Sekven¢ni programovani metodou nejmengich Etverci, an-
glicky Sequential Least Squares Programming) hledala maximélni hodnotu funkce
mat dot_product. Jestlize je skalarni soucin dvou normalizovanych vektori roven
jedné, tak tyto dva vektory jsou stejné. Jejich matice si budou tedy rovny. Vystup-
nimi hodnotami byl skalarni soucin a volné parametry operatoru Us.

Nyni je vhodné predstavit postup pro provedeni obecné neunitarni transformace.
Pro realizaci obecné neunitarni transformace byla navrzena opticka soustava, ktera je
zobrazena na obr. Tato soustava je analogii soustavy pro provedeni kvantové to-
mografie procesu, viz obr. 2.6 kdy neznama transformace je nahrazena ¢lenem trans-
formace stavu, kterd provadi neunitarni transformaci qubitu. V porovnani s optickou
soustavou na obr. 2.7, ¢len transformace stavu predstavuje subsystémem, ktery byl
vyjmut z plného unitarniho systému. Byl ponechan pouze opticky mod se stavem [¢p),
ktery je nyni fixné zvolen jako stav |H). Na vystupu optické soustavy je méfen pouze
jeden signal, druhy je zanedbén.

Transformace stavu

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Priprava stavu

ﬂ Pdlvinna desti¢ka [I Ctvrtvinna desti¢ka I] Fazovy posun I:IBD Dé&li¢ svazku ZI Polarizator D Detektor

Obr. 2.8. Schéma virtualni optické soustavy, kde ¢len transformace provadi obecnou
jednoqubitou neunitarni transformaci. éleny priprava stavu a projekce stavu slouzi
pro provedeni kvantové tomografie procesu. Popis pouzitych prvki v soustavé je uveden
v legendé obrazku. Podrobnéjsi popis soustavy je uveden v textu.

Pisobeni operatoru Ug z relace (2.34) na dvouqubitovy stav z relace (2.32), kde
druhy opticky mod na vstupu a na vystupu je zanedban, lze zapsat jako

o (M) = (1900, -
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a explicitni vyjadieni jednotlivych elementi

Us(1,1) Us(1,2) wp(l) ¢PV(1)
Us(2,1)  Us(2,2) Pp P
@ | _ PV (2)
' A _ 0 7 (2.45)
0 0

kde ¥ py (1) a Ypy(1) jsou slozky stavu ]wp(v)) transformovaného operatorem US a us(i )
jsou elementy matice operatoru Ug. Stav |[¢p) je efektivné ovlivnén pouze Etyimi ele-
menty matice, ug (1), Us(1,2), Us(2,1) & Us(2,2)- Z tohoto zjednoduseni plyne, Ze operéator
soustavy na obr. lze vyjadiit jako

Usp =Ro(90°,00,00) Ry p(0pa,0p2,0p3) Rsp(45°) Ep(Ep)

) . . (2.46)
BSp(An,Av)Rip(©p2,0p1,0p1) Rr(0R,OR),
kde operatory ¢lenu piipravy stavu ]:ZR(QOR,@R) a projekce stavu RO(QOO,goo,QO) jsou
dany relacemi (2.21)) a (2.17)), operator pro prvni trojici fazovych desti¢ek ¢lenu trans-
formace ma nasledujici vyjadieni

RIP(SOP2,9P1>SDP1) = RQWP(SOPQ)RHWP(HPl)RQWP(SOPl), (2-47)

soucin operatorit prvki Mach-Zehnderova interferometru lze vyjadrit jako

Rsp(45°)Ep(Ep)BSp(Ap,Ay)

(0 1\ (%" 0\ [cosAp 0 B 0 cos Ay (2.48)
~\1 0 0 1 0 cosAy ) \e¥cos Ay 0 ’

kde operator délice svazku ESP(AH,AV) zavadi neunitaritu do systému. Operator
posledni trojice fazovych desticek ¢lenu transformace ma nasledujici vyjadient

RVP(SOP4:9P2>90P3) = RQWP(@M)RHWP(QPQ)RQWP(SDP:s)- (2-49)

Pro provedeni kvantové tomografie procesu je nutné na vstupu ¢lenu transformace
stavu pripravit postupné vsechny bazové polariza¢ni stavy, viz kapitola V tabulce
je sepsano nastaveni uhla fazovych desti¢ek v ¢lenu pfipravy stavu Rg(¢gr,0r) pro
pootoceni stavu |H) na ostatni polariza¢ni bazové stavy. Nastaveni fazovych desticek
v ¢lenu projekce stavu RO(9O°,¢O,¢90) pro projekci do jednotlivych polariza¢nich bazi
je uvedeno v tabulce 2.1}

Pro realizaci obecné unitarni transformace lze vyuzit operatoru U, z relace ,
jelikoz stejné jako operator Ur 7 relace je obecnym vyjadienim unitarni transfor-
mace pro dvouqubitovy stav, tak operator U, je obecny vyjadienim unitarni transfor-
mace pro jednoqubitovy stav. Pro provedeni transformace popsané operatorem U, bude
pouzit ¢len transformace stavu v optické soustavé na obr. Numerickou analyzou,
kterd je provedena stejnym zptsobem jako v ptipadé obecné dvouqubitové unitarni
transformace, je nalezeno nastaveni ¢lenu transformace.

Jak bylo v kapitole zminéno, qubit ve stavu |H) lze kombinaci pilvinné a
¢tvrtvlnné desticky pootocit na jakykoliv obecny stav na Poincarého sféfe. V soustave
na obr. [2.8]jsou tedy dvojice pulvlnnych a trojice ¢tvrtvinnych desti¢ek na jejim vstupu
redundantni a tudiz muze byt tato leva ¢ast optické soustavy sloucena. Totéz plati pro

ol



vystupni pravou Cast optické soustavy, jelikoz je provadéna projekce pouze do baze
[VY{(V|, coz je stejné situace jako v predchozim piipadé. Slouceni pro levou vstupni
¢ast lze provést nasledujicim zpisobem

RQWP(@PQ)RHWP(HPORQWP((PH)]%QWP(SDR)E’HWP(QR) (2 50)

— éQWP(SOJVH)}%HWP(@Ml)-

Hledani parametru 60, a @y lze provést analyticky, ale z diavodu vétsiho ob-
jemu dat, ktery bude generovan, se zde opét pouzije numerickd analyza funkeci
scipy.optimize.minimize. Jelikoz hodnoty 6g, g ,0p1, Yp1, @ Pps jsou znamé z predeslé
numerické analyzy, hledané hodnoty 031 a a1 jsou ziskany nésledujicim postupem:

(i) Aplikace operatorii desti¢ek vstupni ¢asti nesloucené optické soustavy na stav |H)
[re) = Rowp(wp2) Ruwp(0p1) Rowe(pp1) Row (9 r) Ruwe(9r)| H).- (2.51)
(ii) Aplikace operatoru desticek vstupni ¢asti sloucené optické soustavy na stav |H)

rar) = Rowp(@an) Riwp(0ar1) | H). (2.52)

(iii) Hledani maxima skalarniho soucinu (r¢|ras) funkei scipy.optimize.minimize me-

todou SLSQP.

Normalizace vyslednych vektoru neni nutné, jelikoz operatory fazovych desticek jsou
unitarni, a tedy norma stavu je zachovana. Vystupem opét bude hodnota skaldrniho
soucinu v intervalu hodnot od 0 do 1 a hledané parametry 61 a @ .

Postup slouceni na vystupni pravé strané optické soustavy z obr. je provedeno
nasledujicim zptisobem

RQWP (904) RHWP (94)RQWP (@3)RHWP (93)

. . (2.53)
— RQWP(SOM2)RHWP(9M2)-
Vypocet sjednoceni se mirné 1isi oproti predchozimu:
(i) Vytvofeni matice z posledni Sestice ¢leni optické soustavy
Xc = PLyRowp(vo) Riwr(00) Rowp(0ps) Raw p(0p2) Rowp(ps). (2.54)

(ii) Vytvofeni matice z operatora pro pulvlnnou a ¢tvrtvlnnou desticku s pfipojenim
operatoru pro polarizator PLy

XM = PLVRQWP(SOMQ)RHWP(QMz)- (2-55)

(iii) Matice X a Xy maji dimenzi 2 x 2. Nejdifve jsou normalizovany dle relace 1)
a nésledné prevedeny na vektory dle relace (2.43). Hledani maxima jejich hermi-
tovského skalarniho soucinu je provedeno funkci scipy.optimize.minimize metodou

SLSQP.
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V soustavé na obr. lze provést jesté dalsi zjednodusSeni a tim je slouceni dvou
délici svazkt. Matice pro délice svazku lze vyjadrit jako

A A 0 A Ay 0
BSp(Ay,Ay) = (COSO H COSAV) — cos Ay (COS HéCOS v 1). (2.56)

Clen 1/ cos Ay, ktery je vyjadien pfed matici, lze zanedbat, jelikoZ normalizaci bude
zruSen. Obecné plati, Ze transformace popsana operatorem Uy je fyzikalné ekvivalentni
s transformaci Uy, jestlize mezi nimi existuje néasledujici rovnost

Ux = qUy, (2.57)

kde ¢ je obecné ¢islo. Cislo ¢ je obdobou globalni faze u stavu v relaci 1} Vysledné
slouceni optické soustavy z obr. je zobrazeno na obr. 2.9] Operatorové vyjadreni
této sloucené soustavy lze zapsat jako

vaRQWP(QOMQ)RHWP(QMQ)RSP(%O)

. . . . (2.58)
Ep(€p)BSp(Av,An)Rowp(0m) Rawp(Oan),
kde explicitni vyjadfeni operatoru pro ztratovy déli¢ svazku je nasledujici
. z 0
BSp(Ay,Ag) = (0 1) , (2.59)

kde parametr z = cos Ay / cos Ay a €len 1/ cos Ay z relace (2.56]) byl zanedbén.
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[] Pllvinna destitka |] Ctvrtvinna destitka |] Fazovy posun
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Obr. 2.9. Schéma, virtudlni optické soustavy, ktera vznikla slou¢enim fazovych desticek
a deli¢i svazku u optické soustavy na obr. Popis pouzitych prvki v soustavé je
uveden v legendé obrazku. Podrobnéjsi popis soustavy je uveden v textu.

Doposud byly popsiny virtuilné namodelované optické soustavy. Pro experimen-
talni demonstraci obecné unitarni a neunitarni transformace byla pouzita opticka sou-
stava na obr. Tato soustava je analogii soustavy na obr. Na vstupni strané
optické soustavy je opét uvazovan qubit ve stavu |H), ktery byl nastaven polarizaénim
kontrolérem za laserovym zdrojem. Laser je zdroj klasického svétla, nejedné se tedy
o jednofotonovy zdroj. Na vstupu optické soustavy je laserovy svazek vyvazan z optic-
kého vldkna na asférickou ¢ocku. Pro zavedeni ztrat byl namisto regulovatelného délice
svazku pouzit Sedy filtr, ktery je v optické soustavé na obr. oznacen jako ztratovy
¢len. Sedy filtr byl umistén tak, aby jeho posun byl vertikalni vi¢i optickému stolu a
tim nezasahl do druhého ramene interferometru.
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Jelikoz ztratovy ¢len predstavuje sklicko, které v jednom ramenu prodlouzi drahu
svazku o svou tloustku, je nutné prodlouzit drdhu svazku o stejnou délku ve druhém
ramenu. K tomuto procesu slouzi dvé laboratorni sklicka, znacené jako kompenzac¢ni
desticky. Faze e, ktera je umisténa v optické soustavé na obr. v ramenu s ho-
rizontalni polarizaci, byla experimentalné realizovina naklonem vstupniho BD. Na
vystupni strané optické soustavy byl laserovy svazek asférickou ¢ockou navazan do
optického vldkna a konec optického vlakna byl piiveden na detektor. Matematické vy-
jadfent této optické soustavy je dano relact , kde Sedému filtru je piifazen operator
BSp(Ay,Ag).

Laser
Polariza¢ni
kontrolér

U Palvinna desticka I] Ctvrtvinna desticka 'Ztrétov{/ clen I Kompenzacni desticky

' o ean (p|_I\|A2 PL, DJ
O Pus -
L I]ﬂ U

i

D Vlaknovy vyvazovac a navazovac |:| BD |Z Polarizator D Detektor

Obr. 2.10. Schéma zkonstruované optické soustavy, kterd byla pouzita pro provedeni
obecné jednoqubitové unitarni a neunitarni transformace. Popis pouzitych prvki v sou-
stavé je uveden v legendé obrazku. Podrobnéjsi popis soustavy je uveden v textu.

Predlohou maticové formy ztratového c¢lenu, ktery je slozen z délice svazku
ESP(AV,AH) a fazového ¢lenu Ep(gp), viz kapitola byla experimentélni prace
zabyvajici se informa¢nim tokem mezi PT-symetrickym systém a jeho okolim [34],
jednalo tedy o otevieny systém. Experimentalni realizace ztratového ¢lenu byla ovSem
odligna, kdy zde byl pouzit Sedy filtr, ale v praci [34] byly ztraty provedeny odklo-
nem svazku mimo detektor pomoci fazovych destic¢ek umisténych v Mach-Zehnderoveé
interferometru.

Shrnuti této kapitoly je nésledujici. Byla vygenerovana nahodna unitarni transfor-
mace dle relace . Néasledné bylo numerickou analyzou nalezeno nastaveni optické
soustavy na obr. tak, aby tuto unitarni transformaci provedla. Ziskané parame-
try soustavy byly vloZeny do optické soustavy na obr. Tato opticka soustava jiz
slouzi pro provedeni kvantové tomografie procesu, kde ¢len transformace stavu provadi
obecné neunitarni transformaci qubitu. Bylo provedeno zjednoduSeni dané optické sou-
stavy dle relaci a . Vysledkem byla optickd soustava na obr. . Tento
postup byl zopakovan pro soubor ndhodné generovanych transformaci. Vysledky ska-
larnich soucini numerické analyzy pro nastaveni parametri optické soustavy na obr.
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a skalarnich soucinu pro slouceni fazovych desti¢ek byly zaznamenény. Po tspés-
ném provedeni téchto kroki byla sestavena optick& soustava na obr. ktera slouzi
pro experimentalni demonstraci obecné unitarni a neunitarni transformace. Fotografie
sestavené optické soustavy z obr. [2.10] je zobrazena na obr.

Obr. 2.11. Opticka soustava, jejiz schéma je na obr. pro realizaci obecné jednoqu-
bitové unitarni a neunitarni transformace.

2.3.2 Meéieni optickych os fazovych desticek

Jelikoz na fazovych destickich, které byly umistény v motorizovanych rotaci, neni vy-
znacena jejich optickd osa, bylo nutné méficim procesem nalézt jeji smér. Pro méfent
os pulvlnnych desti¢ek byla pouzita opticka soustavy na obr. a) a pro ¢tvrtvinné
desticky byla pouzita optickéd soustava na obr. b). P1i méteni optickych os ¢tvrtvin-
nych desti¢ek bylo na vstupu soustavy svétlo ve stavu |H), aby méfeny opticky vykon
na detektoru klesal k nulové hodnoté. Relativni nulovd hodnota natoceni optické osy
se potom hledala v minimu naméfené funkce. Pouziti svétla ve stavu |V) pii méfeni
optickych os pulvinnych desti¢ek znamenalo pouze to, Ze jako relativni nulovid hodnota
natoceni optické osy se hledala v maximu naméfené funkce. Méfeni optického vykonu
se provadélo po rotaci fazové desticky o 2°, a to az do provedeni celé otocky (360°).
Pti kazdém zaznamu signalu na detektoru bylo provedeno 20 opakovanych métenich
a byla vypoc¢tena smérodatna odchylka, anglicky standard deviation (STD) dle relace

N

1
)2 2.60
STD = N1 ZEZl(nz n)?, ( )

kde N = 20 je pocet opakovanych méteni, n; je i-t4 naméfend hodnota z jedné série
méteni a n je prumérnd hodnota naméreného signalu. Vysledky byly normalizovany dle
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nejvyssi namérené hodnoty intenzity. Tento zptsob méreni signdlu a vypocet nejistot
byl proveden pro vSechny nasledujici tkoly.
Naméfena data byla normalizovana a nasledné nafitovana sinusovou funkci

fs(zs) = assin (z5bs + ) + ds, (2.61)

kde x, je volny parametr a as, by, ¢, a d, jsou hledané parametry fitovaciho procesu. Pro
kazdou fazovou desticku byla nafitovana kiivka spolu s normalizovanymi naméfenymi
hodnotami a nejistotami méreni vynesena do grafu.

a) b)

0 PLy Detektor | H) (0] PLy Detektor

=P AP

Obr. 2.12. Schéma optické soustavy pro nalezeni sméru optické osy a) pulvinné desticky
Ruwp(0) s thelem natoceni § a b) ¢tvrtvlnné desticky Rowp(p) s thelem natocent
. Pro oba pripady je pouzit polarizator PLy propoustéjici pouze vertikalni slozku
polarizace.

2.3.3 Meéreni pri¢ného profilu svazku

Pii¢ny profil svazku byl méfen v optické soustavé, kterd je vyobrazena na obr. 2.10]
kde namisto Sedého filtru, ktery zpusoboval ztraty pro celou plochu svazku soucasné,
byl zvolen kovovy brit, ktery tplné zastini pouze pozadovanou ¢ast svazku. Svazek byl
postupné stinén v horizontalnim sméru vzhledem k optickému stolu, na kterém byla
umfisténa optickd soustava. Krok posunu motoru byl zvolen 5 pm. Po provedeni méfeni
byla naméfené data normalizovana dle nejvyssi naméfené hodnoty intenzity a néasledné
byla provedena jejich numericka derivace, ktera se provedla dle vztahu

d(niz;) = =L kde i =1,2,3,.. (2.62)

Ti — Tij—-1

kde x; je pozice motoru pro hodnotu i-tou namérenou hodnotu intenzity n;. Vysledna
data byla normalizovana dle nejvyssi hodnoty derivace a nafitovina Gaussovou funkei

*(19*59)2

f(zy) = age 2 (2.63)

kde z, je volny parametr, a4, by a ¢4 jsou parametry fitace a e = 2,718 28.. je Eulerovo
¢islo. Pro fitovanou funkci byla vypoctena plnad Sitka v poloviné maxima, anglicky
full width at half mazimum (FWHM) dle nasledujici relace

FWHM = 2v/21n 2¢,, (2.64)

coz je $itka svazku, kde intenzita svétla klesla na polovinu maximalni hodnoty. Zavérem
byly naméiend data, nejistoty mé¥eni, které byly ziskany dle relace (2.60), nafitovana
kiivka a hodnota FWHM vyneseny do grafi.
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2.3.4 Meéreni transmise Sedého filtru

Pro méfeni transmise Sedého filtru byla pouzita optickd soustava na obr. Méfeni
probéhlo pro plny rozsah linedrniho posuvu, tedy 25mm a krok posunu byl zvolen
0,5 mm. Jelikoz Sedy filtr byl umistén v rameni interferometru, do kterého byla odklo-
néna horizontalni polarizace, projekce na vystupu byla v pribéhu méreni nastavena do
béaze |H)(H|. Druhé rameno interferometru bylo zaclonéno, aby nepfispivalo k umu
méfeni.

Meéfteni transmise probéhlo pro ¢tyfi opakovana méreni, kdy pro jednotlivdA méreni
byly nastaveny fazové desticky na vstupni strané interferometru dle tabulky [2.3] Rotaci
pilvinné desticky dochézelo k pielévani intenzity z horizontalni polarizace do vertikalni,
tedy v ramenu interferometru, kde byl umistén Sedy filtr, byla snizovana intenzita
svazku. Toto méfeni bylo provedeno pro ovéfeni, ze Sedy filtr zptusobuje pomérové
stejné ztraty pro nizkou a vysokou intenzitu svazku, jelikoz ztraty z a {p v relaci (2.58))
jsou povazovany za piimo imérné ztratam, které zptusobuje Sedy filtr bez zavislosti na
intenzité svazku.

Normalizované namérené hodnoty spolu s nejistotami jednotlivych méreni, viz re-
lace (2.60)), byly vyneseny do grafu. Nasledné byl proveden vypocet priméru hodnot
naméienych na jednotlivych pozicich motoru. Zprumérované hodnoty byly fitovany

exponencialni funkci
fe(xe) - 10a5(me+be) + Ce (265)

kde z. je volny parametr a a., b. a ¢, jsou parametry fitace, kterou se dle vyrobce [56]
fidi funkce transmise Sedého filtru.

Tabulka 2.3: Nastaveni vstupnich fazovych desti¢ek v soustavé na obr. pii jednot-
livy’ch métenich transmise Sedého filtru.

é. meéreni RHWP(QMI) [O] RQWP(QDMl)[O]
1. 0 0
2. 10 0
3. 20 0
4. 30 0
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2.3.5 Realizace obecné unitarni a neunitarni transformace op-
tickou soustavou

Optickou soustavou na obr. budou nejdiive realizovany unitarni transformace,
které budou zadany ve formé matice s dimenzi 2 x 2. Maticové vyjadieni téchto trans-

formaci je nasledujici
~ (10
ul — 0 1

~ (01

e~ (7o)

. 0,75 —0,66144
(0,66144 0,75 )

A 0,6533¢=0:8859% () 75716101301
(0775716—0747611' 0765336—1,71881‘)’

0,7876¢>419%  0,6161%27%
0,6161%709%  0,7876¢1709%

(2.66)

Uu5 -

A~

kde operatory Un a7 Uy jsou uzivatelem zadané unitarni transformace a operatory
Ups a Uys jsou nadhodné generované unitarni transformace, viz kapitola Postup
nalezeni nastaveni optické soustavy pro provedeni pozadované transformace je uveden
v kapitole

Ovérenti, ze opticka soustava provadi danou transformaci, bylo provedeno skrz kvan-
tovou tomografii procesu, viz kapitola[2.1.4 Tedy pro kazdou transformaci bylo pfipra-
veno 6 bazovych polarizacnich stavii a pro kazdy pripraveny bazovy polarizac¢ni stav
bylo provedeno 6 projekci do bazovych polarizacnich stavi. Timto procesem bylo pro
kazdou transformaci ziskdno 36 namétenych hodnot. Nasledné byly vytvoreny dvé ma-
tice hustoty procesu. Prvni matice hustoty procesu ﬂ[vir}, zde nazyvana virtualni, byla
vytvorena skrz virtualni simulaci méfeného procesu. Tedy byla simulac¢né vytvorena
opticka soustava na obr. 2.10] a provedeno 36 virtualnich mé¥eni pro vybranou trans-
formaci U;. Postupem dle kapitoly |2 |_| byla vytvorena matice hustoty procesu, kteréa
odpovida idedlni matici hustoty procesu H[vn"]; ke které se s redlnym experimentem je

snaha priblizit. Druhd matice hustoty procesu Ilje,), zde nazyvana experimentélni, je
taktéz vytvorena dle postupu v kapitole [2.1.4, ovSem dosazované hodnoty jsou hod-
noty namétené pii provedeni redlného experimentu. Po vytvoreni matic ﬂ[vir} a ﬂ[exp]
nasledovalo jejich vzajemné srovnani a jako kvantitativni miru jejich podobnosti byla
zvolena fidelita kvantovych stavi, ktera je dana nésledujicim vztahem

2
F(H[VH‘] H[exp]) (TI‘\/ H[v1r H[exp] H[Vlr]) ) (267)

Fidelita vyjadifuje miru podobnosti dvou kvantovych stavii a jeji hodnoty jsou na in-
tervalu od 0 do 1, kdy hodnota 0 vyjadfuje nejniz$i moznou podobnost mezi dvéma
stavy a 1 vyjadruje nejvyssi moznou podobnost.
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Po realizaci unitarnich transformaci byly realizoviny transformace neunitarni, je-
jichz unitarni dvouqubitové maticové vyjadreni je nasledovné

1 0 0 0
1 3v11
Unl(?q) - 0 10 10 0
3v11 1
0 % 1w 0
0 0 0 1
2 1 2
5 3 3 0
1 2 2
g3 3 =50 (2.68)
n220) — 2 2 1
3 3 3
0O 0 0 1
0,4041e 994631 () 832822089 () 06183856 0,3733¢!,9760¢
. 0,358361’506” 0712166—2,36071' 0,89546_2’4393i 0,234661’2285&
Un3(2Q) = 0.8218e1:1499 () 3468¢—30761i () 4029018610 () 2(5072¢—0:217839

0,181528¢>11807  0,4141¢>6770  (,1790¢265™  (,8738¢~ 28002

Po redukci unitarni dvouqubitové matice na matici subsystému sledovaného qubitu
dostaneme obecné neunitarni matici dimenze 2 x 2. Jednoqubitova verze téchto neuni-
tarnich transformaci je nasledujici

a
2

U B 0’4041670,94631'
n3 — 0,3583¢1:5061i

(10
=(o »

) (2.69)

0,8328¢ 22089
0,1216¢ 23607

W Wl

Ovéreni, ze optickd soustava provadi pozadovanou transformaci, probéhlo identicky
jako v pfedchozim ptipadé. Byla provedena kvantova tomografie procesu simulované a
experimentalné realizované optické soustavy a vysledné matice hustoty procesu ﬂ[vir] a
ﬂ[exp} byly srovnény mirou danou fidelitou kvantovych stavi (2.67)).

Pro neunitarni transformace bude ovSsem proveden jesté dodatecny krok, kterym
je zpétné nalezeni neunitarni matice Unj z experimentalné vytvofené matice hustot
f[[exp]. Duvod provedeni tohoto kroku bude ziejmy z vysledkt z experimentalni reali-
zace neunitarnich transformaci. Zpétné nalezeni neunitarni matice Unj bylo provedeno
nasledujicim postupem. Nejdfive byla uzivatelem vytvotena funkce rev_mat, ve které
byly virtualné vytvoreny dva ¢leny transformace stavu z optické soustavy na obr.
které predstavovali hledané neunitdrni matice Unj Matice Unj byly vlozeny do Ch01h0
Jamiolkowského izomorfismu . ), kdy kazdé matici Unj byla prlrazena jedna pravdé-
podobnost pj. Vysledna matice hustoty procesu, generovand maticemi Un]7 byla fideli-
tou srovnana s matici hustoty procesu H[exp], kdy vysledek fidelity byl vystupem
funkce rev_mat Zavérem probéhla numerickd analyza funkci scipy.optimize.minimize

metodou SLSQP.
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2.4 Vysledky a diskuze

2.4.1 Simulace linearni optické soustavy

Pro ovéreni, ze opticka soustava na obr. je schopna realizovat libovolnou dvouqu-
bitovou unitarni transformaci, byla provedena numericka simulace, viz kapitola [2.3.1}
Pro toto ovéreni bylo vygenerovano 500 ndhodnych dvouqubitovych unitarnich trans-
formaci.

Funkci scipy.optimize.minimize byly hledany parametry nastaveni optické soustavy,
aby vysledek skaldrniho soucinu pozadované a simulované transformace byl maximalni.
V 435 7 500 (87 %) piipadi bylo dosazeno hodnoty skalarniho soucinu vetsi jak 0,99,
v ostatnich pripadech byla nejnizsi dosazend hodnota 0,96. Pro experimentéilné reali-
zované transformace z relaci a byla nalezena shoda vzdy vétsi nez 99 %.

Pro v8echny vygenerované transformace bylo provéfeno slouceni fazovych desticek
dle relaci a ([2.53). Opét se hledala shoda vétsi nez 99 %. Tato shoda byla vzdy
nalezena.

Z vysledk plyne, 7Ze opticka soustava na obr. 2.7 muZe provést omezené velkou mno-
zinu dvouqubitovych unitarnich transformaci s pfijatelnou presnosti. Transformace,
které nebyly nalezeny s pozadovanou shodou, byly ptresto nalezeny dostatecné blizko a
lze se domnivat, ze vhodnou upravou numerické analyzy by byly dosazeny pozadované
vysledky. Slouceni fazovych desticek lze simula¢né provést s velkou presnosti, jelikoz
shoda pro vSechny piipady byla nalezena vidy vétsi nez 99 %.

2.4.2 Meéieni optickych os fazovych desticek

Pted sestavenim samotné optické soustavy byly méficim procesem nalezeny optické osy.
Postup méfeni je uveden v kapitole[2.3.2 2.3.2 Vysledky méfent jsou vyobrazeny v grafech na
obr. [2.13} [2.14] [2.15| a [2.16| pro Rerw p(0an1), Rowp(oan), Ruwe(0us) a Ruwp(oar),
kde na horizontalni ose je vynesen thel rotace fazové desticky a na vertikdlni ose je
normalizovand intenzita po projekci na vertikalni polarizaci. Dale modrymi body jsou
vyznaceny experimentalni data spolu s nejistotami méteni a cervena kiivka vyobrazuje
fitaci namétfenych dat. Parametry fitace jsou uvedeny v legendé kazdého grafu.

Naméfené hodnoty pro pulvlnné desticky, viz obr. a vykazuji stejnd mi-
nima a maxima, kdezto pro ¢tvrtvinné desticky, viz obr. a[2.16] se hodnoty minim
a maxim periodicky méni. Tato skute¢nost je dusledek pouziti fazovych desticek pro
vlnovou délkou 710nm, kdezto zdroj zareni vyzaruje na vinové délce 698,6 nm. Rela-
tivni nulové hodnoty vii¢i hardwarové nule motorizovanych rotaci jednotlivych fazovych
destic¢ek, které jsou uvedeny v tabulce 2.4 byly zvoleny z nafitované kiivky. Nejistota
méfeni byla fadové od 107% pro minimalni hodnoty do 10~* pro maximéalni hodnoty
normalizované intenzity.
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Obr. 2.13. Graf naméfenych hodnot normalizované intenzity pro méteni optické osy
pulvinné desticky RHWP(9M1), kdy na vstupu pilvinné desti¢ky bylo svétlo ve stavu
|V} a byla provedena projekce do baze |V') (V. Nejistota méfeni jednotlivych bodiu byla
mensi nez vykresleny symbol, proto neni vyznacena.
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— Parametry fitace: as = -0,4674, bs = 3,9924, ¢; = 0,2327, ds = 0,4919
-+ Experimentaini data
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Obr. 2.14. Graf namérenych hodnot normalizované intenzity pro méfeni optické osy
¢tvrtvinné desticky ]%pr(le), kdy na vstupu ¢tvrtvinné desticky bylo svétlo ve
stavu |H) a byla provedena projekce do baze |V)(V|. Nejistota méfeni jednotlivych
bodi byla mensi nez vykresleny symbol, proto neni vyznacena.
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Obr. 2.15. Graf naméfenych hodnot normalizované intenzity pro méteni optické osy
pulvinné desticky }?HWP(HMQ), kdy na vstupu pilvinné desti¢ky bylo svétlo ve stavu
|V} a byla provedena projekce do baze |V') (V. Nejistota méfeni jednotlivych bodiu byla
mensi nez vykresleny symbol, proto neni vyznacena.
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Obr. 2.16. Graf namérenych hodnot normalizované intenzity pro méfeni optické osy
¢tvrtvinné desticky ]%pr(wMg), kdy na vstupu ¢tvrtvinné desticky bylo svétlo ve
stavu |H) a byla provedena projekce do baze |V)(V|. Nejistota méfeni jednotlivych
bodi byla mensi nez vykresleny symbol, proto neni vyznacena.
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Tabulka 2.4: Nastaveni relativnich nulovych hodnot vii¢i hardwarové nule motorizova-
nych rotaci.

Fazova desticka Nulova pozice[°]

Ruwp(0ar2) 41,099
J?QWP(W) 109,203
Ruwp(6ar2) 49,801
Rowp(©ums) 104,822

2.4.3 Meéreni priéného profilu svazku

Dalsim méfenim bylo méfeni pii¢ného profilu svazku. Postup méfeni je uveden v ka-
pitole 2.3.3] Na obr. je vyobrazen graf zavislosti detekované intenzity na posuvu
kovového britu skrz laserovy svazek, kdy na horizontalni ose je vynesena pozice mo-
toru a na vertikalni ose je uvedena naméfena normalizovand intenzita zafeni. Na obr.
je modrymi body vyobrazena numerickd derivace namérenych hodnot, ktera byla
provedena dle relace a Cervenou kiivkou je vyobrazena fitovana kiivka dle relace
, pricemz na horizontalni ose je vynesena pozice motoru a na vertikalni ose je
normalizovand velikost derivace. Pro fitovanou kfivku je ve vySce poloviny maximélni
hodnoty intenzity vyobrazena cernou dvouhlavou Sipkou hodnota FWHM dle relace
(2.64)).
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Obr. 2.17. Graf normalizovanych naméfenych hodnot intenzit pii postupném zaclanéni

svazku britem. Nejistota méfeni jednotlivych boda byla mensi nez vykresleny symbol,
proto neni vyznacena.
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= Parametry fitace: a; = 0,963, by = 5,0351,
¢y = 0,0256, d, = 0,007
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Obr. 2.18. Graf normalizované numerické derivace naméienych hodnot. Data odpo-
vidaji pfi¢nému profilu svazku. Nejistota métfeni jednotlivych bodu byla mensi nez
vykresleny symbol, proto neni vyznacena.

Nejistoty méieni byly fadové od 10~® pro minimalni hodnoty do 10~* pro maximaln{
hodnoty normalizované intenzity. Znalost Sitky svazku byla dilezitd proto, aby byly
spravné definovany zavedené ztraty. V prvni fazi experimentu byl jako ztratovy ¢len
pouzit kovovy brit, kterym se provadélo méreni sitky svazku. Nicméné hodnota ztrat
byla riazna pro ruzné intenzity svazku, resp. pro zavedeni stejné ztraty bylo nutné zajet
motorem na jiné pozice v zavislosti na vstupni polarizaci. Z tohoto divodu byl nakonec
vyuzit Sedy filtr, viz nasledujici kapitola.

2.4.4 Méfeni transmise Sedého filtru

Postup proméfeni funkce transmise Sedého filtru je popsan v kapitole Grafy
jednotlivych méfeni pro rotaci pilvlnné desticky od 0° do 30° jsou zobrazeny na obr.
kdy pozice linedrniho posuvu je vynesena na horizontalni ose a normalizované
naméiené hodnoty intenzity jsou vyneseny na vertikilni ose. JelikoZz jsou naméfené
hodnoty intenzit normalizovany, 1ze vertikdlni osu oznacit jako propustnost.

Z grafu na obr. je viditelné, Ze namé&iené hodnoty intenzit pro rizna nastaveni
pilvinné desticky se znac¢né piekryvaji, tedy propustnost na jedné pozici motoru je
stejnd pro svazek s riznou intenzitou. Dale lze zpozorovat, ze kiivka intenzity pomalu
klesa pro pozice motoru piiblizné od hodnoty od O mm do 2,5mm. Jelikoz je zamys-
leno provést vypocet pruméru méienych hodnot pro jednotlivé hodnoty propustnosti
a nasledné tyto hodnoty fitovat exponencidlni funkei dle relace (2.65)), hodnoty po-
zice motory z intervalu od O mm do 2,5mm budou pfi fitaci zanedbany. Bude taktéz
pfifazena propustnost 1,0 na pozici motoru 0 mm. Na obr. [2.20]jsou modrymi body zob-
razeny zprumérované naméifené hodnoty spolu s nejistotami méfeni a ¢ervend kiivka
predstavuje nafitovanou funkci dle relace . Nejistota méfeni byla fadové od 1076
pro minimalni hodnoty do 10~* pro maximalni hodnoty normalizované intenzity.
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Obr. 2.19. Graf naméienych hodnot funkce transmise pro jednotliva nastaveni pilvinné
desticky Rywp(0ar1) v optické soustavé na obr. [2.10L Nejistota méFeni jednotlivych
bodi byla mensi nez vykresleny symbol, proto neni vyznacena.
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Obr. 2.20. Graf zprimérovanych naméfenych hodnot funkce transmise s nafitovanou
kiivkou. Nejistota méfeni jednotlivych bodt byla mensi nez vykresleny symbol, proto
neni vyznacena.
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2.4.5 Realizace unitarni a neunitarni transformace

Zavéreénym experimentem byla experimentalni realizace obecné unitarni a neunitarni

transformace. Podrobny postup provedeni experimentu je uveden v kapitole [2.3.5
Nejdfive byla optickou soustavou realizovana sada unitarnich transformaci z relace

. V nasledujicich obrazcich a7 jsou vyobrazeny histogramy pro virtualni

a experimentalni matice hustoty procesu Il iy a Ilyiexp) k jednotlivym transformacim

A~

Uy z relace 1) Kazda dvojice histogramii je nasledovana tabulkou az ve
které je uvedena cistota a vzéjemna fidelita jednotlivych matic hustot procesit Il

a Il [exp]-

Obr. 2.21. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢ésti virtudlné ziskané matice hustoty
procesu Il iy k transformaci Uy;.

Obr. 2.22. Vizualizace a) realné¢ a b) imaginarni ¢asti experimentalné ziskané matice
hustoty procesu Il[exp) k transformaci Uy;.
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Tabulka 2.5: Parametry matic hustot procesu ﬂul[vir] a ﬂul[exp]~

Matice hustoty procesu Cistota matice Fidelita

l:Iul[vir] 170 07940 85
Hul[exp} 0,917 87

0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

-0,1

Obr. 2.23. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti virtualné ziskané matice hustoty
procesu ILopi k transformaci Us.

Obr. 2.24. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti experimentalné ziskané matice
hustoty procesu Iygexp) k transformaci Ul,.

Tabulka 2.6: Parametry matic hustot procesu ﬂuZ[vir] a ﬂug[exp].

Matice hustoty procesu Cistota matice Fidelita

1/\_[u2[vir] 170 0’977 93
HuQ[exp] 07960 86
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-0,3
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Obr. 2.25. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti virtualné ziskané matice hustoty
procesu I3y k transformaci Uys.

-0,1
-0,2

-0,3

Obr. 2.26. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti experimentalné ziskané matice
hustoty procesu Il3jexp) k transformaci Uls.

Tabulka 2.7: Parametry matic hustot procesu f_[ug[vir] a ﬂu3[exp].

Matice hustoty procesu Cistota matice Fidelita

1:[u3[vir] 170 0,963 94
Mo 0,943 26
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Obr. 2.27. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti experimentalné ziskané matice
hustoty procesu Il k transformaci Uyg.

-0,1
-0,2

-0,3

Obr. 2.28. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti virtualné ziskané matice hustoty
procesu Il yyexp k transformaci Uyg.

Tabulka 2.8: Parametry matic hustot procesu ﬂu4[vir] a ﬂu4[exp].

Matice hustoty procesu Cistota matice Fidelita

1:[u4[vir] 170 0’941 78
Hu4[exp] 0,901 54
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Obr. 2.29. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti experimentalné ziskané matice
hustoty procesu Il k transformaci Uys.

-0,1
-0,2

-0,3

Obr. 2.30. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti virtualné ziskané matice hustoty
procesu Il siexp k transformaci Uys z relace 1}

Tabulka 2.9: Parametry matic hustot procesu f[u5[vir] a f[u5[exp].

Matice hustoty procesu Cistota matice Fidelita

l:IuB[vir] ]-70 0’954 86
Hu5[exp] 0,929 24

Stopa pro vSechny vySe uvedené matice hustoty procesu Il je rovna jedné. Pro
vSechny provedené unitarni transformace plati, ze fidelita s jejich virtualni, resp. idealni
formou matice hustoty byla vzdy vyssi nez 0,94, viz tabulky az To vypovida
o tom, ze optick4 soustava s malou pravdépodobnosti provadéla dalsi transformace, viz
relace . Tyto dodate¢né provedené transformace neni nutné explicitné vyjadiovat,
jelikoz se daji zahrnout do nejistot provedeni experimentu.

Nyni bude nasledovat realizace sady neunitarnich transformaci z relace . V ob-
razcich az jsou vyobrazeny histogramy pro virtualni a experimentalni matice
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hustoty procesu f[ni[vir] a fIm-[eXp] k jednotlivym transformacim Uni z relace 1) Ke
kazdé dvojici histogramii je opét uvedena tabulka az [2.12 ve ktgré je uvedena
Cistota a vzajemna fidelita jednotlivych matic hustot procesii Iy a Hyifexp)-

b) 10

Obr. 2.31. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti virtualné ziskané matice hustoty
procesu Il iy k transformaci Uy;.

b) 1,0
1,0
0.8 0,8
0,6 06
0,4
0,2 0,4
0,0
0,2
(W]
0,0

IVH) vy (HHI

Obr. 2.32. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti experimentalné ziskané matice
hustoty procesu Il,[exp) k transformaci Uy;.

Tabulka 2.10: Parametry matic hustot procesu ﬂnl[vir] a f[nl[exp].

Matice hustoty procesu Cistota matice Fidelita

Ha i 1,0 0,700 42

A

Hnl[exp] 0,731 92
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Obr. 2.33. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti virtualné ziskané matice hustoty

procesu Il,oi k transformaci Uo.

b) 0,4
0,4

0,3 0,3
0,2

0,2
0,1

0,0 0,1
-0,1

(W] 0.0

-0,1

(HV]
(HH]|

[HV)
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[VV)

Obr. 2.34. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti experimentalné ziskané matice

hustoty procesu fIHQ[eXp} k transformaci U,s.

Tabulka 2.11: Parametry matic hustot procesu ﬂng[vir] a ﬂnz[exp}-

Matice hustoty procesu Cistota matice Fidelita

1:[n2[vir] 170 0,569 66
Hn2[exp] 07692 90
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0,4

0,2

0,0

-0,2

Obr. 2.35. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti virtualné ziskané matice hustoty
procesu I3 k transformaci Uys.

Obr. 2.36. Vizualizace a) realné a b) imaginarni ¢asti experimentalné ziskané matice
hustoty procesu Il,3(exp) k transformaci Us.

Tabulka 2.12: Parametry matic hustot procesu ﬂn3[vir] a ﬁng[exp}.

Matice hustoty procesu Cistota matice Fidelita

1:-[n3 [vir] 1 aO

0,114.20
HnS[exp} 07539 39

Stopa pro v8echny vysSe uvedené matice hustoty procesu Hnj je rovna jedné. Z tabu-
lek [2.5az [2.9 plyne, Ze vSechny experimentalné ziskané matice hustoty procesu Hn] [exp]
maji c1st0tu vyrazné mensi nez jedna. To vypovida o tom, Ze optickéd soustava s jiz neza-
nedbatelnou pravdépodobnosti provadéla dalsi transformace, viz relace . Z tohoto
divodi taktéz fidelita mezi maticemi f[nj[vir] a f[nj[exp] je pro vSechny piipady nizka,
s nejnizsi ziskanou hodnotou 0,1. Opticka soustava tedy nezrealizovala pozadované neu-
nitarni transformace Unj z relace . Z namétenych dat lze ale ziskat operatory pro
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transformace, které byly optickou soustavou realizovany. Nyni nasleduje proces nale-
zeni transformace ﬁzi, kterd generuje matici hustoty f[nj[exp]. Podrobnéjsi popis tohoto
postupu Ize nalézt v kapitole [2.3.5]

Pro matici hustoty ﬂm[exp} , jejiz forma je zobrazena na obr. byly s fidelitou vétsi
nez 0,99 ziskany dva operatory UpaUyps prifazenymi pravdépodobnostmi p,; = 0,2573
a pyo = 0,7427 v nésledujici formé

[ — (0.8210e7%%50% 0 3575619
“7\0,5388eM673 35566283
[ — (0.9082e7 17T 0 341642
27\ 0,2234¢3052 (), 3092¢ 0621

(2.70)

Déle pro matici hustoty ﬂng[exp], jejiz forma je zobrazena na obr. byly s fidelitou
vétsi nez 0,99 ziskany dva operéatory U,z a U,y s prifazenymi pravdépodobnostmi p,3 =
0,4537 a p,4 = 0,5463 v nasledujici formé

(0,2434€01635% (9478109867
77 \0,8001e 716323 (), 244008617
0761746—1,65971‘ 0,38316_1’5775i
0,4158¢~ 17277 (), 5881~ 1347

U,
(2.71)
UZ4 -

Pro posledni matici hustoty ﬂng[exp]7 jejiz forma je zobrazena na obr. byly s fi-
delitou vétsi nez 0,99 ziskdny dva operatory U,s a Uyg s piifazenymi pravdépodobnostmi
ps = 0,4621 a p,g = 0,5379 v nasledujici formé

7 \0,7262¢%2943 (526885161

[ _ (0.7975e!2%500,1501e” 1T
7 \0,5592¢>73% (540225041

[7 B <0’484762,4427i 0,063761'1132i>
(2.72)

Porovnanim nalezenych operatorii Uy z relaci (2.70), (2.71) a (2.72) s piislusnymi
operatory Unj z relace neni nalezena podobnost. Rozpad na jednotlivé operatory
U,; zna¢i hrubou experimentalni chybu. Lze tedy usoudit, Ze experimentalni realizace
obecné neunitarni transformace optickou soustavou na obr. nebyla tspésné prove-
dena.
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Zaveér

Tato prace pojednava o PT-symetrické teorii a jejimu propojeni s quasi-hermitovskou a
pseudo-hermitovskou teorii. Z dostupnych informaci jesté neni zcela zfejmé, jestli PT -
symetricka teorie je opravdu komplexnim rozSitenim hermitovské kvantové mechaniky,
nebo se jednd o konkrétni podskupinu pseudo-hermitovskych hamiltoniani. Na tuto
otazku je nyni intenzivné hledana odpovéd.

V praktické ¢asti byl predlozen navrh linearné-optické soustavy pro realizaci obecné
jednoqubitové neunitarni transformace, které byla ziskdna z optické soustavy realizujici
obecnou dvouqubitovou unitarni transformaci.

V prvni ¢asti experimentu bylo virtudlni simulaci provéfeno, jestli dvouqubitova
optickd soustava muze provést obecnou dvouqubitovou unitarni transformaci. Hledana
feSeni nastaveni optické soustavy pro realizaci ndhodné generované dvouqubitové uni-
tarni transformace byla nalezena ve vétSiné piipadii se shodou vétsi jak 0,99.

Pred sestavenim optické soustavy pro realizaci obecné jednoqubitové neunitarni
transformace byly provéfeny vybrané optické prvky. Nejdiive byly méficim procesem
nalezeny sméry optickych os fazovych desticek. P¥i tomto méfeni se ukazala rizna ma-
xima a minima u ¢tvrtvlnnych desti¢ek. Pouzitim téchto fazovych desticek lze ocekavat
rist odchylek v experimentalni demonstraci. Dale byl prométen pii¢ny profil laserového
svazku, jehoz zdrojem byl klasicky zdroj svétla reprezentovan laserovou diodou LP705-
SE'15, u kterého byl nalezen ocekavany gaussovsky tvar. Zavérem byl provéren ztratovy
¢len, jako ktery byl zvolen Sedy filtr NDL-25C-4, u néhoz funkce transmise byla na-
méfena stejnd pro ruzné intenzity laserového svazku. Ze znalosti tohoto vysledku bylo
mozné definovat ztraty v soustavé, a to vytvorenim jednoduché zavislosti mezi pozici
motoru a funkci transmise bez zavislosti na intenzité svétla prochazejici Sedym filtrem.

V posledni ¢asti byly na sestavené optické soustavé experimentalné demonstrovany
obecné jednoqubitové unitdrni a neunitarni transformace. Vysledky byly porovnany
s vysledky ziskanymi virtualné simulovanou identickou optickou soustavou.

Ziskané vysledky byly uspokojujici pro unitarni proces, kdezto pii experimentalni
realizaci neunitarniho procesu byly ziskany velké odchylky od vysledki z virtualni simu-
lace. Z vysledkt realizaci neunitarnich transformaci byly nalezeny operatory pro trans-
formace, které byly skutecné realizovany optickou soustavou. Ukézalo se, Ze optickéi
soustava pii pozadavku pro realizaci neunitarni transformace provadéla dvé transfor-
mace s jednotlivé pfifazenymi pravdépodobnostmi, které byly vyrazné odlisné od po-
zadované. Tento vysledek nebyl ocekdavin a experimentalni realizace neunitarni trans-
formace je proto povazovana za netspésnou.
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