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U vo d 

Studium kvantových sys témů je v posledních letech jeden z nej rozsáhlejších vědeckých 
oborů, jelikož jejich řešení slibuje značný technologický pokrok. Pro prvn í seznámení 
s kvantovými sys témy jsou použi ty idealizované modely, které předpokláda j í uzavře
nost kvantového sys tému před okolním světem. Tento p ř í s tup je ovšem nedos ta tečný 
při popisu reálného kvantového sys tému. Zde je nu tné př ipoj i t ke zkoumanému systému 
i jeho okolí, se k t e rým interaguje. P ř ík l adem mohou být kvantové počí tače , u kterých je 
informace zakódována do kvantových s tavů, k teré se vyznačují un iká tn ími vlastnostmi 
jako kvantová provázanost a princip superpozice. Tyto jevy jsou citlivé na interakci 
s okolním pros t řed ím a důsledkem té to interakce je z t r á t a informace uchované v kvan
tovém počí tači . Jako opozit tomuto technologickému př ík ladu lze zmíni t modelování 
biologických systémů, mezi k te rými dochází k přesunu energie a hmoty. 

Pro fyzikálně správný popis je do hami l ton iánu systému, což je ma tema t i cký ob
jekt, k terý je spjat s energií a časovou evolucí zkoumaného systému, vložena interakce 
s okolím. Pro tože tato interakce může být příliš složitá, analyt ické řešení příslušných 
rovnic s t ím to hami l ton iánem není možné provést bez ř ady aproximací , k teré omezují 
správnost výsledků. Je tedy vynaloženo úsilí pro nalezení nových způsobů pro popis 
otevřených kvantových systémů. Jeden z těchto způsobů byl přibližně před dvaceti lety 
předs taven Benderem a Boettchrem. B y l nalezen nový druh hami l ton iánu , k terý svými 
vlastnostmi je v rozporu s konvenčně používanými hamil toniány, ovšem se zdá být 
v h o d n ý m kand idá tem pro popis o tevřených sys témů. Tento nový druh hami l ton iánu 
byl po jmenován P T - s y m e t r i c k ý , dle symetrie, kterou se tento hami l ton ián vyznačuje. 

Tato práce se skládá z teoretické a exper imentá ln í části . V teoretické část i t é to práce 
je nejdříve poskytnut úvod do konvenční hermitovské kvantové mechaniky. Dále je vy
tvořen ucelený přehled formalismu P T - s y m e t r i c k é teorie, k te rá je následně porovnána 
s pseudo-hermitovskou a quasi-hermitovskou kvantovou mechanikou. Zakončením t é to 
část i je ukázka př ík ladu pro PT-symetr ickou, pseudo a quasi-hermitovskou kvantovou 
mechanikou. 

V exper imentá ln í část i t é t o práce je popsáno exper imentá ln í zařízení, k teré provádí 
obecnou neun i t á rn í transformaci a lze j ím některé nehermitovské procesy simulovat. 
Nejdříve je předs taven základní ma tema t i cký popis s ohledem na námi použi tou plat
formu l ineární optiky a kódování informace do polar izačního stavu jednot l ivých fotonů. 
Následuje simulace neuni tá rn ích t ransformací v i r tuá ln í optickou soustavou. P řed expe
r imentá ln í demons t rac í neun i t á rn í transformace byly prověřeny vybrané optické prvky, 
které byly součást í optické soustavy a byla realizována obecná un i t á rn í transformace. 
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Kapitola 1 

Teoretická část 

1.1 Konvenční kvantová mechanika 
V t é t o sekci bude zaveden formalismus, se k t e rým se pracuje v hermitovské kvantové 
mechanice. Budou uvedeny základní druhy operá to rů , následně bude formulován proces 
měření v kvantové mechanice a zakončením t é to kapitoly bude zaveden pojem un i t á rn í 
evoluce sys tému. 

1.1.1 Kvantové stavy a skalární součin 
V kvantové mechanice je každý stav fyzikálního systému, např . poloha či hybnost elek
tronu obíhajícího kolem j á d r a atomu, popsán jeho s tavovým vektorem \ip), nazýván 
tak též jako ket vektor nebo zkráceně stav. Ket vektor lze geometricky reprezentovat 
jako vektor v komplexním m a t e m a t i c k é m prostoru, k te rý se nazývá Hi lber tův prostor 
TĹ. Jsou-li stavy \vi) a \v2) součást í prostoru Tí, tak i stav 

se nachází ve s te jném prostoru H, kde koeficienty C i 2 jsou obecně komplexní čísla. 
J e d n á se tedy o l ineární sys tém a stav je superpozicí s tavů \v\) a \v2) s váhami c\ 
a c 2 . Stav se v t é t o formě nazývá čistý [1]. 

Hi lber tův prostor je definován skalárním součinem, k terý je obecně komplexní . 
V hermitovské kvantové mechanice se skalární součin nazývá hermi tovský a zapisuje se 
v tzv. Dirakovské notaci 

kde „f" značí hermitovské sdružení (operace komplexní sdružení „*" s t ranspozic í „T") 
a (0| značí bra vektor. 

Vlastnosti skalárního součinu jsou sepsány v následujících bodech [1]: 

• hermitovská symetrie 

• linearita stavového vektoru ket 

• antilinearita stavového vektoru bra 
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• pozi t ivně definitní skalární součin 

(-01-0) > 0; rovno nule právě, když = 0. (1.6) 

Pro vyjádření l ibovolného čistého stavu \ip) v prostoru % je nu tné splnit tzv. relaci 
úplnost i [1] 

^2\UÍ)(UÍ\ = 1, (1.7) 
i. 

kde tvar zápisu b rake tů |-)(-| značí vnější součin, 1 je operá torová jednička, kterou lze 
maticově reprezentovat jako identitu a je diskrétní množina bázových vektorů, 
k te rá na prostoru 7í tvoří o r tonormáln í bázi 

(UÍ\UJ) = SÍJ, (1.8) 

kde SÍJ je Kroneckerovo delta. Libovolný čistý stav lze potom vyjádři t v bázi těchto 
vektorů 

IV) = J > k > . (i-9) 
i 

Kvantový sys tém ovšem může být tvořen s ta t i s t ickým souborem {p^, \ipk)} čistých 
s tavů. Takový kvantový sys tém může být v čistém stavu \ipi) s p ravděpodobnos t í pi, 
nebo v čis tém stavu \ip2) s p ravděpodobnos t í p2 atd, kde pro p ravděpodobnos t i musí 
platit 

= ( i - io ) 
k 

Tento stav sys tému se nazývá smíšený. Pro popis smíšeného stavu již nestačí zápis 
stavu ve tvaru (1.9), ale je nu tné zavést tzv. operá to r hustoty [2] 

P = ^Pk\Í>k){Í>k\ = ^Pkpk, ( L U ) 
k k 

kde pk je operá to r hustoty čistého stavu 1^). O p e r á t o r hustoty p reprezentuje smíšený 
stav neboli je směsí různých čistých s tavů, jestl iže alespoň dvě různé p ravděpodobnos t i 
Pk jsou nenulové. Pokud pla t í pk = 1, potom operá to r hustoty p = pk popisuje pouze 
jeden čistý stav. O p e r á t o r hustoty p lze v bázi reprezentovat mat ic í , k t e rá se 
nazývaná matice hustoty a jednot l ivé elementy matice hustoty pro čistý stav pk jsou 
dány následující relací 

Pk(i,j) = (Uk(i)\pk\Uk(j)) = (Uk(i)\lpk)(lpk\Uk(j)) 

= ^Ck(m)Cl(n)(Uk(i)\Uk(m))(Uk(n)\Uk(j)) = Ck(i)C*k{j). V-^2) 

m,n 

V hermitovské kvantové mechanice obecný operá to r hustoty splňuje následující 
p ředpoklady [2]: 

• operá to r hustoty je hermi tovský 

p = p\ (1.13) 

• součet diagonálních e lementů matice hustoty je roven jedné 

Tr{p} = 1, (1.14) 
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• operá to r hustoty je pozi t ivní 

(ip\p\ip) > 1, pro všechny stavy (1-15) 

kde „Tr" značí stopu matice. Zavedení hermi tovských operá to rů bude provedeno v ná
sledující kapitole. 

Dále jsou doplněny doda tečné vlastnosti pro operá to r hustoty. O pe r á to r hustoty p, 
který reprezentuje smíšený stav, m á následující vlastnosti: 

• není i dempoten tn í 

ŕ ŕ P-, (1-16) 

• č is to ta ope rá to ru je menší než jedna 

Tr{p 2 } < 1. (1.17) 

Operá to r hustoty čistého stavu pk m á následující vlastnosti: 

• idempotence 

PÍ = Pk, (1-18) 

• č is to ta ope rá to ru je rovna jedné 

Tr{p2

k} = 1. (1.19) 

Kvantový sys tém popsaný s ta t i s t ickým souborem (1.11) nesmí být zaměňován se 
sys témem, k terý lze reprezentovat čis tým stavem (1.9). Zásadní rozdíly jsou, že bázové 
vektory \UÍ) jsou or tonormáln í , což obecně nepla t í pro stavy \ipk), a koeficienty Q jsou 
obecně komplexní , kdež to p ravděpodobnos t i pk jsou pouze reá lná čísla. Důsledky těchto 
rozdílů budou popsány níže. 

1.1.2 Operátory v kvantové mechanice 
V kvantové mechanice se využívají zobecněné funkce zvané operátory. O pe r á to r lze 
zapsat ve formě matice, k te rá se aplikuje na vektorovou formu stavu. Ope rá to ry lze 
rozdělit na l ineární a nelineární . 

Lineární operá to r L se vyznačuje t ím, že komutuje s obecným komplexním číslem 
fc[3] 

Ĺ , fcl = Ĺk - k Ĺ = 0. (1.20) 

Působen ím operá to ru L na stav 

m = ix>, (1.21) 

je vytvořen nový obecný stav \x)- B r a vektor stavu \\) je získán jeho hermi tovským 
sdružením 

| X ) t = (x| = m \ (1.22) 
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kde U je hermitovsky sdružený operá to r L . Vložením operá to ru L do skalárního sou
činu lze nalézt identity, pod k te rými se výsledek skalárního součinu s ope rá to rem ne
změní 

[|0)]t[L|^)] = [Lt|0)]t|V;) = [(0|L]|^) 
(1-23) 

Závorky [L-], [-L] znázorňují směr působení operá to ru . Dle (1.23) je irelevantní, zdali 
operá to r L zapůsobí nejdříve na stav \ip) a nás ledně se provede skalární součin, nebo 
operá to r L zapůsobí na stav (0| a pak se provede skalární součin. Je nu tné si pouze 
uvědomit , že pokud pla t í relace (1.21) a (1.22), pak pla t í relace {ip\L = kde (£| je 
nový obecný stav, pro který obecně pla t í (£| ^ (%|. 

Anti l ineární operá to r A nekomutuje s obecným komplexním číslem k [3] 

Ak =k*Á. (1.24) 

Operá to r A lze formálně rozložit na l ineární a ant i l ineární část 

Á = LK, (1.25) 

kde K je ant i l ineární část operá to ru A . Ant i l inární část K musí provádět komplexní 
sdružení . Působen í operá to ru A na ket vektor a následné získání bra vektoru se provádí 
identicky jako v př ípadě l ineárního operá to ru 

A\1>) = \0 I 0 f = (Cl = ( # - (1-26) 

Změna oproti l ineárnímu operá to ru nas tává v př ípadě , když operá to r A je součást í 
skalárního součinu 

(<p\[Äm = [{M\w = m^m- a ^ ) 
Změna směru působení ope rá to ru A je doprovázena komplexním sdružením skalárního 
součinu, protože komplexní sdružení prováděné ant i l ineární část í K musí být kompen
zováno. Dirakova notace není úplně názorná pro práci s ant i l ineárními operátory . Je 
tak též namís tě zmíni t , že výsledek součinu dvou ant i l ineárních operá to rů je operá to r 
l ineární a výsledkem součinu l ineárního s ant i l ineárním je ant i l ineární operá to r [4]. 

Dále v kvantové mechanice existují alespoň dva velmi důležité druhy operá torů , 
které se objevují skrz celou kvantovou teorii. P r v n í m druhem je un i t á rn í operá to r U. 
Uni tá rn í operá to r splňuje relaci [1] 

ÚÚ* = tfÚ = 1. (1.28) 

Operá to r , k te rý tuto relaci nesplňuje, se nazývá neuni tá rn í . Ope rá to r U úzce souvisí 
se skalárním součinem. Působí-l i operá to r U na obecné stavy \ipi) a \ip2), vytvoř í nové 
obecné stavy \ipi) a \ip2) 

W > 1 7 (1.29) 
u\ik) = |V2>, 

pro které je výsledek skalárního součinu zachován 

( ^ 2 > = (A\U^U\i,2) = ( ^ | ^ 2 ) , (1.30) 

Uni tá rn í operá to r tzv. zachovává skalární součin. 
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Dalším ope rá to rem je operá to r hermi tovský O, k terý splňuje vztah [1] 

u)\][om = p\^\4>). ( i . 3 i ) 

Z t é to relace vyplývá podmínka pro hermi tovský operá to r 

Ô = 01 (1.32) 

Pokud operá to r tuto p o d m í n k u nesplňuje, nazývá se nehermitovský. Působen í hermi-
tovského operá to ru O na stav je dáno následující relací 

[Ô\^ = MÔ. (1.33) 

Hermi tovskými operá to ry jsou vyjádřeny měřící procesy u kvantově mechanických jevů, 
které budou popsány v následující kapitole. 

1.1.3 Měření v kvantové mechanice 
K pozorování fyzikálního systému, měření , v kvantové mechanice slouží hermitovské 
operátory. Každé měření fyzikální veličiny O odpovídá j edné z vlastních hodnot ope
rá to ru O 

0\un) = an\un), (1-34) 

kde an je diskrétní v las tn í hodnota operá to ru Ô, \un) se nazývá vlas tn í vektor neboli 
vlas tní stav operá to ru O a d iskré tní množina vlastních vektorů { | t í n )} tvoří ortonor
mální bázi v prostoru z čehož plyne, že splňuje relaci uzavřenost i (1.7). 

O d každého měření se očekává výsledek v oboru reálných čísel. Podmínkou tedy 
je, aby an bylo reálné. Tato podmínka je okamžitě splněna, pokud O je hermi tovský 
(1.32). ' , 

Pokud je mat icová forma hermitovského operá to r O vy jádřena v bázi vlastních 
s tavů {|M n)} 5 potom každé buňce matice O m n je př i řazena hodnota 

(um\Ô\un). (1.35) 

Jelikož množina vektorů tvoří o r tonormáln í bází, mat icová forma hermitovského 
operá to ru O bude mí t diagonální formu. 

Hermitovský operá to r O lze vyjádři t jako váženou sumu projektorů [2] 

Ô = ^2<inPn = ^2<in\un){un\, (1.36) 
n n 

kde operá to r Pn je projektor, k terý projektuje do báze \un)(un\ ope rá to ru Ô s v las tní 
hodnotou an. 

Př i působení projekčního operá to ru Pm na obecný stav rozepsaný do superpozice 
bázových vektorů \o) = J2ncn\un) dochází k tzv. kolapsu stavu do projektovaného 
stavu 

Pm\°) = cm\um}- (1-37) 

Projekcí dochází ke z t r á t ě informace, protože po jej ím provedení se již nelze dozvědět 
více o superpozici stavu |o), k terý přešel do stavu \um). Superpozice stavu \o) je projekcí 
nenávra tně zničena. 
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Pravděpodobnos t nalezení stavu \o) ve stavu \un), a tedy naměřen í hodnoty an, je 
d á n a vztahem 

P ( a „ ) = (o\Pn\o) = (o\un){un\o) = 'Y^c*Cj{ui\un)(un\uj) = \cn\2. (1.38) 

Jako amplituda p ravděpodobnos t i se označuje (un\o) = cn. 

Pro zachování fyzikální interpretace je požadováno, aby platila relace 

(° 1° ) = ^C*nCn(un\un) = ^ \Cn\2 = ^2P(an) = 1- (1-39) 
n n n 

Stav \o) může popisovat o tevřený kvantový systém, to je systém, k terý interaguje se 
svým okolím. Stav \o) potom nemusí splňovat relaci (1.39), a proto se zavádí tzv. 
normalizace stavu 

|5> = - 7 = , (1-40) 
V \ ° \ ° ) 

kde A/(O\O) je norma stavu |o). Pokud stav \o) opě t nesplňuje relaci (1.39), stav \o) 

nelze normalizovat. Takový stav nemá fyzikální interpretaci a nepopisuje tedy žádný 
reálný fyzikální systém. 

Transformace stavu v uzavřených kvantových systémech je prováděna právě uni tá r 
ními operátory . V př ípadě , že stav \o) splňuje relaci (1.39), bude j i splňovat i po trans
formaci obecným un i t á rn ím operá to rem U. Un i t á rn í operá to r tzv. zachovává normu 
stavu. To nepla t í pro transformaci stavu projekčním operá to rem, jelikož měřící proces 
nu tně interaguje s kvan tovým sys témem. Tato interakce procesu měření s m ě ř e n ý m sys
t é m e m je uniká tn í jev v kvantové mechanice. Výše popsaný princip se nazývá projekční 
nebo von Neumannovo měření [2]. 

Je-li kvantový stav popsán statistickou směsí čistých s tavů {pk, |ofc)}, ma tema t i cký 
popis měřícího procesu je nu tné zobecnit použ i t ím matice hustoty p z relace (1.11). 
Pro vyjádření p ravděpodobnos t i naměřen í hodnoty an mat ic í hustoty p jsou dány dva 
vztahy, k teré na sebe navazují. P rvn í vztah popisuje p ravděpodobnos t naměřen í hod
noty an, pokud je sys tém ve stavu \ok) 

Pfc(íin) = (Ok\Pn\Ok) = Tr{Pnpk} = |c f c („) | 2 , (1.41) 

kde pk = |ofc)(ofc|. Druhý vztah zahrnuje p ravděpodobnos t pk a určuje tedy celkovou 
p ravděpodobnos t naměřen í hodnoty an ve smíšeném systému 

P K ) = J ] p f c T r { P n p f c } = Tr J J ] p f c P n p f c l = T r { P „ p } . (1.42) 
k l k J 

Ve vztahu (1.41) je p ravděpodobnos t vyjádřena členem |cfc(„)|2. Tento člen je di
agonálním elementem matice hustoty pk (1-12). Mimodiagonáln í element, ck, \c£/v, 
matice hustoty pk je tzv. interferenční člen a vyjadřuje koherenci systému, což je vzá
j e m n á souvislost mezi fází a amplitudou jednot l ivých s tavů. Pro p ravděpodobnos t pk 
v relaci (1.42) interferenci nelze získat. 

1.1.4 Hamiltonián a Schôdingerova rovnice 
Jeden z pos tu l á tů kvantové mechaniky uvádí , že časový vývoj uzavřeného sys tému je 
řízen časově závislou Schôdingerovou rovnicí [1] 
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kde H(t) je časově závislý Hami l tonův operá tor , nazýván tak též hami l ton ián , k terý 
popisuje celkovou energii systému, \ip(ť)) je čistý stav sys tému v čase t a h je redukovaná 
Plaňková konstanta (h = ^ , kde h je Planckovou konstanta). 

Ve speciálních př ípadech, kdy hami l ton ián není časově závislý, H(t) = H, např . 
hami l ton ián kvantového harmonického oscilátoru, se k t e rým se lze setkat u kvanto
vání e lektromagnet ického pole, řešení časově závislé Schôdingerovy rovnice lze hledat 
separací p roměnných . Stav \ip(t)) se rozloží na složky jednot l ivých bázových vektorů 

n n 

kde časově závislá je pouze amplituda p ravděpodobnos t i cn(t). Řešení časově nezávislé 
část i vyús t í v nalezení tzv. časově nezávislé Schrôdingerovy rovnice, k t e rá je rovnicí 
pro vlas tní čísla hami l ton iánu H 

H\un) = En\un), (1.45) 

kde En je v las tn í číslo hami l ton iánu H, k teré odpovídá energii sys tému ve stavu \un). 
Dosazením řešení časově nezávislé Schrôdingerovy rovnice (1.45) do časově závislé 
Schrôdingerovy rovnice (1.43) a nás ledným vyřešením lze získat časový vývoj stavu 

m)) = Y . e ~ l E n t l h ° ^ \ u ^ - (i-46) 
n 

Časový vývoj sys tému je dán změnou komplexní fáze. Obecně se tato transformace 
nazývá evoluce sys tému a je d á n a evolučním ope rá to rem U(t,t0), k te rý transformuje 
stav sys tém v čase t0 do jakéhokoliv budoucího stavu sys tému v čase t 

ú(t,t0)mto)) = e-^-^mo)) = m))- a.47) 
Časový vývoj sys tému je tedy perfektně z n á m a vývoj sys tému je determinist ický, tedy 
pla t í princip kauzality. 

Jelikož vlas tn í čísla hami l ton iánu H odpovídaj í energii systému, očekává se, že tyto 
vlas tní čísla pa t ř í do množiny čísel reálných. Tato podmínka je okamžitě splněna, pokud 
hami l ton ián je hermi tovský (1.32). Podmínka hermiticity hami l ton iánu tak též zajistí, 
že evoluční operá to r je un i t á rn í (1.28) 

ú(t,t0yú(t,t0) = eiHHt-t0/h)e-iH(t-t0m = 1 ? ( L 4 8 ) 

tedy evoluce uzavřeného kvantového sys tému je d á n a u n i t á r n í m operá to rem. O takovém 
systému se říká, že jeho časový vývoj je un i tá rn í . P ř i un i t á rn í evoluci sys tému nedochází 
ke z t r á t ě informace o stavu, a tedy p ravděpodobnos t i v tomto sys tému jsou zachovány. 

1.2 PT-symetrie a nehermitovská kvantová mecha
nika 

V roce 1998 Bender a Boettcher zveřejnili klíčovou práci , ve které popisují novou sy
metrii pro kvantověmechanický Hami l tonův operá tor , jehož vlas tní čísla jsou reálná, 
ale nesplňuje p o d m í n k u hermiticity [5]. Tuto symetrii nazvali PT-symetr ie , anglicky 
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parity-time symmetry. Nalezením t é to nové symetrie poukazují na skutečnost , že her-
mit ici ta je podmínkou dostačující, nikoliv nutnou pro reálnost vlastních čísel hamilto-
niánu. Motivací pro porozumění P T - s y m e t r i c k é teorie je získání nového nás t ro je pro 
řešení o tevřených systémů. 

Na o tevřený sys tém lze nahlížet jako na v y b r a n ý subsys tém z mnoha systémů, 
které jsou vzájemně spřaženy. Pro tože řešený subsys tém je propojen s velkým množ
s tv ím systémů, k teré se jednot l ivě nazývaj í rezervoár, dochází k přesunu energie mezi 
subsys témem a rezervoárem, tedy v subsys tém dochází ke z t r á t á m nebo k zisku. Tato 
nerovnováha je vyjádřena dis ipačním členem, k terý obecně způsobí neun i t á rn í evoluci 
systému. P ř i řešení dynamiky otevřených sys témů je nu tné se uchýlit k aproximacím, 
např . podmínka slabé interakce mezi subsys témem a rezervoárem nebo požadavek, aby 
evoluce stavu subsys tému závisela pouze na současném stavu, nikoliv na minulosti. 
Je tedy vy tvořena ř ada požadavků pro subsys tém a rezervoár, k teré omezují přesnost 
modelů . Z tohoto důvodu se hledají nové cesty, k teré by minimalizovali počet těchto 
požadavků . Zde přichází výše zmíněná PT-symetr ie . 

Název parity-time symmetry vystihuje dva fyzikální procesy. Operace 
parity provede zrcadlení. Souřadnic ím každého bodu sys tému bude zaměněno 
znaménko. Další operace je Ume, k t e rá souvisí s časem systém, a to konkré tně tak, že 
„obrací" směr toku času. P T - s y m e t r i c k ý sys tém si lze předs tav i t jako dva zrcadlově 
p romí tnu t é subsystémy, kdy v jednom dochází k zisku a v d r u h é m ke z t r á t á m . Tyto 
dva subsys témy jsou propojeny urči tou „silou", k te rá definuje oblast, ve k te rém se 
nachází P T - s y m e t r i c k ý systém. Tato oblast může být porušená , neporušená nebo 
krit ický bod. 

V př ípadě , že v řešeném subsys tému dochází ke z t r á t á m , tak dle P T - s y m e t r i c k é h o 
modelu je požadavkem pouze kopie řešeného subsys tému, ve které dochází k zisku 
a následné propojení obou subsys témů pro dosažení rovnováhy. Je tedy irelevantní, 
jestli v sys tému dochází ke z t r á t á m nebo k zisku, jelikož popis bude obdobný. Z t é to 
in tui t ivní předlohy P T - s y m e t r i c k é teorie se lze domníva t , že tato teorie je v h o d n ý m 
nás t ro jem pro popis otevřených systémů. 

V následující sekci bude zavedena ma tema t i cká terminologie pro P T - s y m e t r i i a 
popsány její základní vlastnosti. Dále bude p o p s á n a nehermi tovská teorie, a to kon
kré tně pseudo-hermiticita a quasi-hermiticita a jejich spojitost s P T - s y m e t r i í . Bude 
tak též uveden vzorový příklad pro PT-symetr ickou, pseudo-hermitovskou a quasi-
hermitovskou teorii. 

1.2.1 Operátory V a, Ť 

Operá to r parity V invertuje prostorové souřadnice. Aplikací ope rá to ru V se změní 
znaménka u prostorových veličin: u ope rá to ru polohy VxP~x = —x a u operá to ru 
hybnosti VpV~x = —p. Ope rá to r V je l ineární operá tor . 

Ope rá to r T „převrací" tok času. Aplikací ope rá to ru T na operá to ry prostorových 
veličin provádí transformaci: u ope rá to ru polohy l~xl~~x — x, u ope rá to ru hybnosti 
l~pl~~x = —p. Ope rá to r T doda tečně provádí komplexní sdružení T i T - 1 = —i. Změnu 
znaménka u imaginárn í část i lze t ak též chápa t jako převrácení směru vývoje systému, 
k terý je dán evolučním ope rá to rem (1.47). Jelikož operá to r T provádí komplexní sdru
žení, j e d n á se o operá to r ant i l ineární . Bender a jeho kolegové ve většině pracích [5], [6], 
[7], [8] zvoli l i ope rá to r T jako j ednoduché komplexní sdružení „*". 
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Tyto operá to ry v P T - s y m e t r i i musí splnit následující podmínky : 

operá tory komutuj í 

V, T 0 =>• V je reálný, 

• operá to ry jsou involuční neboli sami sobě inverzní 

p = p~\ T = Ť~1^ (VŤ)2 = 1, 

• ope rá to r P je invar iantní vůči operaci transpozice 

V = VT, 

(1.49) 

(1.50) 

(1.51) 

• v las tn í čísla součinu operá to rů VŤ maj í formu éT, kde r je reálné číslo. 

Tato definice operá to rů umožňuje zachovat kanonickou komutačn í relaci [x,p] = i [5]. 
Invariance operá to ru V pod operací transpozice bude odůvodněna v následující kapi
tole. Důkaz pro vlas tní čísla součinu operá to rů VŤ je následující 

(ýr)2i) = \*vŤ\i>).i 

(vf)2i> = \\\2m, 
(1.52) 

kde byla využ i ta vlastnost ant i l ineárního operá to ru (1.24) a definovaných vlas tnos t í 
pro operá tory V a Ť • Vlas tn í čísla reálného involučního operá to ru V jsou rovny ± 1 [9]. 
Komplexní fáze, k t e rá je v las tn ím číslem součinu operá to rů VŤ, musí proto vycházet 
z ope rá to ru T . 

P o d m í n k u involuce pro operá to r T lze zobecnit, a to na T2 = ± 1 . O pe r á to r T se na
zývá sudý, platí-li T2 — 1, nebo lichý, pokud T2 = —1. Znaménko souvisí se sys témem, 
ve k te rém operá to r T působí . Pokud operá to r T působí v bosonovém sys tému, takový 
sys tém obsahuje částice s celočíselným spinem, operá to r T je sudý, pokud působí ve 
fermionovém systému, sys tém obsahující částice s poločíselným spinem, operá to r T je 
lichý [10]. Bender a jeho kolegové použili v definici PT-symet r ie pouze sudý operá
tor, T2 = 1. V t é t o práci se bude pracovat pouze se s u d ý m operá to rem T• Zobecnění 
•PT-symetrie s l ichým ope rá to rem T lze nalézt v [10]. 

Bender definoval P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián Hpt jako operá tor , k te rý je invar iantní 
vůči součinu operá to rů V a T [11], tedy 

EVJ = VŤHpt (VŤ 

VŤHptVŤ 

H, 

TTTT 

(1.53) 
H, 

kde „VT1 značí VT sdružení . Hami l ton ián Hpt ovšem nekomutuje s operá to ry P a T 
zvlášť 

Hpt, V 

ale pouze jako celek 

Hpt, VŤ] = 0. 

(1.54) 

(1.55) 
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Je známo, že pokud dva l ineární operá to ry komutuj í , maj í společné vlas tn í stavy. 
Jelikož hami l ton ián Hpt komutuje se součinem l ineárního a ant i l ineárního operá to ru 
VT, k te rý se jako celek chová jako ant i l ineární operá tor , souvislost mezi komutuj ícími 
operá tory a jejich v las tn ími stavy již není tak př ímá. Může nastat situace, že i když 
tyto operá to ry komutují , nemaj í společné vlas tn í stavy [12]. 

Nyní za předpokladu , že stav je v las tn ím stavem operá to rů Hpt a VT lze napsat 
rovnice pro vlas tní hodnoty těchto operá to rů 

VŤ\f) = e * » , 
(1.56) 

Hpt\1p) = Ept\1p), 

kde Ept je v las tn í číslo hami l ton iánu Hpt. Znalost komutačn í relace (1.55) dovoluje 
napsat 

HptVŤ\i>)=VŤHpt\i>). (1.57) 

Nyní lze využí t rovnice pro vlas tn í hodnoty operá to rů (1.56) a následně antilinearity 
operá to ru T 

HptelT\ý)='PŤEpt\Íj), 

e^Hpt\^} = E;tVŤ\^}, (1-58) 

e^Ept\*í;) = E;tď 

Z poslední relace plyne 

(1.60) 

Ept = E*t => Ept je reálné. (1.59) 

Pro tože ale může nastat situace, že stav nebude v las tn ím stavem součinu ope
rá to rů VT, tedy VT\ip) ^ elT\ip), ale bude pouze v las tn ím stavem hami l ton iánu Hpt, 
komutačn í relace (1.55) není dos ta tečnou podmínkou , aby vlas tní čísla hami l ton iánu 
Hpt byla reálná. PT-symet r ie je přes to dos ta tečně silnou podmínkou , jelikož charakte
ristický polynom pro hami l ton ián Hpt reálný je [13] 

det (Ěpt - Eptŕj = 0, 

det (PŤHptVŤ'- Eptl 

det (fHptf -Eptl) = 0 , 

det (Ř;t - Eptl) = 0, 

kde „det" značí determinant. V charakter is t ickém polynomu (1.60) bylo využi to vlast
nosti determinantu 

det ( X r ) = det ( r x ) , X,Ý ^ 0, (1.61) 

kde X a Y jsou obecné operátory . Hami l ton iány Hpt a H*t maj í s te jná v las tn í čísla. 
Tato vlas tn í čísla mohou být reá lná nebo tvoři t komplexně sdružené páry [14]. 

Pro nah lédnu t í do výsledku (1.60) lze využí t př íklad matice X a její komplexně 
sdružené formy X* 
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kde parametr x je obecně komplexní číslo. Vlas tn í čísla těch to matic jsou 

\ x ± = ±Vx - 1, A x *± = ±Vx* - 1, (1.63) 

kde Ax± a Ax*± jsou vlas tní čísla pro matice X a X * . Vlas tn í čísla \x± a Ax*± jsou si 
rovny pouze v př ípadě , pokud parametr x reálný. Dále pokud pla t í x > 1, v las tn í čísla 
jsou pouze reálná, jinak tvoří komplexně sdružené páry. 

Pokud vlas tn í čísla hami l ton iánu Hpt jsou reálná, jeho vlas tní stavy jsou tak též 
vlas tními stavy součinu operá to rů VT. P T - s y m e t r i c k ý kvantový sys tém se nachází 
v oblasti tzv. neporušené PT-symet r ie . Pokud vlas tní čísla hami l ton iánu Hpt tvoří 
komplexně sdružené páry, jeho vlas tní stavy nejsou v las tn ími stavy součinu operá to rů 
VT. P T - s y m e t r i c k ý sys tém se potom nachází v oblasti porušené PT-symetr ie . Oblast 
mezi t ěmi to dvěma stavy se nazývá kri t ický bod [14]. 

1.2.2 Skalární součin a časový vývoj v PT-symetrii 
Jak již bylo zmíněno, vývoj uzavřeného sys tému lze získat řešením časové Schrôdinge-
rovy rovnice (1.43). Pro časově nezávislý hermi tovský hami l ton ián H je získán un i t á rn í 
evoluční operá to r U(t,t0) ve tvaru (1-47). 

Hami l ton ián Hpt v P T - s y m e t r i i obecně nesplňuje p o d m í n k u hermiticity (1.32), ale 
jeho symetrie je d á n a vztahem (1.53). Jelikož hami l ton ián je úzce spjat s evolučním 
operá to rem, nehermiticita hami l ton iánu způsobí , že časový vývoj sys tému přes tane být 
un i tá rn í . I když není sp lněna podmínka unitarity (1.28), lze provést úpravy, k te rými 
se zajistí, aby se sys tém vyvíjel un i t á rně . V př ípadě PT-symet r ie počá tek t é t o úpravy 
spočívá v přepisu hermitovského skalárního součinu (1.2) na P T - s y m e t r i c k ý [11] 

[|0)]^|V;) = [ p f | 0 ) ] T | ^ ) = (0|^), (1-64) 

kde |-) a (-| je nově definovaná notace pro ket a bra vektor. Normalizace stavu v P T -
symetrii m á stejnou formu jako v hermitovské hermitovské mechanice 

(1.65) 

kde je normalizovaný stav 
V porovnání s he rmi tovským skalárním součinem (1.2) lze říci, že bylo explicitně 

vyjádřeno komplexní sdružení s tavového vektoru bra ve formě operá to ru T a dále byl 
p ř idán operá to r P , aby byla zachována komutačn í relace (1.55). Fáze součinu operá to rů 
VT, éT, není uvedena, protože se j e d n á o globální fázi a správnou volbou stavu, na 
k terý součin operá to rů VT působí , j i lze zvolit jednotkovou. 

Jelikož vlas tn í čísla součinu operá to rů VT mohou nabýva t záporných čísel, VT ska
lární součin může být negat ivní . Negat ivní skalární součin pa t ř í do t ř ídy indefinitních 
skalárních součinů [11]. Tato vlastnost je v p ř ímém rozporu s podmínkou pozi t ivní defi-
nity pro skalární součin, viz kapitola 1.1.1. P rob lém negat ivního skalárního součinu lze 
ihned zpozorovat při snaze splnit p o d m í n k u zachování celkové p ravděpodobnos t (1.39). 
Negat ivní skalární součin musí být z důvodu fyzikální interpretace o d m í t n u t . Z tohoto 
důvodu se k o p e r á t o r ů m P a T připojuje další operá tor , zvaný C, k te rý negat ivní 
skalární součin vrací zpět na pozi t ivní a t ím navrací fyzikální interpretaci skalárnímu 
součinu [11]. 
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Operá to r Č lze vyjádři t jako sumu projektorů vlastních s tavů \vi) hami l ton iánu Hpt 

| H | 
C = ^\VÍ){VÍ\. (166) 

i 

Operá to ry Č a VT maj í s te jná v las tn í čísla, jelikož stav (VÍ\ je vytvořen právě působe
ním součinem operá to rů VT na \VJ). Je-li v las tn í číslo součinu operá to rů VT záporné , 
bude záporné i v las tn í číslo operá to ru C. VT skalární součin přechází na obecnější tzv. 
CVT skalární součin 

CTTi [ČVŤ\<t>)\T\^) = (M), (1-67) 

kde „CVT1
 značí CVT sdružení . Takto definovaný skalární součin bude již pozi t ivně 

definitní. Pro operá to r C se p ředpok ládá splnění následujících podmínek [11]: 

komutačn í relace 

C, VT 0. C, H, ; 1Ipt 0, (1.68) 

obecně plat í 

Č yé p, \Č, P] ŕ 0, (1.69) 

operá to r C je obecně komplexní 

^ 0, (1.70) 

• ekvivalence 

ČV = VČ*, (1.71) 

• involuce 

C = C _ 1 . (1.72) 

Následně dochází k rozšíření p o d m í n k y pro P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián z relace (1.53) 
na 

Ř Z T = ČVŤHcpt (CVT) _1 = Hcpt, 
(1.73; 

HcptT = CVTHcptTVC = Hcpt. 
kde Hcpt je C P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián . Výpoče t ope rá to ru Č v prostorových souřad
nicích pro konkré tn í druhy hami l ton iánu byl proveden např . poruchovou metodou [15]. 
[16]. 

V [11] a [17] je uvedeno, že tato modifikace skalárního součinu a zavedení CVT-
symetr ického hami l ton iánu může být komplexním rozšířením, nikoliv zobecněním 
hermitovské kvantové mechaniky. Je t ak též rozšířen název parity-time symmetry na 
charge- parity-time symmetry [17]. Název charge vychází z názvu pro operá to r v časti
cové fyzice, k terý v ma temat i cké teorii zaměňuje částici za antičást ici . Tento operá to r 
je zde spojován i s operá tory převrácení času a paritou, které jsou t ak též součást í 
PT-symetr ie . P ropo jen í mezi ope rá to rem C v C P T - s y m e t r i c k é kvantové mechanice a 
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s te jno jmenným operá to rem v částicové fyzice není ovšem ješ tě zcela j asné [17] a na 
toto t é m a byly vzneseny n á m i t k y [18]. 

Působen í C P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu na stav v C P T - s y m e t r i i , Hcpt\ilj), pro
bíhá identicky jako v hermitovské mechanice. Zajímavé je se ovšem podíva t na CVT 
sdruženou formu t é t o relace 

[Hcpt\nCVT- (1-74) 
V př ík ladu pro hermitovskou mechaniku je hermitovské sdružení identické pro stav i 
operá tor , resp. hami l tonián , tedy je provedena operace komplexní sdružení a transpo-
zice v obou př ípadech, kdež to definice C P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu (1.73) a CVT 
sdružení stavu (1.67) se liší. CVT sdružení stavu je definováno s doda tečnou ope
rací transpozice. In tu i t ivně , operace transpozice slouží pro správné násobení operá to rů 
v mat icové formě a s tavů ve vektorové. Pro transpozici dvou operá to rů v maticové 
formě pla t í relace (XY)T = YTXT. Z tohoto důvodu bude provedeno CVT sdružení 
stavu a hami l ton iánu dle definice pro stav (1.67), tedy s operací transpozice 

ČVŤ\ip) 
CVT 

HCJt

T = (mjpt. (1.75) 

Zde si lze vš imnout j is té neekvivalence s hermitovskou kvantovou mechanikou. 
V př ípadě hermitovské mechaniky je hermi tovský operá to r invar iantní vůči hermitov-
skému sdružení , kdežto v C P T - s y m e t r i i , bude-li C P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián CVT 
sdružen dle relace (1.67), potom z výše definovaných podmínek p la t í H^p

p

t

T = Hjpt ^ 

Hcpt. Toto je důsledek definice C P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu dle relace (1.53), pro
tože tato definice neobsahuje operaci transpozice. I když C P T - s y m e t r i c k á , resp. VT-
symetr ická teorie by neměla bý t slučována s hermitovskou, je zde urči té podezření , 
že v definici C P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu (1.73) chybí právě tato operace trans
pozice. Toto pozření je správné a např . v [19] Bender uvádí, že pokud by CVT-
symetr ický hami l ton ián nebyl invar iantní pod operací transpozice, jeho normalizované 
vlas tní stavy nebudou or tonormáln í . Dále je symetrie pod operací transpozice obecného 
C P T - s y m e t r i c k é h o operá to ru požadována ve vývoji P T - s y m e t r i c k é operá to ru v Hei-
senbergově obraze [18], k terý bude následně krá tce zmíněn. 

Časový vývoj sys tému v hermitovské mechanice byl doposud převážně umís těn 
v jeho stavech \ip(ť)). Tomuto zápisu se říká Schrodingerův obraz, kdy časový vý
voj sys tému řeší časově závislá Schrôdingerova rovnice. Časový vývoj sys tému lze ale 
přesunout ze stavu do operá to ru O, k t e rým slouží pro měření fyzikální veličiny O. 
Stav je následně kons tan tn í v čase, \ip(t)) —> a časovou závislost získává operá tor , 
O —> 0(t). Tomuto zápisu se říká Heisenbergův obraz. Schrodingerův a Heisenber-
gův obraz jsou fyzikálně ekvivalentní , liší se pouze Hi lber tův prostor, ve k te rém se tyto 
systémy popisují . Vývoj sys tému v Heisenbergově obraze se řídí Heisenbergovou rovnicí 

^Ô(t) = 1 Oít). H 
dt in 

(1.76) 

jejímž řešením je 
Ô(t) = eiňt/hO(0)e-iňt/h. (1-77) 

V hermitovské mechanice je operá to ru Ô hermi tovský (1.32). Vzhledem k řešení (1.77), 
podmínka hermiticity je zachována pro čas t > 0. V př ípadě CPT-symet r ie je obecný 
operá to r Ocpt C P T - s y m e t r i c k ý a ekvivalentní podmínka je vyst ižena vztahem 

CVTOcptTVC 
T 

Ôcpt. (1.78) 
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Je-li tato podmínka dodržena pro čas t — 0, potom je dodržena i pro všechny následující 
časy t > 0. Tuto p o d m í n k u musí splňovat i C P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián , jelikož i 
hami l ton ián je operá tor , k te rý slouží pro pozorování fyzikální veličiny, kterou je celková 
energie sys tému [18], [19], [12]. 

Je nu tné tedy rozšířit p o d m í n k u invariance C P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu z re
lace (1.73) na 

HeJJ = [ČVŤH^ČVŤrT = Hcpt, 
HZT = [CVŤHcptŤVČ}T = Hcpt) 

ŘZT = ČrVTŤIÍ%tŤIV'IČr = Hcpt, 
fjCVT _ TTT _ fj ncpt — ncpt — ncpt-

Hamil ton ián v C P T - s y m e t r i i se tak stává invar iantní pod operací transpozice. S do
d a t e č n ý m doplněním operace transpozice do definice C P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu , 
se musí rozšířit i p o d m í n k y kladeny na V, T a C, k teré jsou sepsány kapitolách 1.2.1 
a 1.2.2. Tyto operá tory musí pod operací transpozice VT, T7 a CT opět komutovat 
s hami l ton iánem Hcpt. Tato podmínka je automaticky splněna, pokud: 

• operá to ry V, T a Č jsou invar iantní pod operací transpozice 

V = VT, Ť = Ť1, Č = ČT. (1.80) 

Dále v referenci [6] je upozorněno, že pokud by operá to r nesplňoval p o d m í n k u V = 
VT, potom by operá to r C t ak též nebyl invar iantní pod operací transpozice, a to by 
způsobilo, že operá to r C by nekomutoval s hami l ton iánem Hcpt, pro který pla t í Hcpt = 
Hjpt. Z tohoto důvodu t ak též nemá smysl zobecnit operá to r T , provádějící komplexní 
sdružení , na operaci hermi tovského sdružení , jelikož všechny význačné operá to ry v VT-
symetrii jsou invar iantní vůči operaci transpozice [6]. S využi t ím těchto doda tečných 
podmínek již p la t í relace 

[HCPM)]CVT = { m c p t . ( i . 8 i ) 
Do p o d m í n k y invariance PT(1 .53 ) , resp. C P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu (1-73) 

není zvykem vkláda t operaci transpozice. Jelikož invariance pod operací transpozice je 
nucena na C P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián z výše uvedených důvodů, je zde tato operace 
vložena do p o d m í n k y pro C P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián (1.79). 

Ze vztahu (1.67) lze usoudit, že operá to ry V, T & C není n u t n é aplikovat na stav 
jako jeden balík, ale lze je aplikovat rozděleně. Identity pro CVT skalární součin jsou 

[ i 0 ) r r i v o = [črt |0)] tIVO 

= [vr mT\č\n = [t mT\včm (1.82) 

= mrťrvčmr = mnčfvmr, 
kde bylo využi to s tanovených podmínek pro V, T, Č a v las tnos t í ant i l ineárního ope
rá to ru ve skalárním součinu (1.27). Doplněním skalárního součinu o C P T - s y m e t r i c k ý 
hami l ton ián Hcpt lze získat následující identity 

[čvŤ\nT[HcVt\n = [vf\nT[CHcpt\n 
= [vtmT[Hcptč\n = {[v\nT[tHcptč\nr a-ss) 
= {[rmT[H:pttč\m* = { [ i ^ ) ] T [ ^ ť p f c i ^ ) ] } * . 
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Závěrem té to kapitoly bude proveden důkaz, že C P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián Hcpt 

je opět generá tor un i t á rn í evoluce systému. V C P T - s y m e t r i i je časový vývoj opět dán 
evolučním operá to rem Ucpt(t) = e~lHcptt/h. CVT sdružením un i t á rn ího operá to ru Ucpt 

lze získat následující ekvivalence 

Ůcpt(t)CVT = [ČVŤŮcptŤVČ}T 

(1.84) 
= CVéH^t/hVC 

= éŘ^ttlh = Úcpt{t)-\ 

kde Ůcptit)-1 je inverzní forma operá to r Ůcpt(t). Působen ím operá to ru Ůcpt(t) na stav 
|^(0)), Ucpt(ť)\ip(0)): je získán stav \ip(ť)) a nás ledným provedením C P T - s y m e t r i c k é h o 
skalárního součinu 

(m\m) = (m\u(t)CPTů(t)\m) , x 

(1.85) 

= (i;(0)\eiH^t/he-iH^t/h\ý{0)) = (V(0)|V(0)), 

lze ověřit, že skalární součin je v čase zachován. 

1.2.3 Nehermitovská kvantová mechanika 
PT-symetr ie se vyznačuje možnost í indefinitního skalárního součinu a nehermiticity 
hami l ton iánu , kdy hermiticita je nahrazena invariancí pod operá to ry V, T a, popř . C. 
Studium nehermitovských hami l ton iánu a indefinitních skalárních součinů bylo prove
deno již v předchozích letech [18], [20]. Objev PT-symet r ie inicioval ve vědecké společ
nosti velký zájem o tyto ma temat i cké objekty. 

Po uvedení P T - s y m e t r i c k é teorie byla rychle nalezena podobnost s již známou tř í 
dou nehermitovských hami l ton iánu , které se nazývají pseudo-hermitovské a jejich pod-
t ř ída quasi-hermitovské [21], [22]. Ty to nehermitovské hami l ton iány se vyznačují shod
nými vlastnostmi s P T - s y m e t r i c k ý m i , jejich zavedení je ovšem odlišné. V následujícím 
textu bude zaveden pojem pseudo a quasi-hermiticita a bude vyst ižena podobnost mezi 
t ěmi to teoriemi s P T - s y m e t r i í . 

P ř edpok ládá se, že hami l ton ián Hy nesplňuje p o d m í n k u hermiticity (1.32), evo
luční operá to r Uy, k te rý je indukován hami l ton iánem Hv je tedy neun i t á rn í a z toho 
plyne, že hermi tovský skalární součin (1.2) nebude invar iantní vůči evoluci generované 
hami l ton iánem Hy. Un i t á rn í evoluce sys tému lze dosáhnou t ale i v př ípadě zdánlivě 
neun i tá rn ího evolučního operá to ru . Novou p o d m í n k u pro un i t á rn í operá to r lze zapsat 
ve tvaru 

Ůl(t) = VŮy1(t)V-\ (1.86) 

kde operá to r V slouží jako p o m o c n á transformace, k te rá zajistí p o d m í n k u unitarity 
[23]. Nyní s tačí pouze do relace (1.86) dosadit za operá to r Uy1 inverzní exponenciální 
tvar un i t á rn ího operá to ru z relace (1-47) s hami l ton iánem Hy a t í m získat vztah mezi 
operá tory Hv a V 

Ulit) = v é ^ ^ V - 1 = é V ň v V ~ H ' h = é Ř v t ' h . (1.87) 

Vsunut í ope rá to rů V a U - 1 do operá torové funkce e%Hyiln bylo možné provést , jelikož 
k ope rá to ru V existuje inverzní tvar, což je p ředpoklad z relace (1.86). Zde je již zřejmé, 
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že hami l ton ián Hy nemusí bý t hermi tovský ve smyslu (1.32), a přes to může generovat 
časový vývoj sys tému. Pokud operá to r V degraduje na jednotkový operá tor , V — 1, 
nebo komutuje s nehermi tovským hami l ton iánem, [Hy, V] = 0, evoluční operá to r Uy 
se s tává opět un i t á rn ím ve smyslu (1.28) [23]. Nehermi tovský hami l ton ián Hy získává 
novou, obecnější p o d m í n k u hermiticity, k t e rá je d á n a vztahem 

Hl = Hv = V~lHvV, (1.88) 

kde „ | " značí nový druh sdružení , k teré se liší od konvenčního hermitovského sdružení 
t ím, že jeho součást í je operá to r V. Dále, pokud V splňuje následující podmínky : 

• hermiticita 

0 = V, (1.89) 

• regularita 

vv-1 = i , (i.9o) 

• linearita 

Vk V'1 = k, (1.91) 

potom se hami l ton ián Hy nazývá ^-pseudo hermi tovský [24]. 
Nyní se lze podíva t , jak se Hy bude chovat na skalárním součinu. Jak bylo zmíněno 

v kapitole 1.1.3, normalizované vlas tní vektory hermitovské hami l ton iánu (1.32) tvoří 
o r tonormáln í bázi na hermi tovském skalárním součinu (1.8) a hermitovská matice m á 
v t é to bázi diagonální formu. Hermit ici ta hami l ton iánu t ak též dovolovala „volný pohyb" 
hami l ton iánu v hermi tovském skalárním součinu (1.31). Pokud hami l ton ián přes tane 
být hermitovský, ale bude raději ^-pseudo hermi tovský (1.88), tak jeho vlas tn í vektory 
obecně nebudou or tonormáln í na hermi tovském skalárním součinu. N a základě pseudo-
hermitovské teorie lze ale vytvoř i t nový skalární součin, na k te rém již o r tonormáln í 
budou [18]. 

Nová notace pro skalární součin je 

WW)v = {<f>'\VW), (1.92) 

kdy tento skalární součin se nazývá l^-pseudo. Ope rá to r V modifikuje skalární součin 
a t í m upravuje metriku sys tému, resp. Hi lber tův prostor, a proto je nazýván metric
kým operá to rem. Samotné l^-pseudo bra a ket vektory budou definovány následujícím 
způsobem [25] 

WÝv = [VW)]] = W\v, W)v = W)- (1-93) 
Normalizace stavu na l^-pseudo skalárním součinu m á stejnou formu jako v hermitovské 
mechanice [25] 

W)V ^ - M ^ - - J * 2 = , (1.04) 
VWWW ^/(iji\v\ij>) 

kde \ip)v J e normal izovaný stav \ip)v- Identity pro ^-pseudo skalární součin lze zapsat 
jako 

= \y\<ňvw) = im^m (1.95) 
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Chování hami l ton iánu Hy na ^-pseudo skalárním součinu je dáno následujícími iden
t i tami 

(1.96) 
= [HyVW^W) = [VHv\<t>')]^) 

Lze tedy říct, že hami l ton ián Hy je hermi tovský na ^-pseudo skalárním součinu, kdy 
jeho hermiticita je d á n a vztahem (1.88). Maticová forma hami l ton iánu Hy bude mí t 
v bázi svých vlastních vektorů opět diagonální formu. Z toho plyne, že o hermit ic i tě 
hami l ton iánu a všeobecně operá to rů se lze bavit pouze ve spojení se skalárním součinem 
[25]. 

Nehermitovská kvantová teorie, konkré tně pseudo-hermitovská umožňuje definovat 
nový nehermi tovský skalární součin s met r ickým ope rá to rem a tento skalární součin 
doplnit o soubor hami l ton iánu , k teré jsou hermitovské na pseudo skalárním součinu. 
Taktéž lze j í t cestou opačnou, a to vy tvořením pseudo-hermitovského hami l ton iánu 
a skalární součin doplnit o metr ický operá tor . Nevýhodou ovšem je, že pseudo ska
lární součin je obecně indefinitní, tedy jeho norma může být záporná a t í m se stává 
nefyzikálním [18]. 

P ř i porovnán í pseudo-hermitovské a VT, resp. C P T - s y m e t r i c k é teorie si lze povšim
nout podobnos t í mezi t ěmi to teoriemi. Jak v pseudo-hermit ic i tě , tak v C P T - s y m e t r i i 
je požadavkem modifikace skalárního součinu operá to rem, k terý zajišťuje hermiticitu 
hami l ton iánu na d a n é m skalárním součinu. Rozpor ale přichází v definici t ěch to teo
rií. Pro C P T - s y m e t r i i se hami l ton ián řídí vztahem (1.79), kde hami l ton ián přechází 
v sám sebe bez použi t í konvenčního hermi tovského sdružení , kdežto v př ípadě definice 
pseudo-hermiticity (1.88) je toto hermitovské sdružení p ř í tomné . Taktéž operá to r V 
obecně nekomutuje s hami l ton iánem. Ope rá to ry V, T a C by tedy neměly být zto
tožňovány s met r ickým operá to rem V. CPT-symet r ie m á t ak též pozi t ivně definitní 
skalární součin, kdežto p o d m í n k y pro sestavení metr ického operá to ru nezaručují pozi
t ivní definitu ^-pseudo skalárního součinu, a tedy ^-pseudo skalární součinu je obecně 
indefinitní [25]. Výhodou u pseudo-hermitovské teorie ovšem může být , že jelikož met
rický operá to r je definován značně obecně, existuje j ich nekonečné množství , ze kterých 
si lze vybrat. Existují tedy metr ické operátory, pod k te rými je skalární součin pouze 
kladný [18]. 

Nechť existuje operá to r V+, k te rý splňuje výše uvedené p o d m í n k y pro metr ický 
operá to r v pseudo-hermitovské teorii a současně je pozi t ivně definitní, tedy jeho vlas tn í 
čísla jsou k ladná a jsou nulová pouze pro nulové stavy. Hami l ton ián Hy+ se nazývá V-
quasi-hermitovský, jestliže s ope rá to rem V+ splňuje relaci (1.88). Následně lze ukázat 
izomorfismus mezi V-quas i -hermi tovským hami l ton iánem a jeho hermitovskou formou 
[25], [18]. 

Pro provedení tohoto důkazu je nejdříve n u t n é nalézt odmocninou formu metr ického 
operá to ru 

1 A 

V+

2 = 17, V+ — íffj = 7777, (1-97) 
k te rá je dobře definovaná, jelikož V+ pozi t ivně definitní [25]. Z pozi t ivní definity a her-
miticity ope rá to ru V+ plyne, že jeho odmocnina forma 77 bude t ak též pozi t ivně definitní 
a hermitovská. Odmocn inné vyjádření metr ického operá to ru V+ spolu s hami l ton iánem 
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Hy+ dovoluje p řepsa t vztah (1.88) do tvaru 

ŕj-'H^f, = ŕ}Hv+ŕ}-\ (1.98) 

kde 
fjHv+řj-1 = H (1.99) 

je transformace hami l ton iánu Hy+ na hami l ton ián H, k te rý je hermi tovský na hermi-
tovském skalárním součinu (1.31). To, že hami l ton ián H je opravdu hermitovský, se lze 
přesvědčit následujícím důkazem [25] 

= {rl)]V+Hv+V-lr,\ 

i f t = (Ťj-iytffjHv+(tfr))-ltf, (1.100) 

fr = riHv+r\ 

= H. 

kde byly využi ty vztahy (1.88), (1.97). 
Skalární součin s operá to ry V+ a Hy+ bude mí t následující tvar 

(<f>'\Hv+W)v+= {<f>'\V+Hv+W) 

= {<t>'Wri{ri~lHfi)\^) = (<j)'\tfHri\il)') (1.101) 

= <0IW>, 

kde byly definovány nové stavy 

řjW) = m, (<P'\V = (<P\- (1.102) 

Zde je nu tné upozornit, že stav \ip')y+, resp. {<f>\v+ je normalizován dle relace (1.94), 
kdežto stav resp. (0| je normalizován na konvenčním hermi tovském skalárním 
součinu (1.40). 

Dále lze ukázat , že vlas tn í stavy \n'i)y+ a \rii) ope rá to rů Hy+ a H maj í s te jná v las tn í 
čísla rii [25] 

Hv+\n'i)v+ = {fi^hf^fj-^ni) 

= fj^hlrii) = riifi^lrii) (1.103) 

= rii\ni)v+. 

Nabízí se tedy otázka, lze CPT-symet r ickou teorii napasovat na pseudo-
hermitovskou, popř ípadě quasi-hermitovskou teorii? Ukazuje se, že ano. V referencích 
[21], [26], [27] je dokázáno, že každý P T - s y m e t r i c k ý diagonalizovatelný hami l ton ián 
je pseudo-hermitovský. Tento důkaz byl rozšířen v referenci [28] na P T - s y m e t r i c k ý 
nediagonalizovatelný hami l ton ián s konečnou dimenzí . Dále v referenci [22] je uká
záno, že jestl iže P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián se nachází v neporušené oblasti, tak tento 
hami l ton ián je quasi-hermitovský. Současně quasi-hermitovská teorie není rozšířením 
konvenční hermitovské kvantové mechaniky [29]. V následující kapitole bude prove
dena ukázka P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu a následně bude nalezena jeho pseudo a 
quasi-hermiticita. 
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1.2.4 Ukázka výpočtů pro PT-symetrickou, pseudo a quasi-
hermitovskou teorii 

Pro ukázku P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu bude využi t př íklad, k terý Bender a jeho 
kolegové uvádí v referenci [17]. P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián je vyjádřen ve formě matice 
s dimenzí 2 x 2 a jeho rozbor bude proveden pro neporušenou oblast dle kapitol 1.2.1 
a 1.2.2. P ráce s P T - s y m e t r i c k ý m hami l ton iánem bude rozšířena o transformaci na 
pseudo a následně quasi-hermitovskou formu dle teorie uvedené v kapitole 1.2.3. 

Pro nalezení 2 x 2 "PT-symetrické matice je nu tné si nejdříve definovat operá to r 
parity V a operá to r převrácení času T . Jelikož T je ant i l ineární , jeho nej jednodušší 
forma je komplexní sdružení 

r = * . (i.io4) 

Operá to r V, vzhledem ke s t anoveným p o d m í n k á m v kapitole 1.2, odpovídá reálné in-
voluční matici, k te rá je současně invar iantní pod operací transpozice. Matice operá to ru 
V lze zapsat ve tvaru 

V = ( C O S 9

f í
 SÍn9X (1-105) \sm9 — cos 0 J v ' 

kde 9 je reálné číslo. V následující ukázce postač í j ednodušš í forma V, proto se zvolí 
9 = 7r/2. Ope rá to r V potom bude vyjádřen jako 

P 0 =(J J). (1-106) 

Pro odvození P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu se bude vycházet z matice s osmi 
volnými parametry 

ň t = ( « j : , ( i . i o 7 ) 

kde a, 6, c, d, a, (5, 7, ô jsou reálná čísla. Matice (1.107), spolu se vztahy (1.106) a 
(1.104) se vloží do definice P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu (1.53) 

Hk = V0ŤHkŤV0, 

aeta beif) 

cé^ dés 

aeta beifi 

cé1 dés 

= c, a = 
r 

• 

(0 i\ ( ae 
{1 oj \ce 

(de~i& ce~ 
[be-iP ae~ 

be~if3\ (0 1 
de~iS [l 0 

[1.108) 

17 

Pro P T - s y m e t r i c k ý hami l ton ián bylo t ak též požadováno, aby byl invar iantní pod ope
rací transpozice (1.79), proto tato podmínka bude pro hami l ton ián Hk doplněna 

H k = 

eia beifi \ _ faeia be~^\ (1.110) 
be~lP ae~ia j \ bet/3 ae~ 

27 



Položením j3 = 0 je získána finální mat icová forma P T - s y m e t r i c k é h o hami l ton iánu 

Výpoče t vlastních hodnot a vlastních vektorů pro hami l ton ián Hpt se provede dle 
charakter is t ické rovnice 

det \ Hpt - A I ) = 0, 

« ( a e T A

 o e - , í _ j = o , ( . . .12) 

A 2 — 2aA cos a + a2 — b2 = 0. 

Řešení kvadrat ické rovnice pro vlas tn í čísla A lze zapsat ve tvaru 

Ají p t± = d cos a ± \ A 2 — o 2 s in 2 a . (1.113) 

V řešení pro vlas tní čísla Ají p t± vystupuje člen pod odmocninou, k terý za urči tých 
podmínek může být záporný. Plat í- l i b2 < a2 s in 2 a, potom vlas tn í čísla A ^ - t maj í 
komplexní část a jelikož kvadrat ická rovnice m á dvě řešení, v las tní čísla se vyskytuj í 
v komplexně sdružených párech. Pro tento př ípad se hami l ton ián Hpt nachází v ob
lasti porušené PT-symetr ie . V t é t o oblasti v las tn í vektory hami l ton iánu Hpt nebudou 
vlas tními vektory součinu operá to rů Vl~. P ř i splnění p o d m í n k y b2 > a2 s in 2 a se hamil
ton ián Hpt přesouvá do oblasti neporušené PT-symetr ie . Zde jsou vlas tní čísla A# 4 ± 
pouze reálné a v las tn í vektory hami l ton iánu Hpt jsou vlas tn ími vektory součinu operá
to rů Vl~. P ř i splnění p o d m í n k y b2 = a2 s in 2 a dochází k degeneraci vlastních čísel ze 
dvou pouze na jedno. Tato oblast se nazývá kri t ický bod. 

Nyní se bude pokračovat s maticovou formou hami l ton iánu Hpt z relace (1.111), a 
to v oblasti neporušené PT-symetr ie . Pro tento př ípad je výhodné zavést substituci 

sinfž = 7 s i n á , (1.114) 
b 

kde fl je reálné číslo. Tato substituce vyjadřuje, že při splnění p o d m í n k y |6| > \a\ lze 
vždy zvolit takové fl, aby se funkční hodnota sinfž nacházela v intervalu funkčních 
hodnot a/b sin a. Vložení substituce do vlastních čísel A ^ - t lze získat 

Aw„,+ = a cos a ± Vb^\ 1 (7/ ,2 W p t ± = a c o s a ± v o - y i - — s r n a, 

Af/jrti = a cos a ± Vir V cos 2 fž. 

Tak, aby bylo možné provést odmocněn í z předchozí rovnice bez použi t í absolutn í 
hodnoty, bude p ředpok ládáno pro argumenty b > 0 a cosfž > 0, tedy — n/2 < Q < ir/2. 
S t í m t o vědomím pro vlas tní čísla \HPT± p lat í 

Aií p ť± = a cos a ± bcosfl. (1.116) 

Vlas tn í vektory \v±) pro Hpt lze získat řešením rovnice 

[Řpt - A H p t ± l ) \v±) = 0. (1.117) 
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Vložením vlastních čísel \HPT±, využi t ím Eulerova vzorce é a = cos a + i sin a a substi
tuce (1.114) lze rovnice (1.117) p řepsa t do tvaru 

ib sin íl =f b cos Q b \ . , = (1118) 

Řešením soustavy rovnic jsou získány vektory \v±) a jejich nás lednou normalizací dle 
(1.65) je lze zapsat ve tvaru 

= - A — (eľ)> = - A — ( e~Tl • ( l i 1 9 ) 

Každému ket vektoru \v±) lze př i řadi t bra vektor (v±\ dle (1.64) 

K l = 7 ^ ^ ( l e " " ) , M = — = L = ( - 1 e « ) . (1.120) 
V Z COS i L ty 2 COS \ L 

Skalárním součinem lze ověřit o r tonormálnos t vlastních vektorů 

(v±\v±) = ±l, (v±\vT) = 0. (1.121) 

Jak bylo řečeno v kapitole 1.2, skalární součin v P T - s y m e t r i i může nabýva t záporných 
hodnot. 

Přesné tvary vektorů \v±) se v různých pracích liší. Např ík lad v referenci [17] je 
vyjádřen vlas tn í vektor jako \v+) = l / v 2 c o s f ž ( e l f í / / 2 e~tn^2)T. Stejné vyjádření lze 
získat i pro \v+) ve vztahu (1.119). Stačí vyjádři t z \v+) ve vztahu (1.119) fázi e

l f í / / 2 , 
k te rá může být následně zanedbána , jelikož se j e d n á o globální fázi, a tedy stav \v+) je 
fyzikálně identický stavu elQ^2\v+). 

V kapitole 1.2 bylo předs taveno řešení pro navrácení VT skalárního součinu do 
oboru kladných čísel, a to zavedením operá to ru C podle vztahu (1.66), jehož maticové 
vyjádření s použ i t ím s tavů \v±) z relací (1.119) a (1.120) je následující 

£ _ 1 (i sin O 1 \ _ íitanQ secfž \ ('11221 
cos fž \ 1 — i sin íž / \ s e c —i tan fž / 

Lze potom j ednoduše ověřit, že pla t í 

C,Hf (1.123) C\v±) = ±\v±), 

CVT skalární součin bude již pozi t ivně definitní 

[ČVoŤ\v±)]T\v±) = (v±\v±) = 1. (1.124) 

Tyto stavy t ak též splňují relaci úplnost i 

J2 \vi)[ČPQŤ\vi)]T = \VÍ)(VÍ\ = 1. ( 1 1 2 5 ) 

i=+-

S pozi t ivně definitním skalárním součinem a C P T - s y m e t r i c k ý m hami l ton iánem Hpt 

je již zřejmé, že lze dosáhnou t un i t á rn í evoluce sys tému, kde C P T - s y m e t r i c k ý evo
luční operá to r je dán vztahem (1.84). Nyní se nabízí p řesunout se z VT, resp. CVT-
symetrické teorie do pseudo-hermitovské a pokud možno do quasi-hermitovské teorie, 
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které byly popsány v kapitole 1.2.3. Pro tento přesun bude využ i ta mat icová forma 
hami l ton iánu Hpt z relace (1.111). 

A b y hami l ton ián Hpt byl pseudo-hermitovský, musí splňovat relaci (1.88). Metr ický 
operá to r V je hermitovská matice, ke které lze nalézt inverzní formu. Matice operá to ru 
V s dimenzí 2 x 2 lze vyjádři t jako 

V =( *f ) , Ý-'-U " (1.126) 

1 1 •ke' 
Ä ' IK rn 

l i ŕ ^11 ) 
A 1 V^21 W22, 1 ' 

k e lK n J ' A \—ke lK m 

kde m, n, k, n jsou reá lná čísla a A = mn — k2, p ř i tom A ^ 0. Dosazením operá to rů 
Hpt a ľ do p o d m í n k y pro pseudo-hermi tovský operá to r (1.88) je získána relace 

b \ _ 1 / n —kelK\ íae~ia b \ í m ke1  

ae-ia J — ̂  y -k~ÍK m I \ b aeia ) \ k~ÍK n 

b 

b ae~ta 

kde pro členy WÍJ p la t í 

W n = aeia{k2 - mne-i2a) + bkeÍK{m - ne~i2K), 

W l 2 = b(-n2 + k2e2ÍK) + akn(-l + ei2a)e~i{a-K) 

W21 = akm(l - e i 2 a e- i ( a + K ) ) - b(m2 - A ; V Í 2 K ) , 

w22 = ae~ia{k2 - mnei2a) + bk e~ÍK{m - nei2K). 

[1.128) 

Řešení t é t o soustavy rovnic je např ík lad m — n — 0, k — 1, K — 0. Ope r á to r V pro 
tento př ípad nabude formy 

Vo - (J J) . (1.129) 
Hamil ton ián Hpt je tedy Vo-pseudo-hermitický. Vlas tn í čísla ope rá to ru Vo jsou ovšem 

Ay 0 = ± 1 . Skalární součin s ope rá to rem V0 by byl indefinitní a dle teorie v kapitole 
(1.2.3) nelze hami l ton ián Hpt transformovat pomocí ope rá to ru VQ do hermitovské formy. 
Pro tože ale řešení soustavy rovnic (1.127) není unikátní , je stále možné pokračovat 
s h ledáním řádného metr ického operá to ru . Lze si ale povš imnout , že metr ický operá to r 
VQ je roven operá to ru parity VQ Z relace (1.106). S touto znalost í lze využí t postupu, 
k terý byl proveden v P T - s y m e t r i c k é části tohoto př íkladu, t en tok rá t se ovšem bude 
pracovat v Dirakově notaci. 

Nejdříve budou nalezeny vlas tn í vektory hami l ton iánu Hpt. Vlas tn í čísla hamiltoni
ánu Hpt budou opět ve tvaru (1.113). S použi t ím substituce (1.114) budou tyto vlas tn í 
čísla zapsány opět ve tvaru (1.116). Normalizace s tavů bude provedena dle relace (1.94), 
kde jako metr ický operá to r je zvolen VQ. Výsledkem jsou normalizované tvary vlastních 
vektorů ket 

1 íe1' 
\v+)Vo = \v+) y/2 cos í) V 1 

\v'_)Vo = W_) 
i l e t Q 

y/2 cos n V _ 1 

[1.130) 

a vlastních vektorů bra 

(v'+\v0 = W+\VQ = - = = (1 e-^) 
V 2 COS i L 

(v'-\v0 = W-\V0 = - f L = (-1 e^) 
V 2 COS i L 

[1.131) 
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Tyto vektory jsou ekvivalentní s vektory v P T - s y m e t r i c k é část i př ík ladu (1.119), 
(1.120) 

\v'±)vo = \v'±) = \v±), (v'±\Vo = (v'±\V0 = (v±\. (1.132) 

Skalární součin je tedy or tonormáln í , ale indefinitní 

(v'±\v'±)Vo = W±\V0\v'±) = ± 1 , K K k = (v'±\VoK) = 0. (1.133) 

Vytvoření pozi t ivně definitního skalárního součinu lze provést zavedením nového 
operá to ru Ď, k te rý je vytvořen dle předlohy operá to ru C z relace (1.66), kdežto nyní 
zapsáno v Dirakově notaci 

Ď = Y,WMVo. (1.134) 
i 

Po dosazení \v±) a Vo do vztahu pro Ď je získána matice 

^ = / i t a n í ) s ec í ) \ ^ ^ 
V sec í) —z tan í)y V • J 

Maticové vyjádření pro D je rovno mat icovému vyjádření operá to ru Č v relaci (1.122). 
Finální forma metr ického operá to ru bude d á n a relací 

Vf = VQĎ, 

sec í ) - ž t a n í ) \ (1.136) 
Vf — i 

J W tan í) sec í) 
Posloupnost ope rá to rů Vo a Ď vychází z identit pro CVT skalární součin (1.82), kde 
lze vyčíst stejné identity jako v následující relaci 

(v'±\Vf\v'±) = (v±\VoĎ\v>±) = (v'±\Ď*V0\v>±) 

= [V0Ď*\v'±)]T\v±) = [ĎV0\v'±)]T\v'±). 

Nyní je nu tné ověřit, že metr ický operá to r Vf splňuje p o d m í n k u pro pseudo-
hermitovský hami l ton ián Hpt. Pro toto ověření je nu tné navrá t i t ope rá to r Vf ze sub
stituce (1.114) 

Vf=(°SeCOí 7 t a n a V (1.138) 
1 \i tan a - sec a J 

Ověření p roběhne dosazením p a r a m e t r ů m = n = b/a cos a, k = tana a K = —n/2 do 
rovnic (1.128). Po provedení po t řebných úprav je potvrzeno, že metr ický operá to r Vf 
splňuje p o d m í n k y pseudo-hermiticity s hami l ton iánem Hpt. 

Vlas tn í čísla ope rá to ru Vf jsou dány vztahem 

b sec a ± a tan a n n g n x 
\ Ý = . (1.139) 

Správnou volbou p a r a m e t r ů lze docílit , aby vlas tn í čísla A ý ± byla pouze k ladná . Jedno 
z možných řešení je zvolit a > 0, b > a a — n/2 < a < ir/2. P ř i dodržení těchto 
podmínek lze dle kapitoly 1.2.3 přepsa t hami l ton ián Hpt na hermitovský. Tento přepis 
bude nyní proveden. 

Nejdříve je nu tné nalézt odmocinnou formu metr ického operá to ru Vf vyjádřeného 
v relaci (1.138). To se provede tak, že operá to r Vf se rozepíše do trojice členů 

Vf = QAQ-\ (1.140) 
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kde Q je matice složená ze sloupcových vektorů, k t e rými jsou vlas tní vektory V), Q~X 

je inverzní forma Q a A je diagonální matice, jejíž buňky jsou vlas tn í čísla V / . Důvodem 
rozkladu Vf na tyto členy je j ednoduché nalezení odmocninné formy 

V? — r] — QAŽQ- 11-141) 

kde operá to r r\ a jeho inverzní forma r ? - 1 transformuje, dle vztahu (1.99), quasi-
hermi tovský hami l ton ián do jeho hermitovské podoby. Dosazením příslušných para
m e t r ů do relace (1.140) je získáno vyjádření 

V, 1 1 
A 

0 A 
0 -i/2 1 

i/2 1 
(1.142) 

Maticové vyjádření ope rá to ru r\ dle relace (1.141) je 

0 
V 

_ 1 

~ 2 

a jeho inverzní formy 

XVf- + \JXVf+ —i XVf+ - JXvf-

Xvf+ ~ J X v r 

XVf- + \JXvr 

[1.143) 

2j\yf+J\yf_ i 
\ 

Xvf- + V Av>- A 
Vf-

A ý / _ - J A ý / _ 
[1.144) 

Hermitovský tvar hami l ton iánu f/pť je dán následující relací 

i , / X 
H = r]Hptr] 1 = a cos vf- (1.145) 

Pokud jsou vlas tní čísla A^r ± k ladná, hami l ton ián H je reá lná matice invar iantní pod 
operací transpozice, tedy je i hermitovská. Podmínka k ladných vlastních čísel Aý ± 

je splni telná, jak bylo popsáno výše. Lze si ješ tě vš imnout , že uvedená řešení pro 
k ladná vlas tn í čísla Aý ± , viz relace (1.139, se prolínají se s tanovenými p o d m í n k a m i pro 
neporušený P T - s y m e t r i c k ý sys tém, viz relace (1.114). Pro vlas tní čísla hami l ton iánu 
H p la t í relace 

(1.146) \ H ± = a cos a ± Vb2^ 1 — — s in 2 a. 

Tato vlas tní čísla jsou ekvivalentní v las tn ím číslům \HPT± z relace (1.115), a to odpovídá 
výs ledkům z kapitoly 1.2.3. 

Navzdory vyplývající ekvivalenci P T - s y m e t r i c k é teorie s již zavedenou nehermi-
tovskou kvantovou mechanikou, v p růběhu několika let proběhlo mnoho aplikací VT-
symetrické teorie v exper imentá ln í oblasti [30], [31], [32], [33], [34], [35], kde velká 
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pozornost byla věnována kri t ickému bodu P T - s y m e t r i c k é h o sys tému. Lze tedy před
pok láda t rostoucí zájem pro studium té to nově předs tavené P T - s y m e t r i c k é kvantové 
teorie. 

V následující kapitole bude po úvodu do teorie kvantové informatiky a základní 
formulace l ineární optiky provedena simulace a exper imentá ln í demonstrace obecné 
neun i t á rn í transformace qubitu zakódovaného do polarizace. Tento experiment byl mo
tivován objevem P T - s y m e t r i c k ý c h hami l ton iánů , které pa t ř í do t ř ídy nehermitovských 
hami l ton iánů . Jelikož nehermitovské hami l ton iány obecně indukují neun i t á rn í evoluci, 
lze proto očekávat, že exper imentá ln í realizace obecné neun i t á rn í transformace bude 
v budoucnu ž á d a n ý m procesem. 
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Kapitola 2 

Experimentální část 

2.1 Teoretická část k experimentu 

2.1.1 Kvantový stav světla 
V číslicové technice pro reprezentaci informace, kterou nese zpráva, se používá b inárn í 
číslice zvaná bit. B i t může nabýva t dvou hodnot, kdy tyto hodnoty jsou konvenčně 
značeny symboly „0" a „1". B i ty jsou následně uspořádány do posloupnost í , kdy t ě m t o 
posloupnostem je př i řazen význam. Fyzikální implementace b i tů je prováděna např . na 
pevných discích změnou magnet ického pole magneticky akt ivní vrstvy, domény, pomocí 
cívky, kterou prochází proud. N a základě orientace domény je mís tu př i řazen symbol 
b inárn í číslice „0" nebo „1". 

Informaci lze zakódovat i do kvantově mechanických objek tů a v p ř ípadě binárních 
číslic, k teré určují min imálně dva stavy, lze použí t jakýkoliv dvous ta tový kvantově 
mechanický systém. Kvantovými objekty jsou např . fotony a zakódování informace 
se provádí např . do dvou ortogonálních polarizací fotonu, k te rými jsou např . stavy 
horizontální \H) a vert ikální \V). Polarizaci \H) je př i řazen symbol b inárn í číslice „0" 
a polarizaci \V) symbol „1". Diskrétní stav lze potom zapsat jako superpozici těchto 
s tavů [2] 

kde stavy \H) a \V) společně tvoří bázi a parametry a a (3 jsou amplitudy pravděpo
dobnosti, pro které p la t í \a\2 + |/3| 2 = 1. V porovnání s klasickými bity, kde měřen ím je 
získána vždy s tejná naměřená hodnota měřené veličiny (s ohledem na nejistoty měření ) , 
a tedy s te jná hodnota bitu, kvantový objekt vykazuje jistou p ravděpodobnos t namě
ření daného výsledku. Tato p ravděpodobnos t je d á n a schopnost í superpozice s tavů 
kvantového objektu, viz kapitola 1.1.3, kterou klasická informace neumožňuje . Stav \ip) 
představuje základní jednotku informace, k te rá se v kvantové informatice nazývá qubit, 
kvantový bit. 

Stavy \H) a \V) lze vektorově reprezentovat formou 

(2.1) 

(2.2) 

Stav lze přepsa t do tvaru [2] 
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kde úhel O < T < ir kvan t i t a t ivně určuje podí l \H) a \V) ve stavu úhel 0 < 
$ < 2ir je fáze mezi stavy \H) a \V) a úhel 0 < 7 < 2ir je globální fáze. Stav 
|-Í/>) lze zobrazit v tzv. Poincarého sféře, viz obr. 2.1, kde proti lehlé body na osách 
odpovídaj í vzá jemně o r tonormáln ím s tavům, které mohou spolu tvoř í bázi . Globální 
fáze é 1 odpovídá pootočení Poincarého sféry. Os t a tn í význačné stavy na Poincarého 
sféře lze vyjádři t jako superpozici bázovách s tavů \H) a \V): 

\D) = (\H} + \V})/V2, 

\A) = (\H)-\V))/y/2, , 
2.4) 

\R) = (\H)+i\V))/y/2, 

\L) = (\H)-i\V))/V2, 

kde \D), \A), \R) a \L) předs tavuje diagonální , ant idiagonální , pravotočinou a levoto-
činou polarizaci. 

\R) 

Obr. 2.1. Vyobrazení stavu \ip) v Poincarého sféře s polar izačními bázemi {\R), \L)}, 
{\D}, \A}} a {\H}, \V}}. Tečkované čáry jsou projekce stavu do osy z a roviny xy. 
Stav \ip) je definovaný úhlem $ mezi rovinou xy a vektorem \ip) a dále úh lem V mezi 
osou horizontální polarizace \H) a projekcí vektoru do roviny xy. 

2.1.2 Vybrané optické prvky pro manipulaci světla 
Pro manipulaci e lektromagnet ického záření, světla, se používají optické prvky zvané 
fázové destičky (FD) , polar izá tory (PL) a rozposouvače svazku (anglicky beam displa-
cer, B D ) . Fázové destičky jsou optické prvky, k teré mění polarizaci světla, polar izá tory 
jsou optické prvky, k teré p ropouš t í pouze vybranou polarizaci světla a B D slouží pro 
rozdělení svazku na dvě polar izační složky. Běžná fázová destička, B D a některé druhy 
polar izá torů jsou zkonstruovány z jednoosých anizotropních krys ta lů . 

Jednoosý krystal se vyznačuje j edn ím směrem, ve k te rém světelný svazek bez závis
losti na polarizaci cítí jeden index lomu. Tento směr se nazývá optická osa. Směr šíření 
svazku svírá s optickou osou obecný úhel ů a spolu tvoří tzv. hlavní rovinu. Světelný 
svazek, jehož polarizace je kolmá na hlavní rovinu, se nazývá ř á d n ý (ordinární) a sva
zek, k terý m á polarizaci kolmou na polarizaci ř ádného svazku, se nazývá m i m o ř á d n ý 
(ext raord inárn í ) . R á d n ý svazek cítí index lomu n0 a mimořádn í svazek cítí index lomu 
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ne(ů), k te rý je závislý na úhlu ů a tato závislost m á tvar elipsy s poloosami délky 
n0 a ne. L o m svazku na rozhraní se řeší Snehovým zákonem. V t é to práci se ovšem 
pracuje pouze s ko lmým dopadem svazku na rovinu krystalu, nedochází proto k lomu. 
Podrobnějš í popis t é to problematiky lze nalézt v referenci [36]. 

Obr. 2.2. a) Zobrazení krystalu fázové destičky, kde směr šíření svazku svírá s optickou 
osou (čerchovaná čára uzavřena šipkami) úhel ů = 90°, hlavní rovina je shodná s ro
vinou nákresu, úhel dvoj lomu ô = 0° a m i m o ř á d n ý svazek (červené čárky) p ředhán í 
ř ádný svazek (modré body), pokud nQ > ne. b) Zobrazení Glan-Taylorova hranolu, kde 
směr šíření svazku svírá s optickou osou úhel -ů = 90° pro oba hranoly, hlavní rovina 
je shodná s rovinou nákresu, nedochází k dvojlomu, ó = 0° a při splnění p o d m í n k y 
n0 > ne se ř ádný svazek dle principu to tá ln í odrazu odráží na rozhraní p rvn ího hra
nolu s vzduchovou mezerou a m i m o ř á d n ý svazek prochází skrz vzduchovou mezeru do 
d ruhého hranolu, podmínka , c) Zobrazení B D , kde směr šíření svazku svírá s optickou 
osou úhel ů typicky 45°, hlavní rovina je shodná s rovinou nákresu a úhel dvojlomu ô 
je zde maximáln í . 

F á z o v é d e s t i č k y 

Přík lad fázové destičky je zobrazen na obr. 2.2 a). Krys ta l fázové destičky je orientován 
tak, aby směr šíření světla byl kolmý na optickou osu, tedy ů = 90°. T í m se zajistí, 
že ř ádný svazek se šíří s indexem lomu nQ a m i m o ř á d n ý s indexem lomu n e (90° ) = n e , 
jehož hodnota v tomto směru je maximáln í . Pro tento př ípad nedochází k dvojlomu, 
ale protože ř á d n ý a m i m o ř á d n ý svazek cítí obecně různé indexy lomu, rychlost šíření 
bude pro tyto svazky různá, a proto vznikne mezi ř á d n ý m a m i m o ř á d n ý m svazkem 
fázové zpoždění, k teré je dáno následující relací 

. , 2nLAn 
A 0 = — , (2.5) 

kde L je délka d ráhy svazku v krystalu, A n je rozdíl dvou uvažovaných indexů lomů a 
Ao je vlnová délka světla ve vakuu. U fázových destiček se namís to ř á d n á a m i m o ř á d n á 
polarizace využívá značení rychlá a p o m a l á polarizace dle vzá jemné velikosti indexů 
lomu těchto polarizací. Výsledkem bude změna polar izačního stavu světla závislá na 
na točení fázové destičky. 

V praxi se převážně používají dva typy fázových destiček. P r v n í m typem je tzv. 
pů lv lnná destička, značena RHWP, k te rá zavádí relat ivní fázové zpoždění A<ft = ir. 
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Operá to r půlvlnné destičky, jejíž optická osa svírá s hor izontální rovinou obecný úhel 
9, m á následující maticové vyjádření 

R HWP (0) 
cos v — srn 
sin# cos 9 

cos 2 6 — sin 2 

2 cos 9 sin 9 

1 O U cos# 
0 - 1 / l - s i n í 

9 2cos#sin# 
s in 2 9 — cos 2 ( 

s i n ( 

cos( 
(2.6) 

D r u h ý m typem je tzv. č tv r tv lnná destička, značena ŘQWP, k te rá zavádí relat ivní fázové 
zpoždění A 0 = n/2. Ope rá to r č tv r tv lnné destičky, jejíž optická osa svírá s hor izontální 
rovinou obecný úhel (p, m á následující mat icové vyjádření 

T 0N 

0 i R QWP 
COS (f 
sin <p 

— sirup 
cos (f 

COS (f 
- sin ip 

sm<^ 
cos (f 

cos 2 (p + i s in 2 ip ( i - O 
s in 2 

cos 99 srn 99 
,2 

(2.7) 

1 — z) costpsmip sin* ip + i cosz ip 

Transformace obecného stavu půlvlnnou a č tv r tv lnnou destičkou je vyobrazena na 
obr. 2.3. Manipulace stavu půlv lnnou destičkou je vyobrazena na obr. 2.3 a), kde čer
vený vektor znázorňuje pootočení Poincarého sféry o 180° kolem osy, k te rá je umís těna 
v rovině bází {\H), \V)}, {\D}, \A}} a svírá úhel 29 s osou horizontální polarizace \H). 
Transformací přejde stav na stav | ^ 2 ) - Dále na obr. 2.3 b) je m o d r ý m vektorem 
znázorněno pootočení Poincarého sféry o 90° kolem osy, k t e rá je umís t ěna v rovině bází 
{\H), \V)}, {\D}, \A}} a svírá úhel 2<p s osou horizontální polarizace \H). Transformací 
přejde stav |^ 2 ) na stav j ^ ) . Směr pootočení v obou př ípadech je d á n maticovou for
mou operá to rů pro fázové destičky z relací (2.6) a (2.7). 

\R) 

\H) T — \ k 
K 29 

\l 

' ^ I 

b) 

\V) \H) 

Obr. 2.3. a) Transformace stavu \ip) v Poincarého sféře pomocí půlvlnné destičky, kde 
červený vektor naznačuje rotaci stavu \ipi) do \1JJ2) kolem osy otočené o úhel 29 od stavu 
\H). b) Transformace stavu č tv r tv lnnou destičkou, kde m o d r ý vektor naznačuje rotaci 
stavu \ip2) do \ip3) kolem osy otočené o úhel 2(p od stavu \H). P ř evza to a upraveno 
z reference [37]. 

P o l a r i z á t o r y 

Dalším zmíněným opt ickým prvkem je polar izátor , značen ŘPL- Pro polarizaci 
světla se využívají různé fyzikální principy, k t e rými jsou např . absorpce pro vybra
nou polarizaci, to tá ln í odraz, dopad svazku pod Brewsterovým úhlem nebo i kombinace 
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těchto pr incipů. Zde bude uveden jako příklad polar izátor nazývaný jako Glan-Taylorův 
hranol, viz obr. 2.2 c), k te rý byl použi t v exper imentá ln í část i t é to práce . Tento polari
zátor je zkonstruován ze dvou jednoosých krys ta lů ve tvaru hranolu, pro jejichž indexy 
lomu pla t í nQ > ne. Hranoly jsou umís těny tak, aby mezi n imi byla ma lá vzduchová 
mezera. Směr šíření svazku svírá s optickou osou krystalu úhel d = 90°. Pro geome
trické oddělení ř ádného a mimořádného svazku se využívá princip to tá ln ího odrazu 
na rozhraní p rvn ího hranu se vzduchovou mezerou. Hranoly jsou orientovány tak, aby 
to tá ln í odraz nastal pouze pro ř ádný svazek, čehož je možné dosáhnout , jelikož pla t í 
n0 > ne. Dále úhel to tá ln ího odrazu může být zvolen blízko Brewsterovu úhlu, což je 
úhel, při k t e rém dochází ke zvýšení propustnosti pro polarizaci rovnoběžnou s rovinou 
dopadu, kterou je v d a n é m uspořádán í polarizace mimořádného svazku. T í m t o se sníží 
odraz mimořádného svazku na rozhraní krystalu se vzduchovou mezerou. 

Je-li uvažován ideální polar izátor , k te rý p ropouš t í pouze horizontální složku pola
rizace a jeho optická osa je poo točena o obecný úhel x vůči hor izontální ose, mat icová 
forma jeho operá to ru je následující 

R o z p o s o u v a č e svazku 

Posledním zmíněním opt ickým elementem je B D , viz obr. c). Směr světelného svazku 
svírá úhel ů s optickou osou, k te rý bývá 45°, kde dvojlom je největší. N a rozhraní 
krystalu dochází k odklonu směru mimořádného svazku od řádného o úhel ô, k te rý se 
nazývá úh lem dvojlomu. Směr šíření m imořádného svazku, k terý cítí index lomu ne(ů), 
lze získat v ý p o č t e m jeho Poyntingova vektoru. Rozposunu té svazky budou z krystalu 
vystupovat paralelně ve směru normály. Vzdálenost rozposunut í je l ineárně úměrná 
délce krystalu. 

2.1.3 Kvantová tomografie stavu 
Jak bylo popsáno v kapitole 2.1.1, dvouhladinový kvantový stav lze zobrazit Poicarého 
sféře. Otázkou ovšem zůstává, jak přesně urči t tento kvantový stav. Odpověď lze hledat 
v analogii s fotografováním. Fotografie je proces, k te rý převede t ro j rozměrnou scénu na 
dvoj rozměrný snímek. P ř i tomto procesu se z t rácí informace o hloubce scény. Rekon
strukcí t ro j rozměrného objektu ze sn ímků se zabývá věda zvaná fotogrammetrie. Pro 
tuto rekonstrukci je n u t n é pořídi t alespoň dva snímky rekonstruované scény s přesně 
známou polohou fotogrammetr ické komory při záznamu snímků a je n u t n é znát para
metry t é t o fotogrammetr ické komory [38]. Tento klasický měřící proces lze napodobit 
v kvantové mechanice. 

Poincarého sféra je analogií sféry v kartézských souřadnicích. Každý bod sféry 
je přesně určen t ř emi souřadnice . Tyto souřadnice se nazývají Stokesovy parametry, 
které jsou běžně používány pro popis polarizace světla, kdy každému parametru Si, 
£>2, $3 J e p ř i řazena jedna dvojice polarizačních bázových s tavů {\D), \A)}, {\R), \L)}, 
{\H), \V)}, viz obr. 2.4, a dále se zavádí normal izační parametr S0, k te rý bývá roven 
jedné . Stokesovy parametry lze získat projekcí na dvojice bázových s tavů. Obecněji 
lze provádět měření v neor togonální bázi [39], k teré zde nebude uvažováno. Projekcí 

(2.8) 
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je způsoben kolaps měřeného stavu, viz kapitola 1.1.3. Je n u t n é tedy př ipravi t mnoho, 
ideálně nekonečno, identických kvantových sys témů, na kterých je možno provádět mě
ření. N a n a m ě ř e n á data je následně použi t ma t ema t i cký algoritmus, k t e rým se získá 
matice hustoty měřeného stavu. Prvn í , nejvíce in tui t ivní metodou je vyjádření ope
rá to ru hustoty ze Stokesových p a r a m e t r ů . Tato metoda se nazývá l ineární inverze. 
Druhá , sofistikovanější metoda je konstrukce operá to ru hustoty metodou maximáln í 
věrohodnost i . Existuje více metod pro konstrukci matice hustoty, např . metoda Baye-
sian a estimace maximáln í entropie [40]. Zde ovšem budou krá tce popsány pouze první 
dvě výše zmíněné. Exper imentá ln í proces nalezení neznámé matice hustoty se nazývá 
kvantová tomografie stavu [1]. 

\V) 

Obr. 2.4. Vyobrazení stavu 
Si, S2 a S3. 

v Poincarého sféře s př i řazenými Stokesovými parametry 

S0 = TT{P\H)P} + Tr{P\v)P} = Tr{(Jop} = P\H) + P\v) 

S i = T*{P\D)P} ~ T?{P\A)P} = Tr{<Jip} = PP> - P | A > 

S-2 = T*{P\R)P} ~ Tr{P|L>p} = Tr{<72/5} = P|*> 

s3 = T r { i V ) P } - Tr{P\v)p} = Tr{<r3p} = P\H) 

Metoda l i n e á r n í inverze 

Jak bylo výše řečeno, Stokesovy parametry se dají vyjádři t jako projekce do bází [41] 

(2.9) 

kde P p ř e d s t a v u j e p ravděpodobnos t , že stav p projde testem na p ř í tomnos t stavu 
P\<f,) je projektor na stav kdy tento stav je v las tn ím stavem třech Pauliho matic 

<7i,2,3, jejichž explicitní vyjádření s doplněním č tv r t é matice a0 je následující 

^ 0 = ( o 1 ) ' ^ 1 = ( i 0 ) ' ^ 2 = 0 o ' ) ' & 3 Z 

Stokesovy parametry definují matici hustoty p následující relací [41] 

3 

1 0 
0 -1 

(2.10) 

2 ^ S0 

i=0 u 
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Pro čisté normalizované stavy pla t í X)Í=I — 1> P r 0 smíšené stavy pla t í X)Í=I < 1 
a pro max imálně smíšené stavy X)Í=I = 0- Čisté stavy, v p ř ípadě kódování qubitu 
do polarizace, leží na povrchu sféry a odpovídaj í úplně polar izovanému záření, smíšené 
stavy leží vně a odpovídaj í částečně polar izovanému záření a max imálně smíšené leží 
upros t řed a odpovídaj í nepolar izovanému záření. Matice hustoty p m á v bázi {\H), \V)} 
následující formu 

\H) \V) 

\V) \P(2,1) P(2,2)J 

kde je element matice hustoty. J e d n á se o matici hustoty jednoqubi tového stavu. 
Konstrukce matice hustoty l ineární metodou ovšem může d á t nefyzikální matici hus

toty, např . Tr{p 2 } > 1, jelikož její odolnost vůči exper imentá ln ím chybám je nízká [42]. 
Vhodnějš í metodou pro konstrukci matice hustoty je metoda maximáln í věrohodnost i . 

Metoda m a x i m á l n í v ě r o h o d n o s t i 

Metoda maximáln í věrohodnost i se snaží zkonstruovat matici hustoty tak, aby tato 
matice co nejpravděpodobněj i generovala naměřená data. Tato zkonst ruovaná matice 
hustoty je co nej věrohodnější mat ic í hustoty měřeného stavu [37]. 

Hledání ope rá to ru hustoty je prováděno skrz maximalizaci funkce věrohodnost i [43] 

L(p) = l[TT{Pl<p)p}^, (2.13) 
i. 

kde ri|0) je naměřená hodnota (např . klasická intenzita nebo počet detekcí fotonů) 
pro projektor a p je kons t ruovaná matice hustoty. Hledaná matice hustoty /)ML 
maximalizuje funkci věrohodnost i . 

Jelikož funkce věrohodnost i je pozi t ivní a h ledá se její maximum, je využi to funkce 
logaritmu, u k terého je zajištěno, že je funkcí rostoucí [43] 

logL(p) = J > | 0 > l o g ( T r { P | 0 > / ) } ) . (2.14) 

\<P) 

Matice hustoty PML je získána i te račním algoritmem 

Tr{W(pt)ptW(pt)} 

kde W je pozi t ivní operá tor , pro k terý pla t í následující relace 

kde M je normal izační konstanta. Ope rá to r W je směrovou derivací relace (2.14), kde 
směr derivace je d á n projektorem P^y Počá tek i teračního procesu lze začít libovolnou 
mat ic í hustoty, k te rá není nulová. 
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O p t i c k á soustava pro p r o v e d e n í j e d n o q u b i t o v é tomografie stavu 

Jako příklad j ednoqubi tové kvantové tomografie stavu lze použí t optickou soustavu na 
obr. 2.5. Matemat ické vyjádření optické soustavy je dáno operá to ry pro optické prvky 
v soustavě, viz kapitola 2.1.2, v následujícím uspořádán í 

RP (90° ,(po,0o) — PLVRQWP({PO)RHWP(0O) (2.17) 

kde bylo definováno PLy 
složku polarizace. 

RPL (90°). Polar izá tor tedy propouš t í pouze vertikální 

e 0 % P U Detektor 

D 
Obr. 2.5. Schéma optické soustavy pro provedení projekce obecné stavu do polarizačních 
bází. Parametr QQ J e úhel na točen í půlvlnné dest ičky RHWP{9O), J e úhel na točen í 
č tv r tv lnné destičky RQWPÍ.VO) a PLy je označení pro polar izá tor propouštěj íc í pouze 
vertikální složku polarizace. 

Je-li požadována projekce do obecné báze potom transformace vyobrazenou 
optickou soustavou musí splňovat relaci 

Řp&ofio) = |V0<# (2- 1 8 ) 

Parametry soustavy jsou nastaveny tak, aby qubit ve stavu \(f>) prošel touto soustavou 
s maximáln í p ravděpodobnos t í , k te rá je d á n a relací 

P w = WŘpltpofioM = |<V#>r = 1, (2-19) 

tedy p ravděpodobnos t p růchodu je rovna jedné . Přijde-li na vstup optické soustavy 
stav \ip±), {ip\il>±) = 0, jeho transformace soustavou je d á n a relací 

Řp&o,0oM±) = 0, (2.20) 

tedy p ravděpodobnos t p růchodu bude rovna nule. 
Pro provedení úplného projekt ivní měření je požadována projekce do všech pola

rizačních bází {\D}, \A)}, {\R}, \L)}, {\H), \V)}. Nahrazení báze \ip){ip\ j ednot l ivými 
polar izačními bázemi lze nalézt hodnoty úhlů (po a &o fázových destiček v relaci (2.17), 
viz tabulka 2.1. 

Tabulka 2.1: Nastavení fázových destiček v optické soustavě na obr. 2.5 pro projekci 
obecného stavu do polarizačních bází. 

Báze RHWP{QO)[°] RQWP{VO)[°] 

\H)(H\ 45 0 

\v)(v\ 0 0 
\D)(D\ -22,5 0 
\A)(A\ 22,5 0 
\R)(R\ 0 45 
\L)(L\ 0 - 4 5 

41 



2.1.4 Kvantová tomografie procesu 
V předcházející kapitole byl popsán proces jednoqubi tové kvantové tomografie stavu. 
T í m t o procesem byl získán operá to r hustoty stavu. Opt ická soustava na obr. 2.5 lze 
rozšířit o obecnou, neznámou, transformaci, k te rá předchází projekční část i před de
tektorem a o člen př ípravy stavu, k terý je složen z jedné půlvlnné a j edné č tv r tv lnné 
destičky. Současně se uvažuje, že na vstupu optické soustavy jsou qubity ve stavu \H). 
Toto rozšíření je zobrazeno na obr. 2.6. 

Příprava stavu Projekce stavu 
Neznámá 
transformace e 0 % PL V 

Detektor 

D 

Obr. 2.6. Schéma optické soustavy pro provedení př ípravy stavu \H) a projekce obecné 
stavu do polarizačních bází. Parametry 6R a 6o jsou úhly na točen í půlvlnných destiček 
RHWP(@R) a RHWP{9O), VR a Vo jsou úhly na točení č tv r tv lnných destiček RQWP^R) a 
RQWPÍ^O), PLy je označení pro polar izátor propouštěj ící vert ikální složku polarizace. 

Vstupu neznámé transformace předchází dvojice fázových destiček s následujícím 
operá to rovým vyjádřením 

RRÍVRAR) — RQWP(ÍPR)RHWP{9R)- (2-21) 

Tato kombinace fázových destiček dovolí transformovat vs tupn í qubit ze stavu \H) na 
libovolný j iný stav, k terý leží na povrchu Poincarého sféry. Sada optických komponent 
za neznámou t ransformací slouží k projekci do polarizačních bází, k te rá byla p o p s á n a 
v kapitole 2.1.3. 

Neznámá transformace qubitu obsahuje libovolné množs tv í optických komponent, 
ale vyznačuje se pouze j edn ím qubitem na vstupu a j edn ím na výs tupu . J e d n á se 
o transformaci p —> C(p), kterou lze formálně vyjádři t pomocí l ineární mapy [44] 

N 

C(p) = J2^pKl (2.22) 
i. 

kde pí jsou pravděpodobnos t i , pro kterou pla t í J2f PÍ — 1 a Ki jsou Krausovy operá
tory, k teré obecně splňují p o d m í n k u 

N 

Y^kik} = l. (2.23) 
i. 

Lineární mapa C popisuje neznámou transformaci jako kvantový kanál , kdy tento kanál 
s p ravděpodobnos t í PÍ provádí transformaci stavu p vyjádřenou ope rá to rem K^. Ope
rá tor Ki lze pro j ednoqub i tový př ípad vyjádři t ve formě matice s dimenzí 2 x 2 a ve 
speciálním př ípadě , kdy TV = 1, lze l ineární mapu nahradit popisem pomocí jednoho 
operá to ru Ki — K s pi — p — 1. 

Lineární mapu C lze vyjádři t jako matici hustoty skrz Choi-Jamiolkowski izomor-
fismus, k terý pro jednoqubitovou transformaci m á následující vyjádření [45] 

Ď = J > ( l ( 2 x 2 ) ® K r o n ^ ) | $ + ) ( $ + | ( l ( 2 x 2 ) ® K r o n Kj), (2.24) 
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kde „®Kron" značí Kroneckerův součin, l ( 2 x 2 ) je matice identity s dimenzí 2 x 2 , 
ň je matice hustoty procesu, k te rá popisuje l ineární mapu L jako sumu operá to rů 
(][(2x2) (g) K r o n Xi), k t e rým jsou jednot l ivě př i řazeny p ravděpodobnos t i pi a | $ + ) ( $ + | je 
max imálně kvantově provázaný dvouqubi tový stav, zvaný Bellův stav, jehož explicitní 
vyjádření je následovné 

= \{\H)A\H)B + \V)A\V)B){{H\A{H\B + (V\A(V\B), (2.25) 

kde |-)A|-)B je zkrácený zápis pro \-)A <g>Kron \-)B-
Izomorfní zobrazení mezi l ineární mapou C a mat ic í hustoty procesu II lze zapsat 

t ak též jako [46] 

TTAWA ® l g x 2 ) ) } = JC(PA) = PB, (2-26) 
kde p A je stav na vstupu neznámé transformace, ps je stav na výs tupu neznámé trans
formace a „Tr^" značí čás tečnou stopu přes subsys tém A. Obecné vyjádření p ravděpo
dobnosti naměřen í hodnoty je dáno relací (1-42), k t e rá pro předložený dvouqubi tový 
př ípad bude mí t následující formu 

T V { | . ) A | . ) B ( . U ( . | B n } , (2.27) 

kde stav \ - ) B vyjadřuje bázi, do které se p romí tá , jelikož operá to r KÍ v relaci (2.24) 
působí na subsys tém B a stav |-)^ potom vyjadřuje př ipravený stav qubitu na vstupu 
neznámé transformace. 

Matice hustoty Ô m á stejné vlastnosti jako operá to r hustoty, resp. matice hustoty 
z kapitoly 1.1.1, zde ovšem maj í j inou interpretaci. Pokud p la t í Tr{II 2 } < 1, tak existují 
alespoň dvě nenulové p ravděpodobnos t i pi neboli n e z n á m á transformace je popsána 
alespoň dvěma operá tory Ki. Matice hustoty II m á v bázi {\H), \V)} následující formu 

\H)A\H)B \H)A\V)B \V)A\H)B \V)A\V)B 

(H\A{H\B ( ri(i,i) • • • • • • \ 

11(2,1) 11(2,2) 
n 

(H\A(V\B 

(V\A(H\B 

(V\A(V\B \ 

(2.28) 

kde f l j j je element matice hustoty II. J e d n á se o matici hustoty dvouqubi tového stavu. 
Explici tní vyjádření matice hustoty Ď pro tuto neznámou transformaci je úkolem kvan
tové tomografie procesu. 

Pro nalezení matice hustoty II se použije optická soustava na obr. 2.6, kdy vs tupn í 
qubit ve stavu \H) je členem př ípravy stavu pos tupně pootočen do os ta tn ích polarizač
ních bázových s tavů \H), \V), \D), \A), \R), \L) a pro každý takto př ipravený stav je 
provedena úp lná tomografie stavu, tedy je provedena projekce do všech polarizačních 
bází {\D}, \A)}, {\R}, \L)}, {\H), \V)}. T í m t o způsobem je získáno celkem 36 naměře
ných hodnot. Nastavení fázových destiček pro člen př ípravy stavu je sepsáno v tabulce 
2.2. 

Pro tože soustava na obr. 2.6 představuje jednoqubitovou transformaci, ale je po
psána dvouqubitovou mat ic í hustoty A , je nu tné provést doda tečnou matematickou 
operaci. Pokud je př ipraven na vstupu neznámé transformace qubit ve stavu \R)A 
nebo \L)A, provede se komplexní sdružení tohoto qubitu v projektorech 

h (2.29) 
\R)A\-)B(R\A{ •\B [\R)AY •)B[{R\AY( •\B = \L)A\-)B{L\A{-\ 

\L)A\-)B(L\A( •\B^[\L)AT\ •)B[(L\AT( \B = \R)A\-)B{R\A{-\ 
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neboli naměřené hodnoty pro projektor \R)A\-)B(R\A(-\B, resp. \L)A\-)B{L\A{-\B bu
dou uloženy pod projektorem \L)A\-)B(L\A(-\B, resp. \R)A\-)B(R\A(-\B- Tato matema
tická operace je odůvodněna t ím, že pokud by n e z n á m á transformace na obr. 2.6 
byla vy jádřena skrz Choi-Jamiolkowski izomorfismus dle relace (2.24) s ope rá to rem 
KÍ = K = l ( 2 x 2 ) a na jej ím vstupu by byl př ipraven qubit ve stavu \R)A, potom dle 
relace 2.26 bude získán následující výsledek 

TTA{Ů(\R)A(R\A ® l g x 2 ) ) } = \L)A(L\A. (2.30) 

Tento výsledek ovšem není správný, jelikož operá to r popisující transformaci je iden
tita, l ( 2 x 2 ) , přes to byla provedena transformace vs tupn ího stavu \R) na stav \L). Tato 
skutečnost lze napravit výše p o p s a n ý m komplexním sdružením. 

Naměřené a výše p o p s a n ý m postupem upravené hodnoty se vloží do i teračního 
algoritmu (2.16), jehož výsledkem je matice hustoty II. Nalezení ope rá to rů Ki je možné 
provést dosazením matice hustoty II do relace (2.24) a následně provést numerickou 
optimalizaci. 

Tabulka 2.2: Nas tavení fázových destiček v optické soustavě na obr. 2.6 pro pootočení 
vs tupn ího stavu \H) na os ta tn í polar izační bázové stavy. 

Stav RHWP{9R)[°] ŘQWP{<PR)[°\ 

W) 0 0 

\v) 45 0 
\D) 22,5 45 
\A) -22,5 45 
\R) - 4 5 45 
\L) - 4 5 - 4 5 

2.2 Přístrojové vybavení 

2.2.1 Zdroj záření 
Jako zdroj záření byla použ i ta laserová dioda LP705-SF15, firmy Thorlabs, Inc., na 
jejímž katalogovém listu, k terý byl d o d á n výrobcem [47], je uvedeno, že vyzařuje na 
vlnové délce 698,6 nm s napájec ím proudem od 30 m A do 80 m A , kdy 55 m A je ty
pický napájecí proud a s op t ickým výkonem od 15 m W do 20 m W . Laserová dioda 
byla če rpána ovladačem pro laserové diody K L D 1 0 1 K-Cube , firmy Thorlabs, Inc., 
k te rý slouží pro regulaci napájení laserových a L E D diod. Regulace proudu probíhala 
skrz kontrolní panel a indikátory ovladače. Laserový svazek diody je výrobcem na
vázán do optické v lákna SM600, firmy Thorlabs, Inc., pro k teré výrobce udává [48], 
že je j ednomodové pro delší vlnové délky než 633 nm a nad vlnovou délkou 780 nm 
rostou ztráty, šířka přenášeného optického svazku uvn i t ř v lákna ( M F D parametr, ang
licky Mode Field Diameter) je od 3,6 um do 6,3 um při vlnové délce světla 633 nm, kdy 
s rostoucí vlnovou délkou roste i šířka svazku. Optické vlákno m á koncovku F C / P C . 

2.2.2 Polarizační kontrolér 
Při provádění experimentu bylo nu tné nastavit požadovanou polarizaci záření, k teré 
vstupovalo do optické soustavy z optického v lákna . Pro tento účel byl použi t polar izační 
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kontrolér F P C 0 3 0 , firmy Thorlabs, Inc., k te rý byl pevně umís těn ihned před vstupem 
do optické soustavy. Polarizace záření byla nastavena rotací t řech pádel v rozsahu 235°, 
kdy v jednot l ivých pádlech byly upevněny 1-2-1 smyčky optického v lákna o p r ůměru 
27 m m tak, aby jednot l ivá pád la vykonávala funkci č tv r tv lnné (1 smyčka) a půlvlnné 
(2 smyčky) fázové destičky, viz reference [49]. 

2.2.3 Optické prvky 
Jak na vstupu, tak výs tupu exper imentá ln í optické soustavy byla v xy posuvu umís těna 
asférická čočka C 2 6 0 T M D - B , firmy Thorlabs, Inc., k t e rá m á dle výrobce [50] p růměr 
apertury 5,00 mm, ohniskovou vzdálenost 15,29 m m ± 1 % a je určena pro vlnovou délku 
záření 780 nm s antireflexní povrs tvením pro vlnovou délku od 600 nm do 1050 nm (-B 
povrs tvení) . Posuv čočky v rovině xy upravoval d ráhu svazku a posuv. Konec optické 
v lákna od laserové diody byl umís těn před čočkou v z posuvu, k terý sloužil pro úp ravu 
vzájemné vzdálenost i konce optického v lákna a čočky, čímž se upravovala pozice pasu 
svazku dopros t řed aparatury. 

Pro změnu polarizace záření v exper imentá ln í optické soustavě byly použi ty tzv. 
zero order č tv r tv lnné a půlvlnné fázové destičky. Destičky jsou opt imalizovány tak, 
aby fázový rozdíl n, resp. n/2 nastal přesně pro 710 nm, navíc maj í na tuto vlnovou 
délku antireflexní vrstvy minimalizující z t r á ty při odraze. Tyto fázové destičky byly 
vyrobeny na zakázku od firmy E K S M A Optics. Fázové destičky byly umís těny v moto
rizovaných rotacích P R 5 0 C C a S R 5 0 C C , firmy Newport Corporation. Pohyb rotací byl 
zajištěn s te jnosměrným motorem. Podrobnějš í popis lze nalézt v referenci [51]. Každá 
z rotací byla ov ládána skrz ovladač pro s te jnosměrné a krokové motory S M C 1 0 0 C C , 
firmy Newport Corporation. Možnost propojení více ovladačů se provádí skrz rozhraní 
RS485, ale pouze jeden z ovladačů je propojen s poč í tačem skrz rozhraní RS232. Toto 
zapojení se nazývá Daisy Chain . O v l a d a č ů m jsou zasílány A S C I I příkazy na j i m přiřa
zené adresy. Více podrobnos t í lze nalézt v referenci [52]. 

V exper imentá ln í optické soustavě byl umís těn polar izátor D G L 1 0 - dvoji tý Glan-
Taylor, firmy Thorlabs, Inc., k te rý dle výrobce [53] m á poměr intenzit polarizovaného 
světla v ose polar izá toru vůči polar izovanému světlu kolmo na osu polar izá toru 100 000 : 
1 pro vlnovou délku světla v rozsahu od 350 n m do 2,3 um. 

2.2.4 Interferometr 
V exper imentá ln í optické soustavě byl sestaven Mach-Zehnderův interferometr, k terý 
se skládal ze dvou rozposouvačů svazků BD40 , firmy Thorlabs, Inc., k te rý dle výrobce 
[54] rozdělí svazek na dvě polar izační složky do prostorové vzdálenost i 4,25 m m pro 
námi používanou spekt rá ln í oblast. Vs tupní a výs tupn í rozposouvač svazků byl nasta
ven tak, aby odklonil hor izontální polarizaci světla paralelně s hor izontální rovinou 
optického stolu. Pro nas tavení fázového rozdílu mezi j ednot l ivými d r á h a m i svazku byl 
vs tupn í B D vykláněn paralelně s rovinou optického stolu piezoelektr ickým ak tuá to rem, 
firmy Thorlabs, Inc., k te rý dle výrobce [55] umožňuje š roubem hrubý zdvih do 4 m m 
a piezoelektr ickým elementem j e m n é doladění do 15 um. Pro ovládání piezoelektric
kého elementu je z piezoelektrického a k t u á t o r u vyveden kabel s B N C koncovkou, k te rá 
byla př ipo jena do D / A převodníku EPCD-300 /400 , k terý vyrobila Společná labora toř 
optiky U P a F Z Ú A V ČR. 

Za v s t u p n í m děličem svazku byl umís těn obdélníkový šedý filtr NDL-25C-4 , firmy 
Thorlabs, Inc., jehož funkce transmise se plynule mění . Výrobce v referenci [56] uvádí, 
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že tento filtr je vyroben z k řemenného skla a jeho akt ivní plocha je vy tvořena povrstve-
ním jedné strany kovovou slitinou Inconel (NiCrFe) . Rozměr filtruje 10 m m x 100 mm 
s absorbancí v intervalu od 0,04 do 4,0. 

Sedý filtr byl upevněn v mechanické gilotince 840-0170, firmy Eksma Optics a umís
těn na motor izovaném l ineárním posuvu M F A - C C , firmy Newport Corporation, k terý 
je dle výrobce [57] vybaven s te jnosměrným motorem a jeho základní mechanické para
metry jsou rozsah posuvu 25 mm, minimální posuv 0,1 um a typická přesnost posuvu ± 
3,0 um. Ovládán í l ineárního posuvu bylo prováděno s použ i t ím ovladače S M C 1 0 0 C C . 
Jelikož šedý filtr prodlužuje d ráhu svazku v jednom rameni interferometru, pro vykom
penzování d ráhy v d r u h é m rameni byly v mechanické gilotince 840-0170 umís těny dvě 
labora torn í sklíčka, k t e rá společně měla t loušťku šedého filtru. 

P řed výs tupn ím děličem svazku byla umís t ěna pů lv lnná destička, k t e rá byla poo
točena vůči horizontální ose o 45°. Došlo tedy k záměně polarizace z horizontální na 
vertikální v jednom rameni interferometru a opačně ve d ruhém. T í m se docílí stavu, 
že část svazku, k te rá na vstupu interferometru nebyla odkloněna, nyní na výs tupu 
odkloněna bude. Touto metodou bude dosažena velká přesnost p řekry t í obou svazků 
na výs tupu interferometru. Tento model Mach-Zehnderova interferometru se nazývá 
polarizační, jelikož oba polar izační m ó d y jsou vyvedeny na jeden výs tup . 

2.2.5 Detektor 
Výs tupn í signál z optické soustavy byl navázán do jednomódového v lákna SM600, aby 
bylo dosaženo maximáln ího překryvu polarizačních m ó d ů z interferometru. Jako senzor 
byla použ i ta křemíková fotodióda S120VC, firmy Thorlabs, Inc., k t e rá je dle výrobce 
[58] v h o d n á pro použi t í v rozsahu vlnových délek světla od 200 nm do I lOOnm pro 
optický výkon v rozsahu od 50 n W do 50 m W s maximáln í p ř ípus tnou energií pulzu 
20 uJ , nejistotou měření ± 3 % pro vlnové délky od 440 nm do 980 nm a p r ů m ě r e m 
apertury 9,5 mm. Fo tod ióda byla př ipo jena ke kompak tn í měřící konzoli P M 1 0 0 D , firmy 
Thorlabs, Inc., přes rozhraní D B 9 . Konzole umožňuje automatickou změnu rozsahu 
měřeného výkonu a korekci pro měřenou vlnovou délku. 

2.3 Experimentální úlohy 
Cílem experimentu byl návrh l ineárně-optické soustavy, kterou by bylo možné reali
zovat obecnou neun i t á rn í transformaci qubitu zakódovaného do polarizace. Požado
vaná soustava byla nejdříve schémat icky navržena, následně byly provedeny simulace 
v programovacím jazyku Python verze 3.8 a po provedení úspěšných simulací byla 
tato soustava sestavena na opt ickém stole. Realizaci obecné neun i t á rn í transformace 
předcházela ř a d a měřících procesů jako nalezení optických os fázových destiček, mě
ření př íčného profilu svazku, funkce transmise šedého filtru a realizace obecné un i t á rn í 
transformace. 

2.3.1 Schéma lineární optické soustavy a její simulace 
Jednou z metod, jak vytvoř i t neun i t á rn í transformaci, je vyjmout subsys tém z uni
t á rn ího sys tému, k terý je ně jakým mechanismem spřažen s os ta tn ími čás tmi systému. 
Toto propojení způsobí v subsys témů ztráty, zisk nebo kombinaci obou. Evoluce sub
systému potom bude obecně vy jádřena neun i t á rn ím procesem. Pro l ineárně-optickou 
soustavu lze spřažení sys témů provést pomocí děličů svazku. Bude-l i pozorován pouze 
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vybraný optický m ó d a os ta tn í budou zanedbány, výsledný proces bude obecně popsán 
neun i t á rn í t ransformací . 

Na začátek je nu tné poznamenat, že všechny schématicky nakreslené optické sou
stavy, k teré se nachází v kapitole 2.3, jsou zakresleny pohledem shora, tedy optický 
stůl , na k te rém byly sestaveny, je rovina nákresu a pro jejich vytvoření byla využi ta 
volně d o s t u p n á knihovna optický prvků z reference [59]. 

Schéma optické soustavy pro realizaci obecné un i t á rn í transformace je vyobrazeno 
na obr. 2.7. Tato soustava je složena ze dvou polarizačních Mach-Zehnderových interfe
romet rů , kdy každému interferometru je př i řazen jeden optický m ó d a jeden detektor. 
Interferometry jsou spřaženy dvěma regulovatelnými bezz t rá tovými děliči svazku. P řed 
výs tupn ím B D u obou interferometrů je vložena do ramene s horizontální polarizací 
kontrolovatelná fáze, za kterou následuje pů lv lnná destička s fixním úhel 45°. P řed 
vstupem a za v ý s t u p e m obou interferometrů je umís t ěna trojice fázových destiček. 
Matemat i cký popis sestavy je následující. 

<PF4 L 

9F2 E 

<PF3 C 

1 
45° 

<PP1 9PI %2 
45° 

CPP3 9P 2 <Pp4 

F2 I I 

0F1 I j I 

%1 Í 

BD [] Fázový posun 

[] Půlvlnná destička Dělič svazku 

Čtvrtvlnná destička Detektor 

Obr. 2.7. Schéma vi r tuá ln í optické soustavy, k te rá provádí obecnou dvouqubitovou 
un i t á rn í transformaci. Popis použi tých prvků v soustavě je uveden v legendě obrázku. 
Podrobnějš í popis soustavy je uveden v textu. 

Na vstupu optické soustavy jsou přivedeny dva qubity ve stavu 

( MiA (2.31) 

kde ipp(i) a ipF(i), resp. ippp) a ipF(2) J s o u horizontální , resp. vert ikální složky s tavů 
\ipp) a \IPF)- Stavy dvou qub i tů jsou uspo řádány do jednot l ivých m ó d ů následujícím 
způsobem 

(2.32) 
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B D jsou nastaveny tak, aby odklonily horizontální složku polarizace a operá to ry děličů 
svazku maj í následující mat icové vyjádření 

BSH(AH) 

BSV(AV) 

(cos AH — sin AH 
[ sin AH cos A # 

íCOS A y — sin A y 
l sin A V COS A y 

(2.33) 

kde parametr 0 < AH,V < 27r, členy cos AH,V a s i n A ^ y vyjadřují transmisi a reflexi. 
Tato optická soustava provádí dvouqubitovou transformaci a její operá torové vyjádření 
je následující 

ÚS =RV{VF±,VP±,0F2,0P2,VF3WP3)RS{^OA5°)É{Č,F,Č,P) 

BS(AHAV)RI{<ČF2,<ČP2,8FI,8PI,¥>FI,(PPI)-I 

kde první trojice fázových destiček pro oba m ó d y m á následující vyjádření 

í 

RI(1PF2,1PP2,6FI,6PI,1PFI,1PPI) = 

(2.34) 

'' Ŕ-Hwp{9p\, 

0 o 
o 

o 
o 
Ŕ 

o 
o 

HWPyVFl, 
I 

RQWP{<PP2) 

0 0 
0 

RQWPVPPIJ 

0 0 
0 

0 
0 

0 
0 

R, 

0 
0 

Ř, 

QWP(ÍPF2 

0 
0 

QWPÍ^FI 

\ 

I 

) 

(2.35) 

regulovatelné děliče svazku, které jsou umís těny mezi B D a slouží pro propojení dvou 
částí sys tému, maj í následující mat icové vyjádření 

BS(AHA v 

(cos AH 0 — sin AH 0 \ 
0 cos A y 0 — sin A y 

s i n A # 0 cos AH 0 
y 0 s i n A y 0 c o s A y ) 

(2.36) 

fázové členy, k teré jsou umís těny v ramenech s horizontální polarizací, maj í následující 
vyjádření 

(é^p 0 0 0 \ 
0 1 0 0 
0 0 0 

\ 0 0 0 1/ 

(2.37) 

půlvlnné destičky, které jsou umís těny před výs tupn ími B D , jsou fixně pootočeny o úhel 
45° 

/o 1 o o\ 
1 0 0 0 

Äs(45°,45°) (2.38) 0 0 0 1 
\0 0 1 OJ 

poslední trojice fázových destiček, umís těné před detektory jednot l ivých módů , maj í 
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následující mat icové vyjádření 

Rl(ífF4:,LPP4:fiF2ftp2,ÍPF3,IPP3) 

( 
RHWP{&P2) 

0 

0 
o 

o 
o 

o 
o RHWP{QF2) 

\ 

0 O 

Vo O 

RQWPÍ^PZ) 

O O 

o 

o 
o 
k 

o 
o 

Ŕ, 

O 

o 
QWPÍ^PFA 

O 

O 

(2.39) 

QWPÍ^PFZ 

Jelikož optická soustava na obr. 2.7 je uzavřená, l ibovolným nas taven ím optických 
komponent bude provedena dvouqubi tová un i t á rn í transformace. Pro realizaci obecné 
neun i t á rn í transformace musí bý t nejdříve vygenerována tato obecná a n á h o d n á uni
t á rn í transformace dvouqubi tového stavu. Postup generace t é t o transformace je popsán 
v následujících bodech: 

(i) Sestavení obecné un i t á rn í matice 

sme cos e 
(2.40) 

kde w, W i , w 2 a e jsou reálné parametry. 

(ii) Reálné parametry u, Ui a u ; 2 byly generovány n á h o d n ý m generá torem s rov
n o m ě r n ý m rozdělením v intervalu od — n do n a pro parametr e pla t í relace 
e = arcsin y/ěo, kde parametr eo byl generován funkcí s rovnoměrnou hodnotou 
p ravděpodobnos t i v intervalu od 0 do 1. 

(iii) Vytvoření šestice jednotkových matic s dimenzí 4 x 4, ve kterých jsou obsaženy 
náhodně generovaného un i t á rn í matice Uua, Uub, Uuc, Uud, Uue a Uuf z výše uve
deného postupu 

(1 0 o 0 \ 
0 1 0 0 
o o 

\o o 
(\ o o 0\ 

(\ o o 0\ 

ub 

0 1 
o o 
yo o 

o o 

\ 0 0 0 1/ 
(\ o o 0\ 
o 
o 

\ 0 0 0 1/ 

^ o 0 \ 

0 0 1 0 
\0 0 0 1/ 

/ l o o 0\ 
0 1 0 0 
0 0 y 

(2.41) 

yo o 

Po úspěšném vytvoření n á h o d n é un i t á rn í transformace ŮT bylo nu tné nastavit op
tické komponenty v optické soustavě na obr. 2.7 tak, aby tato transformace byla pro
vedena. Nas tavení optické soustavy bylo získáno pomocí numerické analýzy, k te rá byla 
provedena funkcí scipy.optimize.minimize v programovacím jazyku Python v. 3.8. V y 
generovaná matice un i t á rn í transformace UT byla spolu s mat ic í ope rá to ru optické sou
stavy Us vložena do uživatelem vytvořené funkce mat_dot_product , kde tyto matice 
byly normalizovány Frobeniusovou normou 

IXI (2.42) 
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kde X je obecná matice s obecně komplexní elementy XÍJ. Matice byly následně pře
vedeny na dimenzi 16 x 1 následujícím způsobem 

^(2,1) ^(2,2) 

V i 

\ 

£(4,4)/ 

/ £ ( i , i ) \ 

£(1,2) 

£(4,3) 

\ £ ( 4 , 4 ) / 

(2.43) 

a byl vypoč ten komplexní skalární součin, resp. hermi tovský skalární součin (1.2) mezi 
vektorovými formami matice un i t á rn í transformace UT a matice operá to ru optické 
soustavy Us- Výsledek skalárního součinu byl v ý s t u p e m funkce mat_dot_product . 
Funkce mat_dot_product byla nás ledně vložena do funkce scipy.optimize.minimize, 
k te rá metodou S L S Q P (Sekvenční programování metodou nejmenších čtverců, an
glicky Sequential Least Squares Programming) hledala maximáln í hodnotu funkce 
mat_dot_product . Jestl iže je skalární součin dvou normalizovaných vektorů roven 
jedné , tak tyto dva vektory jsou stejné. Jejich matice si budou tedy rovny. Výs tup 
ními hodnotami byl skalární součin a volné parametry operá to ru Us-

Nyní je vhodné předs tav i t postup pro provedení obecné neun i t á rn í transformace. 
Pro realizaci obecné neun i t á rn í transformace byla navržena optická soustava, k t e rá je 
zobrazena na obr. 2.8. Tato soustava je analogií soustavy pro provedení kvantové to
mografie procesu, viz obr. 2.6, kdy neznámá transformace je nahrazena členem trans
formace stavu, k te rá provádí neun i t á rn í transformaci qubitu. V porovnání s optickou 
soustavou na obr. 2.7, člen transformace stavu představuje subsys témem, k terý byl 
vyjmut z plného un i t á rn ího sys tému. B y l ponechán pouze optický m ó d se stavem \ipp), 
který je nyní fixně zvolen jako stav \H). N a výs tupu optické soustavy je měřen pouze 
jeden signál, d ruhý je zanedbán . 

Transformace stavu 

|H> 

Příprava stavu j 

eR <Pr ! | <pP1 eP 1 <pP2 

H Z 45° 
<PP3 e P 2 9 P 4 j 

Projekce stavu 

0o % PLV 

• a -

Půlvlnná destička Čtvrtvlnná destička [] Fázový posun Q BD L7| Dělič svazku ^ Polarizátor | ^ Detektor 

Obr. 2.8. Schéma vi r tuá ln í optické soustavy, kde člen transformace provádí obecnou 
jednoqubitou neun i t á rn í transformaci. Cleny př íprava stavu a projekce stavu slouží 
pro provedení kvantové tomografie procesu. Popis použi tých p rvků v soustavě je uveden 
v legendě obrázku. Podrobnějš í popis soustavy je uveden v textu. 

Působen í operá to ru Us z relace (2.34) na dvouqubi tový stav z relace (2.32), kde 
d ruhý optický m ó d na vstupu a na výs tupu je zanedbán , lze zapsat jako 

U, 
\tppv) 

0 
(2.44) 
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a explicitní vyjádření jednot l ivých e lementů 

(US(1,1) US(1,2) 
US(2,1) US(2,2) 

V i • • • / 

/ ^ P ( l ) \ 

1pP(2) 

0 

V o / 

AW(iA 
4>PV(2) 

0 
o 

(2.45) 

kde ippv(i) a ippv(i) jsou složky stavu \ipp(v)) t ransformovaného ope rá to rem Ú s a US(ÍJ) 
jsou elementy matice operá to ru Us- Stav \ipp) je efektivně ovlivněn pouze č tyřmi ele
menty matice, « 5 ( 1 , 1 ) , « 5 ( 1 , 2 ) ,

 us(2,i) a « 5 ( 2 , 2 ) - Z tohoto zjednodušení plyne, že operá to r 
soustavy na obr. 2.8 lze vyjádři t jako 

ŮSP =Ro(90o,vo,0o)Řvp(vp±,0p2,VP3)Řsp(45o)Ép(šp) 

BSp(AH,Av)ŔIp((pp2,9p1,(pP1)ŔR((pR,9R), 
(2.46) 

kde operá to ry členů př ípravy stavu ŘR((PR,9R) a projekce stavu Řo(90°,ipo,0o) jsou 
dány relacemi (2.21) a (2.17), operá to r pro první trojici fázových destiček členu trans
formace m á následující vyjádření 

RIP(ÍPP2,9PI,ÍPPI) — RQWP{{PP2)RHWP{QPI)RQWP{1PPI); 

součin operá to rů p rvků Mach-Zehnderova interferometru lze vyjádři t jako 

(2.47) 

Rsp(45°)Ep(tp)BSP(AH,A v 

0 1 
1 0 

MP o 

o 1 
cos AH 0 

0 cos Ay 
0 COS A y 

e%£- cos AH 0 

(2.48) 

kde operá to r děliče svazku BSP(AH,AV) zavádí neunitaritu do sys tému. Ope rá to r 
poslední trojice fázových destiček členu transformace m á následující vyjádření 

RVP(ÍPP4,,0P2,<^P3) — RQWP{(PPÍ)RHWP{QP2)RQWP{ÍPP3) (2.49) 

Pro provedení kvantové tomografie procesu je nu tné na vstupu členu transformace 
stavu př ipravi t pos tupně všechny bázové polar izační stavy, viz kapitola 2.1.4. V tabulce 
2.2 je sepsáno nas tavení úhlů fázových destiček v členu př ípravy stavu RR(<PR,9r) pro 
pootočení stavu \H) na os ta tn í polar izační bázové stavy. Nastavení fázových destiček 
v členu projekce stavu Ro(90°,ipo,@o) P r 0 projekci do jednot l ivých polarizačních bází 
je uvedeno v tabulce 2.1. 

Pro realizaci obecné un i t á rn í transformace lze využí t ope rá to ru Uu z relace (2.40), 
jelikož stejně jako operá to r UT Z relace (2.41) je obecným vyjádřením un i t á rn í transfor
mace pro dvouqubi tový stav, tak operá to r Uu je obecný vyjádřením un i t á rn í transfor
mace pro j ednoqub i tový stav. Pro provedení transformace popsané ope rá to rem Uu bude 
použi t člen transformace stavu v optické soustavě na obr. 2.8. Numerickou analýzou, 
k te rá je provedena s te jným způsobem jako v př ípadě obecné dvouqubi tové un i t á rn í 
transformace, je nalezeno nas tavení členu transformace. 

Jak bylo v kapitole 2.1.4 zmíněno, qubit ve stavu \H) lze kombinací půlvlnné a 
č tv r tv lnné dest ičky pootoč i t na jakýkoliv obecný stav na Poincarého sféře. V soustavě 
na obr. 2.8 jsou tedy dvojice půlvlnných a trojice č tv r tv lnných destiček na jej ím vstupu 
r e d u n d a n t n í a tudíž může být tato levá část optické soustavy sloučena. Totéž pla t í pro 
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výs tupn í pravou část optické soustavy, jelikož je prováděna projekce pouze do báze 
| V ) ( V | , což je s te jná situace jako v předchozím př ípadě . Sloučení pro levou vs tupn í 
část lze provést následujícím způsobem 

RQWP (ÍPP2 ) RH WP (OPI ) RQWP (<PPI) RQWP (PR) RH WP (OR) 

~~RQWPÍ^M^RHWPÍ^MI)-

Hledání p a r a m e t r ů 6MI a ifMi lze provést analyticky, ale z důvodu většího ob
jemu dat, k te rý bude generován, se zde opět použije numerická analýza funkcí 
scipy.optimize.minimize. Jelikož hodnoty OR, <PR ,9pi, (ppi, a <^p2 jsou známé z předešlé 
numerické analýzy, h ledané hodnoty 6MI a ifMi jsou získány následujícím postupem: 

(i) Aplikace operá to rů destiček vs tupn í část i nesloučené optické soustavy na stav \H) 

\fc) — RQWP{^P2)RHWP{9PI)RQWP{^PI)RQWP{^R)RHWP{9R)\H) . (2-51) 

(ii) Aplikace operá to rů destiček vs tupn í část i sloučené optické soustavy na stav \H) 

\TM) = RQWP{<PM\)RHWP{QM\)\H). (2.52) 

(iii) Hledání maxima skalárního součinu {TC\TM) funkcí scipy.optimize.minimize me
todou S L S Q P . 

Normalizace výsledných vektorů není nu tná , jelikož operá to ry fázových destiček jsou 
uni tá rn í , a tedy norma stavu je zachována. V ý s t u p e m opět bude hodnota skalárního 
součinu v intervalu hodnot od 0 do 1 a h ledané parametry 9MI a <PMI-

Postup sloučení na výs tupn í pravé s t raně optické soustavy z obr. 2.8 je provedeno 
následujícím způsobem 

RQWP (PA) RHWP (#4) RQWP (<̂ 3) RH WP (63) 
^ 1 ^ . 0 0 l 

"~RQWPVPM2)RHWP{9M2)-

Výpoče t sjednocení se mírně liší oproti předchozímu: 

(i) Vytvoření matice z poslední šestice členů optické soustavy 

Xc = PLVRQWP{1PO)RHWP{9O)RQWP{1PPÍ)RHWP{9P2)RQWP{1PP3)- (2-54) 

(ii) Vytvoření matice z ope rá to rů pro půlvlnnou a č tv r tv lnnou dest ičku s př ipojením 
operá to ru pro polar izátor PLy 

XM = PLVRQWP(ÍPM2)RHWP(9M2)- (2.55) 

(iii) Matice Xc a XM maj í dimenzi 2 x 2 . Nejdříve jsou normalizovány dle relace (2.42) 
a následně převedeny na vektory dle relace (2.43). Hledání maxima jejich hermi-
tovského skalárního součinu je provedeno funkcí scipy.optimize.minimize metodou 
S L S Q P . 
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V soustavě na obr. 2.8 lze provést ješ tě další z jednodušení a t í m je sloučení dvou 
děličů svazků. Matice pro děliče svazku lze vyjádři t jako 

BSP(AVAH) 
cos AH 0 

0 COS Ay 
cos A v 

COS AH/ COS A y 0 
0 1 

(2.56) 

Člen 1/cos A y , k terý je vyjádřen před mat ic í , lze zanedbat, jelikož normalizací bude 
zrušen. Obecně plat í , že transformace popsaná ope rá to rem \JX je fyzikálně ekvivalentní 
s t ransformací Uy, jestliže mezi n imi existuje následující rovnost 

Ux = qUY, (2.57) 

kde q je obecné číslo. Číslo q je obdobou globální fáze u stavu v relaci (2.3). Výsledné 
sloučení optické soustavy z obr. 2.8 je zobrazeno na obr. 2.9. Operá torové vyjádření 
t é to sloučené soustavy lze zapsat jako 

(2.58) 
PLy RQW P ( < ^ M 2 ) RHWP ) RSP (45°) 

E p (£p )BSp ( A y ,AH ) RQWP ( V M I ) RH W P (6MI ), 

kde explicitní vyjádření ope rá to ru pro z t rá tový dělič svazku je následující 

BSP(AV,AH)=(1 °X (2.59) 

kde parametr z = c o s A # / cos A y a člen 1 / c o s A y z relace (2.56) byl zanedbán . 

eM2 %a P L V 

H) 
9MI M1 ^M1 

A 
4 5 c 

| Půlvlnná destička | Čtvrtvlnná destička [] Fázový posun 

J BD ~ ^ Dělič svazku | ^ Polarizátor | ^ Detektor 

Obr. 2.9. Schéma vi r tuá ln í optické soustavy, k t e rá vznikla sloučením fázových destiček 
a děličů svazku u optické soustavy na obr. 2.8. Popis použi tých p rvků v soustavě je 
uveden v legendě obrázku. Podrobnějš í popis soustavy je uveden v textu. 

Doposud byly popsány v i r tuá lně namodelované optické soustavy. Pro experimen
tá lní demonstraci obecné un i t á rn í a neun i t á rn í transformace byla použ i ta optická sou
stava na obr. 2.10. Tato soustava je analogií soustavy na obr. 2.9. N a vs tupn í s t raně 
optické soustavy je opět uvažován qubit ve stavu \H), k te rý byl nastaven polar izačním 
kontrolérem za laserovým zdrojem. Laser je zdroj klasického světla, nejedná se tedy 
o jednofotonový zdroj. N a vstupu optické soustavy je laserový svazek vyvázán z optic
kého v lákna na asférickou čočku. Pro zavedení z t r á t byl namís to regulovatelného děliče 
svazku použi t šedý filtr, k te rý je v optické soustavě na obr. 2.10 označen jako z t rá tový 
člen. Šedý filtr byl umís těn tak, aby jeho posun byl vert ikální vůči opt ickému stolu a 
t ím nezasáhl do d ruhého ramene interferometru. 
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Jelikož z t rá tový člen představuje sklíčko, k teré v jednom ramenu prodlouží d ráhu 
svazku o svou t loušťku, je n u t n é prodlouži t d ráhu svazku o stejnou délku ve d r u h é m 
ramenu. K tomuto procesu slouží dvě l abora to rn í sklíčka, značené jako kompenzační 
destičky. Fáze e^, k te rá je umís t ěna v optické soustavě na obr. 2.9 v ramenu s ho
rizontální polarizací, byla exper imentá lně realizována nák lonem vs tupn ího B D . Na 
výs tupn í s t raně optické soustavy byl laserový svazek asférickou čočkou navázán do 
optického v lákna a konec optického v lákna byl přiveden na detektor. Matemat ické vy
jádřen í t é to optické soustavy je dáno relací (2.58), kde šedému filtruje př i řazen operá to r 
BSP(AVAH). 

Laser 

Polarizační 
kontrolér 

|H> 
9MI %I1 v 9M 2 %2 PLV 

JMZ 

Pulvlnná destička Čtvrtvl 

Vláknový vyvažovač a navazovač 

Inná destička J Ztrátový člen | Kompenzační destičky 

BD 0 Polarizátor jp) Detektor 

Obr. 2.10. Schéma zkonstruované optické soustavy, k t e rá byla použ i ta pro provedení 
obecné jednoqubi tové un i t á rn í a neun i t á rn í transformace. Popis použi tých prvků v sou
stavě je uveden v legendě obrázku. Podrobnějš í popis soustavy je uveden v textu. 

Před lohou maticové formy z t rá tového členu, k terý je složen z děliče svazku 
BSP(ÁV,AH) a fázového členu Ep(£p), viz kapitola 2.3.1, byla exper imentá ln í práce 
zabývající se informačním tokem mezi P T - s y m e t r i c k ý m sys tém a jeho okolím [34], 
jednalo tedy o o tevřený sys tém. Exper imentá ln í realizace z t rá tového členu byla ovšem 
odlišná, kdy zde byl použi t šedý filtr, ale v práci [34] byly z t r á ty provedeny odklo
nem svazku mimo detektor pomocí fázových destiček umís těných v Mach-Zehnderově 
interferometru. 

Shrnu t í t é to kapitoly je následující. B y l a vygenerována n á h o d n á un i t á rn í transfor
mace dle relace (2.41). Následně bylo numerickou analýzou nalezeno nas tavení optické 
soustavy na obr. 2.7 tak, aby tuto un i t á rn í transformaci provedla. Získané parame
try soustavy byly vloženy do optické soustavy na obr. 2.8. Tato optická soustava již 
slouží pro provedení kvantové tomografie procesu, kde člen transformace stavu provádí 
obecně neun i t á rn í transformaci qubitu. By lo provedeno zjednodušení dané optické sou
stavy dle relací (2.50) a (2.53). Výsledkem byla optická soustava na obr. 2.9. Tento 
postup byl zopakován pro soubor n á h o d n ě generovaných t ransformací . Výsledky ska
lárních součinů numerické analýzy pro nas tavení p a r a m e t r ů optické soustavy na obr. 
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2.7 a skalárních součinů pro sloučení fázových destiček byly zaznamenány. Po úspěš
ném provedení těchto kroků byla sestavena optická soustava na obr. 2.10, k t e rá slouží 
pro exper imentá ln í demonstraci obecné un i t á rn í a neun i t á rn í transformace. Fotografie 
sestavené optické soustavy z obr. 2.10 je zobrazena na obr. 2.11. 

Obr. 2.11. Opt ická soustava, jejíž schéma je na obr. 2.10, pro realizaci obecné jednoqu-
bitové un i t á rn í a neun i t á rn í transformace. 

2.3.2 Měření optických os fázových destiček 
Jelikož na fázových destičkách, které byly umís těny v motorizovaných rotací , není vy
značena jejich optická osa, bylo nu tné měřícím procesem nalézt její směr. Pro měření 
os půlvlnných destiček byla použ i ta optická soustavy na obr. 2.12 a) a pro č tv r tv lnné 
destičky byla použ i ta optická soustava na obr. 2.12 b). P ř i měření optických os č tvr tv ln-
ných destiček bylo na vstupu soustavy světlo ve stavu \H), aby měřený optický výkon 
na detektoru klesal k nulové hodno tě . Rela t ivní nulová hodnota na točení optické osy 
se potom hledala v minimu naměřené funkce. Použi t í světla ve stavu \V) při měření 
optických os půlvlnných destiček znamenalo pouze to, že jako rela t ivní nulová hodnota 
na točení optické osy se hledala v maximu naměřené funkce. Měření optického výkonu 
se provádělo po rotaci fázové dest ičky o 2°, a to až do provedení celé otočky (360°). 

P ř i každém záznamu signálu na detektoru bylo provedeno 20 opakovaných měřeních 
a byla vypoč t ena s m ě r o d a t n á odchylka, anglicky standard deviation (STD) dle relace 

T ^ ( n , - ň ) 2 , (2.60) 
i = l 

kde TV = 20 je počet opakovaných měření , n« je i - tá n a m ě ř e n á hodnota z j edné série 
měření a ň je p r ů m ě r n á hodnota naměřeného signálu. Výsledky byly normalizovány dle 

S T D 
\ 
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nejvyšší naměřené hodnoty intenzity. Tento způsob měření signálu a výpoče t nejistot 
byl proveden pro všechny následující úkoly. 

Naměřená data byla normal izována a následně nafi tována sinusovou funkcí 

fs(xs) = assm(xsbs + cs) + ds, (2.61) 

kde xs je volný parametr a as, bs, cs a ds jsou hledané parametry fitovacího procesu. Pro 
každou fázovou destičku byla nafi tovaná křivka spolu s normal izovanými naměřenými 
hodnotami a nejistotami měření vynesena do grafu. 

a) b) 
, w V 0 PL V Detektor cp p|_v Detektor 

Obr. 2.12. Schéma optické soustavy pro nalezení směru optické osy a) půlvlnné destičky 
RHWP(6) s úhelem na točen í 9 a b) č tv r tv lnné dest ičky RqWP(ip) s úhelem na točen í 
íp. Pro oba p ř ípady je použi t polar izá tor PLV propouštěj íc í pouze vertikální složku 
polarizace. 

2.3.3 Měření příčného profilu svazku 
Př íčný profil svazku byl měřen v optické soustavě, k t e rá je vyobrazena na obr. 2.10, 
kde namís to šedého filtru, k terý způsoboval z t r á ty pro celou plochu svazku současně, 
byl zvolen kovový bři t , k te rý úplně zast íní pouze požadovanou část svazku. Svazek byl 
pos tupně s t íněn v hor izontá ln ím směru vzhledem k opt ickému stolu, na k te rém byla 
umís t ěna optická soustava. Krok posunu motoru byl zvolen 5 um. Po provedení měření 
byla n a m ě ř e n á data normal izována dle nejvyšší naměřené hodnoty intenzity a následně 
byla provedena jejich numerická derivace, k te rá se provedla dle vztahu 

d(nhXi) = 1 _ 1 ; kde i = 1,2,3,.. (2.62) 

kde Xi je pozice motoru pro hodnotu i-tou naměřenou hodnotu intenzity rij. Výsledná 
data byla normal izována dle nejvyšší hodnoty derivace a nafi tována Gaussovou funkcí 

-(xg-bg)2 

f ( x g ) = a g e ^ ^ , (2-63) 

kde xg je volný parametr, ag, bg a cg jsou parametry fitace a e = 2,718 28.. je Eulerovo 
číslo. Pro fitovanou funkci byla vypoč t ena p lná šířka v polovině maxima, anglicky 
full width at half maximum ( F W H M ) dle následující relace 

F W H M = 2V2 ln 2cg, (2.64) 

což je šířka svazku, kde intenzita světla klesla na polovinu maximáln í hodnoty. Závěrem 
byly naměřená data, nejistoty měření , k teré byly získány dle relace (2.60), nafitovaná 
křivka a hodnota F W H M vyneseny do grafů. 
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2.3.4 Měření transmise šedého filtru 
Pro měření transmise šedého filtru byla použ i ta optická soustava na obr. 2.10. Měření 
proběhlo pro plný rozsah l ineárního posuvu, tedy 25 m m a krok posunu byl zvolen 
0,5 mm. Jelikož šedý filtr byl umís těn v rameni interferometru, do k terého byla odklo
něna horizontální polarizace, projekce na výs tupu byla v p růběhu měření nastavena do 
báze \H)(H\. Druhé rameno interferometru bylo zacloněno, aby nepřispívalo k šumu 
měření . 

Měření transmise proběhlo pro čtyři opakovaná měření , kdy pro jednot l ivá měření 
byly nastaveny fázové destičky na vs tupn í s t raně interferometru dle tabulky 2.3. Rotac í 
půlvlnné destičky docházelo k přelévání intenzity z horizontální polarizace do vertikální, 
tedy v ramenu interferometru, kde byl umís těn šedý filtr, byla snižována intenzita 
svazku. Toto měření bylo provedeno pro ověření, že šedý filtr způsobuje poměrově 
stejné z t r á ty pro nízkou a vysokou intenzitu svazku, jelikož z t r á ty z a £p v relaci (2.58) 
jsou považovány za p ř ímo úměrné z t r á t á m , k teré způsobuje šedý filtr bez závislosti na 
intenzi tě svazku. 

Normalizované naměřené hodnoty spolu s nejistotami jednot l ivých měření , viz re
lace (2.60), byly vyneseny do grafu. Následně byl proveden výpočet p růměru hodnot 
naměřených na jednot l ivých pozicích motoru. Zprůměrované hodnoty byly fitovány 
exponenciální funkcí 

fe(xe) = lQP°(*°+b°) + C e (2.65) 

kde xe je volný parametr a ae, be a c e jsou parametry fitace, kterou se dle výrobce [56] 
řídí funkce transmise šedého filtru. 

Tabulka 2.3: Nas tavení vs tupních fázových destiček v soustavě na obr. 2.10 při jednot
livých měřeních transmise šedého filtru. 

Č. měření RHWP(@MI)[°] RQWP(<PMI)[°] 

1. 0 0 
2. 10 0 
3. 20 0 
4. 30 0 
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2.3.5 Realizace obecné unitární a neunitární transformace op
tickou soustavou 

Optickou soustavou na obr. 2.10 budou nejdříve realizovány un i t á rn í transformace, 
které budou zadány ve formě matice s dimenzí 2 x 2 . Maticové vyjádření těchto trans
formací je následující 

£>u2 

£>u3 

£>u5 

1 0 
0 1 

0 1 

1 o 
0,75 0 ,66144\ 

0,66144 0,75 ) ( 2  6 6 ) 

0 , 6 5 3 3 e  ° ' 8 8 5 9 í 0,7571e 1 ' 0 1 3 0 í 

0 ,7571e  °< 4 7 6 H O ^ S e " 1 ' 7 1 8 8 * 

0,7876e 2< 4 1 9 8 í 0,6161e°< 2 7 8 5 Í N 

0,6161e°< 7 0 9 5 í 0,7876e 1 ' 7 0 9 8 í 

kde operá to ry t / u l až ŮU3 jsou uživatelem zadané un i t á rn í transformace a operá tory 
ř7„4 a Uu5 jsou n á h o d n ě generované un i t á rn í transformace, viz kapitola 2.3.1. Postup 
nalezení nas tavení optické soustavy pro provedení požadované transformace je uveden 
v kapitole 2.3.1. 

Ověření, že optická soustava provádí danou transformaci, bylo provedeno skrz kvan
tovou tomografii procesu, viz kapitola 2.1.4. Tedy pro každou transformaci bylo př ipra
veno 6 bázových polarizačních s tavů a pro každý př ipravený bázový polar izační stav 
bylo provedeno 6 projekcí do bázových polarizačních s tavů. T í m t o procesem bylo pro 
každou transformaci získáno 36 naměřených hodnot. Následně byly vytvořeny dvě ma
tice hustoty procesu. P rvn í matice hustoty procesu Ilfvir], zde nazývaná vi r tuální , byla 
vy tvořena skrz v i r tuá ln í simulaci měřeného procesu. Tedy byla s imulačně vytvořena 
optická soustava na obr. 2.10 a provedeno 36 vi r tuálních měření pro vybranou trans
formaci Uui. Postupem dle kapitoly 2.1.4 byla vy tvořena matice hustoty procesu, k te rá 
odpovídá ideální matici hustoty procesu il[ vir], ke které se s reá lným experimentem je 
snaha přiblížit . D r u h á matice hustoty procesu ň [exp]) z de nazývaná exper imentá lní , je 
t ak též vy tvořena dle postupu v kapitole 2.1.4, ovšem dosazované hodnoty jsou hod
noty naměřené při provedení reálného experimentu. Po vytvoření matic fl[vir] a ň[ e x p] 
následovalo jejich vzá jemné srovnání a jako kvant i t a t ivn í míru jejich podobnosti byla 
zvolena fidelita kvantových s tavů, k te rá je d a n á následujícím vztahem 

F ( n [ v i r ] , n [ e x p ] ) = ^ T r y ^ n [ v i r ] n [ e x p ] ^ n [ v i r ] J , (2.67) 

Fidel i ta vyjadřuje míru podobnosti dvou kvantových s tavů a její hodnoty jsou na in
tervalu od 0 do 1, kdy hodnota 0 vyjadřuje nejnižší možnou podobnost mezi dvěma 
stavy a 1 vyjadřuje nejvyšší možnou podobnost. 
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Po realizaci un i tá rn ích t ransformací byly realizovány transformace neuni tá rn í , je
jichž un i t á rn í dvouqubi tové maticové vyjádření je následovně 

nl(2q) 

(1 o 

o 

o 

V° 
íl 

i_ 
10 
3vTL 

10 
0 

n2(2q) 

o o\ 

10 u 

To 0 
0 1/ 

0 \ 

\ o 
(2.68) 

n3(2q) 

\ 0 0 0 1/ 

/ 0,4041e-°> 9 4 6 3 1 0,8328e-2>2089 í 0,0618e0>3856í O^e1-9760* \ 
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V 0,181528e2>1180i 0,4141e2>6770i 0,1790e2>6578i 0,8738 e- 2> 8 0 0 2 i ) 

Po redukci un i t á rn í dvouqubi tové matice na matici subsys tému sledovaného qubitu 
dostaneme obecně neun i t á rn í matici dimenze 2 x 2 . Jednoqubi tová verze těchto neuni-
tárn ích t ransformací je následující 

ůn3 

1 0 
0 1 0 

10 
2 1\ 
:-! 3 
1 2 
3 3 y 

(2.69) 
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0,1216e- 2 ' 3 6 0 7 í 

Ověření, že optická soustava provádí požadovanou transformaci, proběhlo identicky 
jako v předchozím př ípadě . B y l a provedena kvantová tomografie procesu simulované a 
exper imentá lně realizované optické soustavy a výsledné matice hustoty procesu ŕl[ v; r] a 
ň[exp] byly srovnány mírou danou fidelitou kvantových s tavů (2.67). 

Pro neun i t á rn í transformace bude ovšem proveden ješ tě doda tečný krok, k t e rým 
je zpě tné nalezení neun i t á rn í matice Unj z exper imentá lně vytvořené matice hustot 
ri[ e Xp]. Důvod provedení tohoto kroku bude zřejmý z výsledků z exper imentá ln í reali
zace neuni tá rn ích t ransformací . Zpě tné nalezení neun i t á rn í matice Unj bylo provedeno 
následujícím postupem. Nejdříve byla uživatelem vy tvořena funkce rev_mat, ve které 
byly v i r tuá lně vytvořeny dva členy transformace stavu z optické soustavy na obr. 2.8, 
které představovali h ledané neun i t á rn í matice Unj. Matice Unj byly vloženy do Choiho 
Jamiolkowského izomorfismu (2.24), kdy každé matici Unj byla př i řazena jedna pravdě
podobnost pj. Výs ledná matice hustoty procesu, generovaná maticemi Unj, byla fideli
tou (2.67) s rovnána s mat ic í hustoty procesu ň[exp], kdy výsledek fidelity byl v ý s t u p e m 
funkce rev_mat. Závěrem proběhla numerická analýza funkcí scipy.optimize.minimize 
metodou S L S Q P . 
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2.4 Výsledky a diskuze 

2.4.1 Simulace lineární optické soustavy 
Pro ověření, že optická soustava na obr. 2.7 je schopna realizovat libovolnou dvouqu-
bitovou un i t á rn í transformaci, byla provedena numerická simulace, viz kapitola 2.3.1. 
Pro toto ověření bylo vygenerováno 500 náhodných dvouqubi tových uni tá rn ích trans
formací. 

Funkcí scipy.optimize.minimize byly hledány parametry nas tavení optické soustavy, 
aby výsledek skalárního součinu požadované a simulované transformace byl maximáln í . 
V 435 z 500 (87%) p ř ípadů bylo dosaženo hodnoty skalárního součinu vetší jak 0,99, 
v os ta tn ích př ípadech byla nejnižší dosažená hodnota 0,96. Pro exper imentá lně reali
zované transformace z relací (2.66) a (2.69) byla nalezena shoda vždy větší než 99 %. 

Pro všechny vygenerované transformace bylo prověřeno sloučení fázových destiček 
dle relací (2.50) a (2.53). O p ě t se hledala shoda větší než 99%. Tato shoda byla vždy 
nalezena. 

Z výsledků plyne, že optická soustava na obr. 2.7 může provést omezeně velkou mno
žinu dvouqubi tových uni tá rn ích t ransformací s př i ja telnou přesnost í . Transformace, 
které nebyly nalezeny s požadovanou shodou, byly přes to nalezeny dos ta tečně blízko a 
lze se domníva t , že vhodnou úpravou numerické analýzy by byly dosaženy požadované 
výsledky. Sloučení fázových destiček lze s imulačně provést s velkou přesnost í , jelikož 
shoda pro všechny př ípady byla nalezena vždy větší než 99 %. 

2.4.2 Měření optických os fázových destiček 
Před sestavením samotné optické soustavy byly měřícím procesem nalezeny optické osy. 
Postup měření je uveden v kapitole 2.3.2. Výsledky měření jsou vyobrazeny v grafech na 
obr. 2.13, 2.14, 2.15 a 2.16 pro RHWP{9MI), RQWP{<PM\), RHWP{QM2) a RHWP{<PM2), 
kde na horizontální ose je vynesen úhel rotace fázové destičky a na vert ikální ose je 
normal izovaná intenzita po projekci na vert ikální polarizaci. Dále m o d r ý m i body jsou 
vyznačeny exper imentá ln í data spolu s nejistotami měření a červená křivka vyobrazuje 
fitaci naměřených dat. Parametry fitace jsou uvedeny v legendě každého grafu. 

Naměřené hodnoty pro půlvlnné destičky, viz obr. 2.13 a 2.15, vykazují s te jná mi
nima a maxima, kdežto pro č tv r tv lnné destičky, viz obr. 2.14 a 2.16, se hodnoty minim 
a maxim periodicky mění . Tato skutečnost je důsledek použi t í fázových destiček pro 
vlnovou délkou 710 nm, kdežto zdroj záření vyzařuje na vlnové délce 698,6 nm. Rela
t ivní nulové hodnoty vůči hardwarové nule motor izovaných rotací jednot l ivých fázových 
destiček, k teré jsou uvedeny v tabulce 2.4, byly zvoleny z nafitované křivky. Nejistota 
měření byla řádově od 10~ 6 pro min imáln í hodnoty do 10~ 4 pro maximáln í hodnoty 
normalizované intenzity. 
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Parametry fitace: as = -0,4971, bs = 3,999, c s = 1,8439, ds = 0,5156 
+ Experimentální data 

0 45 90 135 180 225 270 315 360 
Úhel natočení půlvlnné destičky [ ° ] 

Obr. 2.13. Graf naměřených hodnot normalizované intenzity pro měření optické osy 
půlvlnné destičky RHWP(@MI), kdy na vstupu půlvlnné destičky bylo světlo ve stavu 
\V) a byla provedena projekce do báze | V ) ( V r | . Nejistota měření jednot l ivých b o d ů byla 
menší než vykreslený symbol, proto není vyznačena. 

Parametry fitace: a s = -0,4674, bs = 3,9924, c s = 0,2327, ds = 0,4919 
+ Experimentální data 

0 45 90 135 180 225 270 315 360 
Úhel natočení čtvrtvlnné destičky [ ° ] 

Obr. 2.14. Graf naměřených hodnot normalizované intenzity pro měření optické osy 
č tvr tv lnné destičky RQWPÍ^MI), kdy na vstupu č tv r tv lnné dest ičky bylo světlo ve 
stavu \H) a byla provedena projekce do báze | V ) ( V | . Nejistota měření jednot l ivých 
b o d ů byla menší než vykreslený symbol, proto není vyznačena. 
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Parametry fitace: as = -0,4965, bs = 3,996, c s = 1,2359, ds = 0,515 
+ Experimentální data 

0 45 90 135 180 225 270 315 360 
Úhel natočení půlvlnné destičky [ ° ] 

Obr. 2.15. Graf naměřených hodnot normalizované intenzity pro měření optické osy 
půlvlnné destičky RHWP(@M2), kdy na vstupu půlvlnné destičky bylo světlo ve stavu 
\V) a byla provedena projekce do báze | V ) ( V | . Nejistota měření jednot l ivých b o d ů byla 
menší než vykreslený symbol, proto není vyznačena. 

Parametry fitace: a s = -0,4649, bs = 3,9931, c s = 0,5378, ds = 0,4749 
+ Experimentální data 

0 45 90 135 180 225 270 315 360 
Úhel natočení čtvrtvlnné destičky [ ° ] 

Obr. 2.16. Graf naměřených hodnot normalizované intenzity pro měření optické osy 
č tv r tv lnné destičky RQWP(ÍPM2), kdy na vstupu č tv r tv lnné dest ičky bylo světlo ve 
stavu \H) a byla provedena projekce do báze | V ) ( V | . Nejistota měření jednot l ivých 
b o d ů byla menší než vykreslený symbol, proto není vyznačena. 
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Tabulka 2.4: Nas tavení relat ivních nulových hodnot vůči hardwarové nule motorizova
ných rotací . 

Fázová destička Nulová pozice [°] 

RHWP{QM2) 41,099 

RQWPÍ^MI) 109,203 

RHWP(@M2) 49,801 

RQWP{{PM2) 104,822 

2.4.3 Měření příčného profilu svazku 
Dalším měřen ím bylo měření př íčného profilu svazku. Postup měření je uveden v ka
pitole 2.3.3. N a obr. 2.17 je vyobrazen graf závislosti detekované intenzity na posuvu 
kovového b ř i tu skrz laserový svazek, kdy na horizontální ose je vynesena pozice mo
toru a na vert ikální ose je uvedena n a m ě ř e n á normal izovaná intenzita záření. N a obr. 
2.18 je m o d r ý m i body vyobrazena numerická derivace naměřených hodnot, k t e rá byla 
provedena dle relace (2.62) a červenou křivkou je vyobrazena fitovaná křivka dle relace 
(2.63) , přičemž na horizontální ose je vynesena pozice motoru a na vert ikální ose je 
normal izovaná velikost derivace. Pro litovanou křivku je ve výšce poloviny maximáln í 
hodnoty intenzity vyobrazena černou dvouhlavou šipkou hodnota F W H M dle relace 
(2.64) . 

4,90 4,95 5,00 5,05 5,10 
Pozice motoru [mm] 

5,15 5,20 

Obr. 2.17. Graf normalizovaných naměřených hodnot intenzit při p o s t u p n é m zaclánění 
svazku bř i tem. Nejistota měření jednot l ivých b o d ů byla menší než vykreslený symbol, 
proto není vyznačena . 
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— Parametry fitace: ag - 0,963, bg — 5,0351, 
cg = 0,0256, dg = 0,007 

1 — I 1 1 1 1 1 1 — 1 

4,90 4,95 5,00 5,05 5,10 5,15 5,20 
Pozice motoru [mm] 

Obr. 2.18. Graf normalizované numerické derivace naměřených hodnot. Data odpo
vídají př íčnému profilu svazku. Nejistota měření jednot l ivých b o d ů byla menší než 
vykreslený symbol, proto není vyznačena. 

Nejistoty měření byly řádově od 10~ 8 pro minimální hodnoty do 10~ 4 pro maximáln í 
hodnoty normalizované intenzity. Znalost šířky svazku byla důleži tá proto, aby byly 
správně definovány zavedené ztráty. V první fázi experimentu byl jako z t rá tový člen 
použi t kovový bři t , k t e rým se provádělo měření šířky svazku. Nicméně hodnota z t r á t 
byla různá pro různé intenzity svazku, resp. pro zavedení stejné z t r á ty bylo nu tné zajet 
motorem na j iné pozice v závislosti na vs tupn í polarizaci. Z tohoto důvodu byl nakonec 
využit šedý filtr, viz následující kapitola. 

2.4.4 Měření transmise šedého filtru 
Postup proměření funkce transmise šedého filtru je popsán v kapitole 2.3.4. Grafy 
jednot l ivých měření pro rotaci půlvlnné destičky od 0° do 30° jsou zobrazeny na obr. 
2.19, kdy pozice l ineárního posuvu je vynesena na horizontální ose a normalizované 
naměřené hodnoty intenzity jsou vyneseny na vertikální ose. Jelikož jsou naměřené 
hodnoty intenzit normalizovány, lze vert ikální osu označit jako propustnost. 

Z grafu na obr. 2.19 je viditelné, že naměřené hodnoty intenzit pro různá nas tavení 
půlvlnné destičky se značně překrývají , tedy propustnost na j edné pozici motoru je 
s te jná pro svazek s různou intenzitou. Dále lze zpozorovat, že křivka intenzity pomalu 
klesá pro pozice motoru přibližně od hodnoty od 0 m m do 2,5 mm. Jelikož je zamýš
leno provést výpočet p růměru měřených hodnot pro jednot l ivé hodnoty propustnosti 
a následně tyto hodnoty fitovat exponenciální funkcí dle relace (2.65), hodnoty po
zice motory z intervalu od Omm do 2,5 m m budou při fitaci zanedbány. Bude tak též 
př i řazena propustnost 1,0 na pozici motoru Omm. N a obr. 2.20 jsou m o d r ý m i body zob
razeny zprůměrované naměřené hodnoty spolu s nejistotami měření a červená křivka 
představuje nafitovanou funkci dle relace (2.65). Nejistota měření byla řádově od 10~ 6 

pro minimáln í hodnoty do 10~ 4 pro maximáln í hodnoty normalizované intenzity. 
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Pozice motoru [mm] 

Obr. 2.19. Graf naměřených hodnot funkce transmise pro jednot l ivá nas tavení půlvlnné 
destičky RHWP{6MI) V optické soustavě na obr. 2.10. Nejistota měření jednot l ivých 
b o d ů byla menší než vykreslený symbol, proto není vyznačena. 

0,0 H 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 — 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 
Pozice motoru [mm] 

Obr. 2.20. Graf zprůměrovaných naměřených hodnot funkce transmise s nafitovanou 
křivkou. Nejistota měření jednot l ivých b o d ů byla menší než vykreslený symbol, proto 
není vyznačena. 
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2.4.5 Realizace unitární a neunitární transformace 
Závěrečným experimentem byla exper imentá ln í realizace obecné un i t á rn í a neun i t á rn í 
transformace. P o d r o b n ý postup provedení experimentu je uveden v kapitole 2.3.5. 

Nejdříve byla optickou soustavou realizována sada uni tá rn ích t ransformací z relace 
(2.66). V následujících obrázcích 2.21 až 2.30 jsou vyobrazeny histogramy pro v i r tuá ln í 
a exper imentá ln í matice hustoty procesu n uj[vir] a nuj[exp] k j edno t l ivým t ransformacím 
Ůni z relace (2.66). K a ž d á dvojice h i s togramů je následována tabulkou 2.5 až 2.9, ve 
které je uvedena č is to ta a vzá jemná fidelita jednot l ivých matic hustot procesů n u;[vir] 

a ri-mfexp]' 
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Tabulka 2.5: Parametry matic hustot procesu Ď u l [ v i r ] a n u i [exp]-

Matice hustoty procesu Čis to ta matice Fidel i ta 

Obr. 2.23. Vizualizace a) reálné a b) imaginárn í část i v i r tuá lně získané matice hustoty 
procesu ň U 2[ v i r ] k transformaci Uu2-

Obr. 2.24. Vizualizace a) reálné a b) imaginárn í část i exper imentá lně získané matice 
hustoty procesu n u2[ex P] k transformaci UU2-

Tabulka 2.6: Parametry matic hustot procesu Ď u 2 [ v i r ] a ňU2[exp]-

Matice hustoty procesu Čis to ta matice Fideli ta 

riu2[vir] 1,0 
0,97793 

nu2[exp] 0,960 86 
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Tabulka 2.7: Parametry matic hustot procesu ĎU3[ vir] a ĎU3[exp]-

Matice hustoty procesu Čis to ta matice Fideli ta 

nu3[vir] 1,0 
0,963 94 

14u3 [exp] 0,943 26 
0,963 94 
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Tabulka 2.8: Parametry matic hustot procesu Ď U 4[ v ir] a ĎU4[exp]-

Matice hustoty procesu Čis to ta matice Fideli ta 

n-u4[vir] 1,0 
0,941 78 

1-1-114 [exp] 0,90154 
0,941 78 
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Obr. 2.30. Vizualizace a) reálné a b) imaginárn í část i v i r tuá lně získané matice hustoty 
procesu n u 5[ex P ] k transformaci UU5 z relace (2.66). 

Tabulka 2.9: Parametry matic hustot procesu n u 5 [ v i r ] a n u 5 [ e x p ] . 

Matice hustoty procesu Čis to ta matice Fidel i ta 

-L-Lu5[vir] - L 5 , J 

Ď u 5 [ e x P ] 0,929 24 

Stopa pro všechny výše uvedené matice hustoty procesu n u j je rovna j edné . Pro 
všechny provedené un i t á rn í transformace plat í , že fidelita s jejich vi r tuální , resp. ideální 
formou matice hustoty byla vždy vyšší než 0,94, viz tabulky 2.5 až 2.9. To vypovídá 
o tom, že optická soustava s malou p ravděpodobnos t í prováděla další transformace, viz 
relace (2.24). Tyto doda tečně provedené transformace není nu tné explicitně vyjadřovat , 
jelikož se dají zahrnout do nejistot provedení experimentu. 

Nyní bude následovat realizace sady neuni tá rn ích t ransformací z relace (2.69). V ob
rázcích 2.31 až 2.36 jsou vyobrazeny histogramy pro v i r tuá ln í a exper imentá ln í matice 
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hustoty procesu ňmívir] a ÍIni[exp] k j edno t l ivým t ransformacím Č7nj z relace (2.69). Ke 
každé dvojici h i s togramů je opět uvedena tabulka 2.10 až 2.12, ve které je uvedena 
čis to ta a vzá jemná fidelita jednot l ivých matic hustot procesů nui[vir] a n uj[ e x p]. 

Obr. 2.32. Vizualizace a) reálné a b) imaginárn í část i exper imentá lně získané matice 
hustoty procesu n n i [ex P ] k transformaci [ ľ n l . 

Tabulka 2.10: Parametry matic hustot procesu n n i [ v i r ] a n n i [ e x p ] -

Matice hustoty procesu Čis to ta matice Fidel i ta 

n n l [v i r ] 1,0 
0,700 42 

nnl[exp] 0,73192 
0,700 42 
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Obr. 2.33. Vizualizace a) reálné a b) imaginárn í část i v i r tuá lně získané matice hustoty 
procesu ň n2[vir] k transformaci UN2. 

Obr. 2.34. Vizualizace a) reálné a b) imaginárn í část i exper imentá lně získané matice 
hustoty procesu ň n2[exp] k transformaci Un2. 

Tabulka 2.11: Parametry matic hustot procesu ň n2[vir] a Ďn2[exp]-

Matice hustoty procesu Čis to ta matice Fideli ta 

rin2[vir] 1,0 
0,569 66 

rin2[exp] 0,692 90 
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Obr. 2.35. Vizualizace a) reálné a b) imaginárn í část i v i r tuá lně získané matice hustoty 
procesu n n 3[ v i r] k transformaci Z7n3-

Obr. 2.36. Vizualizace a) reálné a b) imaginárn í část i exper imentá lně získané matice 
hustoty procesu n n 3 [ e x p] k transformaci t/ n 3 . 

Tabulka 2.12: Parametry matic hustot procesu nn 3[ v i r] a n n 3 [ e x p ]. 

Matice hustoty procesu Čis to ta matice Fideli ta 

nn3[vir] 1,0 
0,11420 

1-1-113 [exp] 0,539 39 

Stopa pro všechny výše uvedené matice hustoty procesu n n j je rovna jedné . Z tabu
lek 2.5 až 2.9 plyne, že všechny exper imentá lně získané matice hustoty procesu n n j[ e x p ] 
mají č is totu výrazně menší než jedna. To vypovídá o tom, že optická soustava s již neza
nedbatelnou p ravděpodobnos t í prováděla další transformace, viz relace (2.24). Z tohoto 
důvodů t ak též fidelita mezi maticemi flnj[vir] a n n j [ e x p ] je pro všechny p ř ípady nízká, 
s nejnižší získanou hodnotou 0,1. Opt ická soustava tedy nezrealizovala požadované neu-
n i tá rn í transformace Unj z relace (2.69). Z naměřených dat lze ale získat ope rá to ry pro 
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transformace, které byly optickou soustavou realizovány. Nyní následuje proces nale

zení transformace Uzi, kte rá generuje matici hustoty n nj[ e x p]. Podrobnějš í popis tohoto 
postupu lze nalézt v kapitole 2.3.5. 

Pro matici hustoty nnl[exp], jejíž forma je zobrazena na obr. 2.32, byly s fidelitou větší 
než 0,99 získány dva operá tory t / z l a £/ z 2 s p ř i řazenými p ravděpodobnos tmi pzl = 0,2573 
a pZ2 = 0,7427 v následující formě 

Uzl 

0 ,8210e-°< 0 8 0 9 í 0 ,3575e- 1 < 9 8 9 8 r 

O^SSe1'6731 O ^ ô e " 2 ' 8 3 5 ^ 

f _ / / 0 ,9082e- 1 ' 7 0 5 7 í 0 ,3416e 2 ' 4 9 2 7 í x ( 2 ' ' 0 )  

U z 2 ~ \ 0,2234e 3 ' 0 8 2 í 0 , 3 0 9 2 e - ° < 6 2 9 1 í 

Dále pro matici hustoty Ď n2[exp], jejíž forma je zobrazena na obr. 2.34, byly s fidelitou 
větší než 0,99 získány dva operá tory ř7 z 3 a Ůz± s př i řazenými p ravděpodobnos tmi pz3 = 
0,4537 a pzi = 0,5463 v následující formě 

f _ ( 0 , 2 4 3 4 e ° ' 1 6 3 5 í 0 ,9478e" 1 ' 6 9 8 6 Í N 

U z 3 ~ v O ^ O O l e " 1 ' 6 3 2 3 * 0 , 2 4 4 0 e - ° ' 8 6 1 7 í

/ 

f _ / 0 , 6 1 7 4 e - 1 ' 6 5 9 7 í O ^ l e " 1 ' 5 7 7 5 ^ ^ " ' ^ 
U z 4 ~ ^ O ^ l ô S e - 1 - 7 2 7 7 * O ^ l e " 1 ' 3 4 7 * 

Pro poslední matici hustoty nn3[exp], jejíž forma je zobrazena na obr. 2.36, byly s fi
delitou větší než 0,99 získány dva operá to ry ř7 z 5 a ŮzG s př i řazenými p ravděpodobnos tmi 
pz5 = 0,4621 a pz6 = 0,5379 v následující formě 

f _ / / 0,4847e 2 ' 4 4 2 7 í 0 , 0 6 3 7 e - L 1 1 3 2 í N 

U z 5 ~ { 0 , 7 2 6 2 e ° ' 2 5 4 3 í 0 ,5268e 2 ' 8 5 4 6 í 

V 7 (2.72) 
_ , 0 ,7975e 1 ' 2 9 6 8 í C l ô O l e " 1 - 9 7 2 9 ^ 1 ) 

Ur. z " ~ 1 0 ,5592e 2 ' 7 5 3 9 í 0 ,5402e 2 ' 3 9 4 1 í 

Porovnán ím nalezených operá to rů Ůzi z relací (2.70), (2.71) a (2.72) s př ís lušnými 
operá tory Unj z relace (2.69) není nalezena podobnost. Rozpad na jednot l ivé operá tory 
Ůzi značí hrubou exper imentá ln í chybu. Lze tedy usoudit, že exper imentá ln í realizace 
obecné neun i t á rn í transformace optickou soustavou na obr. 2.10 nebyla úspěšně prove
dena. 
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Závěr 

Tato práce po jednává o P T - s y m e t r i c k é teorii a jej ímu propojení s quasi-hermitovskou a 
pseudo-hermitovskou teorií . Z dos tupných informací ješ tě není zcela zřejmé, jestli VT-
symetr ická teorie je opravdu komplexním rozšířením hermitovské kvantové mechaniky, 
nebo se j e d n á o konkré tn í podskupinu pseudo-hermitovských hami l ton iánů . N a tuto 
otázku je nyní intenzivně h ledána odpověď. 

V prakt ické část i byl předložen návrh l ineárně-optické soustavy pro realizaci obecné 
jednoqubi tové neun i t á rn í transformace, k te rá byla získána z optické soustavy realizující 
obecnou dvouqubitovou un i t á rn í transformaci. 

V první část i experimentu bylo v i r tuá ln í simulací prověřeno, jestli dvouqubi tová 
optická soustava může provést obecnou dvouqubitovou un i t á rn í transformaci. Hledaná 
řešení nas tavení optické soustavy pro realizaci n á h o d n ě generované dvouqubi tové uni
t á rn í transformace byla nalezena ve většině p ř ípadů se shodou větší jak 0,99. 

P řed sestavením optické soustavy pro realizaci obecné jednoqubi tové neun i t á rn í 
transformace byly prověřeny vybrané optické prvky. Nejdříve byly měřícím procesem 
nalezeny směry optických os fázových destiček. P ř i tomto měření se ukázala různá ma
xima a minima u č tv r tv lnných destiček. Použ i t ím těchto fázových destiček lze očekávat 
růs t odchylek v exper imentá ln í demonstraci. Dále byl p roměřen př íčný profil laserového 
svazku, jehož zdrojem byl klasický zdroj světla reprezentován laserovou diodou LP705-
SF15, u k terého byl nalezen očekávány gaussovský tvar. Závěrem byl prověřen z t rá tový 
člen, jako k terý byl zvolen šedý filtr NDL-25C-4 , u něhož funkce transmise byla na
měřena s te jná pro různé intenzity laserového svazku. Ze znalosti tohoto výsledku bylo 
možné definovat z t r á ty v soustavě, a to vy tvořen ím jednoduché závislosti mezi pozicí 
motoru a funkcí transmise bez závislosti na intenzi tě světla procházející šedým filtrem. 

V poslední část i byly na sestavené optické soustavě exper imentá lně demonst rovány 
obecné jednoqubi tové un i t á rn í a neun i t á rn í transformace. Výsledky byly porovnány 
s výsledky získanými v i r tuá lně simulovanou identickou optickou soustavou. 

Získané výsledky byly uspokojující pro un i t á rn í proces, kdežto při exper imentá ln í 
realizaci neun i t á rn ího procesu byly získány velké odchylky od výsledků z v i r tuá ln í simu
lace. Z výsledků realizací neuni tá rn ích t ransformací byly nalezeny operá to ry pro trans
formace, k teré byly skutečně realizovány optickou soustavou. Ukázalo se, že optická 
soustava při požadavku pro realizaci neun i t á rn í transformace prováděla dvě transfor
mace s jednot l ivě př i řazenými p ravděpodobnos tmi , které byly výrazně odlišné od po
žadované. Tento výsledek nebyl očekáván a exper imentá ln í realizace neun i t á rn í trans
formace je proto považována za neúspěšnou. 
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