VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

S

FAKULTA PODNIKATELSKA
J USTAV INFORMATIKY

/
i
= FACULTY OF BUSINESS AND MANAGEMENT
ﬁ INSTITUTE OF INFORMATICS
\
N

GRAFY A ALGORITMY PRO HLEDANI NEJKRATSICH
CEST

GRAPHS AND SHORTEST PATH ALGORITHMS

BAKALA RSKA PRACE
BACHELOR THESIS

AUTOR PRACE MICHAL HAMERNIK
AUTHOR
VEDOUCI PRACE Mgr. MARTINA BOBALOVA, Ph.D.

SUPERVISOR

BRNO 2009



Anotace

Prace pedstavuje &ebni text zarfeny na problematiku teorie gfiafa grafovych
algoritmi. Teorie grafi pomaha ¢asto ieSit problémy a vztahy mezEéastmi
komplikovanych celix a grafové algoritmy pomahaji tyto problémy rychle a efektivn
optimalizovat. V této praci jsou uvedeny zaklady teorieigrdfle popis vybranych
algoritmi a jejich gipadné praktické vyuZziti. Praceude byt vyuZita jako dopljici
text pii vyuce ednetu Diskrétni matematika na Fakbuiftodnikatelské Vysokéhaseni

technického v Bra

Annotation

This bachelor thesis represents an educational text focused on lggaph and graph
algorithms. The graph theory often helps to solve problemweeet parts of a
complicated unit and graph algorithms are quick and effective in tbiniaation.

Basics of graph theory, samples of graph algorithms and praetiaaiples of use are
described in it. This thesis can be used as a supplementany Ristrete Mathematics

taught at Faculty of Business and Management in Brno Uniiy&rfsi echnology.

Kli ¢ova slova
Orientovany graf, neorientovany graf, algoritmy pro hledajkragich cest, Dijkstiv
algoritmus, Floyd-Warshdil/ algoritmus, Bellman-Fof algoritmus, Johnsdivw

algoritmus

Keywords
Directed graph, non-directed graph, shortest path algorithmg&stidijs algorithm,
Floyd-Warshall algorithm, Bellman-Ford algorithm, Johrisadgorithm



HAMERNIK, M. Grafy a algoritmy pro hledani nejkratSich ceBtno: Vysoké geni
technické v Briy, Fakulta podnikatelska, 2009. 47 s. Vedouci bakké&prace Mgr.
Martina Bobalova, Ph.D.



Cestné prohlaseni

ProhlaSuiji, Ze fedloZzena bakatéka prace je jwvodni a zpracoval jsem ji samostatn
ProhlasSuji, Ze citace pouZzitych pranieje Uplna, Ze jsem ve své praci neporusil
autorska prava (ve smyslu Zako#al21/2000 Sb., o pravu autorském a o pravech

souvisejicich s pravem autorskym).

V Koptivnici dne 21. kétna 2009



Podékovani

Na tomto mist bych rad po&oval pani Mgr. Martia Bobalové, Ph.D. za jeji pomoc,

rady a pipominky v pabéhu zpracovani této bakaskeé prace.



Obsah

© O N oo oo bk owdDdbdDdE

A WO DN P

[ERN
©

[ERN
=

(1770 o [PPSR 7
HISTOTICKY VYVO] ..ottt 8
L0721 (015111 (0 )Y AV A4 o | USRS 8..
VYVOj V CESKYCN ZEMICN ...uvviiiiiiiiiiiiieeeeeeee e 8
NejznangjSi grafove UloNY ............oooiiiiiiiiiiiie e 9
Zakladni pojmy z teorie gréif.............oooviiiiiiiiie e 12
Matematicka reprezentace graf...........cccooeeiiiiiiii 22
Grafové algoritmy pro hledani nejkratSich cest........ccccvvvvvviiviiiinnnnnn. 24
DijKStraV algOritMUS .......ccooiiiiieeiiiiee e e e e e e e e e e e e e eees 24
Floyd - Warshallv algoritmus ............ooooiiiiiiiiiiiiiii v 30
Bellman — FOrdv algoritmus .............eeeeeiiiiiiiiiiiiie s 32
JONNSOAV AlgOITMUS ... e e e e e e e e e eeeannes 35
Asymptoticka Sl0Zitost algoritin...........evveveeiiiiiiiiiiieeeeeee e, 38
ZNOANOCENT @ ZEV....cevveeieeiiie e 40
Seznam inform@&ich Zdrofi ..........cceeevviiiiiii e 42
Seznam obrazka tabulek .............cccccoiiiiii 44
REJSETK. et 46



1. Uvod

NaSe jednadvacéaté stoleti je stoleti dynamickym. Rychly rozveyvaj muzeme
sledovat ve vSech oblastech lidskyghnosti. Motorem veSkerého mysSleni je mozek,
ktery je zdrojem napd@da mySlenek. Ale Kk jejich realizaci jsou zafedti stroje,
piistroje a izna zaizeni, kterymi pak napady uvedeme do praxe, aby nam uz tak dost
uspichany a komplikovany Zivot ulétty.

Klasické obory jako jsou matematika, fyzika, chemie aj. jsou pstdte v popedi
zajmu ¥dci a vyzkumnych pracovnik protoZe tvéi pilite dalSich ¥dnich oboi#, bez
kterych si nas Zivot jiz¢ko dokazemeigdstavit — nap informatika.

Souwasny vyzkum informatiky se énuje zlepSeni komunikace mezlovékem a
pocitatem a zefektivéni zpisoha tvorby, vyuZiti a hledani informaci mimo jiné i za
pouziti struktur zvané grafy, jejichz vlastnosti zkouma teorigigra

Pod pojmem graf si&Sina lidi gedstavuje graf statisticky nebo graf funkce. Tato prace
o zmirénych druzich grdf pojednavat nebude, nybrz se zsinma grafy reprezentované
jako diskrétni struktury, které jsou temy vrcholy, a ty propojeny hranami, slouzici
jako abstrakce tznych problém, kde jsou dlezitéjSi topologické vlastnosti nez
nagiklad umisgni v prostoru.

Takovéto struktury mohou poméahat nejenom v informatice aleelektrotechnice,
chemii, informatice, sociologii a dalSich oborech.

Jednim z typickych probléimteorie grafi je hledani nejkratSi cesty a na tento problém

je prace zartena.



2. Historicky vyvoj

2.1 Celoswtovy vyvoj

Za zakladatele teorie gfafse povaZuje Leonhard Euler, ktery roku 1736 ve své
publikaci Solutio problematis ad geometriam situs pertinge§is tlohu, zda je mozné
projit pres sedm mostve nest Konigsbergu (dnesni Kaliningrad), kde podminkou
bylo, Ze po kazdém mostu je mozZné projit pri@adnou.

Grafy a jejich vyuzivani v tlohach pak nadloutistavaly na okraji zajmu matemaitik
az do roku 1847, kdy Gustav Kirchhoff publikoval zakony, ktdedi v elektrickych
obvodech a slouzi k vyptu nagti a proudu v jednotlivychatvich obvodu.

V roce 1852 byl Francisem Guthrienkedstaven problénctyi barev”. Byla poloZzena
jednoducha otazka, zda je mozné obarvit libovolnou mapu za poejegsectyi barev
tak, aby kazdé dvsousedni zetnmély barvu odliSnou.

Teorie grafi zasahla vroce 1857 i chemii, kdyZz Arthur Cayley za pongrait

zjistoval paty riznych uskupeni molekul alkan

2.2 Vyvojv ¢eskych zemich

Ve 20. stoleti dochazelo k velkému rozvoji teorie gliada (Easti ceskych matematik

V roce 1926 publikoval Otakar Biorka algoritmus pro nalezeni minimalni kostry grafu
za (telem vystavby elektrickych siti. Stejny problém, avsak jinynorélgem, vyesil

v roce 1930 takeé Vajth Jarnik.

Jednim z novodobych vyznamnyséskych matematikv oblasti teorie grdfje Vaclav
Chvatal z Concordia University in Montreal, ktery se mima jipodilel na vyvoiji
programu Concorde TSP Solver slouZidie&eni problému obchodniho cestujiciho
(viz kapitola 3). Concorde je vyuZivan konkréirk reSeni problérin v genetice — b
mapovani genového fondu, k predikci funkci praieipro navrhy tras vozidim,
konverze bitmapovych obrazkha malby kreslené nggruSenymi tahy, pro planovani

tras lodi pro seismicky vyzkum atd., a to vSe v rekdtdatkychcasech.



3.  Nejznamgjsi grafové alohy*

Uloha o sedmi mostech ®sta Konigsberg
Jak jiz bylo zmigno, tak tato slavna uloha, jejimz ukolem bylo zjistit, bgllo mozné
piejit sedm mostve mestt takovym zgisobem, aby ten, kdo se o to pokusi, vstoupil na

kazdy most pouze jednou. Leonhard Euler jako prvni dokazal,rbené neni.

Obréazek 1: Uloha o sedmi mostech ¥sta Kénigsberg

Euler na zaklagl mapy nésta Konigsberg problémigvedl na graf a dokazal, ze
eulerovsky tah v grafu neexistuje (viz obrdzéso 1). Eulerovské grafy maji totiz tu
vlastnost, Ze je mozné je ,nakreslit jednim tahem®. Jedri@ddefinice pro eulerovské
grafy zni, Ze graf Qe eulerovsky, prav kdyz je souvisly a kazdy vrchol ma sudy

stupe.

Poznamka:

Dnesni situace v Konigsbergu, v gasné dob nazyvanému Kaliningrad, je diky
historickému €ni v této oblasti jind. Jeden most byl &m jiz pged druhou sstovou
valkou a pak byl znovu vybudovaréMci v roce 1935, dva z mdsbyly zniceny za
britského naletu v roce 1944 a dalSi dva byly gpzhiceny So¥ty pri stavi® dalnice.

! Zpracovano dleGraph theory - History, Wikipedie ot@na encyklopedi€l 2)



Obrazek 2: Dnesni pohled na Kaliningrad

Z mapy a obrazkdgislo 2 je patrné, Ze po vySe zmigch historickych udalostech je
mozné projit mosty v Kaliningradu, propojujici stejnytrivgek s pevninou, takovym

zpiusobem, Ze se kazdy most projde pouze jednou.

Uloha jezdce

V této uloze je ukolem, aby se Sachovy jezdec v souladuhsaui pravidly
pohyboval po prazdné Sachovnici tak, aby kazdé pole naystéwé jednou.

Timto problémem se zabyvali jiztetlowci arabsti a indii u¢enci a prvnireSeni jsou
znama jiz z 9. stoleti.

Tato Uloha séeSi dale viiznych modifikacich, kde sedmi velikosti Sachovnice nebo
je podminkou, Ze jezdec se musi pohybovat po Sachovnici 8k8tgk, aby mil
moznost se vratit na vychozi misto, kdegm ve 26 534 728 821 064ipadech jezdec
korki na poli, odkud oft ohroZuje své startovni pole.

Hamiltonova hra

V roce 1857 sir William Hamilton vymyslel hru, jejimz d&m bylo pospojovat
vSechny vrcholy pravidelného dvandctisi tak, aby byl kazdy vrchol pouZit prav
jednou, a vratit se do vychoziho mista.

Problém ¢étyr barev
Problém ¢tyi barev je formulovan timto #Zgobem: ,Sta&i ¢tyti barvy na obarveni

libovolné politické mapy tak, aby Zadné dva sousedici stébyly obarveny stejnou

2 Zpracovano dleGoogle maps — KaliningrafL3)
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barvou?* Obec¥ji se Ize tdzat na minimalni gebny pdet barev. Poddo se dokazat,

Ze @t barev postéuje. Oproti tomu tvrzeni, Zétyii barvy st&i, dlouhou dobu
odolavalo vSem pokiisn o dikaz, nikdo vSak také nebyl schopen nalézt mapu, ktera by
ho vyvratila.

Dtikaz gredstavili az roku 1976 améti matematici Kenneth Appel a Wolfgang Haken
tim, Ze pomoci potatového programu vymodelovali 1936 moZnych konfiguraci.
Nasledi pak dokazali, Zze tyto konfigurace pokryvaji vSechny moznostiotkut
potrebovali 1200 hodin procesorovébasu). Tento tkaz vSak velk&ast matematik

odmita akceptovat, protoZe jej Zzadny matematik neni schdfran pkontrolovat.

Uloha obchodniho cestujiciho &inského po¥aka

Tyto ulohy pati mezi tzv. NP-UpIné problémy, coZz znamend, Ze v obecrigmad
neni znam algoritmus jak naléeSeni v rozumnérdase, které by bylo ¥ase anmirném
néjaké mocni poctu vrchofi. V praxi se tyto tlohyeSi pouze fiblizné heuristickymi
algoritmy.

Problém obchodniho cestujiciho je tedy obtizny diskréttiinatizacni problém, jehoz
ukolem je najit nejkratSi moznou trasu, prochézejici vSetstyra vracejici se naZp
do vychoziho résta.

Problem¢inského pogka je definovan Zsobem, Ze poak musi dendé projit vSechny
ulice svého obvodu a vrétit se na misto, odkud lvyEke mu o to, aby tato cesta byla co
nejkratSi, avSak na rozdil od uUlohy obchodnihoujiesho miZze projit kterymi misty

vicekrat.

11



4. Zakladni pojmy z teorie grafi
,Graf G je uspdadana dvojicdV,E), kde V je libovolna neprdzdna mnozinaEkaje
mnozina dvoubodovych podmnoZin mnoziy Prvky mnozinyV se jmenuji vrcholy

(uzly) grafuG a prvky mnozinyE hrany grafu.?

Grafy se dle svych vlastnostéldna mnoho podskupin, kde zakladni réedi je na
jednoduchy graf a multigraf.

Jednoduchy graf se sklada z vreha vzdy dva wzné vrcholy spojuje pr&vjedna
hrana. Naproti tomu takzvany multigraf se sklada z viclohran, picemz dva iizné
vrcholy miZze spojovat viceiznych hran. Ofas potebujeme v grafu vyuZit i takzvané
smycky, které vSak v multigrafech nejsou povoleny. Takovym taftgn pakiikame

pseudografy (viz obrazeislo 3).

Obrazek 3: Jednoduchy graf, multigraf a pseudograf

orientované.

Neorientované grafy

.Neorientovany graf G je uspadana dvojice (V,E), kde V je libovolna nepradzdna
mnoZzina akE je mnoZzina dvoubodovych podmnoZzin mnozZzmyPrvky mnozinyV se
jmenuji vrcholy (uzly) grafuG a prvky mnozinyE hrany grafu. Hrany se zapisuji
zpasobem e ={x,y}, tedy vrcholy x a y spolu inciduji. UZ z gipu neorientovanych

grafi navic plati, Ze mnoziny {x,y}a {y,x} jsou si rovny. DalSiagtnosti je, Ze jedna

3 Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESEIL, J. Kapitoly z diskrétni matematikg. 95, (3)
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hrana ma spotmé maximala dva vrcholy. Vrchol, ktery neinciduje s Zadnou hranou je

nazyvan izolovanym

Stupei vrcholu

Stupe vrcholu je vyjadencislem, které znd pocet hran, se kterymi vrchol inciduje
(viz obrazekiislo 4).

Stupe vrcholu znéime |x|.

Je-li vrchol izolovany pak |x| = 0.

Vlastnosti vrchal v grafu:

* Souet vSech stup vrcholi v grafu je roven dvojnasobku ga hran, tedy

Lrevlxl = 2|E|
* Pazet vrchoti lichého stupé v grafu je vZzdy sudéislo

2

2 2

Obrazek 4: Stupngé vrcholia v grafu

Bipartitni graf

Pojmem bipartitni graf (viz obrézelislo 5) se oznaije takovy graf, jehoZz mnozinu
vrcholi I1ze rozalit na dw ¢asti tak, Zze zadné dva vrcholy ze stejné mnoziny nejsou
spojeny hranou. Pokud jsou vSechny vrcholy mnoZiny zip®asti propojeny

s mnozinou vrchdl z ¢asti druhé, hovidme o Uplném bipartitnim grafu.

* Zpracovano dle: MEZNIK, IvarDiskrétni matematikzs. 37 (4)

13



prvni ¢ast

druha ¢ast

Obrazek 5: Bipartitni graf

Podgraf, faktor grafu
Podgraf jetast grafu, ktera vznikne vybranim podmnoziny hran spolutsolyckteré

s danymi hranami inciduji (viz obrazeislo 6).

Puvodni graf Odvozené podgrafy

=N

Obrazek 6: Podgraf

Faktor grafu vyjatlje, Ze graf ma stejnou mnozinu vrang@ko pivodni graf (viz

obrazelgislo 7).

Puvodni graf Odvozené faktory grafu

R

Obrazek 7: Faktor grafu

o
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Isomorfismus

.Dva grafy G=(V,E) a G'=(V',E") nazyvame isomorfni, pokud existuje vzajemné

jednoznané zobrazeni - bijektivnf*

Isomorfismus ve své podstatpredstavuje ,pejmenovani vrchal v grafu”,
v matematické terminologii znamena ekvivalentni.
P ovérovani isomorfnosti graf musime hledat Zgob, jak je mozné vrcholy prvniho

grafu grejmenovat tak, aby odpovidaly vrchol grafu druhého.

Ll [ l

L4

a b C

Obrazek 8: Isomorfismus

Na obrazkuwislo 8 jsou vSechnyitgrafy isomorfni. Isomorfismus u prvnich dvou graf
se da znézornit néjlad takovymto zobrazenim: 1 —a, 2 -d, 3—-b, 4 — e¢ 56— f.

Moznosti takovychto zobrazeni existuje mnohem vice.

Poznamka:

Pro malé obrazky neni zpravidi&Zké rozhodnout, zda jsou isomorfni nebo ne, i kdyz
na gikladu z obrazkuislo 8 to nemusi byt na prvni pohled patrné. AvSak rozhodovani
zda jsou grafy isomorfni, je obecmwbtizné a neni znam zadny efektivni algoritmus
fungujici ve vSech fippadech. Dokonce se soudi, Ze ani Zzadny efektivni algoritmus

neexistuje.

® Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESEIL, J. Kapitoly z diskrétni matematikg. 98, (3)
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Planarni graf

.Planarni (rovinny) graf je graf, pro ktery existuje takové rovimakresleni, Zze zadné
dvé hrany se nefzi.“ ©

Muze se stét, Ze graf je nakreslen takovyrisppem, Ze se hrany protinaji, al&qgm
jinou grafickou interpretaci e byt nakreslen bez protinani hran. V takovéimpaut

se jedna o planarni reprezentaci grafu (viz obréizia 9).

Puvodni graf Odvozeny planarni graf

Obrazek 9. Planarni graf

Cesta a souvislost v grafu

Cesta
Definice
».cestou v grafu je posloupnost vrcha hran (y,ey, ... Wh,&,), kde vrcholy ¥ . v, jsou

navzajemiizné vrcholy grafiG a pro kazdé= 1, 2 ... nje 8={ vi1 v} e HG).*’

Cesta je tedy posloupnost vrctiopro kterou plati, Ze v grafu existuje hrana z daného
vrcholu do jeho naslednika (viz obrazéglo 10). Zadné dva vrcholy (a tedy ani hrany)
se fFitom neopakuji.
Posledni podminka odliSuje cestu od dvou podobnyahipejtah a sled:

» tah je posloupnost, kde se mohou opakovat vrcholy, aleamy h

* sled je posloupnost, kde se mohou opakovat i hrany

® Zpracovéano dle: MEZNI’K,V IvarDiskrétni matematikas. 46 (4)
" Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESEIL, J. Kapitoly z diskrétni matematikg. 102, (3)

16



Obrazek 10: Cesta v grafu

Souvislost
Definice
,Rekrgme, Ze grats = (V, E)je souvisly, jestlize pro kazdé dva jeho vrcholyy

existuje VG cesta z doy."®

Pokud graf neni souvisly, tatasti, ze kterych se sklada (a samy jsou souvislé), se
nazyvaji komponenty grafu.

Rozdil mezi grafem souvislym a nesouvislym je prezentovan @alkanfisio 11.

XX
VY

Souvisly graf Nesouvisly graf

Obrazek 11: llustrace grafové souvislosti a nesouvislosti

Kruznice (cyklus) v grafu
Definice
-Kruznici v grafu rozumime uzdgnou posloupnost propojenych vranokde kazdy

vrchol neorientované kruZnice ma stiige"®

J. Kapitoly z diskrétni matematikg. 103, (3)

® Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESE
RIL, J. Kapitoly z diskrétni matematikyg. 102, (3)

IT—:
® Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESEIL,

17



NejkratSi moznou kruznici v grafech je trojuhelnik, tedy Uplaf ge temi vrcholy.
Definice cesty a kruznice jsou si velmi podobné. V obou du@padech pracujeme

s posloupnosti hran a vrcliolAvSak na rozdil od cesty je v kruznici prvni a posledni
vrchol stejny a na navic kruznice nepovoluje nulovou délkwZKice ma vyse

zmirgnou minimalni délku 3 (viz obrazeikslo 12).

AN

Obrazek 12: Kruznice v grafech

Strom grafu

Definice

Graf je stromem pravtehdy, kdyz kazdé dva jeh@zné vrcholy jsou spojeny jedinou
cestou.

Strom je tedy souvisly graf neobsahujici kruznici (acyklicky) ezinkazdymi déma

jeho vrcholy existuje prévjedna cesta (viz obrazelslo 13).

A\ A

Obréazek 13: Ukazky stromi

Pro stromy plati tzv. Eul@v vzorec pro stromy
IVI=|E| +1

18



Poznamka:
Stromy secasto vyuZivaji vinformatice k ukladani a vyhledavani dat jdktova
struktura. Jejich hlavni vyhodou je vysoka efektivita vyhledgwdle Ize je také vyuzit

k efektivnimuiazeni hodnot.

Kostra grafu
Definice
.Kostrou grafu G rozumime podgraf v G, ktery obsahuje vSechetyoly grafu G a je

stromem.2°

Kostra grafu je tedy libovolny podgraf, ktery hranami spojwSechny vrcholy

puvodniho grafu a zaroviessam neobsahuje Zadnou kruZznici (viz obr&gdslo 14).

e O @
O O O
o— o o

Obréazek 14: Kostra grafu

Orientované grafy

Pojmem orientovany graf (viz obrazeislo 15) se v teorii gréfoznauje takovy graf,
jehoz hrany jsou uspadané dvojice. Naproti tomu hrany neorientovanychtgjsdu
hrany reprezentovany dvouprvkovymi mnozinami. Hrany orientdvargrafu maji tedy
pevre danou orientaci a hrany vychazejicixzdoy a z y do x budou vyjadovany

raznymi hranami.

10 Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESEIL, J. Kapitoly z diskrétni matematikg. 150, (3)
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Definice
,orientovany grafG je dvojice ¥, E), kdeE je podmnoZina kartézského st V x V.
Prvky E nazyvame orientované hrany. Orientovana hens tvar &, y). Rikame, ze

tato orientovana hrana vychazt a korgi v y.“**

8

Obréazek 15: Orientovany graf

Silné souvisly graf

Graf je silré souvisly, existuje-li pro kazdou dvojici uizk ay cesta z2 doy i zy dox.

Ohodnoceny graf

Pokud k hranam gréaf & uz neorientovanym nebo i orientovanyrifgdimecisla, pak
je nazyvame ohodnocenymi (viz obrazgiklo 16). Takovéto grafy maji poté velmi
rozsadhlou moznost vyuzitiriPazen&isla mohou reprezentovat vzdalenost messty

cenu, kterou musime zaplatit zaignod hranou¢asovou narénost ukonu apod.

Obrazek 16: Fiklad ohodnocenych grafi

11 Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESEIL, J. Kapitoly z diskrétni matematikg. 128, (3)

20



V ptipadt, Ze jsou v grafu hrany ohodnocené, takésbunodnot z witého vychoziho
uzlu do uzlu koncového vyjagie tzv. délku cesty.
V takovych grafech poté existuje moznost, za pomoci algbribiedat cesty nejkratSi

nebo v gkterych ulohach, typdasové analyzy u metody kritické cesty, naopak cesty
nejdelsi.
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5.  Matematické reprezentace grafi*?

Doposud byly grafy popisovany pomociznych typm diagrani, avSak grafy se daji
popsat i jinymi zpsoby. Mezi dalSi zjsoby popisu grdif pati moZznost pomoci
seznamu sousédiz zmininé datové struktury anebo pomoci matic. Jakotegde]Si

maticovy popis grdf se vyuziva matice sousednosti.

Matice sousednosti
Definice:
Necht je dan obyejny graf G = (V,E) s mnozinou hran E = {e e} a mnozinou uzi
V = {v1 .. \,}. Matice sousednosti bud&vercova maticag&ddun x n kter4 ponese
oznaeni S a jeji prvky;sse budouidit predpisy:
* U neorientovanych graf
sj = 1, pokud uzly va v budou sousedni

sj = 0, pokud uzly va \f sousedni nebudou

« U orientovanych graf
sj = 1, pokud hrana z uzly povede do uzlu;v

sj = 0, pokud hrana z uzluy nepovede do uzly v

Z téchto gredpisi také vyplyva, Ze na hlavni diagonale matice, pokud budeniuat
o grafech bez sndgk, budou vzdy nuly, dale Ze u neorientovanychigbafde matice
symetricka podle hlavni diagonaly. &b jednéek v matici u neorientovanych gtaf
bude roven dvojnasobku §ta hran, zatimco pet jednéek v matici u orientovanych
grafi bude stejny jako gt hran (viz obrazekislo 17).

12 7pracovano dle: VEERKA, A., Grafy a grafové algoritmys. 16, (5)
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Obrazek 17: Matice sousednosti

U ohodnocenych grafstai jen jednéky nahraditcisly reprezentujici metriku v grafu a

dostaneme tak matici sousednosti pro ohodnocené grafy.

Reprezentace graif pii programovani

JelikoZ se hoj& pii programovani grafovych struktur vyuziva matic sousednostisitak
programator vystd s dvourozmirnym polemradun x n

AvSak matice sousednosti neni vzdy nejvhg&im zpisobem reprezentace grafu
v pantti pocitace. Obzvlag kdyz ma graf malo hran. \¥dhto gipadech byva
vhodrgjSi pro kazdy vrchol zadat seznam jeho sotis&édkovou reprezentaci je mozno
udélat pomoci dvou jednorozimych poli. Prvni pole v tomtoripad ma stejny pdet
prvka jako je p&et uzh v grafu. Kazdému uzlu poté odpovida jeden prvek polémzn
je uloZzena hodnota indexu, od kterého v druhém pdglindaseznam ué) které jsou
sousedy daného uzlu. V poli, ve kterém jsou uvedeny sezesaosed, musi existovat
na konci seznamu sousegednotlivych uzh druh oddlovace, ktery namiika, kde
seznamy sousédorti. Jako piznak ukokeni se da vyuzit nailad ¢islo -1.

Pro urychleni #kterych komplikovagjSich algoritnii se vyuZzivaji slozgSi
reprezentace graf Takova reprezentace e byt za pomoci dynamické datove
struktury, kde uzel grafu bude reprezentovan jako strukturovamyyd&gp a kazdy

uzel bude obsahovat pole (seznam) ukazaiglsousedni uzly.
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6. Grafové algoritmy pro hledani nejkratSich cest

Jednou ze zakladnich uloh v teorii grgg hledani nejkratSi cesty v grafech mezirda
zadanymi vrcholy. Takovy poZzadavek vznikd v mnoha praktickyiitlaplech nap pri
hledani nejkratSiho dopravniho spojeni. Dosud objevené tahyaeSici tento typ Glohy
vétSinou p@itaji mnohem vice, nez je od nich pozadovano - zpravidla nalégkjatsi
cesty z vychoziho vrcholu do vSech (nebo mnoha) vichol

V teorii grafi existuje velké mnozZstvi algoritim které korektd funguji @i splréni
nékterych grafovych podminek. ddteré typy algoritmy funguji napiklad jen tehdy,
kdyz se jedna o neorientovany graf, nebo pténdy, kdyZ se jedna o graf orientovany.
Také se musi brat v potaz ohodnoceni hran, thalstiteré algoritmy nedokazou

pracovat se zapokrohodnocenymi hranami v grafech.

6.1 Dijkstr qv algoritmus

Dijkstrav algoritmus ¢{ti ,,Dajkstrav”, holandské jméno) je algoritmus, ktery byl roku
1959 redstaven informatikem Edsgerem Wybe Dijkstrou, slouzitalkzeni nejkratsi
cesty v grafu. Je kowmy (pro jakykoliv koneény vstup algoritmus skdi), protoze
v kazdém pichodu cyklu se do mnoziny navstivenychuuptidad pré¢ jeden uzel.
Prichodi cyklem je tedy nejvySe tolik, kolik ma graf vrcholFunguje nad hraneév

kladne ohodnocenym grafem a nezalezi na tom, zda je graf orientovaikpliv.

Popis algoritmu

Mg&jme graf G, v nmz hledame nejkratsi cestReknsme, ZeV je mnozina viech
vrcholi grafuG a mnozingE obsahuje vSechny hrany gra®u Algoritmus pracuje tak,
Ze si pro kazdy vrchal z mnozinyV pamatuje délku nejkratSi cesty, kterou setun
d& dostat. Ozréane tuto hodnotu jakd[v]. Na z&éatku maji vSechny vrcholy v hodnotu
d[v]= o0, krome potateniho vrcholu s, ktery ma[s]=0. Nekon€&no symbolizuje, Ze
nezname cestu k vrcholu.

Dale si algoritmus udrzuje mnozirtd/a N, kde Z obsahuje uz navstivené vrcholyNa
dosud nenavstivené. Algoritmus pracuje v cyklu tak dlouhlkydi neni prdzdna nebo
je navstiven koncovy bod nejkratSi moznou cestou. V kazdéohgulu cyklu se iida
jeden vrcholvmin z N do Z, a to takovy, ktery ma nejmensi hodnaly] ze vSech

vrcholi v z N.
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Pro kazdy vrchol, do kterého vede hrana (oznee jeji délku jakd(vmin,u) z vmin
se provede nasledujici operace.

Pokud @[vmin] + I(vmin,u) < d[u], pak dod[u] pfitad’ hodnotud[vmin] + |(vmin,u)
jinak neprovagj nic.

AZ algoritmus sko&i, potom pro kazdy vrchot z V je délka jeho nejkratSi cesty od
pocateeniho vrcholu uloZzenad[v].

Piiklad

Na za&atku algoritmu vSem vrchéin, kromg pocateiniho, nastavime hodnotu
nekon€no symbolizujici fakt, Ze nezndme cestu k vrcholu¢dR®nimu vrcholu

nastavime jako vychozi hodnotu nulu (viz obraze#o 18). Koncovym vrcholem je

uzelgislo pet.

Obrazek 18: Prvni (inicializaéni) krok Dijkstrova algoritmu

Je patrné, Ze graf nema zapoohodnocené hrany, tedy nejkratS§i moznou nalezenou
cestou je cesta o délce nula, proto je tedyrapena p&ateinimu vrcholu.

V kazdém nasledujicim kroku algoritmu (obrazisio 19 - 24) bude vybran uzel, ktery
nemusi byt celkay optimalni, ale prozatim bude nejblizecat&nimu vrcholu. Poté

prepaiitame hodnoty kazdému uzlu, ktery je s &wychozim propojen hranou.
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Obréazek 19: Druhy krok Dijkstrova algoritmu

V tomto okamziku jediny navstiveny (optimdlni) uzel je uzekgv@ni. Jako s
nasledujicim (na¥ vychozim) uzlem budeme @itat s uzlemcislo ¢étyfi (diky jeho
mensi vzdalenosti od patku), ze kterého segpaiitaji dalSi nasledovnici.

2 3

Obrazek 20: T¥eti krok Dijkstrova algoritmu

Nyni dochazime k iezitému zjis¢ni, a to takovému, Ze z gateeniho uzlu do uzlu
¢islo dva jsme nalezli kratSi cestu né&@dni gimou. Resuneme se tedy do uzlislo
dva (no¥ vychozi) a pepaitame hodnotu wétim uzlu. Nasleduje navrat&pdo uzlu

v v

¢islo étyfi z divodu nizsi metriky nez je u uzlu dva.
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Obréazek 21: Ctvrty krok Dijkstrova algoritmu

KdyZ se podivdme na uzlislo pit a fi, zjistime jednoduchym porovnanim jejich
délkovych hodnot, Ze jsme jiz nejkrat§i moznou cestu naKjiogsitanus ukokime.

Obréazek 22: Vysledek Dijkstrova algoritmu

Poznamka

Pri programovani a pouzitidkych grafi (grafy s pétem hran mnohem menSim nez
[VI*) miaZe byt Dijkstfiv algoritmus implementovan mnohem efekdijinim, Ze se graf
zapisuje pomoci seznamu ukazateh sousedni uzly.

Modifikace Dijkstrova algoritmu *3

Dijkstriv algoritmus, #&koliv je porgrné rychlym algoritmem, existuje whkolika

modifikacich, které hledani nejkratSi cesty urychluji a zefeljiv

13 Zpracovano dle€ERNY, J.,Z&kladni grafové algoritmys. 101, (8)

27



Mezi zakladni modifikace pit
* Obousndrny Dijkstriv algoritmus
» Dijkstrav algoritmus s heuristikou

« Silni¢ni hierarchie (zefektivini hledani)

Obousmérny Dijkstr av algoritmus

Jedna se o modifikaci algoritmu, kdethlem pfibchu algoritmu se gidaji dw
jednosngrna vyhledavani. Jedno je vedeno ze startovni paza&@ruhé pak z pozice
cilové d. Ob¢ vyhledavani vytve strom nejkratSich cest ze startovniho bdgu
respektive cilového bodD. Algoritmus je ukotien ve chvili, kdy je pgmik stromi D a
Sneprazdny. Nalezena cesta je pak kombinaceeesfD N S}) u ({D N S} — d).

Tato modifikace se vyuziva ke grovani v néstskych dopravnich sitich.

Dijkstr v algoritmus s heuristikou

Dijkstrav algoritmus hleda nejkratSi cestu rovriimné na vSechny strany — prochazi
tedy vSechny vrcholy v gadi uteném vzdalenosti od pétku. KdyZz budeme hledat
cestu nafiklad z Prahy do Brna takiippéhu algoritmu spéitdme nejkratSi cesty také
do Jihlavy, ale i Karlovych Vér Fritom Karlovy Vary lezi na ogmé strad od Prahy
nez Brno.

Heuristika u tohoto algoritmu spiwa v tom, Ze misto vzdalenosiiv] budeme péitat
sd’[v] = d[v] + vzdalenost ¥ do cile vzduSnogarou. To nam zagi, Ze cestu do
Jihlavy spe@itdme dive nez do Karlovych Vardiky tomu, Ze vrcholy pobliZ cile budou

zvyhodreny.

Silniéni hierarchie

Predstavme si, Ze gr& odpovidé silnini siti celé Evropy (fiblizné milion vrcholi).
Pokud bychom ckiti nalézt nejkratSi cestu z Helsinek do Lisabonu tak vyuZzijeme
Dijkstrav algoritmus.

Kdybychom chili realizovat ®jaky planov& tras, kde existuje moznost Zny cesty a
tedy i velké mnozstvi vypa, které by ndly probihat v realnéndase, tak samostatny

Dijkstrav algoritmus se prov&tin¢kolik desitek minut.
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KdyZz tedy budeme hledat nejkratSi cestu z Tampere do Lisabakyi nebudeme
hledat v celé silgni siti Evropy (jedna se ofifis velky graf), ale veiech fazich a

v mnohem mensSich grafech. V prvni fazi nalezneme nejkratSi cesty z Tanmgere
hranéni prechody Finska. Ve druhé fazi nalezneme nejkratSi cesty Zhilami
piechodu Finska do Portugalska. Cesty navic hledame ve zjghroEin grafu
evropské silnini sit, ktery jako vrcholy obsahuje pouze hgamiprechody. Ve iteti
fazi nalezneme nejkratSi cesty z htamch gechod: Portugalska do Lisabonu.

Z vysledku vSechit fazi poskladame acyklicky graf, ktery obsahuje pouze Tampere,
Lisabon a hragni prechody Finska a Portugalska. Takovyto graf ma uz jen par vrchol
a i diky tomu, Ze je acyklicky izeme v 8m najit cestu v linearnikase.

Hierarchie niZze mit i vice arovni. Celou Evroputieme rozdlit na oblasti podle
stat, staty na oblasti podle kiajOblasti vibec nemusi odpovidat pravnimu réizahi.

Jde jen o to, aby kaZdéa oblastlanmalo vstupnich mis€im mér jich bude graf mit,
tim bude jednodussi a algoritmus rychlejsi.

ProteSeni problému jak nalézt ty spravné silnice se poté vyukivzag modifikované

heuristiky.

Vyuziti

Tento algoritmus je¢asto pouzivan u @vych prvki jako sowdast smdrovacich
protokoli typu OSPF (Open Shortest Path First), coz je adaptivni hierkychi
distribuovany routovaci protokol, prov@iti zmeny v routovacich tabulkach na
zaklad zmeny stavu v siti a jednd se 0 nejpouZiyjdn routovaci protokol uvnit
autonomnich systéim

TaktéZ modifikace tohoto algoritmu se pouZivaji fitdpd pro hledani spojeni viak
nebo tras v navigaich systémech. Modifikace speaji v tom, zda hledame nejkratSi

nebo nejrychlejsi trasu.
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6.2 Floyd - Warshallav algoritmus

Floyd-Warshaliv algoritmus hleda nejkratSi vzdalenosti mezi vSemi parg. ixbcili
toho tak, Ze porovnava vSechny mozné cesty mezi kazdygmalwzly a algoritmus
postupr zlepSuje odhad nejlepsi cesty az do okamziku, kdy uz vialégena cesta je
opravdu ta nejkratsi.

Algoritmus je zejména vhodny pro husté grafy, kde je rychleg Dijkstfiv,
opakovany pro vSechny vrcholy. Algoritmus je zaloZen na gratatici sousednosti.

Popis algoritmu

Mame graf G o vrcholech 1 aZ Kivercova matice sousednosti D[i][j] o rozrach

N x N nese ohodnoceni hran grafu. Algoritmus se skladaégzN Na konci kazdé k-té
faze bude algoritmus porovnavat délku cesty v DJ[i][j], ktet&enobsahovat vrcholy 1

az k — 1, s délkou cesty, kteraide navic obsahovat vrchol k. Porovna se tedy hodnota
DIi][j] s hodnotou DJi][k] + D[K][}] @ menSi z nich bude uloZzena govku DIi][j]. Po
absolvovani vSech N fazi je algoritmus u koncet@eme z matice sousednosti zjistit
délky nejkratSich cest mezi vS8emi dvojicemi vréholgrafu.

S rekonstrukci cest algoritmus néfia, ale o tuto funkci jej Ize rozi

Piiklad
Stejre jako @i provadni algoritmu pditacem, tak i pi pocetni metod je vhodrjSi
piiklad prop@itavat za pomoci matic sousednosti. Jelikoziklgd velmi jednoduchy,

ale obsahuje velky get krokii, tak rekteré budou zasmné vynechany.

Obrazek 23: Graf pro demonstraci Floyd - Warshallova algatmu
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Z prikladového grafu (viz obrazedslo 23) si sestrojime matici sousednosti, ve které
postupr budeme porovnavat v jednotlivych krocich hodnoty vzdalénost

1| 2| 3|4 1(2]|3]|4
110 1 2 110 N 2
2[N O 31 o 2[N O 3 1
3|1 3 05 3|1 3 0 5
412 1 50 412 1 5 0
(k.i,)=(1,1,2) (k,i,)=(1,1,3)
O+N<N? 0+1<17?
NENI NENI
1| 2| 3|4 1(2]3]|4
1/]0 N 1 2 110 N1 2
2 0 31 o 2 0 31 -
3|1 3 05 3|1 3 0 5
412 1 50 412 1 5 0
(k.i,)=(2,2,2) (k.i,)=(1,2,3)
N+N<OQ? N+1<3°?
NENI NENI
1| 2| 3|4 1(2]3]|4
1/0 N 1 2 1/0 N 12
2[N 0 31 > 2[N 0 3 1
3 3 05 3 3 05
412 1 50 412 1 5 0
(k,i,)=(1,3,3) (k,i,)=(1,3,4)
1+1<07? 1+2<57?
NENI ANO JE

Jako vyslednou matici ziskdme matici, ve které budou uloZerglermsti mezi
vzajemrt propojenymi uzly (viz obrazekislo 24).
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Obrazek 24: Vysledna matice Floyd - Warshallova algoritmu

Poznamka

Velkou nevyhodou tohoto algoritmu je jeho vy¢pti slozZitost s rostoucim gem
vrcholi, mezi kterymi nejkratSi vzdalenost gidme, jelikoZz poet kroki algoritmu
roste podob&rychle jako graf funkce y=%«

Vyuziti
Tento algoritmus se vyuZzivd vice v matematickych disciplina@d¥, wrealnych

piipadech. Lze jej vyuzit néjlad pro inverze regularnich matic (Gauss-Jordanova

eliminace) nebo testovani zda je neorientovany graf bipartitni.

6.3 Bellman — Fordiv algoritmus

Bellman — Fordv algoritmus hleda nejkratSi cestu v orientovaném grafu sdibgmn
ohodnocenim hran (tedy i se zapornym ohodnocenim). Pro spgpéib@h algoritmu se
nesmi v pipact zaporg ohodnocenych hran objevit v grafu zaporny cyklus, ktery by
automaticky probihal do nekotrea (viz obrazekislo 25).

<0

Obréazek 25: Fiklad zaporného cyklu v grafu
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Popis algoritmu

Bellman-Fordv algoritmus také, stefnjako Dijkstiiv algoritmus, vyuziva metodu
relaxace hran, ktera zajie aktual@ nastavenou hodnotu nejkratSi vzdalenosti od
pocateiniho uzlu.

Jestlize je algoritmem zji&o, Ze hodnota v uzlu je vy35i neZz hodnota ZjSyimo uzlu
plus ohodnoceni hrany z n¥jgiho uzlu do uzlu, v kterém bychom é&htzmenit jeho
hodnotu, tak tuto hodnotu 2Zmime, respektive snizime.

Hlavni rozdil oproti Dijkstrovu algoritmu spivd v pifichodu grafu. U Dijkstrova
algoritmu, jestlize projdeme vSechny nasledniky jednoho tauento uzel uzae a
poté ho uz neupravuje. V Bellman-Fordovu algoritmu se totéj@epblikoZz vSechny
uzly vgrafu se &kolikrat projizdi a postugh se upravuji hodnoty vzdalenosti
nejkratSich cest.

Algoritmus je tedy oproti Dijkstrovému algoritmu jednodusie pomalejsi.

Piiklad

Na nasledujicim iklad¢ bude demonstrovan chod Bellman-Fordova algoritmu (viz
obrazek 26). Pro vhodj$i znazorgni jednotlivych krok, se vyuZije tabulka, ve které
budou uvadny a gepaitdvany hodnoty vzdalenosti v jednotlivych iteracich.

5

Obrazek 26: Graf pro demonstraci Bellman - Fordova algotimu

Na zaéatku algoritmu, step jako u Dijkstrova algoritmu, vSem vrclioh, krome
pocateiniho, nastavime hodnotu nekdne symbolizujici fakt, Ze nezname cestu

k vrcholu. P@ateinimu vrcholu nastavime jako vychozi hodnotu nulu.
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Poté zaneme proSébvat jednotlivé hrany, kde zjistime cesty do uzlu B a nasldd
uzlu C. Ke konci prvni iterace ziigjeme, Ze do vrcholu C vede kratSi cesta r@hdqp
Posledniadek tabulky tedy jeStzaktualizujeme (viz tabulkéislo 1).

iterace A B C D E
1. 0 o oo o o

0 -1 °o °o °o

0 -1 4 oo oo

0 -1 2 oo oo

Tabulka 1: Prvni iterace Bellman - Fordova algoritmu

V druhé iteraci algoritmu se posouvame ¢sem k dalSim uZim a nachéazime
vzdalenost do uzlu E.iPSeteni uzlu B jedt nachazime nejkratSi (prozatim) cestu do
uzlu D. V poslednim kroku druhé iterace dochazi keénistze do uzlu D existuje

kratSi cesta neZfma a to pes uzel E. Hodnoty @paktualizujeme.

iterace | A B C D E
2. 0 -1 2 oo 1
0 -1 2 1 1

0 -1 2 -2 1

Tabulka 2: Druha iterace Bellman - Fordova algoritmu

Poslednitadek tabulkyc¢islo 2 u druhé iterace, je zardwve reSenim nejkratSich cest
z uzlu A do vSech ostatnich. Samotny neoptimalizovany algoritjgugSak druhou
iteraci nekogil. Celkow se provedou iterac&yti (n-1 iteraci, kde n je get uzh),
avSak vé&ch dvou nésledujicich se uz tabulka nezaktualizuje. Tentet pteraci je

navrzen kwli zajisttni spravnosti algoritmu.

Poznamka
Pokud bychom ckti mit pIné funkéni a optimalizovany Bellman — Fard algoritmus,
tak je nutné do ¢ zahrnout zjigovani aktualizaci metriky, kde po spii podminek

(neprovede se zadna dalSi aktualizatktaré hrany) dalSi iterace se nebudou muset
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provadit a algoritmus rmize byt ukoken dive. Vhodné je také zavést testovani vyskytu
zapornych cyKl, aby algoritmus nefiel do nekonéna.

Vyuziti

Jako prakticky fklad vyuziti tohoto algoritmu f¥eme uvést implementaci ve
smérovacim protokolu RIP (Routing Information Protocol), kteryugioke komunikaci
routeri propojenych v siti. Bellman-Faid algoritmus je vyuZzit k nalezeni nejkratSich
cest mezi prvky sita giblizné do 30ti sekund po z&né topologie si je schopen
aktualizovat srrovaci tabulku routér Velikost siti je vS8ak omezena. N&§i mozné
vzdalenost mezi routery je 15 skok

Prestoze pdt tento protokol mezi nejstarSi doposud pouZzivanérevaci protokoly
v sitich, ma stale své uplatri v menSich sitich, a tagdevSim pro svou nend&rmu
konfiguraci a jednoduchost. Existujizné verze tohoto protokolu a nejrsi RIPng
byl definovan pro pouZiti v IPv6.

6.4 Johnsoniv algoritmus

Z&kladni myslenkou Johnsonova algoritmu je n-nasobné pdifstrova algoritmu,
kde n je patet vrcholi grafu. Algoritmus nam slouzi k hledani nejkratSich cest mezi
v8emi pary vrchdl v fidkych orientovanych grafechripousti zaporné hrany, avSak v
grafu nesmi existovat Zzadny zaporny cyklus.

Samotny algoritmus vyuziva jak Dijkstrova algoritmu takeilBian-Fordova algoritmu.
Bellman-Fordv algoritmus je vyuzivan k vygtu transformace vstupniho grafu, ktera
odstrani zaporné vahy hran, coz spini podminky pinolbjkstrova algoritmu z kazdého
uzlu.

Algoritmus je pojmenovan po Donaldu Johnsonovi, ktergyerejnil v roce 1977.

Popis algoritmu
Johnsoiv algoritmus se sklada z nasledujicich Krok
1. Prvre je gidan novy uzell s nulovou vahou do vSech tizrafu
2. Bellman-Fordv algoritmus je vyuzit tak, Ze z nového vrchojwyhledava pro
kazdy vrcholv nejkratSi cestu, s hodnostfv), zq dov. Pokud v tomto kroku

bude zjis¢n negativni cyklus, algoritmus se ukon
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3. Hrany z givodniho grafu se fgpcitaji za pomoci hodnot spienych podle
Bellman-Fordova algoritmu: hrare u do v, ktera ma délkw(u,v) je pifazena
nova délkawv(u, v) + h(u)-h(v)

4. Pro kazdy uzel se spusti Dijkitralgoritmus pro nalezeni nekratSi cesty v grafu

s pretransformovanymi hranovymi hodnotami.

Nalezené cesty v transformovaném grafu jsou ve vysledku totoznéasicgako
v grafu mivodnim. AvSak vzhledem tomu, jakymtgmbem jsou fepaitany jednotlivé
hrany, které jsou navic, pro chod Dijkstrova algoritmu, nez#n tak délky cest
neodpovidaji skuteym hodnotam. Vzdalenosti mohou byt alepgmtitany z@tnou

transformaci z hodnot Dijkstrova algoritmu.

Piiklad
V nasledujicim fikladé jsou popsany prvnfitetapy Johnsonova algoritmu. Z obrazku

¢islo 27 je patrné, Ze v grafu neni zadny zaporny cyklus.

Obréazek 27: Rivodni graf

Strom znazatujici nejkratSi cesty do jednotlivych tzje paiitan Bellman-Fordovym
algoritmem, kdeg je paatetni uzel a hodnoty cest do ostatnichiygbu pditany jako
nejkratSi cesta z uzlg do daného uzlu. Za zminku stoji fakt, Ze vSechny hodnoty js
negativni, a jelikoz mé hranagmulovou délku, tak velikost nejkratSi cesty rigen byt

vétSi nez hodnota té hrany (viz obrédzéslo 28).
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hiy)=-1

hiy)=-4 h(z)=0

Obrazek 28: Strom nalezeny Bellman-Fordovym algoritmem

Na obrazkucislo 29 je jiz transformovany graf, kde kazda hranovd hodnota je
piepaitena podle vySe zm¥ného vzorce. Zadna hrana tak uZ neni ohodnocena 2aporn
ale i pes tento fakt je nejkratSi cesta mezié¢ma libovolnymi uzly v takto
pietransformovaném grafu shodna s cestou v graiuognim. Algoritmus bude

ukorten hned po provedeni Dijkstrova algoritmu ze vSeci. uzl

1

Obréazek 29: Transformovany graf bez zdpor# ohodnocenych hran

Vyuziti

Tento algoritmus, se st&jiako Floyd-Warshailiv algoritmus, v praktickychifpadech
moc nevyuziva aistava sotasti matematickych disciplin, kde diky své rychlodizem
praw Floyd-Warshaliv algoritmus nahrazovat.
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7.  Asymptoticka sloZitost algoritmi*

Pri feSeni algoritmickych dloh je vhodné mit nastroj, kterym doké&Z@mrovnat
efektivitu a rychlost vykonavéani jednotlivych algoritnPro tento &el byly zavedeny
pojmy asymptoticka sloZitost a opé&ndnar@nost algoritmu.

Asymptoticka slozitost je Zisob klasifikace p&itacovych algoritmii. Urcuje operani
nara:nost algoritmu tak, Ze zfigje, jakym zisobem se bude chovani algoritmginin
v zavislosti na zrné pactu vstupnich dat.

Pri vyjadrovani asymptotické slozZitosti zanedbavame operace nezavislé na dédséch,

jednodusséasti algoritmu a multiplikéni konstanty.

Priklady ¢asové slozitosti

« O(1) - indexovani prvku v poli (konstantni slozitost)

+ O(logN) - vyhledani prvku v dazeném poli metodou ufeni intervalu
(logaritmicka slozitost)

« O(N) - vyhledani prvku v neg&zeném poli linearnim vyhledavanim (linearni
slozitost)

« O(N log N) - seéazeni pole realnycliisel podle velikosti nap algoritmem
Mergesort (linear&logaritmicka slozitost)

. O(N? - diskrétni Fourierova transformace (kvadraticka sloZitost)

- O - teSeni problému obchodniho cestujiciho za pomoci dynamického
programovani (exponencionalni sloZitost)

« O(n!) - presnéieSeni problému obchodniho cestujiciho pomoci hrubé sily

(faktoridlova slozitost)

Poznamka

Tyto piiklady jsourazeny od nejrychlejSich k nejpomalejSim.

14 Zpracovano dleAsymptoticka sloZitost — Wikipedie, otava encyklopedj&?)
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Casova slozitost algoritni pro hledani nejkratsich cest

Dijkstrav algoritmus

Pti nejjednodussi implementaci Dijkstrova algoritmu je asymgitéticasova
slozitostO(|V[+|E|), kde|V| je paset vrchotfi a|E| paset hran.

Pt pouziti binarni haldy (stromova datova struktura) bsldgitost
O((IE[+[VDlog|V]).

Fibonacciho haldaas dokonce zlepSi i&(|E|+ V| log V|).

Floyd-Warshaliv algoritmus

Tento algoritmus, jelikoz vyuziva kvadratické mnoZzstvi @@amiaci poctu
vrcholi graf, ma asymptotickou sloZitost rov@gv?>).

Bellman-Fordv algoritmus

Slozitost tohoto algoritmu je rovr@(V*E).

Johnsoiv algoritmus

SloZitost tohoto algoritmu je rovr@(\VAlog V + VE)

L Dijk;trﬁv Dijks_trﬁv Floyd- Bellman-
vIE DI]kS"[I’uV algc_)n:[ml,Js a]gontmu_s Warshaltv Fordiv John$oﬁv
algoritmus| (binarni | (Fibonaccihg : . algoritmus
halda) halda) algoritmus | algoritmus
110 1 0 0 1 0 0
1 1 2 0 1 1 1 1
2 |1 2 6 1,20 2,60 8 4 5,20
4 | 4 20 4,82 6,41 64 16 25,63
4 | 6 22 6,02 8,41 64 24 33,63
10| 10 110 20 20 1000 100 200
10| 15 115 25 25 1000 150 250
100|100{ 10100 400 300 1000000 10000 30000
100|120] 10120 440 320 1000000 12000 32000

Tabulka 3: Casova sloZitost vybranych algoritni

Tabulka¢islo 3 nazoréa demonstruje rychlosti algoritin AvSak Fimo srovnavat je

nemizeme, jelikoZ hodnoty, které algoritmy vrati, nejsou steyratarakteru.
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8. Zhodnoceni a z&¥ér

Teorie grafi je moderni a rychle se rozvijejici oblast matematiky. Jejich pazreat
aplikaci se uziva v mnoha dalSich disciplinach od informaikypoteSeni #iznych
hricek a hlavolan.

Prace je zadtena na hledani nejkratSich cest v grafech, jelikoZz ¢mitd
optimaliza&nimi Ulohami s&lovék setkava kazdy den a ani si toho nemusi Bgomn.

Na ulohy pro hledani nejkratSich cest existujeofik druhi algoritmi, ale kazdy z nich
pracuje jinym zpisobem a od toho se odvijeji i vysledky nalezenych cest.éNettaky
podotknout, Ze naslednici Edsgera Dijkstry se jeho algoritmeanavali inspirovat,
vyjimku tvori jen Floyd-Warshallv algoritmus. VSechnytyii predstavené algoritmy

maji vyznamné uplatmi v matematickych disciplinach a informatice.

Dijkstrav algoritmus je porrné rychly algoritmus, ktery ifp jeho modifikacich pomoci
raznych stromovych datovych struktur nebo heuristik dosatieimi nizkychcadi pro
vyhodnoceni vysledk Vysledkem tohoto algoritmu je nalezeni nejkratSi cesty
z patateniho bodu do bodu koncového, kterd je sloZzena z menSidak aaké

nejkratSich cest do jednotlivych tizkteré jsou satésti vysledné cesty.

Floyd-Warshaliv algoritmus je ze vSeclityt uvedenych algorith algoritmem
nejjednodussim, avSalasow nejnar@ngjSim. Pd&ita vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi
uzla, avsak u vyslednych cest zname pouze vzdalenost. Pokudniyaigi znat i

konkrétni cesty z jednotlivych ugltak by bylo nutno algoritmus upravit.

Bellman-Fordiv algoritmus dokéaze spitat nejkratSi cesty i v zaparrohodnocenych

grafech, ale za podminky, Ze v grafu neni obsazen zaporny cyklus.

e

Johnsofv algoritmus je ze vSeclkityt algoritmi nejsloZigjSim. Dokaze pracovat
s negativé ohodnocenymi hranami, a igs skuténost, Ze je sloZen jak z Bellman-
Fordova algoritmu (pro detekci zapérohodnocenych hran) a Dijkstrova algoritmu
(pro paitani nejkratSich cest z jednotlivych tiglie rychlejSi nez Floyd-Warshait

algoritmusieSici tentyZ optimalizai problém.

Pokud jako hlavni kritérium pro srovnani algoritidereme jednoduchost zapisu, je na
tom Floyd-Warshailv algoritmus nejlépe. Je jednodusSi na \égha programatorsky
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zapis. Dijksttiv i Bellman-Fordiv algoritmus diky své podobnosti jsou na stejné drovni

slozZitosti. Johnsaiv algoritmus je ze vSecttyt nejslozitjsi hlavre diky tomu, Ze je

spojen z dvou jinych algoritin

Co se tge asymptotickécasové slozZitosti ip hledani nejkratSich cest mezi vSemi
vrcholy tak je nejrychlejSi Johnsin algoritmus. Dokonce i Floyd-Warshah
algoritmus je rychlejSi nez pro vSechny vrcholy opakovany Dijksalgoritmus bez

modifikaci.

Pro hledani cest mezi &wa vrcholy je nejvhodiSi algoritmus Dijkstilv.
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