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1. Uvod

NaSe jednadvacaté stoleti je stoleti dynamickym. Rychly rozvoj a vyvoj muZeme
sledovat ve vSech oblastech lidskych Cinnosti. Motorem veSkerého mysleni je mozek,
ktery je zdrojem napadi a myslenek. Ale kjejich realizaci jsou zapotiebi stroje,
piistroje a rizna zafizeni, kterymi pak ndpady uvedeme do praxe, aby nam uz tak dost
uspéchany a komplikovany Zivot ulehcily.

Klasické obory jako jsou matematika, fyzika, chemie aj. jsou proto stile v poptredi
zajmu védct a vyzkumnych pracovniki, protoZe tvofi pilite dal§ich védnich obora, bez
Soucasny vyzkum informatiky se vénuje zlepSeni komunikace mezi Clovékem a
pocitaCem a zefektivnéni zptasobu tvorby, vyuZiti a hledani informaci mimo jiné i za
pouziti struktur zvané grafy, jejichZ vlastnosti zkouma teorie grafu.

Pod pojmem graf si vétSina lidi pfedstavuje graf statisticky nebo graf funkce. Tato prace
o zminénych druzich grafii pojednavat nebude, nybrz se zaméii na grafy reprezentované
jako diskrétni struktury, které jsou tvoteny vrcholy, a ty propojeny hranami, slouZici
napiiklad umisténi v prostoru.

Takovéto struktury mohou pomdhat nejenom v informatice ale i v elektrotechnice,
chemii, informatice, sociologii a dalSich oborech.

Jednim z typickych problému teorie grafi je hledani nejkratsi cesty a na tento problém

je prace zamétena.



2. Historicky vyvoj

2.1 Celosvétovy vyvoj

Za zakladatele teorie grafi se povazuje Leonhard Euler, ktery roku 1736 ve své
publikaci Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis feSil dlohu, zda je mozné
projit pres sedm mostd ve mésté Konigsbergu (dnes$ni Kaliningrad), kde podminkou
bylo, Ze po kazdém mostu je mozné projit praveé jednou.

Grafy a jejich vyuzivani v dlohdch pak nadlouho ziistavaly na okraji zdjmu matematikt
aZz do roku 1847, kdy Gustav Kirchhoff publikoval zdkony, které plati v elektrickych
obvodech a slouZzi k vypoctu napéti a proudu v jednotlivych vétvich obvodu.

V roce 1852 byl Francisem Guthriem pfedstaven problém ,.Ctyf barev®. Byla poloZena
jednoduchd otdzka, zda je mozné obarvit libovolnou mapu za pomoci nejvysSe Ctyt barev
tak, aby kazdé dvé sousedni zemée mély barvu odliSnou.

Teorie grafi zasdhla vroce 1857 i chemii, kdyZ Arthur Cayley za pomoci graft

zjistoval poCty riznych uskupeni molekul alkand.

2.2 Vyvoj v ¢eskych zemich

Ve 20. stoleti dochédzelo k velkému rozvoji teorie grafti i za ucasti Ceskych matematiku.
V roce 1926 publikoval Otakar Bortvka algoritmus pro nalezeni minimalni kostry grafu
za ucelem vystavby elektrickych siti. Stejny problém, avSak jinym algoritmem, vyfesil
v roce 1930 také Vojtéch Jarnik.

Jednim z novodobych vyznamnych ¢eskych matematikli v oblasti teorie grafi je Vaclav
Chvétal z Concordia University in Montreal, ktery se mimo jiné, podilel na vyvoji
programu Concorde TSP Solver slouZici k feSeni problému obchodniho cestujiciho
(viz kapitola 3). Concorde je vyuzivan konkrétnéji k feSeni problému v genetice — pfi
mapovani genového fondu, k predikci funkci proteinli, pro ndvrhy tras vozidlim,
konverze bitmapovych obrazkii na malby kreslené nepferusenymi tahy, pro planovan{

tras lodi pro seismicky vyzkum atd., a to vSe v rekordné kratkych casech.



3. Nejznaméjsi grafové dlohy'

Uloha o sedmi mostech mésta Konigsberg
Jak jiz bylo zminéno, tak tato slavnd dloha, jejimz tkolem bylo zjistit, zda bylo mozné
prejit sedm mosti ve mésté takovym zpusobem, aby ten, kdo se o to pokusi, vstoupil na

kazdy most pouze jednou. Leonhard Euler jako prvni dokdzal, Ze to moZné neni.
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Obrizek 1: Uloha o sedmi mostech mésta Konigsberg

Euler na zdkladé mapy mésta Konigsberg problém pievedl na graf a dokdzal, Ze
eulerovsky tah v grafu neexistuje (viz obrazek Cislo 1). Eulerovské grafy maji totiZ tu
vlastnost, Ze je mozné je ,,nakreslit jednim tahem*. Jednoduch4 definice pro eulerovské
grafy zni, Ze graf G je eulerovsky, pravé kdyz je souvisly a kazdy vrchol md sudy

stuper.

Pozndmka:

Dnesni situace v Konigsbergu, v soucasné dobé nazyvanému Kaliningrad, je diky
historickému déni v této oblasti jind. Jeden most byl zniCen jiz pted druhou svétovou
vélkou a pak byl znovu vybudovan Némci v roce 1935, dva z mostd byly zniceny za

britského ndletu v roce 1944 a dalsi dva byly pozdé&ji zniCeny Sovéty pfti stavbe ddlnice.

! Zpracovano dle: Graph theory - History, Wikipedie oteviend encyklopedie (12)



Obrizek 2: Dnesni pohled na Kaliningrad®

Z mapy a obrazku Cislo 2 je patrné, Ze po vySe zminénych historickych uddlostech je
mozné projit mosty v Kaliningradu, propojujici stejny ostrivek s pevninou, takovym

zpusobem, Ze se kazdy most projde pouze jednou.

Uloha jezdce

V této udloze je tukolem, aby se Sachovy jezdec v souladu s Sachovymi pravidly
pohyboval po prazdné Sachovnici tak, aby kazdé pole navstivil praveé jednou.

Timto problémem se zabyvali jiZ stfedovéci arabsti a indiCti u€enci a prvni feSeni jsou
zndma jiz z 9. stoleti.

Tato uloha se fesi déale v riznych modifikacich, kde se méni velikosti Sachovnice nebo
je podminkou, Ze jezdec se musi pohybovat po Sachovnici 8x8 poli tak, aby mél
moznost se vratit na vychozi misto, kde pfesne ve 26 534 728 821 064 piipadech jezdec

kon¢i na poli, odkud opét ohroZuje své startovni pole.

Hamiltonova hra
Vroce 1857 sir William Hamilton vymyslel hru, jejimZz dkolem bylo pospojovat
vSechny vrcholy pravidelného dvanictisténu tak, aby byl kazdy vrchol pouzit pravé

jednou, a vratit se do vychoziho mista.

Problém ¢tyr barev
Problém ¢tyf barev je formulovdn timto zpusobem: ,,Staci Ctyfi barvy na obarveni

libovolné politické mapy tak, aby Zadné dva sousedici stity nebyly obarveny stejnou

* Zpracovéno dle: Google maps — Kaliningrad (13)
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barvou?* Obecnéji se 1ze tdzat na minimélni potfebny pocet barev. Podarilo se dokézat,
Ze pét barev postacuje. Oproti tomu tvrzeni, Ze Ctyfi barvy stai, dlouhou dobu
odoldvalo vS§em pokusiim o dikaz, nikdo vSak také nebyl schopen nalézt mapu, ktera by
ho vyvritila.

Dikaz predstavili az roku 1976 americti matematici Kenneth Appel a Wolfgang Haken
tim, Ze pomoci pocitaCového programu vymodelovali 1936 moZnych konfiguraci.
Nésledné pak dokdzali, Ze tyto konfigurace pokryvaji vSechny moZnosti (k tomu
potiebovali 1200 hodin procesorového Casu). Tento dukaz vSak velka ¢ast matematikt

odmita akceptovat, protoZe jej Zaddny matematik neni schopen piimo zkontrolovat.

Uloha obchodniho cestujiciho a &inského postaka

Tyto dlohy patii mezi tzv. NP-tplné problémy, coZ znamend, Ze v obecném piipade
neni zndm algoritmus jak nalézt feSeni v rozumném case, které by bylo v Case imérném
néjaké mocniné poctu vrcholl. V praxi se tyto tlohy fesi pouze pfiblizné heuristickymi
algoritmy.

Problém obchodniho cestujiciho je tedy obtizny diskrétni optimalizacni problém, jehoz
ukolem je najit nejkrat$i moznou trasu, prochdzejici vS§emi meésty a vracejici se nazpét
do vychoziho mésta.

Problém ¢inského postika je definovan zptasobem, Ze postak musi denné projit vSechny
ulice svého obvodu a vratit se na misto, odkud vysel. Jde mu o to, aby tato cesta byla co
nejkratsi, avSak na rozdil od ulohy obchodniho cestujictho muze projit nékterymi misty

vicekrat.

11



4. Zakladni pojmy z teorie grafu
,»QGraf G je usporddand dvojice (V,E), kde V je libovolnd neprdzdnd mnoZina a E je
mnoZzina dvoubodovych podmnozin mnoziny V. Prvky mnoZiny V se jmenuji vrcholy

(uzly) grafu G a prvky mnoziny E hrany grafu.

Grafy se dle svych vlastnosti déli na mnoho podskupin, kde zdkladni rozdé€leni je na
jednoduchy graf a multigraf.

Jednoduchy graf se sklada z vrcholii a vzdy dva rizné vrcholy spojuje pravé jedna
hrana. Naproti tomu takzvany multigraf se sklada z vrchola a hran, pfi¢emz dva rizné
vrcholy muze spojovat vice riznych hran. Obcas potifebujeme v grafu vyuzit i takzvané
smycky, které vSak v multigrafech nejsou povoleny. Takovym to grafim pak fikame

pseudografy (viz obrizek Cislo 3).

Obrazek 3: Jednoduchy graf, multigraf a pseudograf

vvvvvv

Konkrétn€jsi, a pro tuto praci dulezitéjsi déleni grafi, je na grafy neorientované a

orientované.

Neorientované grafy

»Neorientovany graf G je uspofddand dvojice (V,E), kde V je libovolnd neprizdna
mnozZina a E je mnoZina dvoubodovych podmnoZin mnoZiny V. Prvky mnoZiny V se
jmenuji vrcholy (uzly) grafu G a prvky mnoZiny E hrany grafu. Hrany se zapisuji
zpusobem e ={x,y}, tedy vrcholy x a y spolu inciduji. UZ z principu neorientovanych

grafi navic plati, Ze mnoziny {x,y}a {y,x} jsou si rovny. Dalsi vlastnosti je, Ze jedna

3 Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESETRIL, J. Kapitoly z diskrétni matematiky, s. 95, (3)

12



hrana ma spole¢né maximdlné dva vrcholy. Vrchol, ktery neinciduje s Zddnou hranou je

L. ., 4
nazyvén izolovanym.*

Stupen vrcholu

Stupeii vrcholu je vyjadien Cislem, které znaci pocet hran, se kterymi vrchol inciduje
(viz obrézek ¢islo 4).

Stuperi vrcholu znacéime |x|.

Je-li vrchol izolovany pak [x| = 0.

Vlastnosti vrchola v grafu:

e Soucet vSech stupna vrchola v grafu je roven dvojnasobku poctu hran, tedy

xevlx| = 2|E|

e Pocet vrcholt lichého stupné v grafu je vZdy sudé Cislo

2

2 2

Obrazek 4: Stupné vrcholu v grafu

Bipartitni graf

Pojmem bipartitni graf (viz obrdzek Cislo 5) se oznaCuje takovy graf, jehoZ mnoZinu
vrchola 1ze rozdélit na dvé Casti tak, Ze Zadné dva vrcholy ze stejné mnoZiny nejsou
spojeny hranou. Pokud jsou vSechny vrcholy mnoZiny zprvni Casti propojeny

s mnozinou vrcholi z ¢asti druhé, hovoiime o dplném bipartitnim grafu.

4 Zpracovéno dle: MEZNIK, Ivan. Diskréini matematika, s. 37 “4)

13



prvni ¢ast

druha cast

Obrazek 5: Bipartitni graf

Podgraf, faktor grafu
Podgraf je ¢ast grafu, kterd vznikne vybranim podmnoziny hran spolu s vrcholy, které

s danymi hranami inciduji (viz obrazek ¢islo 6).

Pavodni graf Odvozené podgrafy

=N

Obrazek 6: Podgraf

Faktor grafu vyjadiuje, Ze graf m4 stejnou mnoZzinu vrcholtl jako ptivodni graf (viz

obrazek Cislo 7).

Puvodni graf Odvozeneé faktory grafu

K0

Obrazek 7: Faktor grafu

14



Isomorfismus

wDva grafy G=(V,E) a G'=(V,E’) nazyvame isomorfni, pokud existuje vzdjemné

jednoznaéné zobrazenf - bijektivni.*

Isomorfismus ve své podstaté predstavuje ,piejmenovani vrchold v grafu®,
v matematické terminologii znamend ekvivalentni.
Pii ovéfovani isomorfnosti grafi musime hledat zpisob, jak je mozné vrcholy prvniho

grafu pfejmenovat tak, aby odpovidaly vrcholim grafu druhého.

L] - ’

L4

Obrazek 8: Isomorfismus

Na obrazku ¢islo 8 jsou vSechny tfi grafy isomorfni. Isomorfismus u prvnich dvou grafa
se dd zndzornit napiiklad takovymto zobrazenim: 1 —a,2-d,3-b,4—-¢,5—-c, 6 —f.

MozZnosti takovychto zobrazeni existuje mnohem vice.

Poznamka:

Pro malé obrazky neni zpravidla tézké rozhodnout, zda jsou isomorfni nebo ne, i kdyZz
na piikladu z obrdzku ¢islo 8 to nemusi byt na prvni pohled patrné. AvSak rozhodovéni,
zda jsou grafy isomorfni, je obecné obtizné a neni zndm Zadny efektivni algoritmus
fungujici ve vSech ptipadech. Dokonce se soudi, Ze ani Zadny efektivni algoritmus

neexistuje.

3 Zpracovano dle: MATOUSEK, J. a NESETRIL, J. Kapitoly z diskrétni matematiky, s. 98, (3)

15



Planarni graf

»~Plandrni (rovinny) graf je graf, pro ktery existuje takové rovinné zakresleni, Ze Zddné
dvé& hrany se nekiizi.« ®

Muze se stdt, Ze graf je nakreslen takovym zpusobem, Ze se hrany protinaji, ale pfitom
jinou grafickou interpretaci mize byt nakreslen bez protinani hran. V takovém piipadé

se jednd o plandrni reprezentaci grafu (viz obrédzek cCislo 9).

Pavodni graf Odvozeny planarni graf

Obrazek 9. Planarni graf

Cesta a souvislost v grafu

Cesta
Definice
,Cestou v grafu je posloupnost vrcholil a hran (vo,ey, ... Vp,en), kde vrcholy vy . vy, jsou

navzajem riizné vrcholy grafu G a pro kazdé i= 1, 2 ... n je e;={ vi.; vi} € HG).*

Cesta je tedy posloupnost vrchold, pro kterou plati, ze v grafu existuje hrana z daného
vrcholu do jeho naslednika (viz obrdzek &islo 10). Zadné dva vrcholy (a tedy ani hrany)
se pfitom neopakuji.
Posledni podminka odliSuje cestu od dvou podobnych pojmu — tah a sled:

e tah je posloupnost, kde se mohou opakovat vrcholy, ale ne hrany

¢ sled je posloupnost, kde se mohou opakovat i hrany

6 Zpracovéno dle: MEZNfKV, Ivan. Diskre:tm’ thematika, s.46 (4)
7 Zpracovéno dle: MATOUSEK, J. a NESETRIL, J. Kapitoly z diskrétni matematiky, s. 102, (3)

16



Obrazek 10: Cesta v grafu

Souvislost
Definice
,Reknéme, 7e graf G = (V, E) je souvisly, jestlize pro kazdé dva jeho vrcholy x a y

existuje v G cesta z x do y.o8

Pokud graf neni souvisly, tak Casti, ze kterych se sklddd (a samy jsou souvislé), se
nazyvaji komponenty grafu.

Rozdil mezi grafem souvislym a nesouvislym je prezentovan na obrazku Cislo 11.

Souvisly graf Nesouvisly graf

Obrazek 11: Ilustrace grafové souvislosti a nesouvislosti

KruzZnice (cyklus) v grafu
Definice
,Kruznici v grafu rozumime uzavienou posloupnost propojenych vrcholt, kde kazdy

vrchol neorientované kruZnice ma stupeti 2.

® Zpracovdno dle: MATOUSEK, J. a NESETRIL, J. Kapitoly z diskréini matematiky, s. 103, (3)
? Zpracoviano dle: MATOUSEK, J. a NESETRIL, J. Kapitoly z diskrétni matematiky, s. 102, (3)

17



Nejkrat$si moZnou kruZnici v grafech je trojihelnik, tedy dplny graf se tfemi vrcholy.

Definice cesty a kruZnice jsou si velmi podobné. V obou dvou piipadech pracujeme
s posloupnosti hran a vrchold. Avsak na rozdil od cesty je v kruznici prvni a posledni
vrchol stejny a na navic kruZnice nepovoluje nulovou délku. KruZnice mi vyse

zminénou minimdlni délku 3 (viz obrdzek ¢islo 12).

Obrazek 12: KruzZnice v grafech

Strom grafu

Definice

Graf je stromem pravé tehdy, kdyz kazdé dva jeho razné vrcholy jsou spojeny jedinou
cestou.

Strom je tedy souvisly graf neobsahujici kruznici (acyklicky) a mezi kazdymi dvéma

jeho vrcholy existuje prave jedna cesta (viz obrédzek Cislo 13).

Obrazek 13: Ukazky stromi

Pro stromy plati tzv. Eulertiv vzorec pro stromy

[V|=|E| + 1

18



Pozndmka:
Stromy se Casto vyuZivaji v informatice k uklddani a vyhleddvani dat jako datovd
struktura. Jejich hlavni vyhodou je vysokd efektivita vyhleddvéni, ale 1ze je také vyuzit

k efektivnimu fazeni hodnot.

Kostra grafu
Definice
,Kostrou grafu G rozumime podgraf v G, ktery obsahuje vSechny vrcholy grafu G a je

stromem.*'°

Kostra grafu je tedy libovolny podgraf, ktery hranami spojuje vSechny vrcholy

puvodniho grafu a zaroveni saim neobsahuje Zadnou kruZnici (viz obrazek Cislo 14).

o o 0
o o 0
o o O

Obrazek 14: Kostra grafu

Orientované grafy

Pojmem orientovany graf (viz obrazek Cislo 15) se v teorii grafti oznacuje takovy graf,
jehoZ hrany jsou uspotfdadané dvojice. Naproti tomu hrany neorientovanych grafi jsou
hrany reprezentovdny dvouprvkovymi mnoZinami. Hrany orientovaného grafu maji tedy
pevné danou orientaci a hrany vychdzejici z x do y a z y do x budou vyjadfovany

rdznymi hranami.

10 Zpracovéno dle: MATOUSEK, J. a NESETRIL, J. Kapitoly z diskrémi matematiky, s. 150, (3)
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Definice
»Orientovany graf G je dvojice (V, E), kde E je podmnoZina kartézského souinu V x V.
Prvky E nazyvéme orientované hrany. Orientovand hrana e ma tvar (x, y). Rikdme, Ze

tato orientovand hrana vychézi z x a kon&i v y.«!"!

5

Obrazek 15: Orientovany graf

Silné souvisly graf

Graf je silné souvisly, existuje-li pro kazdou dvojici uzli x a y cesta zxdo y iz y do x.

Ohodnoceny graf

Pokud k hrandm grafi, at' uzZ neorientovanym nebo i orientovanym, prifadime Cisla, pak
je nazyvame ohodnocenymi (viz obrdzek Cislo 16). Takovéto grafy maji poté velmi
rozsédhlou moZnost vyuZiti. Pfitazend Cisla mohou reprezentovat vzdédlenost mezi mésty,

cenu, kterou musime zaplatit za pruchod hranou, ¢asovou naro¢nost tikonu apod.

o

|
Obrazek 16: Piiklad ohodnocenych grafu

' Zpracovéno dle: MATOUSEK, J. a NESETRIL, J. Kapitoly z diskrémi matematiky, s. 128, (3)
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V piipadé, Ze jsou v grafu hrany ohodnocené, tak soucet hodnot z urcitého vychoziho
uzlu do uzlu koncového vyjadiuje tzv. délku cesty.

V takovych grafech poté existuje moznost, za pomoci algoritmd, hledat cesty nejkratsi
nebo v n€kterych dlohéch, typu Casové analyzy u metody kritické cesty, naopak cesty

nejdelsi.
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5. Matematicka reprezentace grafi'?
Doposud byly grafy popisovany pomoci riznych typt diagramu, avSak grafy se daji
popsat i jinymi zpasoby. Mezi dal$i zpusoby popisu grafi patii moZnost pomoci

vvvvvv

maticovy popis grafil se vyuziva matice sousednosti.

Matice sousednosti
Definice:
Necht’ je dan obycejny graf G = (V,E) s mnozinou hran E = {e; .. e,} a mnoZinou uzli
V = {v; .. vu}. Matice sousednosti bude Ctvercovd matice fddu n x n, kterd ponese
oznaceni S a jeji prvky s; se budou ridit pfedpisy:
e U neorientovanych grafti
sij = 1, pokud uzly v; a vj budou sousedni

sij = 0, pokud uzly v; a v; sousedni nebudou

e U orientovanych grafi
sij = 1, pokud hrana z uzlu v; povede do uzlu v;

sij = 0, pokud hrana z uzlu v; nepovede do uzlu v;

Z téchto predpist také vyplyvd, Ze na hlavni diagondle matice, pokud budeme uvazovat
o grafech bez smycek, budou vzdy nuly, dile Ze u neorientovanych grafi bude matice
symetricka podle hlavni diagonaly. PocCet jedni¢ek v matici u neorientovanych grafa
bude roven dvojndsobku poctu hran, zatimco pocet jedni¢ek v matici u orientovanych

grafli bude stejny jako pocet hran (viz obrazek ¢islo 17).

12 Zpracovéno dle: VECERKA, A., Grafy a grafové algoritmy, s. 16, (5)
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0001 0101
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Obrazek 17: Matice sousednosti

U ohodnocenych grafii staci jen jednicky nahradit Cisly reprezentujici metriku v grafu a

dostaneme tak matici sousednosti pro ohodnocené grafy.

Reprezentace grafu pri programovani

JelikoZ se hojné pfi programovani grafovych struktur vyuziva matic sousednosti, tak si
programator vystaci s dvourozmérnym polem fadu n x n.

Avsak matice sousednosti neni vZdy nejvhodné&jSim zpusobem reprezentace grafu
v paméti pocitace. Obzvlast kdyZ ma graf mdlo hran. V téchto pfipadech byva
vhodnéjsi pro kazdy vrchol zadat seznam jeho sousedii. Takovou reprezentaci je mozno
udélat pomoci dvou jednorozmérnych poli. Prvni pole v tomto pfipadé m4 stejny pocet
prvku jako je pocet uzli v grafu. Kazdému uzlu poté odpovida jeden prvek pole, v némz
je ulozena hodnota indexu, od kterého v druhém poli zacind seznam uzld, které jsou
sousedy daného uzlu. V poli, ve kterém jsou uvedeny seznamy sousedu, musi existovat
na konci seznamu sousedd jednotlivych uzld druh oddélovace, ktery nam fika, kde
seznamy sousedu konci. Jako piiznak ukonceni se da vyuZzit napiiklad ¢islo -1.

Pro urychleni nékterych komplikovanégjSich algoritmii se vyuzivaji sloZit&jsi
reprezentace grafi. Takovd reprezentace muZe byt za pomoci dynamické datové
struktury, kde uzel grafu bude reprezentovan jako strukturovany datovy typ a kazdy

uzel bude obsahovat pole (seznam) ukazatelti na sousedni uzly.

23



6. Grafové algoritmy pro hledani nejkratsich cest

Jednou ze zédkladnich dloh v teorii grafl je hleddni nejkratsi cesty v grafech mezi dvéma
zadanymi vrcholy. Takovy poZadavek vznikd v mnoha praktickych piikladech napf. pfi
hleddni nejkratS§iho dopravniho spojeni. Dosud objevené algoritmy feSici tento typ ulohy
vetSinou pocitaji mnohem vice, neZ je od nich poZadovéno - zpravidla nalézaji nejkratsi
cesty z vychoziho vrcholu do vSech (nebo mnoha) vrchola.

V teorii grafi existuje velké mnozstvi algoritmi, které korektné funguji pfi splnéni
nékterych grafovych podminek. Nékteré typy algoritmi funguji napiiklad jen tehdy,
kdyz se jedné o neorientovany graf, nebo prave tehdy, kdyZ se jednd o graf orientovany.
Také se musi brdt v potaz ohodnoceni hran, nebot né&které algoritmy nedokaZou

pracovat se zdporné ohodnocenymi hranami v grafech.

6.1 Dijkstruv algoritmus

Gl 3

Dijkstrav algoritmus (¢ti ,,Dajkstrav®, holandské jméno) je algoritmus, ktery byl roku
1959 piedstaven informatikem Edsgerem Wybe Dijkstrou, slouZici k nalezeni nejkratsi
cesty v grafu. Je koneCny (pro jakykoliv koneCny vstup algoritmus skonci), protoze
v kazdém prachodu cyklu se do mnoziny navstivenych uzli ptida pravé jeden uzel.
Priichodi cyklem je tedy nejvysSe tolik, kolik ma graf vrcholli. Funguje nad hranové

kladn€ ohodnocenym grafem a nezdleZi na tom, zda je graf orientovany ¢i nikoliv.

Popis algoritmu

Mgjme graf G, v némZ hleddme nejkrati cestu. Reknéme, 7¢ V je mnoZina viech
vrchola grafu G a mnozina E obsahuje vSechny hrany grafu G. Algoritmus pracuje tak,
Ze si pro kazdy vrchol v z mnoZiny V pamatuje délku nejkratsi cesty, kterou se k nému
da dostat. Ozna¢me tuto hodnotu jako d/v]. Na zaCatku maji vSechny vrcholy v hodnotu
d[v]=00, kromé pociteCniho vrcholu s, ktery ma d[s]/=0. Nekone¢no symbolizuje, Ze
nezndme cestu k vrcholu.

Dile si algoritmus udrzuje mnoZiny Z a N, kde Z obsahuje uz navstivené vrcholy a N
dosud nenavstivené. Algoritmus pracuje v cyklu tak dlouho, dokud N neni prazdné nebo
je navstiven koncovy bod nejkrats$i moznou cestou. V kazdém prichodu cyklu se prida
jeden vrchol vmin z N do Z, a to takovy, ktery m4 nejmensi hodnotu dfv] ze vSech

vrcholu v z N.
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Pro kazdy vrchol u, do kterého vede hrana (ozna¢me jeji délku jako l(vmin,u)) z vmin,
se provede nasledujici operace.

Pokud (d[vmin] + l(vmin,u)) < d[u], pak do d[u] ptitad’ hodnotu d[vmin] + l(vmin,u),
Jjinak neprovadéj nic.

Az algoritmus skonci, potom pro kazdy vrchol v z V je délka jeho nejkratsi cesty od

pocatecniho vrcholu uloZena v dfv].

Priklad

Na zacatku algoritmu vSem vrcholim, kromé pocatecniho, nastavime hodnotu
nekonecno symbolizujici fakt, Ze nezndme cestu k vrcholu. Pocatecnimu vrcholu
nastavime jako vychozi hodnotu nulu (viz obrazek ¢islo 18). Koncovym vrcholem je

uzel Cislo pét.

Obrazek 18: Prvni (inicializa¢ni) krok Dijkstrova algoritmu

Je patrné, Ze graf nemd zdporn€ ohodnocené hrany, tedy nejkrat§$i moZnou nalezenou
cestou je cesta o délce nula, proto je tedy i pfitazena pocateCnimu vrcholu.

V kazdém nasledujicim kroku algoritmu (obrdzky cislo 19 - 24) bude vybrén uzel, ktery
nemusi byt celkové optimdlni, ale prozatim bude nejblize pocateCnimu vrcholu. Poté

piepocitdme hodnoty kazdému uzlu, ktery je s noveé vychozim propojen hranou.
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Obrazek 19: Druhy krok Dijkstrova algoritmu

V tomto okamzZiku jediny navStiveny (optimdlni) uzel je uzel pociteCni. Jako s
ndsledujicim (nové vychozim) uzlem budeme pocitat s uzlem Cislo Ctyfi (diky jeho

mensi vzdélenosti od pocatku), ze kterého se prepocitaji dalsi nasledovnici.

2 3

Obrazek 20: Treti krok Dijkstrova algoritmu

Nyni dochazime k dilezitému zjisténi, a to takovému, Ze z pocatecniho uzlu do uzlu
Cislo dva jsme nalezli krat$i cestu nez ptivodni piimou. Pfesuneme se tedy do uzlu &islo
dva (nové vychozi) a pfepocCitime hodnotu v tfetim uzlu. Nasleduje ndvrat zpét do uzlu

Vv,

Cislo Ctyfi z davodu nizsi metriky nez je u uzlu dva.
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Obrazek 21: Ctvrty krok Dijkstrova algoritmu

Kdyz se podivime na uzly Cislo pét a tfi, zjistime jednoduchym porovnanim jejich

délkovych hodnot, Ze jsme jiZ nejkrat§si moZnou cestu nasli a algoritmus ukoncime.

Obrazek 22: Vysledek Dijkstrova algoritmu

Pozndmka

Pfi programovani a pouziti fidkych grafi (grafy s poctem hran mnohem mensSim nez
|V]? ) miZe byt Dijkstriv algoritmus implementovdn mnohem efektivn&ji tim, Ze se graf
zapisuje pomoci seznamu ukazateli na sousedni uzly.

Modifikace Dijkstrova algoritmu “

Dijkstriv algoritmus, ackoliv je pomérné€ rychlym algoritmem, existuje v né€kolika

modifikacich, které hleddni nejkratsi cesty urychluji a zefektiviiuji.

1 Zpracovéno dle: CERNY, J., Zdkladni grafové algorimmy, s. 101, (8)
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Mezi zékladni modifikace patii:
e Obousmérny Dijkstrav algoritmus
e Dijkstriv algoritmus s heuristikou

e Silni¢ni hierarchie (zefektivnéni hledani)

Obousmérny Dijkstruv algoritmus

Jednd se o modifikaci algoritmu, kde bé€hem prabéhu algoritmu se stiidaji dvé
jednosmérna vyhleddvéani. Jedno je vedeno ze startovni pozice s a druhé pak z pozice
cilové d. Ob¢& vyhleddviani vytvaii strom nejkratSich cest ze startovniho bodu S,
respektive cilového bodu D. Algoritmus je ukoncen ve chvili, kdy je prinik stroma D a
S neprézdny. Nalezend cesta je pak kombinace cest (s —{D N S}) U ({D N S} — d).

Vs ooz

Tato modifikace se vyuzivd ke smérovéni v mé&stskych dopravnich sitich.

Dijkstruv algoritmus s heuristikou

Dijkstrav algoritmus hleda nejkrat$i cestu rovnomérné€ na vSechny strany — prochazi
tedy vSechny vrcholy v poradi ureném vzdalenosti od pocitku. KdyZz budeme hledat
cestu napiiklad z Prahy do Brna tak pfi béhu algoritmu spoclitime nejkratsi cesty také
do Jihlavy, ale i Karlovych Vart. Pfitom Karlovy Vary lez{ na opacné strané od Prahy
nez Brno.

Heuristika u tohoto algoritmu spocivd v tom, Ze misto vzdélenosti d[v] budeme pocitat
s d’[v] :== d[v] + vzddlenost z v do cile vzduSnou Carou. To ndm zaruli, Ze cestu do
Jihlavy spocitdme difve nez do Karlovych Vara diky tomu, Ze vrcholy pobliz cile budou

zvyhodnény.

Silni¢ni hierarchie

Predstavme si, Ze graf G odpovida silni¢ni siti celé Evropy (pfiblizné milién vrchold).
Pokud bychom chtéli nalézt nejkratSi cestu z Helsinek do Lisabonu tak vyuZijeme
Dijkstriv algoritmus.

Kdybychom chtéli realizovat n&jaky planovac tras, kde existuje moZnost zmény cesty a
tedy i velké mnoZstvi vypoctu, které by mely probihat v redlném case, tak samostatny

Dijkstrav algoritmus se provadél neékolik desitek minut.
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Kdyz tedy budeme hledat nejkratS$i cestu z Tampere do Lisabonu, tak ji nebudeme
hledat v celé silni¢ni siti Evropy (jedna se o prili§ velky graf), ale ve tfech fazich a
v mnohem menSich grafech. V prvni fazi nalezneme nejkratsi cesty z Tampere na
hraniéni pfechody Finska. Ve druhé fazi nalezneme nejkratS$i cesty z hrani¢niho
pfechodu Finska do Portugalska. Cesty navic hleddme ve zjednoduSeném grafu
evropské silnicni sité, ktery jako vrcholy obsahuje pouze hrani¢ni prechody. Ve tfeti
fazi nalezneme nejkratsi cesty z hrani¢nich prechodt Portugalska do Lisabonu.

Z vysledku vSech tif fazi posklddame acyklicky graf, ktery obsahuje pouze Tampere,
Lisabon a hrani¢ni pfechody Finska a Portugalska. Takovyto graf ma uz jen par vrcholt
a i diky tomu, Ze je acyklicky miZeme v ném najit cestu v linearnim cCase.

Hierarchie mize mit i vice drovni. Celou Evropu maZeme rozdélit na oblasti podle
statd, staty na oblasti podle kraji. Oblasti vibec nemusi odpovidat pravnimu rozdéleni.
Jde jen o to, aby kazd4 oblast méla malo vstupnich mist. Cim méné jich bude graf mit,
tim bude jednodussi a algoritmus rychlejsi.

Pro feseni problému jak nalézt ty spravné silnice se poté vyuzivaji rizné¢ modifikované

heuristiky.

Vyuziti

Tento algoritmus je Casto pouzivan u sitovych prvki jako soucdst smérovacich
protokoli typu OSPF (Open Shortest Path First), coz je adaptivni hierarchicky
distribuovany routovaci protokol, provddéjici zmény v routovacich tabulkdch na
zékladé zmény stavu v siti a jednd se o nejpouzivan€j$i routovaci protokol uvnitt
autonomnich systémad.

Taktéz modifikace tohoto algoritmu se pouzivaji napiiklad pro hledani spojeni vlaku
nebo tras v navigacnich systémech. Modifikace spocCivaji v tom, zda hleddme nejkratsi

nebo nejrychlejsi trasu.
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6.2 Floyd - Warshallav algoritmus

Floyd-Warshalliv algoritmus hledd nejkrat$i vzdalenosti mezi vS§emi pary uzli. Docili
toho tak, Ze porovnava vSechny moZzné cesty mezi kazdymi dvéma uzly a algoritmus
postupné zlepSuje odhad nejlepsi cesty az do okamziku, kdy uZ vi, Ze nalezend cesta je
opravdu ta nejkratsi.

Algoritmus je zejména vhodny pro husté grafy, kde je rychlejsi nez Dijkstrav,

opakovany pro vSechny vrcholy. Algoritmus je zaloZen na prici s matici sousednosti.

Popis algoritmu

Méme graf G o vrcholech 1 az N. Ctvercovd matice sousednosti D[i][j] o rozmérech
N x N nese ohodnoceni hran grafu. Algoritmus se skldda z N fazi. Na konci kazdé k-té
faze bude algoritmus porovnavat délku cesty v D[i][j], ktera miZe obsahovat vrcholy 1
az k — 1, s délkou cesty, ktera maze navic obsahovat vrchol k. Porovna se tedy hodnota
D[i][j] s hodnotou D[i][k] + DI[k][j] a mensi z nich bude uloZena do prvku D[i][j]. Po
absolvovani vSech N fazi je algoritmus u konce a mizeme z matice sousednosti zjistit
délky nejkratsich cest mezi v§emi dvojicemi vrcholt v grafu.

S rekonstrukei cest algoritmus nepocitd, ale o tuto funkci jej lze rozsifit.

Priklad
Stejn€ jako pfi provadeéni algoritmu pocitacem, tak i1 pfi poc€etni metod€ je vhodnéjsi
ptiklad propocitdvat za pomoci matic sousednosti. Jelikoz je piiklad velmi jednoduchy,

ale obsahuje velky pocet kroku, tak nékteré budou zdmérn€ vynechany.

Obrazek 23: Graf pro demonstraci Floyd - Warshallova algoritmu
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Z piikladového grafu (viz obrézek ¢islo 23) si sestrojime matici sousednosti, ve které

postupné budeme porovndvat v jednotlivych krocich hodnoty vzdédlenosti.

112134 1{2]3]4
1{0 1 2 1{0 N 2
2N 0 3 1 -~ [2INO 31 oo
3]t 3 0 5 311 3 0 5
412 1 5 0 412 1 5 0

(k,i,j)=(1,1,2) (k,i,j)=(1,1,3)

O+N<N? 0+1<17?

NENI NENI

112134 1{2]3]4
1{0 N 1 2 1{o0 NI 2
2 0 3 1 ~ |2 031 —-
3]t 3 0 5 311 3 0 5
412 1 5 0 412 1 5 0

(k,i,))=(2,2,2) (k,i,))=(1,2,3)

N+N<0? N+1<32?

NENI NENI

112134 1{2]3]4
1{0 N'1L 2 1{0 N 1 2
2N 0 3 1 S 2N 0 3 1
3 3 05 3 305
412 1 5 0 412 1 5 0

(k,i,j)=(1,3,3) (k,i,j)=(1,3,4)

1+1<0? 1+2<59

NENI ANO JE

Jako vyslednou matici ziskdme matici, ve které budou uloZeny vzdédlenosti mezi

vzdjemné propojenymi uzly (viz obrazek Cislo 24).
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Obrazek 24: Vysledna matice Floyd - Warshallova algoritmu

Poznamka
Velkou nevyhodou tohoto algoritmu je jeho vypocetni sloZitost s rostoucim poctem
vrchold, mezi kterymi nejkrat$si vzdéalenost pocitame, jelikoZz pocet kroku algoritmu

roste podobné rychle jako graf funkce y=x.

Vyuziti
Tento algoritmus se vyuZzivd vice v matematickych disciplindch, nez v redlnych

piipadech. Lze jej vyuZit napfiklad pro inverze reguldarnich matic (Gauss-Jordanova

eliminace) nebo testovani zda je neorientovany graf bipartitni.

6.3 Bellman - Forduv algoritmus

Bellman — Fordav algoritmus hledd nejkratsi cestu v orientovaném grafu s libovolnym
ohodnocenim hran (tedy i se zipornym ohodnocenim). Pro spravny prubé¢h algoritmu se
nesmi v ptipad¢€ zdporn€¢ ohodnocenych hran objevit v grafu zaporny cyklus, ktery by

automaticky probihal do nekonecna (viz obrazek ¢islo 25).

<0

Obrazek 25: Priklad zaporného cyklu v grafu
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Popis algoritmu

Bellman-Fordav algoritmus také, stejné jako Dijkstrav algoritmus, vyuZzivd metodu
relaxace hran, kterd zajiStuje aktudlné nastavenou hodnotu nejkratsi vzdalenosti od
pocatecniho uzlu.

Jestlize je algoritmem zjiSténo, Ze hodnota v uzlu je vyssi nez hodnota z nynéjSiho uzlu
plus ohodnoceni hrany z nyné¢j$itho uzlu do uzlu, v kterém bychom cht€li zmenit jeho
hodnotu, tak tuto hodnotu zménime, respektive sniZime.

Hlavni rozdil oproti Dijkstrovu algoritmu spocivd v prachodu grafu. U Dijkstrova
algoritmu, jestliZze projdeme vSechny nésledniky jednoho uzlu tak tento uzel uzavie a
poté ho uZ neupravuje. V Bellman-Fordovu algoritmu se toto ned¢je, jelikoZ vSechny
uzly v grafu se né&kolikrdt projizdi a postupné se upravuji hodnoty vzdalenosti
nejkratSich cest.

Algoritmus je tedy oproti Dijkstrovému algoritmu jednodussi, ale pomalejsi.

Priklad

Na nésledujicim piikladé bude demonstrovdan chod Bellman-Fordova algoritmu (viz
obrazek 26). Pro vhodnéjsi zndzornéni jednotlivych krokd, se vyuZije tabulka, ve které

budou uvadény a piepocitivany hodnoty vzdalenosti v jednotlivych iteracich.

5

Obrazek 26: Graf pro demonstraci Bellman - Fordova algoritmu

Na zacatku algoritmu, stejn€¢ jako u Dijkstrova algoritmu, vSem vrcholim, kromé
pocatecniho, nastavime hodnotu nekone¢no symbolizujici fakt, Ze nezndme cestu

k vrcholu. Po€ate€nimu vrcholu nastavime jako vychozi hodnotu nulu.
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Poté zaCneme proSetfovat jednotlivé hrany, kde zjistime cesty do uzlu B a nésledné do
uzlu C. Ke konci prvni iterace zjiStujeme, Ze do vrcholu C vede kratsi cesta nez piima.

Posledni fadek tabulky tedy jeSté zaktualizujeme (viz tabulka ¢islo 1).

iterace A B C D E
1. 0 oo oo o )

0 -1 o o o

0 -1 4 o o

0 -1 2 o o

Tabulka 1: Prvni iterace Bellman - Fordova algoritmu

V druhé iteraci algoritmu se posouvame smérem k dalSim uzlim a nachdzime
vzdéalenost do uzlu E. Pfi Setfeni uzlu B jeSt€¢ nachdzime nejkratsi (prozatim) cestu do
uzlu D. V poslednim kroku druhé iterace dochdzi ke zjiSténi, Ze do uzlu D existuje

kratSi cesta nez ptima a to pres uzel E. Hodnoty opét aktualizujeme.

iterace A B C D E
2. 0 -1 2 ) 1

0 -1 2 1 1

0 -1 2 -2 1

Tabulka 2: Druha iterace Bellman - Fordova algoritmu

Posledni fddek tabulky ¢islo 2 u druhé iterace, je zdrovein i feSenim nejkratSich cest
zuzlu A do vSech ostatnich. Samotny neoptimalizovany algoritmus by vSak druhou
iteraci nekoncil. Celkové se provedou iterace Ctyfi (n-1 iteraci, kde n je pocet uzld),
avSak v téch dvou ndsledujicich se uz tabulka nezaktualizuje. Tento pocet iteraci je

navrzen kvuli zajisténi spravnosti algoritmu.

Pozndmka
Pokud bychom chtéli mit pln¢ funkéni a optimalizovany Bellman — Fordlv algoritmus,
tak je nutné do néj zahrnout zjistovani aktualizaci metriky, kde po splnéni podminek

(neprovede se zadnd dalSi aktualizace nekteré hrany) dalsi iterace se nebudou muset
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provadét a algoritmus muze byt ukoncen diive. Vhodné je také zavést testovani vyskytu

zapornych cykli, aby algoritmus nebéZel do nekonecna.

Vyuziti

Jako prakticky piiklad vyuziti tohoto algoritmu muZeme uvést implementaci ve
smérovacim protokolu RIP (Routing Information Protocol), ktery slouzi ke komunikaci
routerd propojenych v siti. Bellman-Fordiv algoritmus je vyuZit k nalezeni nejkrat$ich
cest mezi prvky sité a pfiblizné¢ do 30ti sekund po zméné topologie sité je schopen
aktualizovat smérovaci tabulku routerd. Velikost siti je vS§ak omezena. Nejvétsi mozna
vzdalenost mezi routery je 15 skoku.

Prestoze patii tento protokol mezi nejstar$i doposud pouZivané smeérovaci protokoly
v sitich, m4 stdle své uplatnéni v menSich sitich, a to pfedev§im pro svou nendrocnou
konfiguraci a jednoduchost. Existuji rizné verze tohoto protokolu a nejnovéjsi RIPng

byl definovén pro pouZiti v IPv6.

6.4  Johnsonuv algoritmus

Zékladni mySlenkou Johnsonova algoritmu je n-ndsobné pouZziti Dijkstrova algoritmu,
kde n je pocCet vrchola grafu. Algoritmus nam slouzi k hledani nejkratSich cest mezi
vSemi pary vrchold v fidkych orientovanych grafech. Piipousti zaporné hrany, avsak v
grafu nesmi existovat Zadny zadporny cyklus.

Samotny algoritmus vyuziva jak Dijkstrova algoritmu tak i Bellman-Fordova algoritmu.
Bellman-Fordav algoritmus je vyuZivan k vypocCtu transformace vstupniho grafu, ktera
odstrani zdporné vahy hran, coZ splni podminky pro bé&h Dijkstrova algoritmu z kazdého
uzlu.

Algoritmus je pojmenovan po Donaldu Johnsonovi, ktery jej zvetejnil v roce 1977.

Popis algoritmu
Johnsonuv algoritmus se sklada z nésledujicich kroku:
1. Prvné je pfidan novy uzel g s nulovou vahou do vSech uzla grafu
2. Bellman-Forduv algoritmus je vyuzit tak, Zze z nového vrcholu ¢ vyhledava pro
kazdy vrchol v nejkratsi cestu, s hodnosti h(v), z g do v. Pokud v tomto kroku

bude zjiStén negativni cyklus, algoritmus se ukonci.
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3. Hrany z pivodniho grafu se prepocitaji za pomoci hodnot spoctenych podle
Bellman-Fordova algoritmu: hran€ z u do v, kterd ma délku w(u,v) je pfifazena
nova délka w(u, v) + h(u)-h(v).

4. Pro kazdy uzel se spusti Dijkstrav algoritmus pro nalezeni nekratsi cesty v grafu

s pfetransformovanymi hranovymi hodnotami.

Nalezené cesty v transformovaném grafu jsou ve vysledku totoZzné s cestami jako
v grafu pavodnim. AvSak vzhledem tomu, jakym zptasobem jsou prepocCitany jednotlivé
hrany, které jsou navic, pro chod Dijkstrova algoritmu, nezdporné, tak délky cest
neodpovidaji skutecnym hodnotdm. Vzdalenosti mohou byt ale pfepocitidny zp&tnou

transformaci z hodnot Dijkstrova algoritmu.

Priklad
V nésledujicim ptiklad€ jsou popsany prvni tfi etapy Johnsonova algoritmu. Z obrazku

7 vz

Cislo 27 je patrné, Ze v grafu neni Zadny zdporny cyklus.

Obrazek 27: Puvodni graf

Strom znazornujici nejkratsi cesty do jednotlivych uzla je pocitan Bellman-Fordovym
algoritmem, kde ¢ je pocatecni uzel a hodnoty cest do ostatnich uzlt jsou pocitany jako
nejkratsi cesta z uzlu ¢ do daného uzlu. Za zminku stoji fakt, Ze vSechny hodnoty jsou
negativni, a jelikoZ ma hrana z g nulovou délku, tak velikost nejkratsi cesty nemiiZe byt

vetsi nez hodnota té hrany (viz obrédzek Cislo 28).
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h(y)=-1

hiy)=-4 h(z)=0

Obrazek 28: Strom nalezeny Bellman-Fordovym algoritmem

Na obriazku Cislo 29 je jiz transformovany graf, kde kazd4 hranovd hodnota je
prepoétena podle vyse zminéného vzorce. Zadnd hrana tak uZ neni ohodnocena zdporng,
ale 1 pres tento fakt je nejkrat§i cesta mezi dvéma libovolnymi uzly v takto
pretransformovaném grafu shodna scestou v grafu pavodnim. Algoritmus bude

ukoncen hned po provedeni Dijkstrova algoritmu ze vSech uzlu.

1

Obrazek 29: Transformovany graf bez zaporné ohodnocenych hran

Vyuziti
Tento algoritmus, se stejn€ jako Floyd-Warshalliv algoritmus, v praktickych piipadech
moc nevyuZziva a zistava soucasti matematickych disciplin, kde diky své rychlosti maze

pravé Floyd-Warshalliv algoritmus nahrazovat.
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7. Asymptoticka sloZitost algoritmi

Pii feSeni algoritmickych uloh je vhodné mit ndstroj, kterym dokdZeme porovnat
efektivitu a rychlost vykonavani jednotlivych algoritmi. Pro tento el byly zavedeny
pojmy asymptotickd sloZitost a operacni ndro¢nost algoritmu.

Asymptoticka sloZitost je zpusob klasifikace pocitacovych algoritmt. Urcuje operacni
naro¢nost algoritmu tak, Ze zjistuje, jakym zpusobem se bude chovani algoritmu ménit
v z4vislosti na zméné poctu vstupnich dat.

Pti vyjadrovéni asymptotické slozitosti zanedbdvame operace nezdvislé na datech, dilci

jednodussi ¢asti algoritmu a multiplikacni konstanty.

Priklady casové slozitosti

e O(1) - indexovéani prvku v poli (konstantni sloZitost)

e O(logopN) - vyhleddani prvku v sefazeném poli metodou puleni intervalu
(logaritmicka sloZitost)

e O(N) - vyhledani prvku v nesefazeném poli linedrnim vyhledavanim (linedrni
sloZitost)

e O log N) - sefazeni pole redlnych cisel podle velikosti napf. algoritmem
Mergesort (linedrné logaritmicka sloZitost)

. O(NZ) - diskrétni Fourierova transformace (kvadraticka slozitost)

e O - feSeni problému obchodniho cestujiciho za pomoci dynamického
programovani (exponenciondlni sloZitost)

e O(n!) - presné teSeni problému obchodniho cestujictho pomoci hrubé sily

(faktoridlova slozitost)

Poznamka

Tyto piiklady jsou fazeny od nejrychlejSich k nejpomalejSim.

' Zpracovano dle: Asymptotickd sloZitost — Wikipedie, oteviend encyklopedie, (7)
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Casova slozitost algoritmi pro hledani nejkratsich cest

e Dijkstriiv algoritmus
Pfi nejjednodussi implementaci Dijkstrova algoritmu je asymptotickd Casova
slozitost O(|V|*+|E|), kde | V| je poet vrcholti a | E| po&et hran.
Pti pouziti bindrni haldy (stromovéa datova struktura) bude sloZitost
O((|El+|V])log|V]).
Fibonacciho halda ¢as dokonce zlepsi na O(|E|+|V] log |V]).

¢ Floyd-Warshallav algoritmus
Tento algoritmus, jelikoz vyuziva kvadratické mnozZstvi paméti vaci poctu
vrchold graf, md asymptotickou slozitost rovnu O(V?).

e Bellman-Forduv algoritmus
SloZitost tohoto algoritmu je rovna O(V*E).

e Johnsonuv algoritmus

Slozitost tohoto algoritmu je rovna O(V2log V + VE).

Dijkstrav Dijkstruv
e . . Floyd- Bellman- o

Dijkstrav | algoritmus | algoritmus o o Johnsonuv
V | E . SO i . Warshalluv Forduv .

algoritmus | (bindrni | (Fibonacciho aleoritmus | aleoritmus algoritmus

halda) halda) & &

1 0 1 0 0 1 0 0
1 1 2 0 1 1 1 1
2 | 2 6 1,20 2,60 8 4 5,20
4 | 4 20 4,82 6,41 64 16 25,63
4 1 6 22 6,02 8,41 64 24 33,63
10 | 10 110 20 20 1000 100 200
10 | 15 115 25 25 1000 150 250
100 [ 100 10100 400 300 1000000 10000 30000
100 | 120 10120 440 320 1000000 12000 32000

Tabulka 3: Casova sloZitost vybranych algoritmii

Tabulka ¢islo 3 ndzorné demonstruje rychlosti algoritmii. AvSak piimo srovnavat je

nemuzeme, jelikoz hodnoty, které algoritmy vrati, nejsou stejného charakteru.
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8. Zhodnoceni a zavér

Teorie grafii je moderni a rychle se rozvijejici oblast matematiky. Jejich poznatka a
aplikaci se uzivd v mnoha dalSich disciplinich od informatiky az po feSeni riznych
hiicek a hlavolamu.

Prace je zaméfena na hleddni nejkratSich cest v grafech, jelikoZ s témito
optimaliza¢nimi dlohami se ¢lovek setkavd kazdy den a ani si toho nemusi byt védom.
Na tdlohy pro hledani nejkratsich cest existuje nékolik druhti algoritmd, ale kazdy z nich
pracuje jinym zpusobem a od toho se odvijeji i vysledky nalezenych cest. Nutné je taky
podotknout, Ze néslednici Edsgera Dijkstry se jeho algoritmem nechdvali inspirovat,
vyjimku tvoii jen Floyd-Warshalliv algoritmus. VSechny Ctyfi predstavené algoritmy

maji vyznamné uplatnéni v matematickych disciplindch a informatice.

Dijkstrav algoritmus je pomérné rychly algoritmus, ktery pii jeho modifikacich pomoci
raznych stromovych datovych struktur nebo heuristik dosahuje velmi nizkych casa pro
vyhodnoceni vysledki. Vysledkem tohoto algoritmu je nalezeni nejkratSi cesty
z poCateénitho bodu do bodu koncového, kterd je sloZena z menSich, avSak také

nejkratsich cest do jednotlivych uzld, které jsou soucasti vysledné cesty.

Floyd-Warshallav algoritmus je ze vSech cCtyf uvedenych algoritmi algoritmem
uzli, avSak u vyslednych cest zname pouze vzdalenost. Pokud bychom chtéli znat i

konkrétni cesty z jednotlivych uzli, tak by bylo nutno algoritmus upravit.

Bellman-Fordav algoritmus dokéaze spocitat nejkrat$i cesty i v zdporn€ ohodnocenych

grafech, ale za podminky, Ze v grafu neni obsazen zdporny cyklus.

s negativné ohodnocenymi hranami, a i pfes skuteCnost, Ze je sloZen jak z Bellman-
Fordova algoritmu (pro detekci zdporné ohodnocenych hran) a Dijkstrova algoritmu
(pro pocitani nejkratSich cest z jednotlivych uzlid) je rychlejsi nez Floyd-Warshalltv

Vs 2

algoritmus feSici tentyZ optimalizacni problém.

Pokud jako hlavni kritérium pro srovnani algoritmi bereme jednoduchost zapisu, je na

Vv s

tom Floyd-Warshalliv algoritmus nejlépe. Je jednodussi na vypocet i programatorsky
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zapis. Dijkstrav i Bellman-Fordav algoritmus diky své podobnosti jsou na stejné drovni

vvvvvv

spojen z dvou jinych algoritmu.

Co se tyCe asymptotické Casové sloZitosti pfi hleddni nejkratSich cest mezi vSemi
vrcholy tak je nejrychlejsi Johnsontv algoritmus. Dokonce i Floyd-Warshalliv
algoritmus je rychlej$i nez pro vSechny vrcholy opakovany Dijkstrav algoritmus bez

modifikaci.

Yev s

Pro hledani cest mezi dvéma vrcholy je nejvhodnéjsi algoritmus Dijkstriv.
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