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Uvod

Tato diplomova prace si klade za tkol seznamit ¢tenare s relativné novou
metodou z oblasti nediferencovatelné optimalizace, ktera se zacala tispésné pou-
zivat v rtiznych aplikacich. Cilem préce je nastudovat teorii, a zaméfit se zejména
na princip nehladké Newtonovy metody a na otazky konvergence, dale vypraco-
vat pocitacovou realizaci a provést numerické experimenty a vypocty zadanych
prikladi.

Do prvni kapitoly jsou zafazeny pojmy, se kterymi se ¢tenar setkava v pritbéhu
celého textu. Pfipomenutim téch znaméjsich jsou vytvotreny zaklady, na nichz jsou
vystavény pozdé€jsi vysledky. Terminy méné znamé jsou zase vysvétleny na pri-
kladu.

V kapitole druhé je zaveden pojem varia¢ni nerovnice a provedena diskuze
o ekvivalentnich vyjadrenich, alternativnich formulacich, vztazich mezi nimi, a
jejich interpretaci. V zavéru je stanovena rovnice, kterou se budeme nadéle zaby-
vat, a vymezeny metody, jaké pro jeji feSeni budeme konstruovat.

Kapitola tfeti predstavuje nastroje pro zachazeni s nehladkymi funkcemi, jez
jsou obdobou téch pro funkce hladké. Zahrnuty jsou vyhody i nevyhody nové
uvedenych pojmt, pocetni pravidla, i obdoby vét znamych pro hladké funkce.
Cela tato cast je doprovazena Cetnymi ilustracnimi priklady.

Ve ¢tvrté kapitole jsou v tvodu analyzovany vlastnosti klasické Newtonovy
metody a nasledné formalizovany pro pouziti na nehladké funkce. Zasadni je se-
staveni dvou algoritmi, diskuze nad jejich rozdily a jednotlivymi kroky a uvedeni
konvergencnich vysledki.

Kapitola nasledujici se vénuje specialni tfidé funkci, dulezitému piikladu a
upravé predchazejicich algoritmi, jez budou vyuzity v zavéru prace. Opét jsou
doplnény i odpovidajici konvergencni véty.

V posledni kapitole je formulovana konkrétni tilloha, diskretizovana a pie-
vedena do podoby, na niz lze aplikovat Newtontuv algoritmus. Je zde popsan
pocitacovy program pro jeji feseni, a pouzit na ukazkové a zadané priklady.

Vlastni prinos predstavuje v prvni kapitole zvazeni, které pojmy zahrnout, a
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jejich dohledani. Také jsem nalezla a vypracovala vhodny piiklad. V druhé ka-
pitole jsem provedla srovnani s varia¢ni nerovnici v nekone¢né dimenzi. V kapi-
tole tfeti jsem u ptikladt 3.1, 3.5 zachovala postup, ale zménila zadani, feseni a
vysledky. V paté kapitole jsem rozsifila a doplnila vysvétlujicimi poznamkami
priklad 5.1. StéZejni casti je pak kapitola posledni, poc¢inaje formulaci tlohy,
pres nékolikanasobné preformulovani, az k vytvoreni a odladéni programu, vy-

mysleni prikladii, nakresleni schémat a dokumentaci vysledki.



1 Zakladni pojmy

Pfipomenme si termonologii z riznych oblasti, na jejiz zdkladech budeme

v priitbéhu celého textu stavét.

Definice 1.1. Necht f : D — R", D C R" je oteviend mnoZina, v € D, o € R".
Ezistuje-li limita
[z +te) — f(z)

. !
ltlf(I)l t - fa(x)v

nazyvame ji smérovou deriwact funkce f v bodé x podle vektoru . Jestlize ||af| = 1,
hovorime o smérové derivaci ve SMeEry o.

Smerové deriwvace funkce f v bodé x ve smeéru vektori e;, i = 1,...,n, ka-
nonickée baze R™ nazveme parcidlnimi derivacemi funkce f v bodé x podle i-té
proménné ;. Znacime g—aﬁ(x), i=1,...,n.

Definice 1.2. Necht [ : D — R", D C R" je oteviend mnoZina, © € D, a € R".

Rikdme, Ze funkce f je F-diferencovatelnd (Fréchetovsky) v bodé x, existuje-li

linearni forma df (z,-) na R™ takovd, Ze plati limitni podminka

o F@+a) = f(@) — df ()

oo el

=0.

Rikdme, Ze funkce f je F-diferencovatelnd, je-li F-diferencovatelnd v kazdém bodé
x € D. Ma-li spojité parcidlni derivace v kaZdém bodé x € D, rikame, Ze je tridy

C' na mnoziné D. Znacime f € C1(D).

Definice 1.3. Uvazujme funkci G = (g1,.-.,9m) : D — R", kde D C R™ je
oteviend mnoZina, a ddle x € D. Necht funkce g; : D — R maji vSechny parcidlni

derivace v bodé x. Potom matici

166 = ()

1,j=1

nazveme jakobidnem funkce G.



Definice 1.4. Funkce f : D — R", kde D C R", se nazyva lipschitzovska, jestliZe

ezistuje redlna konstanta L > 0 takovd, Ze pro kaZdé x,y € D plati

1f () = FW)ll < Lllz = yl|

Funkce f se nazyva lokdlne lipschitzovskad, jestlize pro kazdy bod x € D existuje

jeho okoli, na nemz je f lipschitzovskd.

Definice 1.5. Zobrazeni ® : S — T, kde S a T jsou podmnoziny R", se nazyvd
homeomorfismus z S na T, jestlize ® je spojité a bijektivni a jestliZe inverzni

zobrazeni ®1 : T — S je také spojité.

Definice 1.6. Funkce ® : D — R", kde D je otevrend podmnozZina R™, se nazyvd

(a) lokdini homeomorfismus v bodé x € D, jestlize existuje oteviené okoli N C D
bodu x tak, Ze restrikce ®|n : N — ®(N) je homeomorfismus; zobrazeni

(@|n) ! pak nazgyvdme lokdlni inverze ®;

(b) lokdlné lipschitzovsky homeomorfismus v bodé x € D, jestlize existuje ote-
viené€ okoli N C D bodu x tak, Ze restrikce ®|n : N — ®(N) je homeo-
morfismus a 0bé zobrazeni ®|n a (®|n)"t jsou lipschitzovské na svych de-

finicnich oborech;

(c) lipschitzovky homeomorfismus, jestlize D = R", ® je homeomorfismus zob-

razujici R™ na sebe a ® i ®~1 jsou lipschitzovské na R™.

Definice 1.7. Funkce ® : D C R" — R™ definovand na oteviené mnoziné D
se nazyvd B-diferencovatelnd (Bouligand-diferencovatelnd) v bodé x € D, jestliZe
b je lipschitzovskd v okoli x a md v x vSechny smérovée derivace. Jestlize je P
B-diferencovatelnd v x, nazgvme smérovou deriwaci ®'(x;d) B-derivaci ® v x

podél d. B-derivace ®'(z;-) je silnd, pokud chybovd funkce

e(y) = 2(y) — (x) — ¥ (x;y — )
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splnuge
i €W —ey?)
ul7y [y — 42|

(y1.92) = (z.2)

=0.

Pak vikdme, Ze ® je silné B-defierencovatelnd v x. Rikdme, Ze ® je B-diferen-

covatelnd blizko x, jestlize je B-diferencovatelnd v kaZdém bodé v jistém okoli x.

Ve skutecnosti je B-diferencovatelnost oslabenim klasické myslenky F-diferen-

covatelnosti, coz ukazuje nasledujici priklad.
Priklad 1.1. UvazZujme funkci

f() = x+ a2, jestlite x > 0,
T —x — 22, jestlize x < 0.

Tato funkce je lokdalné lipschizovska v bodé 0 a ma zde vsechny smérové derivace,
je tedy B-diferencovatelnd. Na druhou stranu zde ale neni F-diferencovatelnd.

Ukazme to tim, Ze do podminky z definice 1.1 dosadime funkci f(x), bod x =0 a

a kladné, klesajict k nule, a nasledné —a. Po dosazeni mdme

2 —
0 = tim 2+~ 00) _y,, <1+a— df(O’&)) = g P00
a—0 ’a’ a—0 o a—0 Q
—_ a2 _ _
0= tip 2= ¢ —WOm0) _ (1—a+ df(o’&)) 14 lig TO9)
a=0 | - CY| a—0 « a—0 o

Porovndnim clentd na pravych strandch dostavame

—1=1

)

tedy pozadovand podminka neni nikdy spinéna, a funkce f(z) vskutku neni v 0

F-diferencovatelna.



2 Popis problému a princip reseni

V této kapitole se seznamime s variacnimi nerovnicemi a tilohami komplemen-
tarity, které predstavuji hlavni motivaci této prace. Také si nastinime metody
jejich teseni, a v kapitolach nésledujicich se jimi budeme zabyvat.

Nejjednodussim piikladem varia¢ni nerovnice je tloha vyfteSit systém neli-
nearnich rovnic. Jak brzy uvidime, tento problém miizeme opravdu povazovat
za variacni nerovnici bez omezujicich podminek. Nyni definujme variac¢ni nerov-

nici v obecném tvaru.

Definice 2.1. Necht je ddna podmnoZina K euklidovského n-dimenziondlniho
prostoru, R™ a zobrazeni F' : K — R™. Pak variacni nerovnici, oznacovanou

VN(K,F), rozumime tdlohu najit vektor x € K takovy, Ze
(y—2)"F(z) >0, Vye€K. (2.1)
MnoZinu tesend této ulohy znacime S(K, F).

Poznamka 2.1. V této prdaci se budeme zajimat pouze o situace, kdy je mno-
zZina K uzaviend a funkce F spojitd. Spojitosti F' budeme nadale rozumét spoji-
tost F' na oteviené mnozine obsahujict K. Pokud bude vyZadovdna, stejnou vvahu

provedeme pro diferencovatelnost F'.

Poznamka 2.2. Pojem variacni nerovnice zndme také z variacniho poctu, kde je
jeji obecnyj tvar definovan ndsledovné. Je-li dan Banachuv prostor E, podmnoZina
K € FE, a funkciondl F : K — E* zobrazujici K do dudlu E*, pak variacni nerov-
nici rozumime ulohu vyresit vzhledem k proménné x naleZejici do K nasledujict

Nerovnict:

kde (-,-) : E* x E'— R je dualita. Takto definovanou variaéni nerovnici muzeme

povazovat za zobecnéni definice 2.1 do prostori s nekonecnou dimenzi.

Podivejme se blize na definici 2.1. Dle znamych vlastnosti skalarniho souc¢inu

v R” je jeho vysledek kladny, pokud jsou oba vektory nenulové a sviraji ostry
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thel, a naopak zaporny, pokud sviraji thel tupy. Z této ivahy plyne nasledujici

geometricka interpretace varia¢ni nerovnice.

Véta 2.1. Bod x z mnoziny K je teseni VN(K,F') tehdy a pouze tehdy, kdyz

F(z) netvori tupy dhel s kazdym vektorem tvaru y — x, pro vsechna y z K.
Toto pozorovani muzeme formalizovat uzitim pojmu norméalniho kuzele.

Definice 2.2. Je-li dana mnozina K C R"™ a vektor 2’ do ni ndleZejict, definujeme

normdlni kuzel ke K v ' jako nasledugjici mnozinu:
N K)={deR": d"(y—2') <0,Vye K}.
Vektory v této mnoziné nazyvdme normdalni vektory k mnoziné K v x’.

Poznamka 2.3. Nerovnost (2.1) tedy ika, Ze vektor x € K tesi VN(K,F)
tehdy a jen tehdy, kdyz —F(x) je normdlni vektor ke K v xz, nebo ekvivalentné

0€ F(z)+ N(z; K).

Obrézek 1: Regeni VN a norméalni kuzel

Obréazek 1 znazornuje tento thel pohledu. Jak bylo zminéno na zacatku této
kapitoly, nejjednodussi ptipad VN je tloha vyftesit soustavu nelinearnich rovnic,

ktera odpovida tomu, Ze mnozina K je rovna celému prostoru R”.
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Véta 2.2. Jestlize K = R", vektor x ndlezi do S(K, F) tehdy a jen tehdy, kdyz
x je nulovy bod zobrazeni F, to jest F(x) = 0.

Dukaz: Mame ukdzat, ze S(R", F) = F~1(0). Vsimnéme si, Ze pro libovolnou
mnozinu K, jestlize x € K a F(z) = 0, pak ziejmé x € S(K, F). Proto F~*(0)NK
je vzdy podmnozina S(K, F').

K potvrzeni opacné inkluze, kdy K = R", poznamenejme, Ze
r€ SR F) = F(z)'d>0  VdecR"

Vezmeme-li d jako —F(x), vidime, ze F(z) = 0. Proto S(R", F') C F~1(0), tedy

rovnost plati. O

Vyse uvedeny argument plati obecnéji pro feseni VN (K, F'), které nalezi do vniti-

ku K C R"™.
Véta 2.3. Jestlize x je teSeni VN(K,F) a x ndlezi do vnitrku K, pak F(z) = 0.

Dtikaz: Pokud x € int K, existuje skalar 7 > 0 dostatecné maly tak, ze
vektor y = x — 7F(z) nalezi do K. Dosadime-li tento vektor do (2.1), vidime, Ze

—F(x)TF(x) > 0, coz implikuje F'(x) = 0. O

Jestlize K je kuzel, to jest plati x € K = 7x € K pro vSechny skalary 7 > 0,

VN pripousti ekvivalentni tvar znamy jako tiloha komplementarity.

Definice 2.3. Je-li dan kuZel K a zobrazeni F' : K — R", dloha komplementa-
rity, oznacovand joko UK(K,F'), znamend ulohu najit vektor x € R™ vyhovujict

ndsledugici podmince:
K>z 1L F(x) € K7,
kde 1 znaci ,perpendikuldr® a K* je dudlni kuZel ke K definovany jako
K*={deR":v"d>0 Vv € K},

to jest K* sestava ze vsech vektoru, které tvori ostry nebo pravy uhel s kaZdym

vektorem z K.
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Obrazek 2: Kuzel a kuzel k nému dudlni

Poznamka 2.4. Napiseme-li notaci L explicitné, ziskdme podminku ve tvaru

nehladké rovnice:
reK, F(z)eK* 2"F(z)=0.

V tuto chvili jsme dosahli kyzené formulace ve tvaru nehladké rovnice a v dal-
$im se budeme zabyvat pfedevsim timto pojmem. PopiSme jesté presnou souvis-

lost mezi VN(K,F') a UK(K,F), kde K je kuzel.

Véta 2.4. Necht K je kuzel v R™. Vektor x tesi VN(K,F ) tehdy a jen tehdy,
kdyz x tesi UK(K ,F).

Dukaz: Viz [2], str. 4.
Poznamka 2.5. Co se tyce oznaceni UK(K,F ), kdyz je zkratka UK vztdhnuta

ke dvojici (K ,F), rozumi se, Ze K je kuZel.

Nyni uz tedy zndme vztah mezi varia¢nimi nerovnicemi a nehladkymi rov-
nicemi, na jejichz feSeni se zamétfime. Uvazujme soustavu nehladkych rovnic

ve tvaru

G(z) =0, (2.2)

12



kde G : 2 C R"* — R" je lokalné lipschitzovska na oteviené mnoziné 2. Kon-
krétné se budeme sousttfedit na numerické metody newtonovského typu pro reseni
takovychto rovnic, a jejich lokalni konvergenci.

Lokalni konvergence algoritmus znamena, Ze po pocatecnim bodu pozadu-
jeme, aby nalezel do vhodné zvoleného okoli Teseni za ticelem zajisténi konver-
gence algoritmu. Naproti tomu je algoritmus globalné konvergentni, pokud tento
pozadavek na pocatecni bod mizeme vypustit.

Je vhodné zvazit i tzce souvisejici ulohu nalézt feSeni (2.2), které ndlezi

do dané mnoziny X:
G(x)=0, zelX, (2.3)

kde X C Q je uzaviend mnozina. Rovnici (2.3) nazyvame ,rovnice s omezenimi.
Pokud X odpovida celému R", (2.3) se redukuje na (2.2). Existuji nejméné dva
divody pro zavedeni mnoziny X. Prvni z nich je, ze pro varia¢ni nerovnici s mno-
zinou K a zobrazenim F' nemusi byt F' definovano vné oteviené mnoziny obsa-
hujici K. Tento znak pak nese také preformulovani varia¢ni nerovnice na tlohu
komplementarity, neboli na nehladkou rovnici. Druhym divodem pak je, Ze Teseni
puvodni tlohy i jakéhokoliv jejiho pfeformulovani musi nalezet do mnoziny K.
Proto je smysluplné pokusit se zabudovat tuto informaci do algoritmu polozenim
X =K.

Klasické metody obsahuji mnoho myslenek, které se pokusime uplatnit, ovsem
kv1ili nediferencovatelnosti G je potfeba nejen tyto metody prepracovat, ale také

predstavit nové nastroje.
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3 Clarkovo zobecnéni jakobianu

V této kapitole uvedeme rozsireni nékterych klasickych vysledkt analyzy hlad-
kych realnych funkci na funkce nehladké. Hlavnim néastrojem pro studium ne-
hladkych funkci je smérova derivace. Nicméné pokud bychom pii navrhovani al-
goritmu lpéli vyhradné na tomto konceptu, mizeme narazit na mnoho obtizi.
Proto pro lokalné lipschitzovské funkce predstavime Clarkovo zobecnéni pojmu
gradientu a jakobidnu a odpovidajici pocetni pravidla. Také se stru¢né dotkneme
nékterych komplexnéjsich témat, jako jsou véta o stiedni hodnoté a véta o im-
plicitni funkci. Vysledky v této casti tvori zaklad, na kterém mutizeme vybudovat

efektivni metody.

Definice 3.1. Necht G : Q — R™, kde Q C R" je otevrend, je lokdlné lipschi-
tzovskd pro kazdy vektor x € Q. Definujme limitni jakobidan G v bodé T jako

JacG(z) = 0pG(Z) = {H € R™" : H = limy_, JG(2"),

kde posloupnost {z*} — =, 2" ¢ N},

kde jsme oznacili Ng mnoZinu miry nula takovych bodu, ve kterych G neni

F-diferencovatelnd.

Poznamka 3.1. Podle Rademacherovy véty existuje alespon jedna posloupnost
{2*} F-diferencovatelngjch bodii, kterd konverguje k T. JelikoZ jsou matice jako-
bianu G v F-diferencovatelnych bodech blizko ¥ omezené v normé lokdlni lipschi-
tzovskou konstantou funkce G v bodé T, plyne z toho, Ze vsechny posloupnosti
{JG(z*)}, specifikované v definici 3.1, musi mit alespori jeden hromadny bod.
Proto je Jac(G, Z) neprdzdnd mnoZina. Obecné pro nediferencovatelné funkce ob-

sahuje Jac(G, T) vice matic.

Prestoze 1ze tento koncept tspésné vyuzit pii studiu funkei po ¢astech hlad-
kych, nemtizeme poptit fakt, Ze obecné je limitni jakobian obtizny objekt ke stu-

diu. Pro obecnou nehladkou funkci neni snadny ani vypocet, ani prace s limitnim
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jakobidnem. Abychom se alespon ¢aste¢né vyhnuli obtizim, predstavime nasledu-

jici definici.

Definice 3.2. Necht G : Q@ C R™ — R™, kde Q je oteviend, je lokdiné lipschi-
tzovskd pro kazdy vektor x € Q. Clarkiv zobecnény jakobidn G v T je definovdn

takto:
0G(T) = conv Jac G(T). (3.1)

Prom =1, tedy kdyz G je redlnd funkce g : R" — R, se 0g(z) nazgvd zobecnény
gradient g v Z. V souladu se znacenim gradientu hladké funkce jsou slozky 0g(x)

sloupcové vektory.

Casto hovoiime o Clarkové zobecnéném jakobidnu jednoduse jako o zobec-
néném jakobidnu G. Definici mizeme ilustrovat na jednoduché funkei |z|. Tato
funkce je lipschitzovska s konstantou L = 1, a spojité diferencovatelnd vsude
kromé pocatku. Je snadné ovéfit, Ze v tomto bodé plati Jac|0] = {-1,1}, a

zobecnény gradient je pak jednoduse 0/0| = [—1, 1].

Poznamka 3.2. Obecné mizZe byt vypocet zobecneného jakobidnu zjednodusen
faktem, Ze zobecneny jakobidn je ,slepy“ k mnoZindm miry nula ve smyslu, Ze

jestlize Ny je libovolnd mnozina miry nula v R™, pak
0G(z) = conv {H : H = limy_oo JG(2¥), {2} — 7,25 ¢ No UN, }.

Tohoto vysledku mtzeme pouzit, abychom ilustrovali vypocet zobecnéného

jakobianu ponékud komplikovanéjsi funkce, nez je absolutni hodnota z x.

Priklad 3.1. Méjme funkci ve tvaru:

Glo.y) = (—2x+ |y|>_

min(z, y)
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Abychom dostali 0G(0,0), uvazujme ctyri uzaviené oblasti

R ={(z,y) 1y >z, > 0},
Ry ={(z,y) 1y > 2,2 <0},
Ry ={(z,y) 1y <z, <0},
Ry={(z,y) 1y < z,x >0}

Je zrejme, Ze sjednocent téchto ctyr oblasti dava cely prostor a Ze sjednoceni B
jejich hranic je mnozina miry nula. Vsimnéte si, Ze mnoZina B obsahuje vsechny
body, pro které je G nediferencovatelnd, ale také body, ve kterych je diferenco-
vatelnd spojité (napt. kladnd osa x). Na zdkladé pozndmky pred timto prikladem
je pak snadné nahlédnout, Ze zobecnény jakobidn G v (0,0) je ddn jako kovexni
obal mnoZiny limit jakobiant G vypocitanych pro posloupnosti konvergujici k nule

zevnitr kazdé ze ctyr oblasti R;:

8G(0,0) = conv ({_12 8} : {_02 ?D

coZ poturzuje vyraz (3.1) z definice 3.2.

Jina zajimava funkce, pro niz mizeme na zakladé definice snadno vypocitat

zobecnény gradient, je euklidovska norma.

Piiklad 3.2. Necht g(z) = ||z||2 je euklidovskd norma v R™. Tato funkce je

spojité diferencovatelnd vsude kromé pocdtku. Jestlize x # 0, snadno dostaneme

x
Viizllz = -
]l
takZe norma gradientu funkce v tomto tvaru je rovna jedné pro kaZdy nenulovy
vektor. Z tohoto vypoctu je zieymé, Ze Jac g(0) sestavd ze vsech vektori s eukli-
dovskou normou rovnou jedné. Zobecnény gradient v pocdatku je konverni obal

této mnoziny a proto dostdavdme 0||0]] = B(0,1). Povsimnéme si, Ze Jac g(0) je

kompaktni, ale nekonvexni mnoZina.
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Z definice zobecnéného Jakobianu je ziejmé, ze je-li redlnd funkce g spojité
diferencovatelna v x, pak dg(z) je roven jednobodové mnoziné {Vg(x)}. Také lze
ukazat, ze jestlize je ¢ lipschitzovska a gateauxovsky diferencovatelna v x, pak
Vyg(z) € 0g(x), ale zobecnény gradient je roven jednobodové mnoziné {Vg(z)}
tehdy a jen tehdy, kdyz ma ¢ F-derivaci v x. Projevuji se zde nevyhody zo-
becnéného jakobianu. Mtzeme Tici, Ze samotny termin zobecnéného jakobianu
je nepresny, protoze zobecnény jakobian se nemusi nutné zredukovat na obvykly
jakobian, jestlize je funkce gateauxovsky diferencovatelna v bodé. V mnoha situ-
acich se mize zobecnény jakobian ukéazat jako ,pfilis velkod mnozina“. Z tohoto
divodu casto uvazujeme specialni t¥idy lokalné lipschitzovskych funkci, pro které

je Clarktv zobecnény jakobidn vhodnym néastrojem.

Poznamka 3.3. Zobecnény jakobian mize byt vnimdn jako zobrazeni z 2 do pod-

mnozin RV
0G :x € Q— IG(x) C R™™,

Nize jsou uvedeny néekteré zakladni vlastnosti tohoto zobrazeni v bodé =z

za predpokladu lokalni lipschitzovskosti.

Véta 3.1. Necht je ddna funkce G : Q C R™ — R™, kde G je lokdIné lipschitzov-

skd na oteviené mnozine ). Ndsledugici vyroky plati pro libovolné x € €):

(a) OG(x) je neprdazdna, konvexni a kompaktni;

(b) zobrazeni OG je shora polospojité v x, tedy pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0
takové, Ze pro vsechna y € B(z, ) plati
0G(y) C 0G(z) + B(0,¢).
Proto je OG uzaviend v x, to znamend, Ze jestlize {z*} — x, H* € 0G ()
a H* — H, pak H € 0G(x).
Dukaz: Viz [1], str. 71.

Pro realné funkce mutze byt Clarkv zobecnény gradient charakterizovan jis-

tym druhem smérové derivace, kterou definujeme nize.
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Definice 3.3. Necht je ddna funkce g : Q@ C R" — R, kde g je lokdlné lip-
schitzovskd na otevrené mnozine §2. Definujeme Clarkovu zobecnénou smerovou

derivaci g v x ve sméru d, oznacovanou jako g°(x;d), predpisem

g°(x;d) = limsup 9(y +1td) — 9(3/)_

y— t
tl0

Poznamka 3.4. JelikoZ je v definici zobecnéné smérové derivace zahrnuta lim sup,
je zrejné, Ze g°(x;d) je dobre definovdana pro kaZdou funkci. Kdyz je g lokalné lip-
schitzovskd v x jako v nasem pripade, pak je snadno vidét, Ze zobecnénd smerovad
derivace g°(x;d) je koneénd pro kazdé d. Ukazuje se, Ze g°(x;d) a Og(x) jsou tzce

spojeny:
_ n ., T of e n
dg(z) = {¢ e R : £'d < ¢°(x;d), Vd € R"} .

Dalsi vlastnosti Clarkovy zobecnéné smérové derivace jsou shrnuty v nasledu-

jici véte.

Véta 3.2. Necht je funkce g : Q C R™ — R lokdIné lipschitzovskd na oteviené

mnozine §). Pak plati nasledujici tri turzend.

(a) Pro kazdé x € Q je g°(x;-) lipschitzovskd a pozitivné homogenni.

(b) Pro kazdé (x,d) € Q x R",

¢°(x;d) = max {de fe 8g(9c)} )

(c) Jako funkce (x,d) je g°: Q x R™ — R shora polospojita.

Dukaz: Viz [1], str. 26 a 28.
Podle definice mame
g (z;d) < g°(x;d), (3.2)

jestlize smérova derivace vlevo existuje. Jak brzy uvidime, v mnoha situacich je

dulezité vysettit, zda v (3.2) nastava rovnost.
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Definice 3.4. Necht je ddna funkce g : @ C R™ — R, kde g je lokdIné lipschi-
tzovskd na oteviené mnoziné Q). Rekneme, Ze g je C-requldrni (C podle Clarka)

v €, jestlize plati podminky:
(a) g md smérovou derivaci v x ve vech smérech,
(b) g°(x;d) = ¢'(x;d) pro vSechny sméry d € R".

Kdykoli nehrozi nedorozumeéni, mizZeme jednoduse 7ici, Ze funkce g je requldrnt,

jestlize je C-regqularni.

Lze ukazat, ze konvexni funkce a funkce spojité diferencovatelné v z jsou
C-regularni a jsou tedy nezadpornou kombinaci regulédrnich funkei v témze z. Mi-

moto, jestlize je g C-regularni funkce, pak mame

¢'(x;d) = max {STd € e Gg(a:)} ,

coz zobecnuje znamé tvrzeni z konvexni analyzy. Z toho duvodu je tfida C-regu-
larnich funkci pomérné siroka. Nicméné existuji jednoduché funkce, které nejsou

C-regularni. Zde je priklad.

Piiklad 3.3. UvaZujme funkci jedné proménné g(x) = —|z| a jeji zobecnénou
smeérovou derivaci v 0 ve sméru d = 1. Funkce g md zrejmé derivaci ve vSech
smeérech a ¢'(0;1) = —1. Na druhou stranu miZeme také snadno nahlédnout, Ze

g°(0;1) =1, tedy Ze tato funkce neni C-reqularni.

Ptedchozi priklad, ktery je formulovan v pojmech zobecnéné smeérové deri-
vace, je dalsi ukazkou skutec¢nosti, ze zobecnény jakobian mtize byt prilis Siroky
pojem. Vime, Ze obycejna smérova derivace lokalné lipschitzovské funkce g, pokud

existuje, dava presnou aproximaci g prvniho fadu, napf.
g(x +d) = g(z) + ¢'(z;d) + o([|d]))-

Priklad 3.3 ukazuje, Ze zobecnéné smérova derivace nemusi mit tuto aproximacni
vlastnost, ktera je vsak zasadni pro skupinu newtonovskych metod k feseni rov-

nice (2.3). Proto pokud bychom chtéli pouzit zobecnéné jakobidny k definovéani
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algoritmu pro feseni systému nehladkych rovnic, museli bychom zuzit t¥idu funkei,
kterymi bychom se zabyvali. Definice regularity je prvnim pokusem o definovani
takové tiidy funkci, pro které miize byt zobecnény jakobidn s uspéchem vyuzit

k vypoctu.

Pro vypocet zobecnéného gradientu funkce je k dispozici mnozstvi vypo-
cetnch pravidel, které jsou podobné odpovidajicim pravidlim pro diferencova-

telné funkce.

Véta 3.3. Necht g; : R" — R, i = 1,...,m, jsou lokdlné lipschitzovské funkce

vVT.

(a) Pro libovolné koeficienty a; plati

0 <Z a'igi> (z) € Z a;0g;(x),

kde rovnost nastavd, pokud alespor jedno g; je spojité diferencovatelné v x
nebo pokud jsou vsechny funkce C-reqularni v x a kaZdé a; je mezdporné.
Specidlné dag(x) = adg(x) pro vsechny lokdiné lipschitzovské funkce g a

vsechny konstanty a.
(b) Plati
9(9192)(x) € g2(2)0g1(2) + g1(x) g2 (),
kde rovnost nastdvd, pokud gy, g jsou C-reqularni vz, g;(x) > 0, a go(z) > 0.

(c) Jestlize go(x) # 0, pak

91\ ~ 92(2)091(x) — g1(2)0gs(x)
0 (92) = 93(x) ’

kde rovnost nastane, pokud g, —ga jsou C-regularni v x, gi(x) > 0 a

ga(z) > 0.
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(d) Pro bodové mazimovou funkci
9(x) = max{gi(z),i=1,...,m}
plati, Ze
9g(x) € conv{dgi(x) : i € I(x)},

kde I(x) = {i: g;(x) = g(x)}. Navic rovnost v inkluzi plati, pokud vSechny

g; jsou C-reqularni v x.
Dukaz: Viz [1], str. 39, 40, 47 a 48.

Bod (d) je zvlasté vyznamny, protoze poskytuje dilezity zdroj nediferenco-
vatelnych funkei (maximum koneéného poctu funkei neni diferencovatelné vsude,
i kdyz vSechny funkce g; diferencovatelné jsou) a nemé zadnou analogii v hladkém
pripadé. Pokud nejsou splnény pfisnéjsi podminky, pocetni pravidla nam déavaji
pouze inkluzi. Tento fakt predstavuje hranici v moznostech snadného vypoctu zo-
becnéného gradientu. Nasleduje jednoduchy priklad rozdilu, ktery mize existovat

mezi mnozinami na levé a pravé strané v inkluzich z véty 3.3.

Piiklad 3.4. Necht gi1(x) = |z| a g2(x) = —|z|. Tyto dvé funkce jsou vsude

lokalne lipschitzovske a jejich soucet

9(z) = g1(z) + g2()

je identicky roven nule. Zobecnény gradient g je proto vsude 0. Odhadnéme zo-
becnény gradient g v nule za pomoci bodu (a) z véty 3.3. Budeme-li mit na pa-
méti pravidla pro sc¢itani mnoZin, dostaneme mnoZinu [—1,1]+[—1,1] = [-2, 2],
coz je zrejmé velmi odlisné od 0g(0). Ovsem inkluze uvedend ve vété 3.3 plati:
9g(0) C 9g1(0) + 0g2(0). Vsimnéte si, Ze go neni C-reguldrni v nule, jak ukazuje
priklad 3.3.

Vysledky sefazené v predchozi vété mohou byt chapany jako specidlni pripady

nasledujici véty o slozené funkci.
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Véta 3.4. Necht [ = go G, kde G : R™ — R™ je lokdIné lipschitzovkd v x a
g : R™ — R je lokalné lipschitzovska v G(x). Pak f je lokalné lipschitzovskd v x a

df(x) Cconv{¢=H"(: H e dG(x), ( €dg(G(z))}.

Navic plati rovnost a konvexni obal je nadbytecny, pokud je splnéna alespon jedna

z nasledugicich dvou podminek:
(a) g je spojité diferencovatelnd v G(x);

(b) g je C-requldirni v G(x) a G je spojité diferencovatelnd v x (v tomto pripadé
je f C-reguldrni v x ).

Dukaz: Viz [1], str. 43.

Analogicky k hladkému pfipadu miizeme uvazovat ¢aste¢né zobecnéné gradi-

enty.

Poznamka 3.5. Predpokladame, Ze je ddna funkce g : RP x R? — R. Znacenim
0z9(x,y) budeme rozumét zobecnény gradient g(-,y) v x, a znacenim Oyg(x,y)
pak zobecnény gradient g(x,-) vy. Obecné je bud dg(x,y) obsazen v J.g(x,y) X

0yg(x,y) nebo obrdcené. Nicméné vidy plati, Ze

O:9(x,y) C U0g(x,y) a 0Oyg(x,y) CIL,0g(x,y),

kde 11, (11,) oznacuji kanonickou projekci na podprostor proménnych x (y). Ddle

je-li g requldarni v (z,y), pak plati, Ze

9g(x,y) C Oug(z,y) x Oyg(z,y).

Zobecnéné gradienty nam dovoluji rozsitit znamy klasicky vysledek pro hladké

funkece.

Véta 3.5. Predpokladejme, Ze g : R™ — R je lipschitzovska v okoli svého nepod-

minéného lokdlniho minima x. Pak

0 € 0g(x). (3.3)
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Dukaz: Viz [1], str. 38.

Poznamka 3.6. Vektor x splriujici (3.3) nazgvime C-staciondrni bod g, kde C
znamend Clarkiv. TudiZ kaZdé lokdlni minimum lokdlné lipschitzovské funkce je

C-staciondrnim bodem.

Miuzeme také vyslovit véty o stiedni hodnoté, nejdfive pro skalarni funkci.

Véta 3.6. Necht je ddna funkce g : R" — R, kterd je lipschitzovskd na oteviené

mnoziné€ obsahujici usecku [x,y]. Pak ezistuje bod z € (z,y) takovy, Ze

9(y) = g(z) + &' (y — 2),
pro néjaké & ndleZejici do 0g(z).
Dukaz: Viz [1], str. 41.

Ve vyse uvedenych vétach jsme se omezili na realné skalarni funkce, ale mnohé
z nich je mozno vyslovit také pro funkce vektorové. Nejdfive uvedeme vétu, ktera
dava do souvislosti zobecnény jakobian vektorové funkce a zobecnény gradient

jejich slozek.

Véta 3.7. Necht G : Q CR" — R™ je lokdlné lipschitzovskd funkce na oteviené

mnoziné §). Jestlize x € ), pak
G (z) C (01G(7) x 0G(x) X ...0,G(2))".
Dukaz: Viz [1], str. 71.

Vyse uvedena inkluze je obvykle rovnosti, pokud nediferencovatelnost riznych
slozek G je ,nesouvisejici“, zatimco v opa¢ném piipadé je inkluze obvykle ostra.

Predvedeme to dvéma jednoduchymi priklady.

Priklad 3.5. UvazZujme funkci

|z1] + 222
F($1,$2) (—1‘1 4 |J}2| .
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Mdme
OF(0) = {(_0‘1 ;) Vae[-1,1], V8 € [—1,1]} .

V tomto pripadé je inluze z véty 3.7 ve skutecnosti rovnosti.

|z1| — tan x4
—|z1] +em )

or)={( 2,7 ) wae L}

UvazZugme jinou funkci

F(:Cla x2)

Mdme

zatimco

a —1

OF1(0) x OF5(0) = {(5 1 ) Na e [-1,1], V5 € [-1, 1]}.

V tomto pripade inluze z véty 3.7 plati jako ostra.

Nasledujici véta rozsifuje vétu 3.6 pro vektorové funkce.

Véta 3.8. Necht je funkce G : Q C R™ — R™ lipschitzovskd na oteviené mnoziné
Q obsahugjici usecku [x,y]. Pak existuje m bodi z* z intervalu (x,y) a m koeficienti

a; > 0, jejichZ soucet je jedna, takovych, Ze

G(y) = G(z) + Z a; H(y — ),

kde H; ndlezi do 0G(z") pro kaZdé i.
Dukaz: Viz [1], str. 72.
Klasicky tvar véty o stfedni hodnoté pro vektorové funkce t¥idy C* je obvykle

uveden v integralni formeé. Alternativni tvar uvedeny vyse, ktery zahrnuje jedno-

duchou sumaci, neni ptilis znamy dokonce ani v hladkém pripadé. Integralni verze
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existuje také pro pripad nehladky, nicméné pro nas zameér je tvar prezentovany
vyse vhodnéjsi.
Néasledujici vysledek ukazuje dtlezitou spojitost mezi smérovou derivaci a

Clarkovym zobecnénym jakobidnem.

Véta 3.9. Necht je funkce G : QQ C R" — R™, kde § je oteviend, B-diferencova-
telnd v bodé x € Q. Pro kazdy vektor d € R" existuje H € 0G(x) takové, Ze
G'(z;d) = Hd.

Dukaz: Viz [2], str. 636.

Uvedenim véty o implicitni funkci pro funkci lokalné lipschitzovskou mtizeme
nyni uzavtit tuto kapitolu. Vratime se k nasemu zadméru popsat metody reseni

nehladkych rovnic, k némuz vyuzijeme vyse predstavené nastroje.
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4 Princip nehladké Newtonovy metody

Nyni, kdyz mame k dispozici aparat Clarkova zobecnéného jakobianu, za-
méfme se na princip Newtonovy metody a pokusme se vybudovat jeji nehladkou
obdobu.

Necht je ddna funkce G : 2 C R® — R™ Vyvoj metod Newtonova typu

pro feseni rovnice (2.2),

kde G je nehladkd, je motivovan klasickym Newtonovym algoritmem pro spo-
jité diferencovatelné funkce. Tento algoritmus je prototypem mnoha lokalnich,
rychlych algoritmii pro feseni hladkych rovnic. Takové algoritmy maji vybor-
nou rychlost konvergence v okoli nulového bodu G, ale mohou selhat, pokud je
pocatecni bod prili§ daleko od Teseni. Zakladni myslenkou v obecné metodé New-
tonova typu je nahradit funkci G aproximaci zavisejici na aktualni iteraci, coz
maé za vysledek, Ze aproximovanou tlohu Ize fesit mnohem snadnéji. Reeni této

aproximace se pak povazuje za novy pocatecni bod a cely postup se opakuje.

Jestlize je funkce G spojité diferencovatelna, nabizi se pfirozend aproximace,
a to linearizace v aktualnim bodé. Piesnéji, je-li dan bod z*, mfizeme zformulovat

linearni aproximaci
G(2F) + JG(aF) (2 — 2) (4.1)

a vypodcitat z¥*! jako nulovy bod této linedrni aproximace. Pokusme se na-
jit vysvétleni rychlé konvergence klasické Newtonovy metody. Jako prvni krok
predpokladejme, %e poc¢ateéni bod 20 je dostatecné blizko k nulovému bodu z*
funkce G, a ze JG(z*) je regularni. Obecné, je-li dan bod x* dostate¢né blizko

k z*, mame pomoci Taylorova rozvoje

0 =G(z*) = G(2*) + JG(2") (2" — 2*) + o, (||2" — 2¥|)),
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kde piseme o,x, abychom zduraznili, ze ,malé o“ v Taylorové rozvoji zavisi pre-
devsim na bodé z*. Pokud vynéasobime vyse uvedeny vyraz JG(z*)~! (diky spo-

jitosti lze v okoli z* jakobidn JG invertovat), dostaneme
o — 2t — JG(2M) TG (2Y) = opr(||2F — 2¥|).

Pokud lze ovétit, ze funkce ,,malé o je nezavisla na z*, posledni rovnice okamzité

déva
ohtl — g = (xk — JG(xk)_lG(xk)) -2 =o0 (||x’C — x*||) )

Tento vyraz je zékladnim kamenem toho, 7e Newtonova posloupnost {z*} je
dobfe definované, konverguje k z* a tato konvergence je Q-superlinedrni (viz
definici 4.1). Ukazuje se, ze ,malé o“ v Taylorové rozvoji je vskutku nezavislé

na x* (viz vétu 4.1). Obrazek 3 ilustruje tuto iteraci.

Obrazek 3: Ilustrace hladké Newtonovy metody
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Definice 4.1. Necht {zF} C R"™ je posloupnost vektori jdouct k limité x # x*

pro véechna k. Rekneme, Ze tdd konvergence je (nejméné)

(a) Q-linedrni, jestlize

: 2"+t — =
lim sup - < 00;
koo |27 — ]
(b) Q-superlinedrni, jestlize
k1 _
lim sup ka—xH = 0;
koo |l2F — ]
(c) Q-kvadraticky, jestlize
L et ]
im sup 00;
koo |20 — |2
(d) R-linedrni, jestliZe
0 < limsup (||z* — x||)1/k <1

k—o00

V kazdém pripadé vikdme, Ze {x*} konverguje k x nejméné Q-linedrné, respektive

Q-superlinedrne, Q-kvadraticky, R-linedrné.

Vratime se nyni k Newtonové postupu. Fungovani tohoto procesu umoznuji
dvé vlastnosti: linedrni model (4.1) poskytuje ,,dobrou* aproximaci G' v blizkosti
2% a vysledna linearni rovnice je feitelna, protoze JG(2*) je invertibilni. Tyto dvé
vlastnosti zavisi na spojité diferencovatelnosti G a na regularité JG(z*). Nasim
cilem je vytvorit analogickou metodu a zachovat pritom tyto klicové vlastnosti,

aniz bychom pozadovali spojitou diferencovatelnost G.

V této kapitole predlozime nekolik obecnych podminek, které zachycuji zaklad
Newtonovy metody a které 1ze aplikovat na nediferencovatelné funkce. Za timto
ticelem polozme d = x — x* a prepisme (4.1) jako

G(z") + JG(z")d. (4.2)
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Pak mtizeme ziskat 2% jako 2*+d*, kde d* hledame jako nulovy bod (4.2). Proto
d* reprezentuje posunuti, které udélame z 2* do z*+1. Jedna se pouze o formalni
zménu, kterou provadime kviili snazsimu znadeni. Viimnéme si také, ze JG(z%)d
je ,dobra“ aproximace G(x* + d) — G(2*), alesponi pro malé d. Kdy% je G ne-
diferencovatelné, nemusi Jakobian G' v bodé z* dokonce ani existovat, a i kdyz
existuje, neni zadny divod predpokladat, ze ho mtzeme pouzit k ziskani dobré
aproximace hodnoty G v nejbliz§ich bodech. Chceme-li zobecnit (4.2), pfedpo-

kladejme, ze Newtoniiv model je dan pomoci
G(z*) + A", d), (4.3)

kde A(z*,d) je model G(z* + d) — G(2*) okolo d = 0, takZe (4.3) lze povazo-
vat za aproximaci G(z* + d). Abychom doséhli dostate¢né obecnosti, piedpokla-
dejme, ze existuje skupina aproximaci A(z), kde kazdy prvek A(z,-) € A(zx) je
funkce z R” do R™, kterd muze byt pouzita v (4.3). Ptikladem je linedrni model
G(2%) + Hd, kde H je libovony prvek zobecnéného jakobianu G(z). V tomto
pripadé A = 0G. Dale v této kapitole se budeme zabyvat ptfipady, ve kterych
je vhodné predpokladat, ze v kazdém kroku mame vice nez jeden model. Po-
kud chceme pouzivat tyto modely k vytvoreni lokdlni Newtonovy metody pro
nehladké rovnice, musime zfejmé zavést néjaké adekvatni podminky. Nasledujici

definice obsahuje zakladni vlastnosti, které budeme potiebovat.

Definice 4.2. Necht G je lokdlné lipschitzovskd funkce z oteviené mnoziny 2 C R™
do R™. Rikdme, e G md Newtonovu aprozimaci v bodé T € €, jestlize existuje

okoli ¥ C Q a funkce A : (0,00) — [0,00), takovd, Ze

lgr& A(t) =0, (4.4)

a navic takovd, Ze pro kazdy bod x z Q' existuje trida A(x) funkci, z nichZ kaZdd

zobrazuje R™ do R™ a spliuje ndsledujici dvé vlastnosti:
(a) A(x,0) =0 pro kazdé A(z,.) € A(z),
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(b) pro kazdé x € Q' rizné od T a pro kazdé A(x,.) € A(x) plati

G () + Alz, T — x) — G(7)]|

[ — z|

< Az = z[]).

A nazgvdme (Newtonovo) aproximacni schéma pro G v T. Pokud je poZadavek

(b) zesilen na

(b’) existuje kladnd konstanta L' takovd, Ze pro kaZdé x € € rizné od T a

pro vSechny A(x,.) € A(x) plati

G () + Alz, T — x) = G(7)]]
[l — z]?

< A(llz =z,

pak 7ikame, Ze F' ma silnou Newtonovu aproximaci v T a Ze A je silné Newtonovo

aprorimacni schéma. Navic, pokud je splnena nasledujici dodatecnd podminka:

(c) m =n, a A je trida stejnomérné lipschitzovskych homeomorfizmi na €,
cimzZ mame na mysli, Ze existuji kladné konstanty L4 a €4 takove, Ze
pro kazdé x € Q' a pro kaZdé A(x,.) € A najdeme dvé oteviené mnoZiny
Uz, Vi, 0bé obsahujici B(0,c4), takové, Ze A(z,.) je lipschitzovsky homeo-
morfismus zobrazujici U, na V,, kde L4 je lipschitzovsky modul inverzniho

zobrazend restrikce A(x,.)|u,,

rikame, Ze silnd Newtonova aproximace i silné aproximacni schéma A jsou re-
guldrni. Jestlize A obsahuje pouze jeden prvek pro kazdé x € ', rikime, Ze
G pripousti jednoznacnou silnou Newtonovu aprorimaci v T a Ze aproximacni

schéma A je jednoznacné.

Poznamenejme, ze pozadavek (c¢) mize byt splnén pouze pokud m = n, ale de-
finice Newtonova aproximacniho schématu je formulovana také pro ptripad m # n.
Pro nase ucely vSak plné postaci m = n. Podminka (a) ndm k4, ze model (4.2)
souhlasi s G(x) pro d = 0, a je zcela pfirozend. Podminka (b) (a (b’)) stanovuje,

ze model (4.2) dobfe aproximuje hodnotu G(z). V8imnéte si, Ze tento pozadavek
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je velmi slaby, a nepozaduje, aby model (4.2) byl dobrou aproximaci G(z) na ce-
lém okoli daného bodu. Tato podminka bude mit stejnou roli jako Taylorova véta
pro hladké funkce. Kone¢né, podminka (c) je vlastné podminka regularity a je
v zadsadé nutné pro garanci fesitelnosti Newtonovy rovnice v okoli z a pro zaru-
¢eni Q-superlinearni t¥idy konvergence. Je blizkd podmince regularity jakobidnu

funkce G, kdyz G je spojité diferencovatelna.

Poznamka 4.1. Podminky (b) a (b’) mohou byt ekvivalentné vyjadreny jako

1G(2) + Az, T — 7) = G(T)]]

hm — = 07
Ao eA(s) |z -z
respektive
G Alx,T —x) — G(Z
oy G0+ AT =) —G@| _
Ay A) |z =zl

Vv

definice 4.2 se pak lépe prizpusobuje nekterym z ndsledujicich vysledkii.
Pro zjendodu$eni oznacime inverzi funkce A(x, )|y, jako A7 (x,.) a vypustime
definicni obor V, a obor hodnot U, inverzni funkce. Proto pro vSechny y € V,

piseme
ANz, y) = (A=, )~ ().

Tato notace je prirozend a neméla by byt nijak matouct.

S pomoci vyse uvedené definice predstavime nasledujici pfirozené rozsifeni
hladké Newtonovy metody pro feseni nehladkych rovnic a nasledné ukazeme, ze
rozsitena metoda si uchovava hlavni znak, ktery charakterizuje ptivodni metodu,

tj. rychlou lokalni konvergenci.
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Algoritmus 4.1 (Nehladkd Newtonova metoda).
Data: 2° € R" a ¢ > 0.
Krok 1: PoloZime k = 0.
Krok 2: Jestize G(a*) = 0, stop.
Krok 3: Vybereme A(x*,-) z A(z) a najdeme vektor d* 2 B(0,¢) takové, Ze

G(2F) + A(2*, d*) = 0. (4.5)

Krok 4: Polozime x*t' = 2% +d* a k + k + 1. Jdeme na krok 2.

Je tfeba Tici par slov o ukoncovacim kriteriu v kroku 2. Algoritmus 4.1 skonci
v konecném poctu krokt jen tehdy, kdyz dosédhne presné nulového bodu G. Prak-
ticky tento druh konec¢ného zastaveni nikdy nenastane. Uzitecné zastavovaci kri-

térium je proto nasledujici:
|G (2")|| < pFedepsané tolerance.

Pokud plati, bod z* je pii ukonéeni akceptovan jako dostacujici aproximace nu-
lového bodu G.

Tato poznamka o ukoncovacim pravidlu se vztahuje na vSechny predstavené
algoritmy. V praktické implementaci jsou vSechny iteracni algoritmy ukonceny
podle takovéhoto zastavovaciho kritéria. OvSem pii sestavovani téchto algoritmi
budeme pokracovat v pouzivani kritérii pro presné feseni. Hlavnim pfedmétem
konvergenc¢ni analyzy je demonstrovat, ze takové kritérium je splnéno asympto-
ticky a v rozumné rychlé tr¥idé konvergence nekonec¢nou posloupnosti bod gene-
rovanou algoritmem:.

Jediny formalni rozdil mezi nehladkou a klasickou Newtonovou metodou je, ze
v Newtonové rovnici (4.5) v kroku 3 se nepozaduje jediné feseni. Takto musi byt
specifikovany jisté dodatecné pozadavky na feseni, napiiklad Ze nalezi do vhodné
malého okoli poc¢atku. Dokonce i v tomto omezeném okoli muze mit rovnice (4.5)
vice nez jedno feseni. Nicméné v mnoha vyznamnych piipadech jsou lokalni mo-

dely A(x*,-) vlastné homeomorfismy a proto mé kazd4 Newtonova rovnice prave
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jedno feseni. V situaci, kdy A(z",-) neni homeomorfismus a jednoznac¢nost feseni
(4.5) je ohroZena, je restrikce na malé okoli B(0, ) zasadni pro konvergenci celého
algoritmu.

Dosud nebyla explicitné zodpovézena otazka obtiznosti feSeni Newtonovy rov-
nice (4.5), ale rozumi se, Ze tato rovnice by méla byt snaze Fesitelnd nez ptivodni

rovnice (2.3), jinak by cely Newtontiv proces nebyl vyhodny.

Nasledujici véta zavadi klicové teoretické vlastnosti algyritmu 4.1. Je tieba
zdiraznit, Ze véta se tyka lokalni konvergence, coz znamena predpoklad, ze poca-
te¢ni bod 2° je vybran z dostate¢né malého okoli hledaného, ale neznamého fesen.
Tento predpoklad je také potieba v rozsirené vété 4.2, ktera se tyka ,neexaktni®

verze metody. Pfipomenme, Ze €4 je kladna konstanta zminénda v definici 4.2.

Véta 4.1. Necht G : Q C R™ — R"™, kde Q je oteviend, je lokdlné lipschitzovskd
funkce v okoli x* € Q, spliujici G(x*) = 0. Predpokladejme, Ze G pripousti
requldrni Newtonovu aprozimaci A v x*. Pro kaZdé € € (0,e4] existuje okoli
B(z*,d) bodu x* takové, Ze jestlize x° ndleZi do B(z*,d), pak Newtoniv algoritmus
4.1 generuje jedinou posloupnost {z*}, kterd konverguje Q-superlinedrné k x*.

Pokud Newtonova aproximace A je silnd, trida konvergence je Q-kvadratickd.

Dukaz: Viz [2], str. 645.

V praktickém pouziti mize byt vypocetné velmi naro¢né resit Newtonovu rov-
nici (4.5) exaktné. To je pravda také kdyz model A(z, -) je linearni (jako v hladkém
ptipadé), ale hodné velky. Pak je uzitecné zvazit feseni rovnice (4.5) neexaktné.
Ukazuje se, ze vSechny vlastnosti, které jsme urcili u exaktniho nehladkého New-
tonova algoritmu 4.1, ztustavaji v platnosti, jestlize fesime Newtonovu rovnici
(4.5) pfiméfené presnym zpusobem, ktery bude stanoven podminkami (4.6) a
(4.7). Tyto dvé podminky poskytuji jednotnou strukturu pro vSechny neexaktni

nehladké Newtonova schémata.
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Algoritmus 4.2 (Neexaktni nehladkd Newtonova metoda).
Data: 2° € R", € > 0 a posloupnost nezdpornyjch skaldri {ny}.
Krok 1: PoloZime k = 0.
Krok 2: Jestize G(a*) = 0, stop.
Krok 3: Vybereme A(x*,-) € A(z) a najdeme smeér d* € B(0,¢) takovy, Ze

G(2F) + A(aF, d¥) = r*, (4.6)
kde r* je vektor vyhovujici
7] < mel| G (M) (4.7)

Krok 4: Polozime x*t' =2 +d* a k + k + 1. Jdeme na krok 2.

Je zahodno déle diskutovat neexaktni pravidlo (4.7). Zhruba feceno toto pravi-
dlo stanovuje, e neexaktnost vektrou d* jako aproximativniho feseni Newtonovy
rovnice je timérna k zbytkové normé ||G(z")|| v bodé z*. Toto pravidlo je zasadni
pro rychlou konvergenci posloupnosti {*} vytvorenou vyse uvedenou neexaktni
Newtonovou metodou, viz vétu 4.2. Nez uvedeme tuto vétu, vyslovime lemma,
které zarucuje existenci sméru d* v kroku 3 algoritmu 4.2 pro kazdy vektor r*

vyhovujici (4.7).

Lemma 4.1. Necht G : Q CR™ — R", kde Q) je oteviend, je lokdlné lipschitzov-
skd funkce v okoli x* € Q splnugici G(x*) = 0. Predpokladejme, Ze G pFipousti
reguldrni Newtonovu aprozimaci A v x*. Pak pro kazdé € € (0,e4] a kazdé 7 >0
existuje okoli B(x*,8) bodu z* takové, Ze pro kazdy vektor x* € B(x*,0), kaZdy
skaldr n, € (0,7 a kazdy vektor r* vyhovugici (4.7) md rovnice (4.6) jediné Fesend

d* 2 B(0,¢).
Dukaz: Viz [2], str. 647.
Vyse uvedené lemma je koncepcéné uzitecné, ovsem jeho predpoklady jsou

opacné, nez jak je zamyslen algoritmus 4.2. PTi implementaci tohoto neexaktniho

algoritmu neni dan residualni vektor 7* a priori. Misto toho v kroku 3 pocitame
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vhodny smér d* tak, aby asociovany residudlni vektor 7* = G(2*) + A(2*, d*)
spliioval (4.7). Resenim miize byt napiiklad pouziti itera¢ni metody na rovnici
0 = G(2%) + A(2*,d) a ukondeni této metody po kone¢né mnoha vnitinich ite-
racich, kdy je jako zastavovaci kritérium pouzito (4.7). Obecné exituje mnoho
vektort d*, které mohou byt vybrany v kroku 3 algoritmu 4.2. To je v kontrastu
s algoritmem 4.1, kde je podle véty 4.1 vektor d* jediny. Dalsi véta se zabyva li-
bovolnou posloupnosti {*} generovanou algoritmem 4.2. Je zaméfena ani ne tak

na existenci nebo jednoznac¢nost takové posloupnosti, ale spise na jeji konvergenci.

Véta 4.2. Necht G : Q C R* — R", kde Q je oteviend, je lokdlné lipschi-
tzovskd funkce v okoli x* € Q, spliugici G(x*) = 0. Predpokladejme, Ze G pri-
pousti requldrni Newtonovu aproximaci A v x*. Pak existuje kladné ¢islo 7 ta-
kové, Ze kdyz mi, < 7 pro kaZdé k, pak pro kaZdé e € (0,¢e4] ezistuje okoli B(x*, )
bodu x* takové, Ze pokud x° ndleZi do B(x*, ), neexaktni Newtonova metoda 4.2 je
dobte definovand a kazdd posloupnost {z*} generovand touto metodou konverguje
Q-linedrné k x*. Nawvic, jestlize posloupnost {n.} — 0, trida konvergence {x*}
k x* je Q-superlinedrni. Konecné, jestlize Newtonova aproximace A je silnd a
pro nékteré fj > 0 plati g, < 7||G(xF)|| pro vsechna k, pak trida konvergence je
Q-kvadratickd.

Dukaz: Viz [2], str. 648.

Dale uvazime klasicky piipad, kdy G je spojité diferencovatelna blizko nulo-
vého bodu x*. Necht A(z*, d) je model dany (4.3). Algoritmus 4.1 se pak zredukuje
na hladkou Newtonovu metodu. Navic véta 4.1 snadno dava dobfe znamy kon-
vergen¢ni vysledek pro tuto Newtonovu metodu. Abychom to ukazali, ovéfime
vlastnosti (a), (b), (b’) a (c) za pfedpokladu spojité diferencovatelnosti G. Prvni
vlastnost (a) je splnéna triviadlné. Predpokladejme nyni, ze JG(z*) je regularni.

Pak existuje okoli €2 bodu x* a kladné konstanta L takové, ze

[JG(@) <L a |JG()| <L,
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pro kazdé = € Q. Pak je jasné, ze pro viechny z* z Q jsou A(z*,d) i jeho inverze
lipschitzovské homeomorfismy s lipschitzovskou konstantou L, a tudiz je pod-
minka (c) z definice 4.2 jasné spnéna. Zbyva tedy ovérit (b) a (b’) z definice 4.2,
coz se redukuje na elementarni aplikaci véty o stfedni hodnoté pro vektorové
funkce. Formalné bude tento vysledek uveden v obecnéjsim tvaru v nasledujici

vété, na kterou bude mozno se dale odvolavat.

Véta 4.3. Necht G : R"™ — R™ je spojité diferencovatelnd v okoli Q bodu . Pak

existuje neklesajici funkce A : (0,00) — [0,00) s vlastnosti

lt%l A(t)=0

takova, Ze
1G(z) +JG(2)(z —2) = G()]| < |z — 2| A(llz — =)

pro vsechna z,x € ). Navic, jestlie je JG lipschitzovskée v okoli T, pak existuji

okoli ¥ C Q bodu T a kladnd konstanta L' tak, Ze
|G(z) + JG(x)(2 — x) = G(2)|| < L[|z — 2
pro vSechna z,x € €.

Dukaz: Viz [2], str. 651.

Pred tim, nez se zamérime na funkce po ¢astech hladké, pro které mohou byt
ziskany rychlé lokalné konvergentni algoritmy z Newtonovych schémat popsanych
dosud, pridame nékolik dalsich vét, které ndm pomohou pochopit podstatu pred-
pokladii. Prvni véta ukazuje, ze pokud G pfipousti regularni Newtonovu aproxi-
maci v feSeni x*, pak x* je izolované feseni. Je obdobou klasické véety, ze jestlize je
jakobian v bodé feseni diferencovatelného systému rovnic regularni, pak je feseni
izolované. Pripomenme, ze Tfeseni x je izolované, pokud existuje jeho okoli tak, ze

x je jedinym Fesenim na tomto okoli.

Véta 4.4. Necht G : Q C R" — R", kde Q je otevrend, je lokdlné lipschitzovskd

funkce v nulovém bodé x* € () zobrazeni G. Jestlize ma G Newtonovu aproximact
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A(x) v z*, pro kterou existuje konstanta ¢ > 0, okoli N bodu x* a okoli pocdtku U

takové, Ze pro véechna x € N ezistuje prvek A(x) € A(x) spliugici
[A(z, d)|| = cl|d]|, Vdel,
pak existuje okoli N’ bodu x* a kladnd konstanta ¢ takové, Ze
|z — 2| < |G(@)ll, Vo e N,
pricemz x* je lokdlné jediny nulovy bod G.
Dukaz: Viz [2], str. 652.

Poznamka 4.2. Predpoklady véty 4.4 zrejmé plati, pokud je Newtonova apro-
zimace A reguldrni. Proto existence requldrni Newtonovy aprozimace implikuje

bodove ohranicenou chybu.

Pti definovani Newtonova aproximac¢niho schématu je obvykle nejtezsim bo-
dem ovéfeni jeho regularity. Véta 4.5 ukazuje, ze za vhodnych predpokladi mu-
zeme vyvodit regularitu Newtonova aproximac¢niho schématu z bodové regula-
rity v bazovych vektorech. Nize uvedené lemma, které je zobecnénim klasického
konec¢né-dimenzionalniho Banachova perturba¢niho lemmatu, je thelnym kame-

nem pro diukaz této véty.

Lemma 4.2. Necht A a A’ jsou dvé funkce zobrazujici mnozinu U C R™ do R"
takové, Ze A je lipschitzovsky homeomorfismus a A — A’ je lipschitzovské na U.
Necht L > 0, respektive L' > 0, je lipschitzovskd konstanta A, respektive A — A'.
Pokud d* € U a § > 0 jsou takové, Ze

(a) uz B(d*,0) C U,
(b) uz B(A(d*),6/L) C A(U),

(¢) LL' <1,
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pak A je lipschitzovsksj homeomorfismus z U na A'(U) a jeho inverze (A")~! md

lipschitzovskou konstantu

> 0.

1—-LL
Navic
1—-LL
B (A’(d*), %) C A(U).
Dukaz: Viz [2], str. 653.

Nasledujici véta nam dava postacujici podminku pro regularitu Newtonovy
aproximace. Jak bylo zminéno vyse, klicové je zarucit platnost predpokladii lem-

matu 4.2.

Véta 4.5. Necht G : Q CR™ — R" je lokdlné lipschitzovskd funkce na oteviené
mmnoziné ) obsahujici vektor T. Predpokladejme, Ze A je Newtonovo aprorimacni
schéma funkce G v T, pro které existuji tri kladné konstanty 1, €5 a L, splniujici
(A) pro kazdé A(z,.) € A(Z) najdeme dvé mnoziny U, V obsahugici B(0,e;),
respektive B(0, e1), takové, Ze A(Z,.) je lipschitzovsky homeomorfismus z U
doV a A7Y(Z,.) md lipschitzovskou konstantu L.
Predpokadejme ddle, Ze ezistuje funkce L' : (0,00) — [0,00), pro kterou plati
lim; o L'(t) = 0, a okoli N bodu T takové, Ze je splnéna pravé jedna z ndsledugicich
dvou podminek:
(a) pro kazdé © € N a kaZdé A(z,.) € A(x) existuje prvek A(z,.) z A(Z)
takovy, Ze A(x,.) — A(Z,.) je lipschitzovské s konstantou L'(|x — Z||) na U;

(b) pro kazdé = € N, A(x) = {A(z,.)} je jednoznacné a A(z,.) — A(Z,.) je
lipschitzovské s konstantou L'(||x — Z||) na U, kde

A(z,d) = A(x, T — z + d).

Pak je aproximacni schéma A requldrni.

Dukaz: Viz [2], str. 655.
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5 Aplikace na funkce po ¢astech hladké

Jedna z oblasti aplikace nehladkych Newtonovych metod je tiida po cas-
tech hladkych funkci. Vysledkem je skupina lokalné konvergentnich Newtonovych
metod pro feSeni hladkych tloh komplementarity formulovanych jako soustavy
po ¢astech hladkych rovnic pozivajicich funkci minima. Uvedme nejdiive definici

po castech hladké funkce.

Definice 5.1. Spojitd funkce G : D C R™ — R™ se nazyvd po cdstech hladka
v okoli x € D, jestliZe existuje oteviené okoli N C D bodu x a koneénd mnoZina
hladkgch funkci {G*,G?,...,G*} definovangch na N, pro néjaké kladné celé k,
takovd, e G(y) je prvek {G'(y),...,G*(y)} pro vsechnay € N'. Kazdd funkce G*
se nazyvd hladkd ¢dast G v x. Necht P(y) oznacuje mnoZinu indexi i € {1,... k}

takovou, Ze G(y) = G'(y).

Necht je tedy G : R® — R" po ¢astech hladka funkce. Pfedpokladejme, Ze
r* € R" je nulovy bod G. Necht {G(z),...,G*(z)} jsou hladké ¢asti G v x*.

Pfrirozené Newtonovo aproximacni schéma takové funkce GG je dano jako
Az) = {JG"(x) :i € P(x)}.

Povsimnéte si, ze vSechny A(x,-) jsou v tomto pfipadé linearni, tj. linearni vzhle-
dem ke druhému argumentu. Neboli jedna se o nasobk matice (jakobidnu) a vek-
toru x. Newtonovy rovnice je proto snadné vytesit. Navic uc¢inime ptredpoklad,
ktery implikuje regularitu JG*(x) pro vSechna i € P(x), takZze Newtonovy rov-
nice budou mit jediné feseni. S timto aproximac¢nim schématem bude nehladky

Newtonuv algoritmus v nasledujicim tvaru.

Algoritmus 5.1 (Po ¢astech hladkd Newtonova metoda).
Data: 2° € R".
Krok 1: PoloZime k = 0.
Krok 2: Jestize G(a*) = 0, stop.
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Krok 3: Vybereme index iy, z P(x*) a najdeme smér d*takovyj, Ze
G(2*) + JG™(2*)d" = 0.

Krok 4: Polozime x*t' =2 +d* a k + k + 1. Jdeme na krok 2.

Obrazek 4: Ilustrace algoritmu 5.1

Konvergence tohoto algoritmu snadno plyne z véty 4.1. VSimnéte si obrazku

4, ktery ilustruje tento algoritmus.

Véta 5.1. Necht G : Q C R" — R", kde Q je oteviend, je po cdstech hladkd
funkce s hladkymi ¢dstmi {G" : i =1... k}. Necht z* € Q je nulovy bod funkce G.
Predpoklddejme, Ze matice JG'(x*) jsou reguldrni pro vsechna i € P(x*). Pak
ezistuge okoli B(x*,d) bodu x* takové, Ze pokud x° ndlezi do tohoto okoli, algorit-
mus 5.1 vytvdri jedinou posloupnost {x*}, kterd konverguje k z* Q-superlinedrné.
Jestlize jsou jakobidny vsech aktivnich casti G v bodech blizko x* lokdlné lipschi-

tzovské v x*, pak je trida konvergence Q-kvadraticka.

Dukaz: Viz [2], str. 657.

Specializaci algoritmu 4.2 muizeme snadno ziskat neexaktni Newtonovu me-

todu pro funkce po castech hladké. Misto opakovani detaili takové neexaktni
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metody predstavime aplikaci exaktni nehladké Newtonovy metody pro reseni

systému rovnic definovaného pomoci funkce minima.

Priklad 5.1. Méjme nehladkou rovnici H(x) = 0, kde
H(z) = min(F(z),G(x)), VreR",

kde F', G jsou dvé spojité diferencovatelnd zobrazeni R™ do sebe. Necht je matice

A(x) typu n X n pro libovolny vektor x definovand tadkové jako

VF(x)T pro Fi(x) < Gi(x),
A; =< VF(x)" nebo VGi(x)T pro Fy(x) = Gi(x),
VG;(z)" pro F;(z) > G;(z).

Ezistuje 2P@| matic tohoto tvaru pro kazdé x, kde

Je tomu tak proto, Ze kdyZ se pro néjaké i, x hodnota F;(x) rovnd G;(x), je-
jich gradienty se rovnat nemust, a tedy mame dvé moznosti, jak bude i-ty rddek
matice A v bodé x vypadat.

Matice A jsou jakobidny hladkych casti funkce H v bodé x. Aplikujeme-li
tento poznatek na rovnici H(x) = 0, algoritmus 5.1 vytvdrd posloupnost {x*}
ndsledugicim zpisobem: pro kazdé k, kde xz* je ddno, je ndsledujici clen x*+!

definovdn jako x* + d*, kde d* je veseni systému linedrnich rovnic
H(z*) + A(z")d" = 0,

kde AV(Q:’C) je jedna z 218G matic popsanych vyse. Lokdlni konvergence takové
Newtonovy posloupnosti {z*} k nulovému bodu x* funkce H je zarucena vétou 5.1.
Abychom tuto vétu mohli aplikovat, predpokladdme, Ze kaZdd matice A(z*) je
requldrni.

Nyni si pripomenme koncept reprezentacni matice. Jsou-li A a B dvé matice
typu m x n, matice C typu m X n se nazyva radkovd reprezentacni matice dvojice

(A, B), jestlize kazdy tddek C;. je roven bud A; nebo B;. Regularita A(x*) je
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proto ekvivalentni podmince, Ze kaZda tadkovd reprezentacni matice M dvojice

(JF(x*), JG(x*)) spliugici

M- { JF;(z*) Vi takové, Ze F;(z*) =0 < G;(z*

% . s v * *) (51)
JGi(z*) Vi takové, Ze Fi(x*) > 0= G;(z*)

je requldarni. Vysvétleni je ndsledujici. Predpokladdme-li, Ze x* Tesi H(z) = 0, pak
vzhledem k tvaru H(x) je vidy F;(x*) nebo G;(z*) rovno nule. Druhd funkce je
pak nutné kladnd, protoZe jinak by neslo o nulovy bod H(x).

Podotknéme, Ze u tohoto scématu lezi hlavni otdzka kaZdé iterace v Tesent

systému linedrnich rovnic.

Algoritmus naznaceny v predchozim prikladé poskytuje lokalné konvergentni
metodu pro feSeni UK(F,G). Kvuli srozumitelnosti pfedstavime formalni popis
lokalni Newtonovy metody z prikladu 5.1 v pojmech mnohozna¢ného zobrazeni
Apin : R" — R™" kde pro kazdé x € R" sestava A, (x) ze vSech n X n matic

A(x) definovanych v tomto prikladu.

Algoritmus 5.2 (Newtonova metoda s funkci minima).
Data: 2° € R™.
Krok 1: PoloZime k = 0.
Krok 2: Jestize min(F(z*), G(z*)) = 0, stop.

Krok 3: Vybereme A* € A,in(2®) a najdeme veseni d* linedrniho systému
min(F(2*), G(2*)) + AFd = 0. (5.2)

Krok 4: Polozime x**' = 2% + d* a k < k+ 1. Jdeme na krok 2.
Navic ke konvergen¢nim vlastnostem popsanym v piikladé 5.1 je vySe uvedeny
algoritmus skutecné konvergentni v kone¢ném poctu krokt, pokud jsou F', G obé

afinni funkce. Pro ucelenost zformulujeme konvergenéni vlastnosti algoritmu 5.2

pro nelinearni pripad a také konecné-konvergencni vysledek pro pripad linearni.
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Véta 5.2. Necht F,G : Q C R™ — R™ jsou spojité diferencovatelné funkce, de-
finované na oteviené mnoziné Q). Necht x* je teSeni UK(F,G) takové, Ze kaZdd
rddkovd reprezentacni matice M dvogice (JF(x*), JG(x*)) spliugici (5.1) je re-

gquldrni. Pak plati nasledujci dvé tvrzend.

(a) Ezistuje okoli B(z°,0) bodu x* takové, Ze pokud x° ndlezi do tohoto okoli,
algoritmus 5.2 vytvdii jedinou posloupnost {x*}, kterd konverguje k x* Q-su-
perlinedarné. Jestlize jsou JF a JG lokdlné lipschitzovske v x*, pak je trida

konvergence Q-kvadraticka.
(b) Jestlize jsou F, G afinni funkce, pak existuje k tak, Ze % = x*.
Dukaz: Viz [2], str. 660.

Zabyvejme se na zaver této kapitoly jednim specialnim p¥ipadem rovnice (5.2).

k

Uvazujme pripad, kdy G je identické zobrazeni. Je-li dano =", zvolime indexovou

mnozinu ' C B(z*) a fesime nasledujici systém linearnich rovnic pro d*:

Fi(a*) + VF(z")d" =0 Vier(a")u s
¥ +db =0 Vieal@®)upat)p),

kde
v(@®) = {i: Fi(z®) < 2%} a a(a®) = {i: Fy(2") > 2}

O tomto systému plati, ze proménné d¥ jsou pro i € a(z*) U (B(z*) \ B') ur-
Ceny trividlné, a mohou byt dosazeny do prvni rovnice. Vysledny systém je fadu
|v(2%) U B|, coz miiZe byt podstatné méné, nez plivodni dimenze tlohy n. Tato
vlastnost je kyzena vyhoda algoritmu 5.2 aplikovaného na nelinearni tilohu kom-
plementarity, a mtze byt obzvlasté zietelnd, pokud pocitané feseni x* obsahuje

mnoho nulovych prvki.
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6 Numerické vypocty

V této rozsahlé kapitole si stanovime tilohu deformace nosniku, postupné si
odvodime jeji rtizné formulace, pfedstavime si pocitacovy program a pouzijeme

ho na mnozstvi konkrétnich prikladd. Zac¢néme popisem zakladniho modelu.

6.1 Formulace ulohy

Zabyvejme se Euler-Bernoulliho modelem nosniku
(EIv"(x))" = f(z), x=e(0,L), L>0. (6.1)

Jedna se o eliptickou okrajovou tlohu 4. fadu. Jednotlivé fyzikalni veli¢iny a jejich
jednotky jsou uvedeny v nasledujicim prehledu.

E - Youngtiv modul pruznosti [Pal

I - moment setrva¢nosti priifezu nosniku vzhledem k pohybové ose [kg - m?|

u - prithyb nosniku [m]

f - vertikalni zatiZeni [V]

L - délka nosniku [m)]

Jde o model staticky a jednorozmérny, ktery ale predpoklada, ze prufez nos-
niku je konstantni. Tento prifez se projevi ve velic¢iné I, ktera timto zptisobem
zahrnuje do tlohy dalsi dva rozmeéry. Dale model predpoklada, ze rovinny fez zi-
stane po deformaci rovinnym. Uvazujme nosnik, ktery lezi na pevné podlozce, a
je oboustranné vetknuty, to znamena stabilni, neboli Dirichletovy, okrajové pod-
minky:

u(0)

—0, —0,
w'(0)=0, «(L)=0.

Resitelnosti a jednoznacnosti této tilohy za zabyva napt. [8], str. 230.
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6.2 Diskretizace ulohy

Na rovnici nosniku pouzijeme Galerkinovu metodu, a postupné ziskame for-

mulaci tlohy ve tvaru minimalizace funkcionalu, ptislusnou diskretizovanou tlohu a
nakonec maticovou rovnost.

Oznacéme

V = HZ(0,L).

Nejdiive vSechny ¢leny rovnice (6.1) pfevedeme na jednu stranu. Celou rovnici

prenasobime testovaci funkci v € V', libovolnou pevnou, a zintegrujeme v mezich

od 0 do L podle proménné x. Mame

/OL(EI o' () v(z)dx — /OL F(z)o(z) dz = 0.

Na prvni ¢len rovnice dvakrat aplikujeme integraci per partes:

(ETu")v)§ —/ (ETu"(x))v'(x) dgv—/0 f(x)v(z)dz

0,
0

(ETu")v)§ — [ETu"V§ + /0 ETu" (z)v"(x)dz — /0 f(z)v(xz)dz = 0.

Vyuzijeme vlastnosti testovaci funkce v, diky kterym jsou prvni dva vyrazy v po-

sledni rovnici rovny nule, a dostavame slabou formulaci
L L
/ EIv"(z)v"(x)dz — / f(x)v(z)de =0, VYvel. (6.2)
0 0

Ozna¢me J funkcional, jehoz G-diferencial je v bodé u ve sméru v roven vyrazu

na levé strané slabé formulace (6.2). Tento funkcional tvaru

1 L L
J(v) 5/ EI(v")? dx—/ fodz, vevV,
0 0

se nazyva funkcional potencialni energie nosniku, a jeho ¢leny odpovidaji poten-

cialni energii vnitinich a vnéjsich sil. Kviili jednoznacnosti a resSitelnosti tlohy
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potfebujeme ovérit konvexitu tohoto funkcionalu. Podivejme se na jeho druhy

diferencial:
L
J" (u,v,v) :/ EI(W")?dx, wu,veV.
0

Vidime, ze je vzdy nezaporny, protoze E, I jsou kladné funkce. To znamena,
ze J je vskutku konvexni. Ve skutec¢nosti je dokonce ryze konvexni, coz vyplyne
z vySetfovani V-elipticity o nékolik tadkd nize. Protoze nosnik lezi na pevné

podlozce, ozna¢me jako K mnozinu
K ={ve H0,L): v(r)>0,Vxe(0,L)}

K je konvexni uzavienad podmnoZina prostoru HZ(0, L). Nyni si mtzeme uvést
druhy zptisob formulace tilohy: nasim tkolem je minimalizovat potencialni energii

nosniku, tedy najit u € K takové, ze

J(u) = 5}21}1{1 J(v). (6.3)

Na zakladé poznatkil z variacnich metod plati, ze konvexni a G-diferencova-
telny funkcional J nabyva svého minima v bodé u € K, kde K je neprazdna

konvexni mnozina, pravé kdyz
J(u,v—u) >0, YveK. (6.4)

Oznacime-li
L
a(u,v) —/ EIu"v"dx, wu,v eV,
0

s pouzitim nerovnosti (6.4) 1ze psat tlohu (6.3) ve tvaru: najit u € K takové, ze
a(u,v —u) > (f,v—u), YveK, (6.5)

kde (-,) : V* x V — R je dualita. Tato formulace je ekvivalentni s minimalizaci

funkcionalu J praveé diky tomu, ze J je konvexni. Sméfujme nyni k véteé o existenci
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a jednoznacnosti feSeni tlohy (6.5). Nasledujici tvahy provedeme pro E, I kon-
stantni, ale lze je zobecnit i pro pfedpoklad, ze F/, I jsou kladné funkce. Vezméme
libovolnou funkci v € V', pak plati v € H}, v' € H}, a s pouzitim Friedrichsovy

nerovnosti mizeme psat
L L
lolle = [ 02+ @P)de <o [ (),
0 0

Wl = [ @7+ Par<e [ 0n7a

Dale plati

a(v,v) = /0 EI(v")*dz > lj—f i (V) + (v")?) dz >

>E] L EI [* EI

(v + (")) dz + — [ (¥")*dx >

2
—_v|l5.
~ 169 S a1 Jo - clmax(co,l)H Iig

Protoze v € V' bylo libovolné, dokazali jsme, Ze forma a je V-elipticka, a mizeme

pouzit nasledujici vétu.

Véta 6.1. Necht a : V x V. — R je V-eliptickd, symetrickd bilinedrni forma,

omezend na 'V, a necht f € V*. Potom ezituje prdvé jediné tesent ulohy (6.5).

Dukaz: Viz [5], str. 15.

Nyni si v souladu s metodou koneénych prvkt rozdélime interval [0, L] na n
prvki, pricemz krajnimi body kazdého prvku budou dva uzly. Uzly si ozna¢me
X0, T1, - - -, Tp, je jich tedy celkem n+ 1. Rozmistéme je ekvidistantné na intervalu
[0, L], s tim, Ze uzel xy splyva s bodem 0, a z,, s bodem L. Budeme pozadovat,
aby posunuti i jeho derivace byly pfi pfechodu mezi sousednimi prvky spojité.
Abychom tuto podminku splnili, v kazdém uzlu budeme uvazovat posunuti a
jeho derivaci jako uzlové proménné. To znamend, zZe sousedni prvky maji stejnou

hodnotu posunuti a derivace ve spolecném uzlu, a tedy podminka spojitosti je
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splnéna. Jako dalsi krok diskretizujme prostor V' a mnozinu K a oznac¢me

Vh = {’Uh c Cl([O, L]) DU
Uh(o) =0, U;L(O) =0, Uh(L) =0, U;’L(L) = 0}7

[Ti,241] S Pg([l'i,.flji_i_ﬂ), Vi = O, ey,

K, = {Uh eV, vh(xi) >0, Vi = 1,...,%—1}.
Je znamo, ze plati
Vi, CV,

ale nepozadujeme K; C K.V tuto chvili mizeme zformulovat diskretizovanou

ulohu: hledame u;, € K}, takové, ze spliiuje
a(uh,vh — Uh) > <f, up — Uh>, Yo, € Ky, (66)

Vezmeme-li V}, za V a K, za K, véta 6.1 nam ftika, ze i tato tloha ma pravé

jediné TeSeni. Vztah mezi témito tlohami fesi véta nasledujici.
Véta 6.2. S vyse uvedenymi predpoklady plati

li - =

lim [fup, —ully =0,
kde uy, je Teseni ulohy (6.6), a u Teseni (6.5).

Dukaz: Viz [4], str. 10.

Hodnoty posunuti v a jeho derivace v uzlech x, x4, ..., z, si sefadime do vek-

toru, a dale proto budeme pracovat s vektory délky 2(n + 1) nasledujiciho tvaru:
u = (up(z0), u), (o), up (1), up (x1), . . un(zy), u), (2,)) .
Oznacme si
K = {v e R g, > 0pro j liché}.

Dalsi postup metody konec¢nych prvki vyuziva hermiteovskych polynomi 3. stup-

né a vede k ziskani matice tuhosti M a vektoru zatizeni F'. S jejich pomoci lze
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zapsat konecné dimenzonalni aproximaci diskretizované tlohy: hledame u € KC

tak, ze
(Mu,u—v)> (F,u—v), Yvek.

Na zéakladé této formulace v nasi tloze dale plati

u; >0  pro j liché,
(Mu—F); >0 pro j liché,
(Mu—F); =0 pro j sudé,

pri¢emz z rovnic pro j liché je vzdy pravé jedna vétsi rovna nule a druha rovna
nule pro kazdé j. Tyto vztahy mtzeme prepsat na
min{u;, (Mu — F);} =0 pro j liché,
(Mu—F); =0 pro j sudé.

Ziskali jsme soustavu nehladkych rovnic, na niz lze pouzit algoritmus 5.2.

Zabyvejme se nyni obecnéjsim pripadem, kdy pevna podlozka mtize byt nize
nez nosnik, ve tvaru libovolné hladké nekladné funkce p € C*(]0, L]). Tuto regu-
laritu pozadujeme proto, Ze pro vypocet je tfeba znat derivaci funkce ¢. Podi-
vejme se, jaké zmény je tieba provést v postupu uvedeném vyse. Jednotlivé kroky
diskretizace jsou stejné, ovsem uvazujeme jinou mnozinu, na které minimalizu-

jeme funkcionél J. Oznac¢me
K¢ ={ve H;0,L): v(z) > ¢(x), Vo € (0,L)}.

K¢ je opét konvexni uzaviena podmnozina prostoru HZ(0, L). Uloha minimali-

zace potencialni energie nosniku méa nasledujici tvar: najit u € K% takové, ze

J(u) = min J(v).

vEKY
ProtoZe i mnozina K¥ ma pozadované vlastnosti, lze psat, Ze funkcional poten-
cidlni energie J nabyva svého minima v bodé u € K¥, praveé kdyz
a(u,v —u) > (f,v —u), Vve K?,
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Diskretizace mnoziny K% je nasledujici:
K7 ={v, € Vit vp(y) > (), Vi=1,...,n—1}.
Stejné jako v predchozim jsme dospéli k tloze najit u, € K takové, Ze spliiuje
a(up,vp, —up) > (fyun —op), Yo, € K.
Dalsi postup podle metody konec¢nych prvki je opét analogicky, a oznacenim
K¢ ={v e R*"™V v, > o(x(;_1)/2) pro j liché}
miuzeme zapsat nasledujci tlohu: najit w € K¥ tak, ze

(Mu,u—v)>(F,u—v), YveKk’

Plati
w; > p(x(-1y2) pro j liché,
(Mu—F); >0 pro j liché,
(Mu—F); =0 pro j sudé,

pricemz z rovnic pro j liché je vzdy pravé jedna vétsi rovna nule a druhéa rovna

nule pro kazdé j. Dale lze psat

min{u; — p(x;-1y2), (Mu— F);} =0 pro j liché,
(Mu—F); =0 pro j sudé.

Opét jsme ziskali soustavu nehladkych rovnic, na které lze aplikovat Newtonovu

metodu s funkci minima.
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6.3 Pocitacovy program

Pro vypocet vysSe popsané tlohy prohnuti nosniku s pouzitim algoritmu 5.2
jsem vytvotila v softwaru MATLAB R2008a M-file newton min, a dale M-fily
kontrola_vstupu a zpracovani_vstupu, které program newton min vola. Pro se-
staveni matice tuhosti M a vektoru zatizeni F' pouzivam formStiffnessBernoulli-
Beam _mod, ktery vznikl upravenim M-filu ze [3], str. 84. Pfestoze se predchozi
uvahy zabyvaji pouze oboustranné vetknutym nosnikem, program dokaze praco-
vat i s nosnikem prosté podepienym, pricemz pocet, mista a typy uchyceni jsou
volitelné. Uvedené programy jsou k dispozici na prilozeném CD.

Vstup a vystup programu newton min jsem podrobné popsala v samotném
kédu. Je tfeba zadat charakteristiky nosniku, tj. délku, Youngtv modul pruz-
nosti £ a moment setrvacnosti I, a také jeho uchyceni, tedy je-li nosnik vetknut ¢i
prosté podepren, a ve kterych bodech. Lze zadat vnéjsi sily ve formé zatizeni,
osamélych sil, pripadné jejich kombinace, a také pevnou podlozku. Dale je treba
zvolit pocet prvkl, na néz nosnik rozdélime, presnost vypoctu, pocatecni bod
Newtonovy metody, a rozhodovaci parametr. Tento parametr se pouzije v pri-
padé rovnosti dvou funkci, z nichz uréujeme minimum.

Vystupem je vektor uzll, vektor hodnot posunuti a jeho derivaci, pocet ite-
raci Newtonovy metody, body nejvétsi vychylky v absoulutni hodnoté, a hod-
nota vychylky. Graficky vystup zobrazuje vypocitané posunuti a zadanou pev-
nou podlozku. Na druhém grafu lze vidét derivaci posunuti a derivaci funkce,
ktera urcuje tvar podlozky. Protoze jsou grafy ¢ernobilé, pro prehlednost je pou-
zito riznych druhtl znacek. Barevné provedeni lze nalézt v elektronické formé na

prilozeném CD.
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M-file newton_min

% VSTUP

%kt v zavorkach je vzdy uveden rozmer dane promenne
% L - delka nosniku [m] - (1,1)

% n - pocet prvku - (1,1)

% uchyceni - obsahuje body a zpusob uchyceni - (pocet uchyceni,?2)

b - misto uchyceni se zadava pomerne

b (bez ohledu na delku nosniku) jako cislo od 0 do 1
h - syntaxe jednoho radku: [misto, zpusob]

b proste podepren: zpusob = 0

b vetknut: zpusob = 1

% E - Younguv modul pruznosti [Pa] - (1,1)

% Izlom,Ihodn - odpovidaji I, coz je moment setrvacnosti

yA prurezu nosniku vzhledem k pohybove ose [kg*m~2]
b - I uvazujeme po castech konstantni:

b Izlom - mista zmeny hodnoty I

b - (0,0) nebo (pocet zlomu,1)

b - misto se zadava jako cislo od 0O do 1
b - je-1li I vsude stejny, zada se []

b Thodn - hodnoty I mezi zlomy

b - (1,1) nebo (pocet zlomu+1,1)

b - vzdy jde o vektor o 1 delsi nez Izlom
% - priklad: Izlom=1/2, Ihodn=[1,10]

% p - zatizeni (vnejsi sila) [N] - (funkce)

% - pouzity budou funkcni hodnoty na intervalu [O,L]

» - zaporne zatizeni pusobi smerem dolu

% f - osamele sily (vnejsi sila) [N] - (0,0) nebo (pocet sil,2)

% - syntaxe jednoho radku: [misto pusobeni, velikost sily]
% - misto se zadava jako cislo od 0 do 1
% - zaporna sila pusobi smerem dolu

52



% - nepusobi-1li zadna sila, zada se prazdny vektor []

%» u0 - pocatecni odhad reseni - (2*(n+1),1)

% epsilon - pozadovana presnost (norma rezidua soustavy musi byt
yA mensi nez epsilon) - (1,1)

/» parametr - logicka hodnota urcujici tvar gradientu funkce

yA min(x,M*x-f) v pripade rovnosti funkci x a M*x-f:
yA true - uvazujeme gradient funkce x
yA false - uvazujeme gradient funkce M*x-f

% fi - pevna podlozka nachazejici se pod nosnikem (funkce)
yA - funkcni hodnoty musi byt nekladne

yA - pouzity budou funkcni hodnoty na intervalu [0,L]

% dfi - derivace funkce fi (funkce)

h

% VYSTUP

% x - vektor uzlu - (n+1,1)

% U - vektor posunuti a jeho derivaci v uzlech - (2x(n+1),1)
yA U= [ u(x0),u’(x0),u(x1),u’(x1),...,u(zxn),u’(xn) ]

% k - pocet iteraci Newtonovy metody - (1,1)

% xmax - body maximalni vychylky, udano cislem od O do 1
b - (poc. bodu,1)

% umax - hodnota maximalni vychylky - (1,1)

function [x,U,k,xmax,Umax] = newton_min (L,n,uchyceni,E,

Izlom,Thodn,p,f,u0,epsilon,parametr,fi,dfi)

% ——- kontrola a zpracovani vstupu

kontrola_vstupu(L,n,uchyceni,E,Izlom,Ihodn,f,u0,epsilon,parametr) ;

[uzly,predepsano,I,P,G,Fi,Dfi] = ...

zpracovani_vstupu(L,n,uchyceni,Izlom,Ihodn,p,f,fi,dfi);

53



%» —--- ziskani matice a vektoru soustavy, inicializace

[M,F] = formStiffnessBernoulliBeam_mod(n,uzly,E,I,P);

aktivni = setdiff((1:2%(n+1))’,predepsano); 7% *solution.m

akti setdiff ((1:2*%(n+1))’, [predepsano; (2:2:2%(n+1))’]1);

akti (akti+1)/2;

M = M(aktivni,aktivni); % *solution.m

F = F+G;

F = F(aktivni); % *solution.m

m = length(F);
Fi = Fi(akti);

Dfi = Dfi(akti);

u = uO(aktivni);

k = 0;

% —--- nulta iterace
A = M;

H = M*u-F;

jj = -1

p=1;

for j=1:length(akti)

33 = 33+2;

if (predepsano(p)+1)==aktivni(jj)
33 = 33+
p = p*tl;

end
if (u(jj)-Fi(j))==H(jj) && parametr==true

disp(’Nastala rovnost.’)
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A(jj,:) = zeros(1,m);

AGij,jj) = 1-Dfi(j);
elseif (u(jj)-Fi(j))<H(ij)

A(jj,:) = zeros(l,m);

A(3j,jj) = 1-Dfi(j);

H(jj) = u(jj)-Fi(j);
end

end

% —-—— cyklus s podminkou

while norm(H) > epsilon && k<100

d = A\(-H);
u = utd;
A=MN;

H = M*xu-F;
33 =1
p=1;

for j=1:length(akti)

33 =13+

if (predepsano(p)+1)==aktivni(jj)
3j = 33+
p = ptl;

end

if (u(jj)-Fi(j))==H(jj) && parametr==true
disp(’Nastala rovnost.’)
A(jj,:) = zeros(1l,m);
A(3j,jj) = 1-Dfi(j);
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elseif (u(jj)-Fi(j)I<H(jj)
A(jj,:) = zeros(1l,m);
A(3j,j33) = 1-Dfi(j);
H(jj) = u(Gj)-Fi(j);

end
end
k = k+1;
end
%» —--- graficke znazorneni posunuti, vypis poctu iteraci

U=zeros (2% (n+1),1); % *solution.m
U(aktivni)=u; % *solution.m
U(1:2:(2*n+1));
U(2:2:2x(n+1));

posunuti

derivace

[Uabs,kde] = max(abs(posunuti));

Umax = posunuti(kde);

pril = abs(posunuti-Umax*ones(n+1,1))<epsilon;
pril = nonzeros(pril.*(1:(n+1))’);

xmax = uzly(pril)/L;

x = uzly;

subplot(2,1,1)

plot (uzly,posunuti,’.’)
legend(’fi’,’u’,’Location’,’SouthEast’)
stredl = (max(posunuti)+min(posunuti))/2;
delkal = abs(max(posunuti)-min(posunuti))/2;

axis([0,L,stred1-1.2*delkal,stred1+1.2xdelkal])
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subplot(2,1,2)
plot(uzly,derivace,’.’)

legend(’fi’’’,’u’’’,’Location’,’SouthEast’)

stred2 (max(derivace)+min(derivace))/2;

delka2

abs (max(derivace)-min(derivace))/2;

axis([0,L,stred2-1.2*delka2,stred2+1.2*delka2])

sprintf (*Pocet iteraci: %g \nBody maximalni vychylky: [%g,%g] \n

Hodnota maximalni vychylky: %0.4e’,k,xmax(1),xmax(end) ,Umax)

% VYSVETLIVKY
% *solution.m - prevzato ze solution.m a upraveno
M-file kontrola_vstupu

function kontrola_vstupu (L,n,uchyceni,E,Izlom,Ihodn,f,u0,

epsilon,parametr)

Dzlom = length(Izlom);
Dhodn = length(Ihodn);
if L<=0

disp(’Chyba na vstupu: L musi byt kladne cislo.’)
elseif n<=0

disp(’Chyba na vstupu: n musi byt kladne cislo.’)
elseif isequal(n,round(n))==0

disp(’Chyba na vstupu: n musi byt cele cislo.’)
elseif sum(size(uchyceni)<[1,2])>0

disp(’Chyba na vstupu: nosnik musi byt uchycen

alespon v 1 bode.’)

elseif (sum(uchyceni(:,1)<0)>0) || (sum(uchyceni(:,1)>1)>0)
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disp(’Chyba na vstupu: uchyceni musi mit v 1. sloupci
hodnoty z intervalu [0,1].°)
elseif sum((uchyceni(:,2)"=0)+(uchyceni(:,2)~=1)) =size(uchyceni,1)
disp(’Chyba na vstupu: uchyceni musi mit v 2. sloupci
hodnoty 0 nebo 1.°)
elseif E<=0
disp(’Chyba na vstupu: E musi byt kladne cislo.’)
elseif (Dzlom+1)“=Dhodn
disp(’Chyba na vstupu: Ihodn musi byt o 1 delsi vektor
nez Izlom.’)
elseif Dhodn>0 && sum(Ihodn>0)==0
disp(’Chyba na vstupu: Ihodn musi byt vektor kladnych cisel.’)
elseif Dzlom>0 && ( (sum(Izlom<0)>0) || (sum(Izlom>1)>0) )
disp(’Chyba na vstupu: Izlom musi obsahovat hodnoty
z intervalu [0,1].°)
elseif (sum(size(£f))>0) && (size(f,2)"=2)
disp(’Chyba na vstupu: f musi mit 2 sloupce,’);
disp(’nebo musi byt prazdny vektor [].’)
elseif (sum(size(£))>0) && ( (sum(£(:,1)<0)>0) || (sum(£f(:,1)>1)>0) )
disp(’Chyba na vstupu: f musi mit v 1. sloupci
hodnoty z intervalu [0,1].°)
elseif size(u0)~"=[2*(n+1),1]
disp(’Chyba na vstupu: u0 musi byt sloupcovy vektor
delky 2x*(n+1).’)
elseif epsilon<=0
disp(’Chyba na vstupu: epsilon musi byt kladne cislo.’)
elseif islogical(parametr)==0
disp(’Chyba na vstupu: parametr musi byt logicka hodnota.’)

end
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M-file zpracovani_vstupu

function [uzly,predepsano,I,P,G,Fi,Dfi] = ...

zpracovani_vstupu(L,n,uchyceni,Izlom,Thodn,p,f,fi,dfi)

tridit = uchyceni(:,1);
if sum(size(Izlom))>0
tridit = [tridit;Izlom];
end
if sum(size(£f))>0
tridit = [tridit;f(:,1)];
end
zlomy = sort(tridit);
if zlomy(1)~=0
zlomy = [0;zlomy];
end
if zlomy(end) =1
zlomy = [zlomy;1];

end

pomery = round((n+1)*zlomy) ;
pomery(2:end) = pomery(2:end)-1;

pomery(end) = n;

uzly = 0;

zlomuzl = [1,0];

for s=1:(length(pomery)-1)
dalsi = linspace(zlomy(s),zlomy(s+1) ,pomery(s+1)-pomery(s)+1)’;
uzly = [uzly; dalsi(2:end)];
zlomuzl = [zlomuzl;length(uzly) ,uzly(end)];

end
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uzly = L*uzly;

dz = size(zlomuzl,1);

% pro nasledujici vypocet predepsano pouzita myslenka z problem9.m
duch = size(uchyceni,1);
predepsano = [];
for o=1:duch
for oo=1:dz
if uchyceni(o,1)==zlomuzl (0o0,2)
predepsano = [predepsano;2*zlomuzl(oo,1)-1];
if uchyceni(o,2)==
predepsano = [predepsano;2*zlomuzl(oo,1)];
end
end
end
end
P = p(uzly);
if length(P)==
P = Pxones(n+1,1);

end

df = size(f,1);
G = zeros(2x(n+1),1);
for g=1:df
for qq=1:dz
if f(q,1)==zlomuzl(qq,2)
G(2*zlomuzl(qq,1)-1) = £(q,2);
end
end

end
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I=1[1;
Tuzel = 1;
for r=1:length(Izlom)
for rr=1:dz
if Izlom(r)==zlomuzl(rr,2)
I = [I;Ihodn(r).*ones(zlomuzl(rr,1)-Iuzel,1)];
Tuzel = zlomuzl(rr,1);
end
end
end

I = [I;TIhodn(end).*ones(n+1-Iuzel,1)];

Fi = fi(uzly);
if length(Fi)==
Fi = Fi*ones(n+1,1);
end
if (sum(Fi>zeros(n+1,1)))>0
disp(’Chyba na vstupu: funkce fi musi byt nekladna.’)

end

Dfi = dfi(uzly);
if length(Dfi)==
Dfi = Dfi*ones(n+1,1);

end

subplot(2,1,1)
plot(uzly,Fi,’--r’)
hold on;
subplot(2,1,2)

plot (uzly,Dfi,’r—-7)
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hold on;

% VYSVETLIVKY

% *solution.m - prevzato ze solution.m a upraveno

M-file formStiffnessBernoulliBeam_mod

function [stiffness,forcel=...

formStiffnessBernoulliBeam_mod (numberElements,xx,E,I,P); % upr.

GDof=2* (numberElements+1); % pridano
elementNodes=[(1:numberElements)’, (2:numberElements+1)’]; % pridano
force=zeros(GDof,1);
stiffness=zeros(GDof) ;
% calculation of the system stiffness matrix
% and force vector
for e=1:numberElements;
% elementDof: element degrees of freedom (Dof)
indice=elementNodes(e,:) ;
elementDof=[ 2*(indice(1)-1)+1 2*(indice(2)-1)...
2% (indice(2)-1)+1 2*(indice(2)-1)+2];
% ndof=length(indice);
% length of element
LElem=xx(indice(2))-xx(indice(1)) ;
%11=LElem; 7 =zapoznamkovano
EI=ExI(e); % pridano
k1=EI/(LElem) "3*[12 6*LElem -12 6*LElem;
6*LElem 4*xLElem~2 -6*LElem 2*LElem”2;
-12 -6*xLElem 12 -6%*LElem ;
6*xLElem 2*xLElem”~2 -6*LElem 4*xLElem~2];
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%f1=[P*LElem/2 P*LElem*LElem/12 P*LElem/2 ... % zapoznamkovano

yA -P*LElem*LElem/12]’; % zapoznamkovano

T=P([indice(1) indice(2)]); % pridano

f1=[T(1)*LElem/2 T(1)*LElem*LElem/12 T(2)*LElem/2 ...
-T(2)*LElem*LElem/12]’; % upraveno

% equivalent force vector
force(elementDof)=force(elementDof)+f1;
% stiffness matrix
stiffness(elementDof,elementDof)=...
stiffness(elementDof,elementDof)+k1;

end
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6.4 Priklady

Pravé predstaveny pocitacovy program jsem pouzila k vypoctu prikladi, pfi-
c¢emz priklady 6.8, 6.9 jsem dostala zadany, a zbylé jsem vytvarela s ohledem
na co nejvétsi nazornost. Kazdy priklad obsahuje popis, ktery vystihuje situaci,
schematicky nacrt a tabulku zadavanych fyzikalnich veli¢in. V souladu s progra-
mem znacim zatizeni p. Jako pocatecni bod beru vzdy nulovy vektor, a parametr
je vzdy nastaven na hodnotu false. Pokud se vyskytuji osamélé vnéjsi sily, jsou
uvedeny ve specialni tabulce. U kazdého prikladu jsem provedla vypocet pro 30,
50 a 80 prvki. V tabulce vysledkii zaznamenavam pocet prvki, pocet iteraci,
body maximalni vychylky a jeji hodnotu. Vysledky pro pocet prvkt 50 zobrazuji

pomoci grafti.

Piiklad 6.1 (Oboustranné vetknuty nosnik, rovnomérné zatizeni, vodorovna

podlozka nize nez nosnik).

7
7

Zadadani:
L E I »p € ©
4 100 1 -1 1007 —-10"°
Vysledky:
Pocet prvku 30 50 80
Pocet iteraci 14 22 34
Body mazimdlni vychylky [0,4;0,6] [0,4;0,6] [0,4;0,6]
Hodnota maximdini vyjchylky — —1073 -1073 -1073
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Piiklad 6.2 (Oboustranné vetknuty nosnik, rovnomeérné zatizeni, podlozka tvaru

sinusovky niZe nez nosnik).

7

Zadani:
L E I »p € %)
4 100 1 -1 1077 10* sin(%x) —5-107%
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Ot. -
_1 - .
_2 - .
_3 - —
—
-4t R e GNP - ul
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
x10"
5F i
0 T T IR o e — _ _ 1
——
_5 - uu .
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
Vysledky:
Pocet prvku 30 50 80
Pocet iteract 10 18 28
Body mazimdini vjchylky [0,3;0,7] 0,3;0,7] [0,3;0,7]

Hodnota mazimdlni vychylky —4.1636-10"%* —4.1673-10"* —4.1659-10*

Piiklad 6.3 (Na krajich prosté podepfeny nosnik, rovnomérné zatizeni, vodo-

rovna podlozka nize nez nosnik).

Zadani:
L E I p € ®
4 100 1 -1 100" —-1073
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x 10
o i T T T T T T T ]
_2 - .
_4 - .
6| . : |
-8t BT
_10 . 7| B 7. B IL T T - ._: e IA. - .T 7.7 1 u ]
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
x10°
1F i
OF — — — = & — et et e et e e e e T
= R
U
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
Vysledky:
Pocet proku 30 50 80
Pocet iteract 12 15 26
Body mazimdini vjchylky [0,3;0,7] [0,3;0,7] [0,3;0,7]
Hodnota mazimdlni vychylky — —1073 —1073 —1073
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Piiklad 6.4 (Jednostranné vetknuty nosnik, rovnomérné zatizeni, vodorovna

podlozka nize nez nosnik).

Zadani:
L E I p € ©
4 100 1 -1 1077 —1072

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
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Vysledky:

Pocet proku 30 50 80
Pocet iteract 24 38 61
Body mazimadlni vychylky [0,733333;1] [0,72;1] [0, 725;1]
Hodnota mazimdlni vyjchylky —1072 —1072 —1072

Piiklad 6.5 (Oboustranné vetknuty nosnik, rovnomérné zatizeni, rozdilné hod-

noty momentu / v levé a pravé poloviné, vodorovna podlozka niZe nez nosnik).

7
7
Zaddni:
L E I p € ®
4 100 ¢ -1 1077 —3.107%
Funkce g je ve tvaru
1 prox €0, é],
9(x) { 7 proz € (% L]
Vysledky:
Pocet proku 30 50 80
Pocet iteract 16 25 41
Body mazimdlni vijchylky 0,3;0,533333] [0,3;0,52] [0,3;0,525]
Hodnota mazimdlni vijchylky -3-1074 -3-100*  -3-107¢
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Piiklad 6.6 (Oboustranné vetknuty nosnik, linedrni zatizeni, vodorovna pod-

lozka).

7
t 1 0
Zaddani:
L E I D e
4 100 1 ix—1 1007 o0

2
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x 10

6 i
4 - -
2r ) N
— =
Of= oo oomomsome s’ u (4
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
x10"
5 e, i
Ot ersevoeore — — — — — — — — — — — —°"— — — — — — — — — A
5t — — —fi
u
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
Vysledky:
Pocet prvku 30 50 80
Pocet iteract 11 17 28
Body maximadlni vychylky 0, 666667 0,66 0,6625

Hodnota mazimdlni vychylky 5,9271-10% 5,9203-10"* 5,9238-10"1

Piiklad 6.7 (Oboustranné vetknuty nosnik, dvé osamélé sily, vodorovnéa pod-

lozka).

Zadadni:

L E I p ¢ %
4 100 1 0 1007 0
Vneéjsi sily:

bod L 3L
hodnota 0,1 —0,1
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7
x10°
10 .
5 - -
— — —fi
o+ S % e eeee u |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
x10"
1-5 [ T T T T T T T ]
1 - -
0.5 a
OF — — — — — — — — e & e e e e e
-05F Ep—l
s e e ) u |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
Vysledky:
Pocet prvku 30 50 80
Pocet iteraci 5 14 9
Body maximalni vychylky 0,316667 0,33 0, 335366

Hodnota maximdini vyjchylky 1,1687-10"* 1,1729-10"* 1,1719-1074
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Piiklad 6.8 (Na tfech mistech prosté podepfeny nosnik, tfi osamélé sily).

AN VAN EEVAN

Zadani:
L E I p ¢ o
4 2-10" 1 0 1075 -
Vneéjsi sily:

1 3

hodnota —10* 5-10% —10*

x 10
5 L e e e .
or 4
_5 - .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
x10*
l r T T T . ... : T T T ]
or i

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
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Vysledky:

Pocet proku 30 50 80
Pocet iteract 3 3 4
Body maximalni vychylky 0,25 0,25 0,25

Hodnota mazimdlni vychylky —7,1615-107% —7,1615-10"° —7,1615-107°

Piiklad 6.9 (Na tfech mistech prosté podepfeny nosnik, tii osamélé sily, vodo-

rovna podlozka nize nez nosnik).

AN AN A

Zaddni:
L E I p ¢ ®
4 2-100 1 0 100" —-5-107°
Vneéjsi sily:
bod iL 5L 1
hodnota —10* 5-10% —10*
Vysledky:
Pocet proki 30 50 80
Pocet iteract 1 1 1
Body maximalnt vychylky 0,25 0,25 0,25

Hodnota maximdini vjchylky —5-10"> —5-10"° —5.107°
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ZAavér

Nejdriive bych rada zhodnotila vysledky z posledni kapitoly. Pies rozdilna za-
déani se pocet iteraci u prikladi 6.1 az 6.3 a 6.6 pohyboval kolem 12 a rostl se
zvysujicim se poc¢tem prvki, az zhruba k 28 pro 80 prvka. V prikladé 6.5 bylo
potfeba iteraci o néco vice, u 6.4 dokonce dvojnasobku, v prikladé 6.7 priblizné
poloviny. A¢ se v ptikladé 6.8 nevyskytovala pevna prekazka, bylo tieba 3, re-
spektive 4 iteraci. Je zajimavé ho srovnat s prikladem 6.9, ktery je vlastné tentyz,
jen s prekazkou, a byl dokoncen béhem jediné iterace. Cely vypocet tedy odpo-
vidal vyTeSeni linearni soustavy rovnic. Ze piekazka skuteéné ovlivnila prohnuti
nosniku, se lze presvédcit srovnanim maximalnich vychylek. Celkové z hlediska
maximalnich vychylek se jejich hodnoty a body, kde je jich nabyvano, ménily se
zménou poctu prvki velmi malo, nebo viibec.

Na zacatku této prace byla stanovena rovnice a metody, které budou pro jeji
feseni konstruovany. Byly pfedstaveny specidlni nastroje pro zachézeni s nehlad-
kymi funkcemi, pouzity na vytvoreni algoritmi, a doplnény konvergenénimi vy-
sledky. Teorie byla aplikovana na konkrétni tlohu, pro niz byl sestaven pocitacovy
program, a s jeho pomoci byly provedeny numerické vypocty.
literaturu o nehladké Newtonové metodé, které je velmi poskrovnu. Jeho soucast
tvofi variabilni pocitacovy program spolu s dokumentaci zahrnujici napovédu a
priklady zadani i s vysledky.

Mimo ramec prace, ale jejim logickym rozsifenim a pokracovanim, je zkoumani
dalsich specialnich t¥id nehladkych funkci, vytvotreni odpovidajicich algoritmii a
jejich pouziti na konkrétnich tlohach. Souvisejicim tématem jsou také globalné
konvergentni newtonovské metody.

Pti psani této diplomové prace jsem ziskala mnoho cennych zkusenosti, mezi
néz patii skloubeni teorie a numerickych vypoctl, vytvareni rozsahlého pro-

gramu, a snaha o jeho srozumitelnost a snadnou pouzitelnost.
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