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Anotace:

Ćılem bakalářské práce Užit́ı metod skládáńı paṕıru ve výuce matematiky je poukázat
na význam origami v matematice a na jeho následné využit́ı jakožto vhodné pomůcky v
hodinách matematiky na základńı, potažmo na středńı škole. Převážná část práce je tak
věnována praktickým problémům, tzn. konstrukćım rovinných a prostorových útvar̊u
a řešeńım zaj́ımavých, respektive problémových úloh, které jsou všechny doplněny o
grafická řešeńı a d̊ukazy.

Annotation:

The target of the Bachelor’s thesis ”Use of paper folding techniques in teaching mathe-
matics”is to highlight the importance of origami in mathematics and its subsequent
use as a suitable tool in lessons of mathematics in primary or in secondary schools.
Most of the work is devoted to practical problems. It means constructions of planar
and spatial figures and solving interesting or problematic tasks which are accompanied
by graphics solutions and proofs.
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Kapitola 1

Úvod

Skládáńı paṕıru (paper folding, origami) je dnes rozš́ı̌reno po celém světě. Většina z nás
má tuto činnost spojenou pouze s vytvářeńım dekorativńıch vzor̊u a obrazc̊u, častěji
snad ještě se skládáńım zv́ı̌rećıch motiv̊u. Ovšem využit́ı origami se dotýká hned něko-
lika vědeckých discipĺın, matematiku nevyj́ımaje. Skládáńı paṕıru má v matematice,
potažmo geometrii, poměrně značný význam. Ćılem této práce je zaměřeńı se na tech-
niky skládáńı, které lze využ́ıt při konstrukci rovinných obrazc̊u, prostorových těles,
nebo i k řešeńı zaj́ımavých, či problémových úloh.

Ve druhé kapitole se na úvod seznámı́me s pojmem origami a jeho dvěma nejzáklad-
něǰśımi podobami a krátce se zmı́ńıme i o jeho využit́ı ve vědeckých discipĺınách.

Následuj́ıćı kapitola, která je rozdělena do dvou podkapitol, stručně pojednává o vzniku
a vývoji origami. V prvńı části této kapitoly se zaměř́ıme na asijský kontinent, kon-
krétně na Č́ınu, která zřejmě jako prvńı položila základy origami, a dále na Japonsko,
které následně zdokonalovalo techniky skládáńı a nav́ıc jako prvńı dalo této činnosti
označeńı origami. Druhá část je věnována vzniku a vývoji origami v Evropě, zejména
pak ve Španělsku, které je považováno za kolébku evropského origami. Na závěr této
podkapitoly se zmı́ńıme o nejvýznamněǰśıch evropských osobnostech, které se zabývaly
technikami skládáńı.

Ve čtvrté kapitole, která je rovněž členěna do dvou podkapitol, se zmı́ńıme o tvarech
paṕıru, předevš́ım pak formátu paṕıru řady A, a to pro jeho velmi zaj́ımavé a užitečné
vlastnosti. Seznámı́me se s pojmy stř́ıbrný a zbytkový obdélńık a dokážeme si jedno-
duchým výpočtem, že zbytkový obdélńık je taktéž stř́ıbrným obdélńıkem.

V páté, nejrozsáhleǰśı kapitole, se zaměř́ıme na využit́ı origami v matematice. Nejprve
si ukážeme systém origami axiomů, z nichž postupně přejdeme ke konstrukćım, které z
těchto axiomů vycházej́ı: konstrukce tečny paraboly a trisekce úhlu. Následuje rozsáhlá
podkapitola, týkaj́ıćı se konstrukćı n-úhelńık̊u. Konstrukce jsou znázorněny pomoćı ob-
rázk̊u, které jsou zároveň doplněny o popis řady geometrických vlastnost́ı, jež můžeme
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během skládáńı pozorovat. Od rovinných obrazc̊u se dostaneme ke geometrickým tě-
les̊um, kde si ukážeme dva diagramy pro konstrukci pravidelného čtyřstěnu a krychle.
Kapitolu ale i celou práci pak zakonč́ıme d̊ukazem Pythagorovy věty a dvěma zaj́ıma-
vými úlohami.

Práce je zpracována v typografickém systému LATEX a obrázky (vyjma autorových
fotografíı) jsou vytvořeny v programu DGS GeoGebra.
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Kapitola 2

Origami

Slovo
”
origami“ pocháźı z Japonska a je složeno ze dvou slov oru - skládat a kami - pa-

ṕır. Jedná se tedy o techniku skládáńı, která má své kořeny v Japonsku. Doba vzniku
se datuje k 9. stolet́ı našeho letopočtu a v pr̊uběhu daľśıch stalet́ı se tato technika
postupně rozšǐruje do všech kout̊u světa. V současnosti existuj́ı dvě podoby origami:
za prvé se jedná o tradičńı origami, jehož skládáńı spoč́ıvá v manipulaci s jedńım
kusem paṕıru, bez použit́ı lepidla a n̊užek. Zároveň je však zakázáno jakékoliv daľśı
dozdobováńı a dokreslováńı. Postup tvořeńı jednotlivých skládanek je zaznamenán do
tzv. diagramů, kde je každý krok postupně zobrazen, př́ıpadně doplněn výstižným po-
piskem. To znamená, že at’ se o skládáńı daného origami pokouš́ı kdokoliv, měl by na
základě diagramu pokaždé doj́ıt ke stejnému výsledku. Autoři těchto tradičńıch origami
nejsou známi.
Druhým typem je moderńı origami. Zde je velmi d̊uležitá fantazie skládaj́ıćıho. Po-
voleno je skládáńı z v́ıce kus̊u paṕıru, které mohou být následně poslepovány, nebo do
sebe zasouvány. U moderńıch origami je umožněno použ́ıváńı n̊užek, ale i dokreslováńı,
které se hojně využ́ıvá k dozdobováńı zv́ı̌rećıch origami.

Origami neplńı pouze funkci zábavy, ale můžeme se s ńım setkat i ve vědě. Př́ıkladem
budiž využit́ı v astronomii, kde se tyto techniky využ́ıvaj́ı ke skládáńı č́ım dál větš́ıch
vesmı́rných teleskop̊u tak, aby se s nimi dalo ve vesmı́ru snadněji manipulovat. S ori-
gami se dále setkáme v medićıně, optice a automobilovém pr̊umyslu. [2]
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Kapitola 3

Vznik a vývoj origami

3.1 Japonsko a origami

Vznik origami se datuje do doby vynálezu paṕıru, který jako prvńı začali vyrábět
Č́ıňané zhruba před 2000 lety. Ti také použ́ıvali paṕır na skládáńı r̊uzných nádob a
krabiček. Ovšem po rozš́ı̌reńı č́ınského vynálezu na japonské územı́ kolem roku 600
našeho letopočtu docháźı v zemi vycházej́ıćıho slunce k postupnému zdokonalováńı
technik skládáńı paṕıru a dokonce i k pojmenováńı této činnosti. Z těchto d̊uvod̊u
bývá origami označováno jako japonské uměńı. Jelikož výroba paṕıru byla v tehdeǰśı
době ekonomicky nákladná, bylo origami v Japonsku použ́ıváno výlučně pro nábožen-
ské účely. Zdobeny byly převážně šintoistické svatyně. Př́ıkladem je vymezováńı hranic
posvátných územı́ svatyně pomoćı paṕırových řetěz̊u.
Až o několik stolet́ı později, přesněji od 17. stolet́ı, nabylo origami daľśıch významů.
T́ım hlavńım bylo skládáńı pro zábavu. V této době bylo v Japonsku známo několik
deśıtek skládanek, převážně zv́ı̌rat a postav. Nejobĺıbeněǰśı origami skládankou se stal
paṕırový jeřáb (orizuru), který byl poprvé složen na počátku 19. stolet́ı. Pro Japonce
je orizuru symbolem dlouhého života, klidu a mı́ru. Proto je můžeme velmi často v́ıdat
na japonských obydĺıch.

Obrázek 3.1: Jeřáb (orizuru)
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Uměńı origami se dále vyv́ıjelo a na konci 19. stolet́ı dosáhlo dnešńı podoby. Začaly se
vydávat knihy a učebnice. Dnes se už děti v mateřských školách setkávaj́ı s jednodu-
chými skládankami a na základńı škole je uměńı origami součást́ı učebńıch osnov. V
současnosti se počty origami skládanek odhaduj́ı ve statiśıćıch. [2, 5, 11]

3.2 Evropa a origami

Na územı́ Evropy se paṕır objevil podstatně později, někdy počátkem 2. tiśıcilet́ı, což
znač́ı jistý deficit oproti tehdeǰśım východńım ř́ı̌śım. To ovšem nic neměńı na faktu, že
i zde bylo a stále je skládáńı paṕıru velmi populárńı. O tom, jaký p̊uvod má origami na
evropském kontinentu, můžeme spekulovat. Nab́ıźı se možnost postupného př́ıchodu
origami z Japonska, ovšem existuj́ı d̊ukazy, které hovoř́ı jinak. S největš́ı pravděpo-
dobnost́ı vzniklo evropské origami nezávisle na japonském. Důkazem jsou odlǐsnosti ve
zp̊usobu skládáńı jednotlivých skládanek u evropského a japonského origami.
Za jakousi kolébku evropského origami lze považovat Španělsko. V obdob́ı od 8. do 15.
stolet́ı bylo jižńı Španělsko obléháno Maury (větev muslimů ze severńı Afriky), kteř́ı
využ́ıvali paṕırové skládanky ke studiu geometrie. Ze Španělska také pocháźı údajně
nejstarš́ı paṕırová skládanka Evropy, jej́ıž stář́ı se odhaduje zhruba na 700 let. Jedná
se o pajaritu, u nás sṕı̌se známou pod označeńım końık.

Obrázek 3.2: Pajarita

Skládáńım paṕıru se samozřejmě nezabývali pouze Španělé. Někteř́ı odborńıci se do-
mńıvaj́ı, že skládáńım paṕıru se věnoval i Leonardo da Vinci (1452-1519). Ten údajně
využ́ıval skládáńı při svých pokusech o vytvořeńı létaj́ıćıho stroje. Za zmı́nku stoj́ı ještě
jedna osobnost a tou byl Friedrich Fröbel (1782-1852), zakladatel předškolńıch zař́ı-
zeńı, ve kterých se děti kromě didaktických a pohybových her setkávali i se skládáńım
jednoduchých origami. [2, 5, 11, 12, 13]
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Kapitola 4

Formáty paṕıru

Většina origami se skládá z paṕıru ve tvaru čtverce. Mezi jeho nejběžněǰśı formáty patř́ı
6x6 cm, 17x17 cm a 21x21 cm. Nicméně pro naše geometrické účely se v této práci
budeme setkávat se skládankami, které jsou složeny z formátu A4. A právě u tohoto,
ale i u daľśıch formát̊u řady A se zastav́ıme, nebot’ nám nab́ızej́ı zaj́ımavé vlastnosti,
které stoj́ı za povšimnut́ı. [5]

4.1 Stř́ıbrný obdélńık

Všechny formáty řady A maj́ı strany v poměru 1 :
√

2. Výchoźım formátem je formát
A0, jehož plocha je přesně 1m2. Následuj́ıćı formát A1 vznikne přep̊uleńım deľśı strany
formátu A0. Tak postupně vznikaj́ı daľśı formáty (A2, A3, A4,...). Nejběžněǰśı formát
A4 má rozměry 210x297 mm. Pro tento formát se také vžilo označeńı stř́ıbrný obdél-
ńık, který zavedla britská origami společnost v roce 1979. [10, 15]

Obrázek 4.1: Formát paṕıru řady A
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Pomoćı podobnosti si ukážeme, že formáty paṕıru řady A maj́ı strany v poměru 1 :
√

2.
Mějme obdélńık ABCD se stranami a = 1 a b =

√
2. Tento obdélńık přelož́ıme na po-

lovinu podél deľśı strany b. Źıskáme tak obdélńık EBCF se stranami a = 1 a b =

√
2

2
.

Nakonec přelož́ıme na polovinu i obdélńık EBCF , nyńı podél deľśı strany a. Dosta-

neme tak obdélńık EBHG se stranami a =
1

2
a b =

√
2

2
(viz Obr. 4.2).

Obrázek 4.2: Podobnost obdélńık̊u

Nyńı ověř́ıme, že obdélńıky EBCF a EBHG jsou podobné s obdélńıkem ABCD, tj.
maj́ı strany v poměru 1 :

√
2.

1. Poměr stran obdélńıku EBCF 2. Poměr stran obdélńıku EBHG
a : b a : b

1 :

√
2

2
/·
√

2
1

2
:

√
2

2
/·2

√
2 : 1 1 :

√
2

Obdélńıky EBCF a EBHG jsou podobné s obdélńıkem ABCD, nebot’ jejich strany
jsou v poměru 1 :

√
2. To znamená, že strany jakéhokoliv formátu paṕıru řady A jsou

v poměru 1 :
√

2.

Pro ilustraci bychom si mohli spoč́ıtat rozměry základńıho formátu A0, v́ıme-li, že ob-
sah tohoto formátu se stranami a a a

√
2 je přesně 1m2 . Tedy

S = a · a
√

2

1 = a2
√

2

a = 0, 841m, a
√

2 = 1, 189m
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Základńı formát A0 má tedy rozměry 841x1189 mm. V následuj́ıćı tabulce jsou uve-
deny rozměry nejběžněǰśıch formát̊u řady A.

Formát řady A Rozměry [mm]
A1 595x841
A2 420x595
A3 297x420
A4 210x297
A5 149x210

Poněvadž obsah následuj́ıćıho obdélńıku je vždy polovičńı oproti obdélńıku předcho-

źımu, můžeme mluvit o geometrické posloupnosti s koeficientem q =
1

2
s počátečńım

členem posloupnosti a1 =

√
2

2
. Potom posloupnost obsah̊u nekonečného počtu obdél-

ńık̊u vypočteme následovně:

sn = a1 ·
qn − 1

q − 1

sn =

√
2

2
·

1
2

∞ − 1
1
2
− 1

sn =

√
2

2
· −1
−1
2

sn =
√

2

Závěrem je, že sn = S =
√

2.

Slož́ıme-li z formátu A4 čtverec jehož strana má délku 1, je délka jeho úhlopř́ıčky rovna√
2. Ta je shodná s délkou deľśı strany obdélńıku. Tuto skutečnost je možné využ́ıt na

konstrukci rovnoramenného trojúhelńıku. (viz str. 22-24). [15]

4.2 Zbytkový obdélńık

Jedná se o takový obdélńık, který źıskáme po odstraněńı největš́ıho možného čtverce
ze stř́ıbrného obdélńıku. Jeho strany jsou v poměru (

√
2− 1) : 1.
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Obrázek 4.3: Zbytkový obdélńık

I ze zbytkového obdélńıku lze opět źıskat stř́ıbrný obdélńık a to tak, že z něj odstrańıme
největš́ı možný čtverec. Poměr stran takového stř́ıbrného obdélńıku je potom (

√
2−1) :

(2−
√

2). [15]

Obrázek 4.4: Stř́ıbrný obdélńık źıskaný ze zbytkového obdélńıku

Je na snadě si dokázat, že tento poměr stran skutečně odpov́ıdá poměru stran stř́ıbr-
ného obdélńıku, nebot’ na prvńı pohled to až tak zřejmé neńı. Vezmeme si tedy délky

stran údajného stř́ıbrného obdélńıka a budeme upravovat výraz
(
√

2− 1)

(2−
√

2)
.

(
√

2− 1)

(2−
√

2)
=

(
√

2− 1)(2 +
√

2)

(2−
√

2)(2 +
√

2)
=

2
√

2 + 2− 2−
√

2

4− 2
=

2
√

2−
√

2

2
=

=

√
2(2− 1)

2
=

√
2(2− 1)

2

√
2√
2

=
2(2− 1)

2
√

2
=

2

2
√

2
=

1√
2

Výsledek upraveného výrazu nám skutečně dává za pravdu, že se jedná o stř́ıbrný
obdélńık, jelikož jeho strany jsou v poměru 1 :

√
2
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Kapitola 5

Origami a geometrie

5.1 Axiomy origami

Tak jako v geometrii existuj́ı tzv. Euklidovy postuláty, tak i v origami se objevuje
podobný systém axiomů. Doposud nejmocněǰśı množinu axiomů formuloval italsko-
japonský matematik Humiaki Huzita (1924-2005) a to v práci Understanding Geome-
try through Origami Axioms [1] publikované v roce 1991. Jedná se o šest axiomů, které
se týkaj́ı matematických princip̊u skládáńı paṕıru. Pomoćı těchto Huzitových pravi-
del můžeme doj́ıt k řešeńım i u konstrukćı, které pomoćı prav́ıtka a kruž́ıtka nejsou
řešitelné. Pojd’me si tedy oněch šest axiomů nyńı představit.

O1: Jsou li dány body B1 a B2, potom
m̊užeme složit hranu tak, že bude prochá-
zet body B1 a B2.

O2: Jsou li dány body B1 a B2, potom
m̊užeme složit hranu tak, že bod B1 bude
na bodu B2.
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O3: Jsou-li dány př́ımky (hrany) p1 a p2,
m̊užeme složit hranu tak, aby př́ımka p1
ležela na př́ımce p2.

O4: Je-li dán bod B1 a př́ımka p1, m̊u-
žeme složit hranu, která je kolmá k p1 a
procháźı bodem B1.

O5: Jsou-li dány body B1, B2 a př́ımka
p1, m̊užeme složit hranu tak, aby bod B1

ležel na př́ımce p1 a zároveň tato hrana
procházela bodem B2.

O6: Jsou-li dány body B1, B2 a př́ımky
p1, p2, m̊užeme složit hranu tak, aby bod
B1 ležel na př́ımce p1 a zároveň bod B2

ležel na př́ımce p2.

[1, 5]

5.2 Konstrukce tečny paraboly

Konstrukci tečny k parabole provedeme podle 5. axiomu, jehož zněńı si pro potřeby
naš́ı konstrukce můžeme upravit do této podoby:
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necht’ bod B1 je ohniskem paraboly a př́ımka p1 ř́ıd́ıćı př́ımkou paraboly. Potom př́ımku
p2, která vznikla složeńım podle axiomu 5, nazveme tečnou paraboly.

Řešeńı: Necht’ p1 je př́ımka, která tvoř́ı spodńı okraj čtvercového paṕıru. Dále bod B1

lež́ı na ose spodńıho okraje paṕıru, kde jsme si zvolili př́ımku p1. Bod B2 lež́ı libovolně
na levém (popř. pravém) okraji paṕıru.
Nyńı provedeme složeńı podle 5. axiomu (viz Obr. 5.1). T́ım źıskáme př́ımku p2, jež
procháźı bodem B2 a zároveň př́ımka p1 procháźı bodem B1. Potom ved’me úsečku
kolmou na př́ımku p1 a procházej́ıćı bodem B1. Na př́ımce p2 źıskáme pr̊useč́ık X.

Obrázek 5.1: Konstrukce tečny paraboly - Krok 1,2

Po rozložeńı zjist́ıme, že |B1X| = |B′1X|. Nakonec z definice paraboly vyplývá, že bod
X lež́ı na parabole s ohniskem v bodě B1 a ř́ıd́ıćı př́ımkou p1.

Obrázek 5.2: Konstrukce tečny paraboly - Krok 3,4

[2, 3, 8]

5.3 Trisekce úhlu

Trisekce úhlu patř́ı mezi tzv. tři klasické problémy antické matematiky (daľśımi jsou
duplikace krychle a kvadratura kruhu). Řešeńı těchto tř́ı problémů je omezeno na kon-
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strukci pomoćı prav́ıtka a kruž́ıtka, tj. euklidovskou konstrukci. Zadáńı trisekce úhlu
tedy zńı:

rozdělte pomoćı euklidovské konstrukce libovolný úhel na úhly tři, jež maj́ı
stejnou velikost.

Od středověku až po renesanci se mnoho vzdělanc̊u pokoušelo problematiku trisekce
úhlu vyřešit, leč marně. V roce 1830 přǐsel francouzký matematik Évariste Galois
(1811-1832) s d̊ukazem, že trisekce úhlu pomoćı euklidovské konstrukce nemá řešeńı.
Ovšem origami nám poskytuje možnosti, které vedou k řešeńı i takových problémů,
jako je trisekce úhlu. Ukažme si tedy postup, jak dojdeme k řešeńı tohoto problému.

Řešeńı: Řešeńı úlohy je založené na užit́ı axiomu 6. Necht’ bod B1 znač́ı vrchol čtverce.
Př́ımka p2 procháźı bodem B1 a sv́ırá se spodńım okrajem paṕıru úhel α. Potom pro-
ved’me složeńı, při kterém dostaneme 2 př́ımky, jež jsou rovnoběžné se spodńım okrajem
paṕıru a vzdálenosti mezi nimi jsou konstantńı (prostředńı př́ımku si označme p2). Bod
B2 je pr̊useč́ık nejsvrchněǰśı př́ımky a levého okraje paṕıru.

Nyńı proved’me složeńı podle axiomu 6. To znamená, že bod B1 bude ležet na př́ımce p1
a bod B2 na př́ımce p2. Poté si narýsujeme prodloužeńı př́ımky p1, kterou si označ́ıme
jako př́ımku p3. Rozlož́ıme zpět na čtverec a př́ımku p3 vedeme až k vrcholuB1. Nakonec
můžeme body B1 a B′1 vést př́ımku p4. Výsledkem je tedy rozděleńı úhlu α na 3 shodné
části.

Obrázek 5.3: Konstrukce trisekce úhlu

D̊ukaz: Budeme vycházet z trojúhelńık̊u B1A
′B′2, B1A

′B′1 a B1CB
′
1 (viz Obr. 5.4).

Dokážeme-li shodnost těchto 3 trojúhelńık̊u, je potom úhel α skutečně dělen na třetiny.

Plat́ı, že |AB1| = |AB2|, tedy i |A′B′1| = |A′B′2|. Dále strana A′B1 je společná trojúhel-
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ńık̊um B1A
′B′2 a B1A

′B′1. Jelikož př́ımka p3 je kolmá na stranu B′1B
′
2, jsou trojúhel-

ńıky B1A
′B′2 a B1A

′B′1 pravoúhlé s pravým úhlem u vrcholu A′. Podle věty SUS jsme
dokázali, že 4B1A

′B′2
∼= 4B1A

′B′1.
Nyńı dokážeme shodnost trojúhelńık̊u B1A

′B′1 a B1CB
′
1. Bod A′ je souměrný s bodem

C podle osy p4, tud́ıž |B′1A′| = |B′1C|. Strana |B1B
′
1|je společná trojúhelńık̊um B1A

′B′1
a B1CB

′
1. Protože úhly u vrchol̊u A′ a C jsou pravé, jsou trojúhelńıky B1A

′B′1 a B1CB
′
1

shodné podle věty Ssu.

Potom plat́ı: Je-li 4B1A
′B′2
∼= 4B1A

′B′1 a zároveň 4B1A
′B′1
∼= 4B1CB

′
1, potom i

4B1A
′B′2
∼= 4B1CB

′
1. T́ım máme dokázáno, že úhel α je dělen na třetiny.

Obrázek 5.4: Důkaz trisekce úhlu

[2, 7, 9]

5.4 Konstrukce n-úhelńık̊u

Nyńı se zaměř́ıme na konstrukci základńıch rovinných obrazc̊u. Konstrukce rovinných
obrazc̊u pomoćı skládáńı paṕıru, jež jsou zmı́něné v této práci, nejsou nikterak složité
a jsou vhodné jako školńı pomůcka do hodin geometrie. Výhoda této pomůcky spoč́ıvá
v jej́ı názornosti, což může vést k snadněǰśımu porozuměńı prob́ırané látky. Zároveň
lze během skládáńı jednotlivých konstrukćı pozorovat již známé, či neznámé geomet-
rické vlastnosti, které mohou vhodně posloužit při výkladu. Daľśımi výhodami, které
tato pomůcka má, je schopnost motivovat žáky ve studiu geometrie a dále schopnost
zlepšovat jejich manuálńı zručnost.

Pojd’me si tedy jednotlivé konstrukce představit. [19]
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5.4.1 Konstrukce trojúhelńıku

Konstrukce pravoúhlého trojúhelńıku

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - rovnoběžńık - obdélńık, - rovnoběžńık - čtverec,
- rovnoběžky, - úhlopř́ıčka čtverce.
- kolmice, pravý úhel.

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - pravoúhlý trojúhelńık, os-
troúhlý trojúhelńık,
- vnitřńı a vněǰśı úhly troj-
úhelńıku,
- součet velikost́ı úhl̊u v
trojúhelńıku,
- sč́ıtáńı a odč́ıtáńı, děleńı
úhl̊u.
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D̊ukaz: Jelikož bod E je obrazem bodu D v osové souměrnosti s úsečkou AF , jsou
strany AD a AE stejně dlouhé . Zároveň strany AD a AE sv́ıraj́ı pravý úhel. Dále,
strany DF a EF , jež jsou kolmé na strany AD a AE, nám rovnoběžńık doplňuj́ı
na čtverec AEFD. Úsečka AF je potom úhlopř́ıčkou čtverce AEFD a z vlastnost́ı,
které má úhlopř́ıčka čtverce v́ıme, že nám čtverec rozděĺı na dva shodné pravoúhlé
trojúhelńıky, jejichž odvěsny jsou stejně dlouhé. Z toho tedy plyne, že trojúhelńık
AEF je pravoúhlý.

Konstrukce rovnostranného trojúhelńıku

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - rovnoběžńık - obdélńık, - střed strany.
- rovnoběžky,
- kolmice, pravý úhel.

Postup konstrukce
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Pozorované vlastnosti - pravoúhlý trojúhelńık, os-
troúhlý trojúhelńık,

- rovnostranný trojúhelńık.

- součet velikost́ı úhl̊u v
trojúhelńıku,
- sč́ıtáńı a odč́ıtáńı, děleńı
úhl̊u,
- shodnost trojúhelńık̊u
podle vět sss, sus, usu.

D̊ukaz: Přeložeńım obdélńıku dostaneme hranu, která nám daný obdélńık děĺı na 2
shodné obdélńıky. Vezmeme roh paṕıru (v našem př́ıpadě u vrcholu D) a přelož́ıme ho
na již vzniklou hranu. T́ım źıskáme pravoúhlý 4AEF . Pod 4AEF se nacháźı daľśı
trojúhelńık, jež je s 4AEF shodný. Vytvoř́ıme-li pomoćı osové souměrnosti obraz
bodu F podle strany AE, dostaneme bod F ′ a t́ım i daľśı pravoúhlý 4AEF ′. Podle
věty SUS je 4AEF shodný s 4AEF ′, nebot’

1) strana AE je společná oběma trojúhelńık̊um,
2) bod E je středem strany FF ′ ⇒ EF ∼= EF ′,
3) ∠FEB ∼= ∠BEF ′.

Nyńı ze znalosti o vlastnostech vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku snadno dokážeme, že
4AFF ′ je rovnostranný. Úhel u vrcholu A je dělen na třetiny, tzn., že ∠FAF ′ =
2
3
· 90◦ = 60◦. Dále plat́ı, že ∠FAE = 30◦ a ∠AEF = 90◦. Potom ∠F ′FA = ∠EFA

= 180◦− (∠FAE + ∠AEF ) = 60◦. Nakonec ∠AF ′F = 180◦ − (∠FAF ′ + ∠F ′FA)
= 60◦ a máme dokázáno, že 4AFF ′ je rovnostranný.

Konstrukce rovnoramenného trojúhelńıku

Postup konstrukce
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Pozorované vlastnosti - rovnoběžńık - obdélńık, - pravoúhlý trojúhelńık, os-
troúhlý trojúhelńık,

- rovnoběžky, - vnitřńı a vněǰśı úhly troj-
úhelńıku,

- kolmice, pravý úhel. - součet úhl̊u v trojúhelńıku,
- sč́ıtáńı a odč́ıtáńı, děleńı
úhl̊u.

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - úhlopř́ıčka obdélńıku. - rovnoramenný trojúhel-
ńık,
- ramena a základnu rovno-
ramenného trojúhelńıku,
- výšky rovnoramenného
trojúhelńıku.

D̊ukaz: Abychom mohli o 4ABF ř́ıct, že je rovnoramenný, budeme muset dokázat,
že úhel β při vrcholu B je shodný s úhlem γ při vrcholu F (viz Obr. 5.5). Tzn.

1) úsečky AI, BG, a EF jsou výšky v 4ABF ,
2) va p̊uĺı úhel α, tzn. α/2 = 22◦30′,
3) dopočteme úhel δ; δ = 180◦ − (90◦ + 22◦30′) = 67◦30′,
4) úhel ε je roven úhlu δ, protože se jedná o vrcholové úhly,
5) dopočteme úhel γ1 = 180◦ − (90◦ + 67◦30′) = 22◦30′,
6) úhel β1 je roven úhlu γ1, nebot’ 4IV B ∼= 4IV F ,
7) 4GFV a 4EV B jsou pravoúhlé, jejichž úhly při přeponách jsou rovny 45◦,
8) úhel γ = γ1 + γ2 = 67◦30′,
9) úhel β = β1 + β1 = 67◦30′,
10) β = γ.
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Obrázek 5.5: Rovnoramenný trojúhelńık

5.4.2 Konstrukce čtyřúhelńıku

Konstrukce čtverce

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - rovnoběžńık - obdélńık, - pravoúhlý trojúhelńık,
- rovnoběžky, - přepona, odvěsny,
- kolmice, pravý úhel. - obdélńık.
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Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - vnitřńı a vněǰśı úhly troj-
úhelńıku,

- osová souměrnost,

- součet úhl̊u v trojúhelńıku, - čtverec,
- sč́ıtáńı a odč́ıtáńı, děleńı
úhl̊u.

- úhlopř́ıčka čtverce.

D̊ukaz: Přeložeńım źıskáme pravoúhlý 4AEF , jehož odvěsny jsou stejně dlouhé a
úhly při přeponě maj́ı 45◦. To znamená, že když rozlož́ıme paṕır zpět, źıskáme 2 takové
trojúhelńıky, které nám dohromady dávaj́ı čtverec.

Konstrukce kosoúhelńıku

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - rovnoběžńık - obdélńık, - pravoúhlý trojúhelńık,
- rovnoběžky, - přepona, odvěsny,
- kolmice, pravý úhel. - obdélńık.
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Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - střed strany, osa strany, - pravoúhlý trojúhelńık, os-
troúhlý trojúhelńık,

- pravoúhlý trojúhelńık, os-
troúhlý trojúhelńık,

- pravoúhlý lichoběžńık.

- vnitřńı a vněǰśı úhly troj-
úhelńıku,
- součet úhl̊u v trojúhelńıku,
- sč́ıtáńı a odč́ıtáńı, děleńı
úhl̊u.

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - kosoúhelńık,
- vlastnosti kosoúhelńıku
(dvojice shodných úhl̊u,
rovnoběžnost protěǰśıch
stran, kolmost úhlopř́ıček
atd.).
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D̊ukaz: U vrcholu A dostaneme po přeložeńı polovinu z pravého úhlu, tedy 45◦. Stejný
postup aplikujeme i u vcholu G, kde taktéž velikost úhlu je poté rovna 45◦. Zároveň
strana AH ‖ EG. A protože rovnoběžnost plat́ı i pro strany AE a HG řekneme, že
daný útvar je kosoúhelńıkem.

Konstrukce rovnoramenného lichoběžńıku

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - rovnoběžńık - obdélńık, - pravoúhlý trojúhelńık, os-
troúhlý trojúhelńık,

- rovnoběžky, - vnitřńı a vněǰśı úhly troj-
úhelńıku,

- kolmice, pravý úhel. - součet úhl̊u v trojúhelńıku,
- sč́ıtáńı a odč́ıtáńı, děleńı
úhl̊u.

Postup konstrukce
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Pozorované vlastnosti - střed strany, osa strany, - pravoúhlý trojúhelńık, os-
troúhlý trojúhelńık,

- pravoúhlý trojúhelńık, os-
troúhlý trojúhelńık,

- pravoúhlý lichoběžńık.

- vnitřńı a vněǰśı úhly troj-
úhelńıku,
- součet úhl̊u v trojúhelńıku,
- sč́ıtáńı a odč́ıtáńı, děleńı
úhl̊u.

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti - rovnoběžky. - rovnoramenný lichoběž-
ńık,
- vlastnosti rovnoramen-
ného lichoběžńıku (shodná
délka ramen, výška li-
choběžńıku, součet velikost́ı
vnitřńıch úhl̊u při stejněm
rameni atd.).

D̊ukaz: U vrcholu A dostaneme po přeložeńı polovinu z pravého úhlu, tedy 45◦. Stejný
úhel źıskáme přeložeńım i u vrcholu B. Poněvadž AB ‖ HI, pak úhly u vrchol̊u H a I
maj́ı stejnou velikost, tedy 135◦. Výsledným obrazcem je rovnoramenný lichoběžńık.

5.5 Geometrická tělesa

Jak už sám název podkapitoly napov́ıdá, možnosti skládáńı paṕıru nekonč́ı pouze u
rovinných útvar̊u. Pomoćı technik skládáńı lze źıskat i geometrická tělesa a to dvěma
zp̊usoby. Prvńı z nich je založený na skládáńı těles s využit́ım jednoho kusu paṕıru.
Jejich konstrukce neńı nikterak náročná, avšak takovýchto těles je velmi málo. Během
źıskáváńı informaćı k této práci jsem objevil pouze dvě takto složená tělesa a je velmi
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pravděpodobné, že tento počet je konečný. Jedná se o 2 z 5 Platónských těles a to
konkrétně o pravidelný čtyřstěn a krychli. Jejich diagramy si ukážeme.

Konstrukce pravidelného čtyřstěnu

1. Vezmeme si list paṕıru formátu
A4, který přelož́ıme na polovinu a
následně rozlož́ıme zpět.

2. Horńı a dolńı okraj paṕıru pře-
lož́ıme k přehybu z 1. kroku.

3. Tvoř́ıme rovnostranné trojú-
helńıky (viz Konstrukce rovno-
stranného trojúhelńıku, str. 21-
22) po celé délce paṕıru.

4. Poskládáme do tvaru pravidel-
ného čtyřstěnu a konce paṕıru do
sebe zasuneme.
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Konstrukce krychle

1. Paṕır ve tvaru čtverce
přehneme na polovinu, po
úhlopř́ıčkách a rozlož́ıme.

2. Složeńım dostaneme pra-
voúhlý trojúhelńık.

3. Ćıpy z horńı vrstvy pře-
lož́ıme k sobě.

4. 5. 6. Vytvoř́ıme hrany.

7. Barevně znázorněné
ćıpy zasuneme do kapsiček
podle vytvořených hran.

8. Skládanku otoč́ıme a
kroky 3. - 7. zopakujeme i
na druhé straně.

9. Do otvoru v dolńım ćıpu
foukáme.
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10. Krychle

U druhého zp̊usobu skládáńı se setkáváme s tzv. modulárńımi origami. Jejich skládáńı
je poměrně časově náročné, nebot’ je založeno na skládáńı několika shodných d́ıl̊u (ně-
kdy až několik deśıtek), které se poté do sebe vzájemně zasunuj́ı. Dı́ky této technice
jsme schopni poskládat nejr̊uzněǰśı geometrická tělesa. Kupř́ıkladu všechna Platónská
tělesa, dále Kepler-póınsotova tělesa, Archimédovská tělesa atd.

Obrázek 5.6: Ukázka modulárńıch origami

[2, 16, 17, 18]

5.6 Důkaz Pythagorovy věty

Skládáńı paṕıru můžeme využ́ıt i k d̊ukazu Pythagorovy věty. Důkaz je snadný a ná-
zorný, tud́ıž se jedná o velmi vhodnou pomůcku pro učitele, jak ukázat žák̊um princip
této věty. Na d̊ukaz použijeme čtvercový paṕır, který slož́ıme dvěma zp̊usoby. Podle
Obr. 5.7 přehneme čtverec na polovinu tak, abychom dostali pravoúhlý trojúhelńık.
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Poté vezmeme vrchol trojúhelńıku a přehneme ho tak, aby vzniklá hrana byla rov-
noběžná s odvěsnou pravoúhlého trojúhelńıka. Vzniklý ćıp v podobě rovnoramenného
trojúhelńıka přelož́ıme kolmo k přeponě pravoúhlého trojúhelńıka. V předposledńım
kroku vytvoř́ıme pomocnou hranu a posléze paṕır rozlož́ıme zpět do čtverce. Ten je
pomoćı hran rozdělený na jeden menš́ı a jeden větš́ı čtverec a čtyři shodné pravoúhlé
trojúhelńıky. Ṕısmeny a, b označ́ıme odvěsny pravoúhlých trojúhelńık̊u.
Obsah čtverce můžeme vyjádřit pomoćı stran a, b, a to ve tvaru S = a2 + b2 + 2ab.

Obrázek 5.7: Pythagorova věta - 1. zp̊usob složeńı

Nyńı přejdeme ke druhému zp̊usobu složeńı (viz Obr. 5.8). Vezmeme čtverec a budeme
ho překládat tak, abychom na kraj́ıch dostali čtyři shodné pravoúhlé trojúhelńıky s
odvěsnami a a b. Po tomto složeńı jsme uvnitř źıskali čtverec, jehož jednu stranu
označ́ıme c.

Obrázek 5.8: Pythagorova věta - 2. zp̊usob složeńı
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Opět budeme cht́ıt spoč́ıtat obsah p̊uvodńıho čtverce, který vyjádř́ıme ve tvaru S =
2ab+ c2

Nakonec porovnáme předchoźı rovnice a zjǐst’ujeme, že c2 = a2 + b2, což jsme chtěli
dokázat. [2]

5.7 Egyptský trojúhelńık

Mějme paṕır ve tvaru čtverce a vyznačme si středy jeho stran. Každý vrchol čtverce
budeme poté překládat k protěǰśı straně př́ımo do vyznačených střed̊u. Dostaneme tak 8
lińı́ı, které nám znázorńı dohromady 32 trojúhelńık̊u, z nichž 8 jsou tzv. Pythagorejské
trojúhelńıky (též známé jako Egyptské trojúhelńıky), jejichž strany jsou v poměru
3 : 4 : 5 (viz 4EBF z Obr. 5.9). [14]

Obrázek 5.9: Egyptský trojúhelńık

D̊ukaz: 1) pravoúhlost 4EBF

Mějme dány strany AB a AD, které jsou na sebe kolmé. Bod G je střed AD a bod F je
střed CD. Potom strany BG a AF jsou na sebe rovněž kolmé, nebot’ vznikly pouhým
otočeńım p̊uvodńıch stran AB a AD a tud́ıž 4EBF je pravoúhlý.

2) 4EBF je Pythagorejský

Urč́ıme si libovolnou délku strany čtverce, třeba a = 4.
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Nejprve vycházejme z 4HBF . Chceme vypoč́ıtat délku strany BF , př́ıčemž známe
|BH| = 2 a |FH| = 4.

|BF |2 = |BH|2 + |FH|2

|BF |2 = 22 + 42

|BF | = 2
√

5
.
= 4, 47

Nyńı si z 4HAF spočteme úhel γ u vrcholu F .

cos γ =
4√
20

cos γ =
2√
5

γ = 26◦34′

Je zřejmé, že úhel u vrcholu F v 4EBF je 2γ, tedy 53◦08′. Známe-li v 4EBF jeho
vnitřńı úhel γ a délku přepony BF , můžeme nyńı snadno dopoč́ıtat i délky jeho odvě-
sen.

cos γ =
|EF |
|BF |

|EF | = cos 53◦08′ ·
√

20

|EF | .= 2, 68
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|BE|2 = |BF |2 − |EF |2

|BE|2 = 4, 472 − 2, 682

|BE| .=
√

12, 80

|BE| .= 3, 58

Posledńım krokem je ověřeńı v, jakém poměru jsou strany 4EBF . Nejprve sečteme
délky stran 4EBF a výsledný součet vyděĺıme součtem stran Pythagorejského trojú-
helńıku se stranami 3, 4 a 5.

(|EF |+ |BE|+ |BF |) : 12 = (2, 68 + 3, 58 + 4, 47) : 12 = 10, 73 : 12
.
= 0, 894

T́ım jsme dostali hodnotu jednoho d́ılku, který ted’ vynásob́ıme délkami stran Pytha-
gorejského trojúhelńıku.

3 · 0, 894
.
= 2, 68 = |EF |

4 · 0, 894
.
= 3, 58 = |BE|

5 · 0, 894
.
= 4, 47 = |BF |

Zjistili jsme, že strany |EF |, |BE| a |BF | jsou v poměru 3 : 4 : 5, což znamená, že
4EBF je Pythagorejský trojúhelńık.

5.8 Děleńı strany čtverce

Stranu čtverce velmi snadno rozděĺıme na 2, 4, 8 atd. shodných část́ı, kdy docháźı k
neustálému p̊uleńı jednotlivých úseček (viz. Obr 5.10).

Obrázek 5.10: Děleńı strany čtverce

Abychom stranu čtverce rozdělili kupř́ıkladu na 3 shodné části, budeme muset použ́ıt

35



tzv.Hagovu větu [20], kterou si ukážeme v následuj́ıćım diagramu (viz. Obr 5.11) a
posléze provedeme jej́ı d̊ukaz.

Obrázek 5.11: Hagova věta

D̊ukaz: Necht’ délka strany čtverce je 1. Potom |CE| = |EG| = 1

2
. Délku úsečky |CF |

označ́ıme neznámou x a délku úsečky FG pak 1−x. Nyńı známe délky všech stran pra-
voúhlého trojúhelńıku CEF , tud́ıž můžeme použ́ıt na tento trojúhelńık Pythagorovu
větu, abychom vypočetli hodnotu neznámé x.

(
1

2
+ 1− x)2 = x2 +

1

4

(
3

2
− x)2 = x2 +

1

4

9

4
− 3x+ x2 = x2 +

1

4

8

4
= 3x

2

3
= x

Hodnota neznámé x, což je délka strany CF , je tedy
2

3
. Na úsečku BF , tud́ıž zbývá

1

3
. Je evidentńı, že strana čtverce je dělena na třetiny. [20]
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Kapitola 6

Závěr

Je evidentńı, že origami, respektive skládáńı paṕıru, má ve vědecké discipĺıně, jakou
je matematika, svoje mı́sto a význam. Proto bych na závěr zmı́nil dva nejd̊uležitěǰśı
př́ınosy, které nám origami v matematice poskytuje.

Prvńım z nich je vědecký př́ınos, jež je předevš́ım zásluhou Humiakiho Huzity a defi-
nováńım šesti origami axiomů. Tato množina axiomů je množinou velmi významnou,
nebot’ z těchto axiomů vycháźı řešeńı pro úlohy , či matematické problémy, které nejsou
Euklidovskou geometríı řešitelné (viz trisekce úhlu). Zároveň nám u některých úloh při-
náš́ı řadu elegantńıch řešeńı (viz tečna paraboly).

T́ım druhým je pak př́ınos edukačńı, poněvadž se jedná o velmi vhodnou a kvalitńı po-
můcku v rámci hodin matematiky, která podporuje porozuměńı dané látce. Student̊um
tato učebńı pomůcka může učivo nejen přibĺıžit ale i zpř́ıjemnit. Představuje oživeńı
výuky a podporuje zároveň praktickou činnost, která napomáhá zlepšit jejich manuálńı
zručnost. Konstrukce geometrických těles pak přisṕıvaj́ı i k rozvoji prostorové předsta-
vivosti. Výčet výhod můžeme uzavř́ıt schopnost́ı motivovat studenty v jejich práci. To
vše tedy hovoř́ı pro zakomponováńı této pomůcky do výuky geometrie.
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[8] Tečna paraboly [online]. [cit. listopad 2012]. Dostupné z WWW:
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<http://origami.webz.cz/historie.htm>.

38
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<http://www.origami.gr.jp/Archives/People/CAGE /divide/02-e.html>.

39


	Úvod
	Origami
	Vznik a vývoj origami
	Japonsko a origami
	Evropa a origami

	Formáty papíru
	Stríbrný obdélník
	Zbytkový obdélník

	Origami a geometrie
	Axiomy origami
	Konstrukce tecny paraboly
	Trisekce úhlu
	Konstrukce n-úhelníku
	Konstrukce trojúhelníku
	Konstrukce ctyrúhelníku

	Geometrická telesa
	Dukaz Pythagorovy vety
	Egyptský trojúhelník
	Delení strany ctverce

	Záver

