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Anotace:

Cilem bakalaiské prace Uziti metod sklddani papiru ve vyuce matematiky je poukazat
na vyznam origami v matematice a na jeho nasledné vyuziti jakozto vhodné pomucky v
hodinach matematiky na zakladni, potazmo na stfedni skole. Pfevazna c¢ast prace je tak
vénovana praktickym problémum, tzn. konstrukcim rovinnych a prostorovych ttvaru
a TeSenim zajimavych, respektive problémovych tloh, které jsou vSechny doplnény o
graficka feseni a dukazy.

Annotation:

The target of the Bachelor’s thesis "Use of paper folding techniques in teaching mathe-
matics”is to highlight the importance of origami in mathematics and its subsequent
use as a suitable tool in lessons of mathematics in primary or in secondary schools.
Most of the work is devoted to practical problems. It means constructions of planar
and spatial figures and solving interesting or problematic tasks which are accompanied
by graphics solutions and proofs.
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Kapitola 1

Uvod

Sklddani papiru (paper folding, origami) je dnes rozsifeno po celém svété. Vétsina z nés
ma tuto ¢innost spojenou pouze s vytvarenim dekorativnich vzoru a obrazcu, castéji
snad jesté se skladanim zvitecich motivi. Ovsem vyuziti origami se dotyka hned néko-
lika védeckych disciplin, matematiku nevyjimaje. Sklddani papiru mé v matematice,
potazmo geometrii, pomérné znacny vyznam. Cilem této prace je zaméfeni se na tech-
niky skladéani, které lze vyuzit pii konstrukci rovinnych obrazcu, prostorovych téles,
nebo i k feseni zajimavych, ¢i problémovych tloh.

Ve druhé kapitole se na ivod sezndmime s pojmem origami a jeho dvéma nejzaklad-
néjsimi podobami a kratce se zminime i o jeho vyuziti ve védeckych disciplinach.

Nésledujici kapitola, ktera je rozdélena do dvou podkapitol, strué¢né pojednava o vzniku
a vyvoji origami. V prvni ¢asti této kapitoly se zaméiime na asijsky kontinent, kon-
krétné na Cinu, kterd zfejmé jako prvni polozila zéklady origami, a ddle na Japonsko,
které nasledné zdokonalovalo techniky skladani a navic jako prvni dalo této ¢innosti
oznaceni origami. Druha ¢ast je vénovana vzniku a vyvoji origami v Evropé, zejména
pak ve Spanélsku, které je povazovéno za kolébku evropského origami. Na zaveér této
podkapitoly se zminime o nejvyznamnéjsich evropskych osobnostech, které se zabyvaly
technikami skladéani.

Ve ctvrté kapitole, kterd je rovnéz clenéna do dvou podkapitol, se zminime o tvarech
papiru, predevsim pak formatu papiru fady A, a to pro jeho velmi zajimavé a uziteéné
vlastnosti. Sezndmime se s pojmy stiibrny a zbytkovy obdélnik a dokazeme si jedno-
duchym vypoctem, ze zbytkovy obdélnik je taktéz stiibrnym obdélnikem.

V paté, nejrozsahlejsi kapitole, se zamérime na vyuziti origami v matematice. Nejprve
si ukazeme systém origami axiomu, z nichz postupné prejdeme ke konstrukcim, které z
téchto axiomu vychazeji: konstrukce tecny paraboly a trisekce tthlu. Nasleduje rozsahla
podkapitola, tykajici se konstrukei n-tthelniki. Konstrukce jsou znazornény pomoci ob-
razku, které jsou zaroven doplnény o popis fady geometrickych vlastnosti, jez muzeme
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béhem skladéni pozorovat. Od rovinnych obrazcu se dostaneme ke geometrickym teé-
lesim, kde si ukazeme dva diagramy pro konstrukci pravidelného ¢tyrsténu a krychle.
Kapitolu ale i celou praci pak zakonc¢ime dukazem Pythagorovy véty a dvéma zajima-
vymi tlohami.

Prace je zpracovéana v typografickém systému ITEX a obrézky (vyjma autorovych
fotografif) jsou vytvoreny v programu DGS GeoGebra.



Kapitola 2

Origami

Slovo ,origami* pochézi z Japonska a je slozeno ze dvou slov oru - skldadat a kami - pa-
pir. Jedna se tedy o techniku skladani, ktera ma své koreny v Japonsku. Doba vzniku
se datuje k 9. stoleti naseho letopoc¢tu a v prubéhu dalsich staleti se tato technika
postupné rozsituje do vsech koutu svéta. V soucasnosti existuji dvé podoby origami:
za prvé se jedna o tradiéni origami, jehoz skladani spocivd v manipulaci s jednim
kusem papiru, bez pouziti lepidla a nuzek. Zaroven je vsak zakazano jakékoliv dalsi
dozdobovani a dokreslovani. Postup tvoreni jednotlivych skladanek je zaznamenan do
tzv. diagramu, kde je kazdy krok postupné zobrazen, pripadné doplnén vystiznym po-
piskem. To znamena, ze at’ se o skladani daného origami pokousi kdokoliv, mél by na
zakladé diagramu pokazdé dojit ke stejnému vysledku. Autori téchto tradi¢nich origami
nejsou znami.

Druhym typem je moderni origami. Zde je velmi diulezita fantazie sklddajicitho. Po-
voleno je skladani z vice kusu papiru, které mohou byt nasledné poslepovany, nebo do
sebe zasouvany. U modernich origami je umoznéno pouzivani nuzek, ale i dokreslovéni,
které se hojné vyuziva k dozdobovani zvitecich origami.

Origami neplni pouze funkci zdbavy, ale muzeme se s nim setkat i ve védé. Piikladem
budiz vyuziti v astronomii, kde se tyto techniky vyuzivaji ke skladani ¢im dal vétsich
vesmirnych teleskopu tak, aby se s nimi dalo ve vesmiru snadnéji manipulovat. S ori-
gami se dale setkdme v medicing, optice a automobilovém prumyslu. [2]



Kapitola 3

Vznik a vyvoj origami

3.1 Japonsko a origami

Vznik origami se datuje do doby vyndlezu papiru, ktery jako prvni zacali vyrabét
Ciané zhruba pred 2000 lety. Ti také pouzivali papir na sklddéni riznych nadob a
krabicek. Ovsem po rozsifeni ¢inského vyndalezu na japonské tzemi kolem roku 600
naseho letopoctu dochazi v zemi vychazejicitho slunce k postupnému zdokonalovani
technik skladani papiru a dokonce i k pojmenovani této ¢innosti. Z téchto duvodu
byva origami oznacovano jako japonské umeéni. Jelikoz vyroba papiru byla v tehdejsi
dobé ekonomicky nékladna, bylo origami v Japonsku pouzivano vylucné pro nabozen-
ské 1ucely. Zdobeny byly prevazné Sintoistické svatyné. Prikladem je vymezovani hranic
posvatnych tzemi svatyné pomoci papirovych fetézu.

Az o nékolik stoleti pozdéji, pfesnéji od 17. stoleti, nabylo origami dalsich vyznamu.
Tim hlavnim bylo skldadani pro zabavu. V této dobé bylo v Japonsku zndmo nékolik
desitek sklddanek, prevazné zvitat a postav. Nejoblibenéjsi origami skladankou se stal
papirovy jefab (orizuru), ktery byl poprvé slozen na pocatku 19. stoleti. Pro Japonce
je orizuru symbolem dlouhého zZivota, klidu a miru. Proto je muzeme velmi ¢asto vidat
na japonskych obydlich.

Obrézek 3.1: Jetab (orizuru)



Umeéni origami se dale vyvijelo a na konci 19. stoleti dosdhlo dnesni podoby. Zacaly se
vydavat knihy a ucebnice. Dnes se uz déti v materskych skolach setkavaji s jednodu-
chymi skladankami a na zakladni skole je uméni origami soucésti uc¢ebnich osnov. V
soucasnosti se pocty origami sklddanek odhaduji ve statisicich. [2, 5, 11]

3.2 Evropa a origami

Na tzemi Evropy se papir objevil podstatné pozdéji, nékdy pocatkem 2. tisicileti, coz
znaci jisty deficit oproti tehdejsim vychodnim tisim. To ovSem nic neméni na faktu, ze
i zde bylo a stéle je skladani papiru velmi populdrni. O tom, jaky puvod mé origami na
evropském kontinentu, muzeme spekulovat. Nabizi se moznost postupného piichodu
origami z Japonska, ovsem existuji dikazy, které hovoii jinak. S nejvétsi pravdépo-
dobnosti vzniklo evropské origami nezavisle na japonském. Dukazem jsou odlignosti ve
zpusobu skladéni jednotlivych skladanek u evropského a japonského origami.

Za jakousi kolébku evropského origami lze povazovat Spanélsko. V obdobi od 8. do 15.
stoleti bylo jizni Spanélsko obléhdno Maury (vétev muslimu ze severni Afriky), ktefi
vyuzivali papirové sklddanky ke studiu geometrie. Ze Spanélska také pochdzi idajné
nejstarsi papirova sklddanka Evropy, jejiz stari se odhaduje zhruba na 700 let. Jedna
se 0 pajaritu, u nas spise znamou pod oznacenim konik.

Obrazek 3.2: Pajarita

Skldddnim papiru se samoziejmé nezabyvali pouze Spanélé. Nekteri odbornici se do-
mnivaji, ze sklddanim papiru se vénoval i Leonardo da Vinci (1452-1519). Ten tdajné
vyuzival skladani pii svych pokusech o vytvoreni létajiciho stroje. Za zminku stoji jesté
jedna osobnost a tou byl Friedrich Frobel (1782-1852), zakladatel predskolnich zafi-
zeni, ve kterych se déti kromé didaktickych a pohybovych her setkavali i se skladanim
jednoduchych origami. [2, 5, 11, 12, 13]
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Kapitola 4
Formaty papiru

Vétsina origami se skladd z papiru ve tvaru ¢tverce. Mezi jeho nejbéznéjsi formaty patii
6x6 cm, 17x17 cm a 21x21 ecm. Nicméné pro nase geometrické ucely se v této praci
budeme setkavat se skladankami, které jsou slozeny z formatu A4. A pravé u tohoto,
ale i u dalsich formatu rady A se zastavime, nebot’ ndm nabizeji zajimavé vlastnosti,
které stoji za povsimnuti. [5]

4.1 Stribrny obdélnik

Vsechny forméty fady A maji strany v poméru 1 : v/2. Vychozim formétem je forméat
A0, jehoz plocha je pfesné 1m?. Nasledujici format Al vznikne prepilenim delsi strany
forméatu AO. Tak postupné vznikaji dalsi formaty (A2, A3, A4,...). Nejbéznéjsi format
A4 ma rozméry 210x297 mm. Pro tento format se také vzilo oznaceni sttibrny obdél-
nik, ktery zavedla britska origami spoleénost v roce 1979. [10, 15]

A4

A5

A3

Obrazek 4.1: Format papiru rady A
11



Pomoci podobnosti si ukdzeme, ze formaty papiru fady A maji strany v pomeéru 1 : /2.
Méjme obdélnik ABCD se stranami a = 1 a b = v/2. Tento obdélnik pielozime na po-

V2

lovinu podél delsi strany b. Ziskame tak obdélnik EFBCF se stranamia =1 a b= -

Nakonec prelozime na polovinu i obdélnik EBC'F, nyni podél delsi strany a. Dosta-

1 2
neme tak obdélnik FBHG se stranami a = — a b = \/7— (viz Obr. 4.2).

2
D F C
2
o
a=1 G H
1
as;
A E B
b={2

Obrazek 4.2: Podobnost obdélniku

Nyni ovérime, ze obdélniky EBCF a EBHG jsou podobné s obdélnikem ABC D, tj.
maji strany v poméru 1 : /2.
1. Pomér stran obdélniku EBCF 2. Pomér stran obdélniku EBHG
a:b )
2 2
o v

\/511 1:\/§

/-2

N = o

Obdélniky EBCF a EBHG jsou podobné s obdélnikem ABC' D, nebot’ jejich strany
jsou v poméru 1 : v/2. To znamend, Ze strany jakéhokoliv formétu papiru fady A jsou
v poméru 1 : V2.

Pro ilustraci bychom si mohli spoé¢itat rozmeéry zakladniho formatu A0, vime-li, ze ob-
sah tohoto formétu se stranami a a av/2 je piesné 1m? . Tedy

S=a-aV2
1=a%/2
a=0,841m, av/2 = 1,189m
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Zékladni format A0 ma tedy rozméry 841x1189 mm. V nésledujici tabulce jsou uve-
deny rozmeéry nejbéznéjsich formatu rady A.

Formét fady A | Rozméry [mm]
Al 595x841
A2 420x595
A3 297x420
A4 210x297
A5 149x210

Ponévadz obsah nasledujictho obdélniku je vzdy poloviéni oproti obdélniku predcho-

zimu, muzeme mluvit o geometrické posloupnosti s koeficientem g = 3 s pocatecnim

2
¢lenem posloupnosti a; = - Potom posloupnost obsahu nekonecného poctu obdél-

niku vypocteme nasledovneé:

" —1

Sp = a

1 C]_1

Vo |
Sp = —"

2 %—1

V2 -1
Sn = 57 T T

2 5

Zavérem je, ze s, = S = V2.

Slozime-li z formatu A4 ¢tverec jehoz strana ma délku 1, je délka jeho thlopticky rovna
V2. Ta je shodnd s délkou delsi strany obdélniku. Tuto skutecnost je mozné vyuzit na
konstrukei rovnoramenného trojihelniku. (viz str. 22-24). [15]

4.2 Zbytkovy obdélnik

Jedna se o takovy obdélnik, ktery ziskdme po odstranéni nejvétsiho mozného ctverce
ze stitbrného obdélniku. Jeho strany jsou v poméru (v/2 — 1) : 1.
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V2-1
Obrazek 4.3: Zbytkovy obdélnik

I ze zbytkového obdélniku lze opét ziskat stiibrny obdélnik a to tak, ze z néj odstranime
nejvétst mozny étverec. Pomér stran takového stitbrného obdélniku je potom (v/2—1) :

(2= v2). [15]

V2-1
Obrézek 4.4: Stiibrny obdélnik ziskany ze zbytkového obdélniku

Je na snadé si dokézat, ze tento pomér stran skuteéné odpovida poméru stran stiibr-

ného obdélniku, nebot’ na prvni pohled to az tak ziejmé neni. Vezmeme si tedy délky
2—-1
stran udajného stiibrného obdélnika a budeme upravovat vyraz E;/_—\/ﬁi

(V2-1) _ (V2-1)2+V2) _2v2+2-2-v2 222 _

2-v2)  2-v2)(2+V2) 4-2 2
V22-1)  V2(2-1)v2 202-1) 2 1

T2 2 B a2 V2

Vysledek upraveného vyrazu nam skuteéné dava za pravdu, ze se jedna o stiibrny
obdélnik, jelikoz jeho strany jsou v poméru 1 : /2
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Kapitola 5

Origami a geometrie

5.1 Axiomy origami

Tak jako v geometrii existuji tzv. Euklidovy postulaty, tak i v origami se objevuje
podobny systém axiomu. Doposud nejmocnéjsi mnozinu axiomu formuloval italsko-
japonsky matematik Humiaki Huzita (1924-2005) a to v praci Understanding Geome-
try through Origami Azioms [1] publikované v roce 1991. Jedn4 se o Sest axiomu, které
se tykaji matematickych principu skladani papiru. Pomoci téchto Huzitovych pravi-
del muzeme dojit k feSenim i u konstrukci, které pomoci pravitka a kruzitka nejsou
resitelné. Pojd'me si tedy onéch Sest axiomu nyni predstavit.

O1: Jsou li ddny body By a By, potom QO2: Jsou li diny body By a Bs, potom
muzeme sloZit hranu tak, Ze bude prochd- muzZeme sloZit hranu tak, Ze bod By bude

zet body By a Bs. na bodu Bs.
| B
- 1 .B1
= =~ \B‘? [ ]
B,
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03: Jsou-li dany primky (hrany) p1 a ps, O4: Je-li ddn bod By a primka py, mau-
muzeme sloZit hranu tak, aby primka p;  Zeme sloZit hranu, kterd je kolmd k p1 a
lezela na primce ps. prochdzi bodem Bj.

O5: Jsou-li diny body By, By a primka O6: Jsou-li dany body By, By a primky
p1, muzeme slozit hranu tak, aby bod By pi1, p2, muZeme sloZit hranu tak, aby bod
lezel na primce py a zdroven tato hrana By leZel na primce py a zdroven bod Bs

prochdzela bodem Bs. lezel na primce ps.
N
N
\BZ
N
N
N
N
N B,
N L[]
N
N
N
Py <

[1, 5]

5.2 Konstrukce teény paraboly

Konstrukei teény k parabole provedeme podle 5. axiomu, jehoz znéni si pro potieby
nasi konstrukce muzeme upravit do této podoby:
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necht’ bod By je ohniskem paraboly a primka p, Tidici primkou paraboly. Potom primku
D2, kterd vznikla sloZenim podle axiomu 5, nazveme tec¢nou paraboly.

Resend: Necht’ p; je piimka, kters tvoif spodni okraj ¢tvercového papiru. Dale bod By
lezi na ose spodniho okraje papiru, kde jsme si zvolili piimku p;. Bod Bs lezi libovolné
na levém (popf. pravém) okraji papiru.

Nyni provedeme slozeni podle 5. axiomu (viz Obr. 5.1). Tim ziskdme piimku p, jez
prochazi bodem B, a zaroven piimka p; prochézi bodem B;. Potom ved'me tsecku
kolmou na primku p; a prochézejici bodem B;. Na piimce py ziskame prusecik X.

Obrazek 5.1: Konstrukce tecny paraboly - Krok 1,2

Po rozlozeni zjistime, ze | B, X| = |B;X|. Nakonec z definice paraboly vyplyva, ze bod
X lezi na parabole s ohniskem v bodé B, a tidici piimkou p;.

- >
B1 1 P

Obrazek 5.2: Konstrukce tecny paraboly - Krok 3,4

2, 3, §]

5.3 Trisekce uhlu

Trisekce dhlu patii mezi tzv. t7i klasické problémy antické matematiky (dalsimi jsou
duplikace krychle a kvadratura kruhu). Reseni téchto ti{ problému je omezeno na kon-
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strukci pomoci pravitka a kruzitka, tj. euklidovskou konstrukci. Zadani trisekce uhlu
tedy zni:

rozdeélte pomoci euklidovské konstrukce libovolny whel na uhly tri, jeZ maji
stejnou velikost.

Od stredovéku az po renesanci se mnoho vzdélancu pokouselo problematiku trisekce
uhlu vyftesit, le¢c marné. V roce 1830 pfisel francouzky matematik Evariste Galois
(1811-1832) s dukazem, ze trisekce ihlu pomoci euklidovské konstrukce nemd teseni.
Ovsem origami nam poskytuje moznosti, které vedou k teseni i takovych problému,
jako je trisekce uhlu. Ukazme si tedy postup, jak dojdeme k feSeni tohoto problému.

Resend: Reseni tlohy je zalozené na uziti axiomu 6. Necht’ bod B; znaéi vrchol étverce.
Ptimka py prochézi bodem B; a svird se spodnim okrajem papiru uhel a. Potom pro-
ved’'me slozeni, pii kterém dostaneme 2 primky, jez jsou rovnobézné se spodnim okrajem
papiru a vzdélenosti mezi nimi jsou konstantni (prostfedni piimku si ozna¢me ps). Bod
By je prusecik nejsvrchnéjsi piimky a levého okraje papiru.

Nyni proved'me slozeni podle axiomu 6. To znamena, ze bod B; bude lezet na ptimce p;
a bod By na ptimce py. Poté si narysujeme prodlouzeni ptimky p;, kterou si oznacime
jako primku p3. Rozlozime zpét na ctverec a primku p3 vedeme az k vrcholu B;. Nakonec
muzeme body By a B] vést piimku p,. Vysledkem je tedy rozdéleni ihlu o na 3 shodné
casti.

Py

Obrazek 5.3: Konstrukce trisekce tithlu
Diikaz: Budeme vychézet z trojihelniku By A'B), B1A'B| a B;CBj (viz Obr. 5.4).
Dokazeme-li shodnost téchto 3 trojihelniki, je potom tihel a skuteéné délen na tretiny.

Plati, ze |ABy| = |ABs|, tedy i |A’B]| = |A’Bj|. Déle strana A’ Bj je spolecnd trojihel-

18



nikim By A’'B) a B1A'Bj. Jelikoz piimka ps je kolmd na stranu B Bj, jsou trojuhel-
niky By A'B) a B1 A’ B} pravouhlé s pravym thlem u vrcholu A’. Podle véty SUS jsme
dokazali, ze ABiA'Bl = ABA'B;.

Nyni dokdzeme shodnost trojihelniku B1A’Bf a BiCBj. Bod A’ je soumérny s bodem
C' podle osy py, tudiz | B} A’| = | B{C|. Strana | By B} |je spole¢na trojuhelnikim By A’ B}
a B,CBj. Protoze uhly u vrcholu A" a C' jsou pravé, jsou trojihelniky B; A’B’| a B;CBj
shodné podle véty Ssu.

Potom plati: Je-li ABiA'B) = AB1A'B] a zaroven ABA'B| = AB,CBj, potom i
ABA'B) = AB;CBj. Tim mame dokézano, ze tihel « je délen na tfetiny.

) P3
\
\ r
\ B,
82 N
\\\ p4
5 a/3) !
1 C

Obréazek 5.4: Dukaz trisekce 1ithlu

2,7, 9]

5.4 Konstrukce n-uhelniku

Nyni se zaméfime na konstrukei zédkladnich rovinnych obrazcu. Konstrukce rovinnych
obrazcu pomoci skladani papiru, jez jsou zminéné v této praci, nejsou nikterak slozité
a jsou vhodné jako skolni pomiicka do hodin geometrie. Vyhoda této pomucky spociva
v jeji nazornosti, coz muze vést k snadnéjsimu porozuméni probirané latky. Zaroven
lze béhem skladani jednotlivych konstrukei pozorovat jiz znamé, ¢i neznamé geomet-
rické vlastnosti, které mohou vhodné poslouzit pti vykladu. Dalsimi vyhodami, které
tato pomucka méd, je schopnost motivovat zaky ve studiu geometrie a dale schopnost
zlepsovat jejich manualni zruénost.

Pojd'me si tedy jednotlivé konstrukce predstavit. [19]
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5.4.1 Konstrukce trojuhelniku

Konstrukce pravoitihlého trojihelniku

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti

- rovnobéznik - obdélnik,
- rovnobézky,
- kolmice, pravy thel.

- rovnobéznik - ctverec,
- uhlopricka ctverce.

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti

- pravouhly trojihelnik, os-
trothly trojihelnik,

- vnitini a vnéjsi uhly troj-
thelniku,

- soucet velikosti
trojihelniku,

- sCitani a odcitani, déleni
uhlu.

uhla v
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Dikaz: Jelikoz bod E je obrazem bodu D v osové soumérnosti s useckou AF, jsou
strany AD a AFE stejné dlouhé . Zaroven strany AD a AFE sviraji pravy uhel. Déle,
strany DF a EF, jez jsou kolmé na strany AD a AFE, ndm rovnobéznik doplnuji
na ¢tverec AEFD. Usecka AF je potom thlopiickou étverce AEFD a z vlastnosti,
které ma uhlopricka ¢tverce vime, ze nam Ctverec rozdéli na dva shodné pravotihlé
trojihelniky, jejichz odvésny jsou stejné dlouhé. Z toho tedy plyne, zZe trojuhelnik
AFEF je pravouhly.

Konstrukce rovnostranného trojihelniku

Postup konstrukce

D c D c
A B A B
Pozorované vlastnosti | - rovnobéznik - obdélnik, - stied strany.
- rovnobézky,

- kolmice, pravy thel.

Postup konstrukce
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Pozorované vlastnosti | - pravouhly trojihelnik, os- | - rovnostranny trojihelnik.
trothly trojuhelnik,

- soucet velikosti uhlu v
trojihelniku,

- scéitani a odéitani, déleni
uhlu,

- shodnost trojuhelniku
podle vét sss, sus, usu.

Dikaz: Prelozenim obdélniku dostaneme hranu, kterd nam dany obdélnik déli na 2
shodné obdélniky. Vezmeme roh papiru (v nasem piipadé u vrcholu D) a prelozime ho
na jiz vzniklou hranu. Tim ziskame pravoihly AAEF. Pod AAEF se nachazi dalsi
trojuhelnik, jez je s AAFF shodny. Vytvofime-li pomoci osové soumeérnosti obraz
bodu F podle strany AF, dostaneme bod F” a tim i dalsi pravoihly AAEF’. Podle
vety SUS je AAEF shodny s AAEF’, nebot’

1) strana AE je spoletnd obéma trojihelnikum,
2) bod E je sttedem strany F'F' = EF = EF’
3) /ZFEB =~ /BEF".

Nyni ze znalosti o vlastnostech vnitinich dhlu v trojuhelniku snadno dokazeme, zZe
AAFF' je rovnostranny. Uhel u vrcholu A je délen na tietiny, tzn., ze ZFAF' =
% -90° = 60°. Dale plati, ze /ZFAE = 30° a ZAEF = 90°. Potom /F'FA = /FEFA
= 180°— (LFAE + ZAEF) = 60°. Nakonec ZAF'F = 180° — (LFAF' + ZF'FA)
= 60° a mdme dokazano, ze AAFF’ je rovnostranny.

Konstrukce rovnoramenného trojihelniku

Postup konstrukce
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Pozorované vlastnosti

- rovnobéznik - obdélnik,
- rovnobézky,

- kolmice, pravy thel.

- pravouhly trojuhelnik, os-
trotuhly trojuhelnik,

- vnitini a vnéjsi uhly troj-
thelniku,

- soucet thla v trojihelniku,
- sc¢itani a odcitani, deéleni
uhlu.

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti

- uhlopricka obdélniku.

- rovnoramenny trojuhel-
nik,

- ramena a zakladnu rovno-
ramenného trojuhelniku,

- vysky rovnoramenného
trojuhelniku.

Dikaz: Abychom mohli o AABF tict, ze je rovnoramenny, budeme muset dokazat,
ze thel § pii vrcholu B je shodny s thlem ~ pfi vrcholu F' (viz Obr. 5.5). Tzn.

) usecky AI, BG, a EF jsou vysky v AABF,

) v, puli thel o, tzn. a/2 = 22°30,

) dopocteme tihel §; 6 = 180° — (90° + 22°30") = 67°30/,

) thel € je roven thlu §, protoze se jedna o vrcholové thly,
) dopocteme thel v, = 180° — (90° 4 67°30") = 22°30/,

) thel S je roven dhlu 71, nebot’ AIVB = AIVF,
)

)

)

0

thel v = 71 + o = 67°30/,
thel 8 = 3 + B = 67°30,
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Obrazek 5.5: Rovnoramenny trojihelnik

5.4.2 Konstrukce c¢tyruhelniku

Konstrukce ¢tverce

Postup konstrukce

D F C
:.. ......................
A E

Pozorované vlastnosti | - rovnobéznik - obdélnik,
- rovnobézky,
- kolmice, pravy thel.

- pravouhly trojihelnik,
- prepona, odvésny,

- obdélnik.
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Postup konstrukce
D F
.......... .C
e .
4 :
7 .
4 .
7 .
4 :
7 .
7 H
s :
1 .
4 H
’ :
4 .
d .
.......... ®
A E B
Pozorované vlastnosti | - vnitini a vnéjsi ihly troj- | - osova soumeérnost,
uhelniku,
- soucet thla v trojuhelniku, | - ¢tverec,
- sCitani a odcitani, déleni | - thlopiicka ctverce.
uhlu.

Dikaz: Pielozenim ziskame pravouhly AAEF, jehoz odvésny jsou stejné dlouhé a
uhly pii preponé maji 45°. To znamena, ze kdyz rozlozime papir zpét, ziskdme 2 takové
trojihelniky, které ndm dohromady davaji ¢tverec.

Konstrukce kosotihelniku

Postup konstrukce
D C D. ....................... F C
A B A E B
Pozorované vlastnosti | - rovnobéznik - obdélnik, - pravouhly trojuhelnik,
- rovnobézky, - prepona, odvésny,
- kolmice, pravy thel. - obdélnik.
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Postup konstrukce

D F C
, .......................
A E B

Pozorované vlastnosti

- stfed strany, osa strany,

- pravouhly trojihelnik, os-
trotihly trojihelnik,
uhelniku,

- soucet thlu v trojuhelniku,
- sCitani a odcitani, déleni
uhlu.

- pravouhly trojihelnik, os-
trotuhly trojuhelnik,
- pravouhly lichobéznik.

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti

- kosotuhelnik,

- vlastnosti kosothelniku
(dvojice shodnych hlu,
rovnobéznost protéjsich
stran, kolmost thlopricek

atd.).
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Diikaz: U vrcholu A dostaneme po prelozeni polovinu z pravého thlu, tedy 45°. Stejny
postup aplikujeme i u vcholu G, kde taktéz velikost thlu je poté rovna 45°. Zaroven
strana AH || EG. A protoze rovnobéznost plati i pro strany AE a HG fekneme, Ze
dany utvar je kosothelnikem.

Konstrukce rovnoramenného lichobézniku

Postup konstrukce

D F C
? .......................
A E B

Pozorované vlastnosti

- rovnobéznik - obdélnik,
- rovnobézky,

- kolmice, pravy thel.

- pravouhly trojuhelnik, os-
trotihly trojuhelnik,

- vnitini a vnéjsi uhly troj-
uhelniku,

- soucet uhlu v trojihelniku,
- scitani a odéitani, déleni
uhlu.

Postup konstrukce

D F c
? .......................
A E B
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Pozorované vlastnosti

- stfed strany, osa strany,

- pravouhly trojuhelnik, os-
trotihly trojihelnik,
uhelniku,

- soucet thla v trojuhelniku,
- sCitani a odcitani, déleni

uhla.

- pravouhly trojuhelnik, os-
trotuhly trojuhelnik,
- pravouhly lichobéznik.

Postup konstrukce

Pozorované vlastnosti

- rovnobézky.

- rovnoramenny lichobéz-
nik,

- vlastnosti rovnoramen-
ného lichobézniku (shodna
délka ramen, vyska li-
chobézniku, soucet velikosti
vnitfnich dhla pfi stejném
rameni atd.).

Dukaz: U vrcholu A dostaneme po prelozeni polovinu z pravého uhlu, tedy 45°. Stejny
tihel ziskdme prelozenim i u vrcholu B. Ponévadz AB || HI, pak dhly u vrcholu H a I
maji stejnou velikost, tedy 135°. Vyslednym obrazcem je rovnoramenny lichobéznik.

5.5 Geometricka télesa

Jak uz sam nazev podkapitoly napovidd, moznosti skladani papiru nekonc¢i pouze u
rovinnych dtvart. Pomoci technik skladani 1ze ziskat i geometricka télesa a to dvéma
zpusoby. Prvni z nich je zalozeny na skladani téles s vyuzitim jednoho kusu papiru.
Jejich konstrukce neni nikterak naro¢nd, avsak takovychto téles je velmi malo. Béhem
ziskavani informaci k této préci jsem objevil pouze dvé takto slozena télesa a je velmi
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pravdépodobné, ze tento pocet je konecny. Jedna se o 2 z 5 Platonskych téles a to
konkrétné o pravidelny ctytstén a krychli. Jejich diagramy si ukazeme.

Konstrukce pravidelného ¢tyisténu

1. Vezmeme si list papiru forméatu
________________________________ A4, ktery prelozime na polovinu a
nasledné rozlozime zpét.

2. Horni a dolni okraj papiru pre-
lozime k piehybu z 1. kroku.

3. Tvofime rovnostranné troju-
helniky (viz Konstrukce rovno-
stranného trojuhelniku, str. 21-
22) po celé délce papiru.

4. Poskladame do tvaru pravidel-
ného ctyfsténu a konce papiru do
sebe zasuneme.
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Konstrukce krychle

1. Papir ve tvaru c¢tverce 2. Slozenim dostaneme pra- 3. Cipy z horni vrstvy pie-
prehneme na polovinu, po vouhly trojihelnik. lozime k sobé.
uhloprickach a rozlozime.

4. D. 6. Vytvorime hrany.

NN

7. Barevné znézornéné 8. Skladanku otocime a 9. Do otvoru v dolnim cipu
cipy zasuneme do kapsicek kroky 3. - 7. zopakujeme i foukame.
podle vytvorenych hran. na druhé straneé.
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10. Krychle

U druhého zpusobu skladani se setkavame s tzv. moduldrnimi origami. Jejich skladani
je pomérné Casové naroéné, nebot’ je zalozeno na skladéni nékolika shodnych dila (né-
kdy az nékolik desitek), které se poté do sebe vzdjemné zasunuji. Diky této technice
jsme schopni poskladat nejruznéjsi geometricka télesa. Kupiikladu vsechna Platénska
télesa, ddle Kepler-poinsotova télesa, Archimédovska télesa atd.

Obrazek 5.6: Ukazka modularnich origami

2, 16, 17, 18]

5.6 Dikaz Pythagorovy véty

Skladani papiru muzeme vyuzit i k dukazu Pythagorovy véty. Dukaz je snadny a na-
zorny, tudiz se jedna o velmi vhodnou pomucku pro ucitele, jak ukdzat zdktim princip
této véty. Na dukaz pouzijeme ¢tvercovy papir, ktery slozime dvéma zpusoby. Podle
Obr. 5.7 ptehneme ¢tverec na polovinu tak, abychom dostali pravouhly trojuhelnik.
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Poté vezmeme vrchol trojuhelniku a prehneme ho tak, aby vznikla hrana byla rov-
nobhézna s odvésnou pravothlého trojihelnika. Vznikly cip v podobé rovnoramenného
trojihelnika prelozime kolmo k preponé pravouhlého trojuhelnika. V predposlednim
kroku vytvofime pomocnou hranu a posléze papir rozlozime zpét do ¢tverce. Ten je
pomoci hran rozdéleny na jeden mensi a jeden vétsi ¢tverec a ¢tyfi shodné pravoihlé
trojuhelniky. Pismeny a, b oznac¢ime odvésny pravothlych trojihelniku.

Obsah étverce muzeme vyjadiit pomoci stran a, b, a to ve tvaru S = a? + b* + 2ab.

Obrazek 5.7: Pythagorova véta - 1. zpusob slozeni

Nyni pfejdeme ke druhému zpusobu slozeni (viz Obr. 5.8). Vezmeme ¢tverec a budeme
ho ptekladat tak, abychom na krajich dostali ¢tyfi shodné pravothlé trojuhelniky s
odvésnami a a b. Po tomto slozeni jsme uvniti ziskali ¢tverec, jehoz jednu stranu
oznacime c.

Obrazek 5.8: Pythagorova véta - 2. zpusob slozeni
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Opét budeme chtit spocitat obsah puvodniho c¢tverce, ktery vyjadiime ve tvaru S =
2ab + c?
2

Nakonec porovname ptedchozi rovnice a zjist'ujeme, ze ¢ = a? + b%, coZ jsme chtéli

dokézat. [2]

5.7 Egyptsky trojuhelnik

Me¢jme papir ve tvaru ¢tverce a vyznacme si stiedy jeho stran. Kazdy vrchol ¢tverce
budeme poté prekladat k protéjsi strané primo do vyznacenych stfedt. Dostaneme tak 8
lin{i, které nam znazorni dohromady 32 trojihelnikt, z nichz 8 jsou tzv. Pythagorejské
trojuhelniky (téz znamé jako Egyptské trojuhelniky), jejichz strany jsou v poméru
3:4:5 (viz AEBF 7 Obr. 5.9). [14]

Obréazek 5.9: Egyptsky trojihelnik

D1ikaz: 1) pravoihlost AEBF
Méjme dany strany AB a AD, které jsou na sebe kolmé. Bod G je stted AD a bod F je
stted C'D. Potom strany BG a AF' jsou na sebe rovnéz kolmé, nebot’ vznikly pouhym
otoc¢enim puvodnich stran AB a AD a tudiz AEBF je pravouhly.

2) AEBF je Pythagorejskyj

Urcime si libovolnou délku strany ¢tverce, tieba a = 4.
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Nejprve vychézejme z AH BF. Chceme vypocitat délku strany BF', pficemz zname
|BH| =2 a |FH| = 4.

F
|BF|* = |BH|? + |FH?
|BF|> =22 4 4

|BF| = 25 = 4,47

Nyni si z AHAF spocteme thel v u vrcholu F.

/ 4
Cos7y = \/—2_0
B 2
\/% 4 Cosy = E
N = 26°34'
A 2 H

Je ziejmé, ze ihel u vrcholu F' v AEBF je 2v, tedy 53°08'. Zname-li v AEBF jeho
vnitini uhel v a délku prepony BF', muzeme nyni snadno dopocitat i délky jeho odve-
sen.

EF|
COS e —
7= 1BF
20 ]EF| = c0s 53°08’ - v/20
E
|EF| = 2,68
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|BE|* = |BF|* — |EF|?
IBE|? = 4,472 — 2,68

|BE| = /12,80
|BE| = 3,58
Poslednim krokem je ovéreni v, jakém pomeéru jsou strany AFEBF. Nejprve secteme

délky stran AEBF a vysledny soucet vydélime souctem stran Pythagorejského troju-
helniku se stranami 3, 4 a 5.

(IEF|+|BE|+ |BF]|) : 12 = (2,68 + 3,58 + 4,47) : 12 = 10,73 : 12 = 0,894

Tim jsme dostali hodnotu jednoho dilku, ktery ted” vynésobime délkami stran Pytha-
gorejského trojuhelniku.

3-0,804 = 2,68 = |EF]
4.0,804 = 3,58 = |BE|
50,804 = 4,47 = | BF

Zjistili jsme, ze strany |E'F|, |BE| a |BF| jsou v poméru 3 : 4 : 5, coz znamena, ze
AFEBF je Pythagorejsky trojuhelnik.

5.8 Déleni strany c¢tverce

Stranu ¢tverce velmi snadno rozdélime na 2, 4, 8 atd. shodnych ¢asti, kdy dochazi k
neustdlému puleni jednotlivych usecek (viz. Obr 5.10).

Obrazek 5.10: Déleni strany ctverce

Abychom stranu ¢tverce rozdélili kupiikladu na 3 shodné ¢asti, budeme muset pouzit
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tzv.Hagovu vétu [20], kterou si ukdzeme v nasledujicim diagramu (viz. Obr 5.11) a
posléze provedeme jeji dukaz.

Obréazek 5.11: Hagova véta

1
Driikaz: Necht’ délka strany ¢tverce je 1. Potom |CE| = |EG| = 3 Délku usecky |C'F)|

oznac¢ime neznamou z a délku tsecky F'G pak 1 —xz. Nyni zndme délky vSech stran pra-
vouhlého trojuhelniku C'E'F| tudiz muzeme pouzit na tento trojihelnik Pythagorovu
vétu, abychom vypocetli hodnotu neznamé x.

1 1
24l —x¥ =24z
(2—|— ) :z:+4
3 1
(5—]3)2:1'2"‘1
9 1
Z—3x+x2:x2+1
8
1231'
2
377

2
Hodnota neznamé x, coz je délka strany C'F, je tedy 3 Na tusecku BF, tudiz zbyva

1
3 Je evidentni, ze strana Ctverce je délena na tfetiny. [20]
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Kapitola 6
Zaver

Je evidentni, ze origami, respektive skladani papiru, ma ve védecké discipling, jakou

VVVVVV

piinosy, které nam origami v matematice poskytuje.

Prvnim z nich je védecky piinos, jez je predevsim zdsluhou Humiakiho Huzity a defi-
novanim Sesti origami axiomu. Tato mnozina axiomu je mnozinou velmi vyznamnou,
nebot’ z téchto axiomu vychazi feseni pro tlohy , ¢i matematické problémy, které nejsou
Euklidovskou geometrii fesitelné (viz trisekce tihlu). Zaroven nam u nékterych tloh pfi-
nasi radu elegantnich feseni (viz te¢na paraboly).

Tim druhym je pak ptinos edukacni, ponévadz se jedna o velmi vhodnou a kvalitni po-
mucku v rdmci hodin matematiky, kterda podporuje porozuméni dané latce. Studentim
tato u¢ebni pomucka muze ucivo nejen priblizit ale i zprijemnit. Predstavuje oziveni
vyuky a podporuje zaroven praktickou ¢innost, ktera napomaha zlepsit jejich manualni
zrucnost. Konstrukce geometrickych téles pak prispivaji i k rozvoji prostorové predsta-
vivosti. Vycéet vyhod muzeme uzaviit schopnosti motivovat studenty v jejich praci. To
vse tedy hovoii pro zakomponovani této pomucky do vyuky geometrie.
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