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Abstrakt

Tato bakalarska praca sa zaobera aproximéaciou dopravného oneskorenia. V nej su
najprv ukéazané spbsoby aproximécie racionalnymi funkciami. Tieto metody sU
vyhodnotené podl'a noriem H> a H... N&sledne s prezentované zobecnené Laguerrove
funkcie avyuzitie tychto funkcii pre aproximaciu dopravného oneskorenia.
V zaverecnej Casti prace su porovnané metody z predchadzajdcich kapitol.

KPucové slova

dopravné oneskorenie, prenosova funkcia, raciondlna aproximacia, frekvenéné
charakteristiky, norma Hz a H., zobecnena Laguerrova funkcia

Abstract

This bachelor’s thesis deals with the approximation of time delay systems. First, the
ways of approximating time delay with rational functions are shown. These methods are
evaluated according to the H2 and H. norms. After this, the generalized Laguerre
functions and means of approximating time delay with these functions are presented. In
the final section of the work the previously shown methods are compared.

Key words

time delay, transfer function, rational approximation, frequency characteristics, H> and
H.. norms, generalized Laguerre function
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Uvod

Systémy s dopravnym oneskorenim su skupinou systémov, kde dochédza
k ¢asovému oneskoreniu signalu. Obvykle je to ¢as potrebny na prenos informacie alebo
na premiestnenie hmoty. Dopravné oneskorenie v systémoch je vo vicSine pripadov
neziadajice. Z toho dovodu modzeme prenos dopravného oneskorenia aproximovat
a ziskat’ novy prenos systému. Tym nahradime v prenosu ¢len dopravného oneskorenia
jeho aproximadciou, ¢o mdze ulahlit’ pracu so systémom za cenu nizsej presnosti.

Cielom bakalarskej prace je wukazat' spbsoby aproximacie dopravneho
oneskorenia pomocou zobecnenych Laguerrovych funkcii a porovnat’ ich s vybranymi
raciondlnymi aproximéaciami. V ramci tejto prace su najprv ukdzané a vyhodnotené
racionalne aproximacie. Dalej su popisané zobecnené Laguerrove funkcie a vplyv
volnych parametrov na ich chovanie. Nasledujuca kapitola je venovana aproximacii
dopravného oneskorenia pomocou tychto funkcii. Obsahuje dbkaz a odvodenie
potrebnych vzt'ahov. Poslednou stucast'ou prace je porovnanie aproximacie dopravného
oneskorenia zobecnenymi Laguerrovymi funkciami a racionalnymi aproximaciami.



1 Spbsoby aproximacie dopravného
oneskorenia

V stucasnosti pre aproximaciu dopravného oneskorenia su najpouzivanejSie
racionalne aproximacie. Tieto metédy sa Casto vyuzivaji pre analyzu a Syntézu
regulaénych obvodov s dopravnym oneskorenim. Ddévodom aproximacie je, ze
dokaZzeme zjednodusit’ systémy nekone¢ného radu na konecné. V tejto kapitole su
popisané a vyhodnotené niektoré racionélne aproximacie.

1.1 Vybrané racionalne aproximécie

1) Padého aproximécia
Tato metdda je jeden znajvyuzivanejSich aproximacii. Padého aproximacia je uréena
nasledujacim vyrazom [1, 2]

P(- - 2n — k)!
T PO =2 () o 09 ®
k=0

2) Laguerrova aproximacia [1, 3]
Formula obsahuje len jeden n-ndsobny pol. Kvoli jednoduchosti vyrazu (2) je tato
aproximacia jednoduchsie realizovatel'na ako napriklad Padého aproximécia.

- Is\"
e TS~ | —41 2)
1+ n
3) Taylorov rozvoj menovatela [2]
1 1
e TS = —
eTs w IT (3)
anoﬂsn
4) ,,Limitna“ aproximacia [2]
s _ li ! ={1,2,..}
e —ers~n‘$£‘o(1+z)” A (4)
S

Vo vyrazoch (1-4) T je dopravné oneskorenie
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V praxi st najéastejSie pouzivané aproximacie prvého (n = 1) alebo druhého
rddu (n = 2) kvoli jednoduchosti aproximovaného prenosu. Z toho dévodu budeme sa
zaoberat’ hlavne s linearnymi a kvadratickymi aproximaciami.

1.2 Linearne a kvadratické aproximacie dopravného
oneskorenia

Vyrazy pre linedrne aproximacie dostaneme z rovnic (1-4) pre n =1, pre
kvadratickeé aproximacie n = 2. Aproximované prenosy budeme znacit’ pismenom G.

1) Padého aproximécia

T
1- 75
Gpi(s) = T ()
1+ 75
2
1- %s + %52
GPZ (S) = T T2 (6)
— ——c2
1+ 5S + VA
2) Laguerrova aproximacia
1- gs
GLagl(S) = T (7
1+ 78
2
1- %s + 711_652
GLagZ (S) = T TZ (8)
z 2
1+ >S5S+ 165
3) Taylorov rozvoj menovatel'a
G = 9
r1(s) 1+Ts ®)
1
Gra(s) = 2 10
1+Ts+ TTSZ (10)
4) ,Limitna“ aproximacia
1

11



1
GLim2(s) = P (12)

T 2
1+TS+TS

Vidime, Ze rovnice (5) a (7) maju zhodny tvar, tak isto ako rovnice (9) a (11).Vyssie
uvedené aproximacie najprv ukazeme na Cistom dopravnom oneskoreni

F(s) =e s = G(s),

kde G (s) je niektory z uvedenych linedrnych alebo kvadratickych aproximacii.

Na obr. 1 aobr. 2 su uvedené prechodove charakteristiky systému bez
aproximacie as jednotlivymi aproximaciami dopravného oneskorenia (T = 1s).
Z charakteristik je vidno, ze Padého a Laguerrova aproximacia sa ustalia najrychlejsie
na povodnej prechodovej charakteristike, avSak tieto aproximacie maji aj zaporné
hodnoty. Toto chovanie je spdsobené nestabilnou nulou v aproximovanom prenose.
,Limitnd“ aproximacia a Taylorov rozvoj menovatela st pomalsie ako d’alSie dve uz
spominané aproximacie, ale neobsahuju ziadne podkmity do zdpornych hodnét.

[ T— — — =
e

0.8} Ve 1

0.6} r” ]

0.4} |
. D2F f 1
. ¥
= ] .

02} ]

04t povodny system 1

0 Padé 1.r

06} "Limitna® 1.r |

- — — — Taylorov rozvoj 1.r| |

-0 r — — — Laguerre 1.r

-1 i 1 L ! 1 !
0 1 2 3 4 5 i 7

t (seconds)

Obr. 1: Prechodové charakteristiky linearnych aproximacii Cistého
dopravného oneskorenia (T = 1s)
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povadny systém
Pade 2.r

"Limitna" 2.r

— — — Taylorov rozvaj 2.r
— — — Laguerre 2.r

-1 1 I I 1 L I
0 1 2 3 4 G 7

it (seconds)

n

Obr. 2: Prechodové charakteristiky kvadratickych aproximacii ¢istého
dopravného oneskorenia (T = 1s)

Vybrané aproximacie provname aj na systému druhého radu s prenosom

5

e—Ts
(s+1D)(s+6)

F(s) =

*GrDG1e ) (13)

Kde prenos G (s) predstavuje jeden z vyssie uvedenych aproximovanych prenosov (5-12).

Na obrazkach 3 a4 s0 uvedené prechodové charakteristiky systému s linearnymi
a kvadratickymi aproximaciami,na obr. 5 aobr. 6 vidime frekvenéné charakteristiky
v komplexnej rovine (dopravné oneskorenie je vSade T = 1s). Prechodové charakteristiky sa
chovaju podobne ako u ¢istého dopravného oneskorenia, Padého a Laguerreova aproximacia sa
ustalia ovela rychlejsie, ako ,,Limitna“ alebo Taylorov rozvoj menovatela. Prvé dve
aproximacie dosiahli ustaleni hodnotu do dvoch sekiund, nevyhodou st opit kmity do
zapornych hodnét. ,,Limitna“ aproximacia a Taylorov rozvoj menovatela sa konverguju
pomalsie, ale neobsahuju ziadne kmity.

Ohladom frekvenénych charakteristik najlepSie linedrne aproximacie st jednoznacne
Padého a Laguerreova aproximéacia. Ako vidime z obr. 5. , Limitnd“ aproximacia a Taylorov
rozvoj menovatela st vhodné len pre nizke kmitocty. Na obr. 6 su uvedené kvadratické
aproximacie frekvenénych charakteristik, najhorSou aproximaciou je ,,Limitna“, najlepSou je
Padého aproximacia. VSimneme si, Zze kazdy kvadraticky aproximovany priebeh konverguje
jednoznacne lepsie k priebehu pdvodného systému ako patri¢na linearna aproximacia.
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1 1 T L L] T I
] S
06F
= 04}
=
0.2F
povodny systém
Pade 1.r
o “Limitna" 1.r 1
— — — Taylorov rozvoj 1.r
— — — Laguerre 1.r
_Dz L 1 L i 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

t (seconds)

Obr. 3: Prechodové charakteristiky linearnych aproximéacii systému 2. radu,
T=1s

08F

= D4}
=
0.2F
povodny systém
Fade 2.r
0 “Limitna" 2.r .
— — — Taylorov rozvoj 2.r
— — — Laguerre 2r
_Dz L 1 L i 1 1
0 1 2 3 4 5 G 7

t (seconds)

Obr. 4: Prechodoveé charakteristiky kvadratickych aproximacii systému 2.
radu, T = 1s
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0.6

0.4}

——— povodny systéem | S
Padé 1r

“Limitna" 1.r
— — — Taylorov rozvoj 1.r| -
— — — Laguerre 1r

Obr. 5: Frekvenéné charakteristiky linedrnych aproximacii systému 2. radu

0.6

0.4F

——— povodny system | -
Padé 2r

“Limitna™ 2.r
— — — Taylorov rozvoj 2.r| -
— — — Laguerre 2.r

Obr. 6: Frekven¢né charakteristiky kvadratickych aproximécii systému 2. radu
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1.3 Vyhodnotenie vybranych aproximacii pomocou noriem
HZ a Hoo

Norma H> (alebo kvadratickd norma) [1] pre stabilné linearne SISO systemy je
definovana ako

1 [oe]
=— w)|2 14
171l = — _[oIF(/w)I dw, (14)

kde F(jw) je frekvenény prenos systému. Tato norma je kone¢na pre systémy u ktorych
rdd menovatel’a je vyssi nez rad Citatel’a, a ktoré nemaju Ziadny pol na imaginérnej ose.

Norma H.. [1] pre stabilné linearne SISO systémy je definovana nasledujicim
vyrazom:

IFlleo = sup |F(w)]. (15)

F(jw) je opat’ frekvenény prenos systému. Pre konecnost’ normy H.. platia tie isté
podmienky ako pre normu Ho.

Tieto dve normy aplikujeme na rozdiel pdvodného a aproximovaného prenosu.
Z rovnic (14) a (15) dostaneme:

1 [ee]
|F — Faprllz = —,—27_[ f |F(jw) — Fapr(jw)|?dw, (16)
IF = Faprlleo = sup |F(j) = Egpr G| a7)
w

Kde F(jw) je frekven¢ni prenos povodného systému s dopravnym oneskorenim a
F4pr(jw) je aproximovany frekvenény prenos.

V programovom prostredi MATLAB existuje prikaz norm (), ktorym vieme
urcit’ Hz alebo H. normu vybraného systému. Tento prikaz ale nefunguje pre rozdiel
dvoch systémov s dopravnym oneskorim, takZe pre vyhodnotenie aproximacii pouzi-
vame iné metody.
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1.3.1 Vypocet normy H>

Normu Hz uréime pre systém druhého radu, ktory je popisany rovnicou (13)
v kapitole 1.2 (dopravné oneskorenie je opat’ T = 1s). Pre vypocet normy som vytvoril
zapojenie v SIMULINKu, ktord vidime na obr. 7. Pretoze rovnica (16) je
v Laplaceovom obraze a simulécia sa prebieha v ¢asovej oblasti, musime normu H»
definovat’ aj pre ¢asovu oblast’. Z rovnice (16) vznikne:

o

o = veprll, = | [0 = vapr @) 19)

0

Kde wv(t) je casovy signdl a vg,,(t) je aproximacia tohto signalu. Model
v SIMULINKu bol vytvoreny podl'a rovnice (18).

F

gd gd-gp1

p » Ry w? s L/ » [

P+7st6 s
Step2 Transfer Fcn Transport Math Integrator1 Sgrt! Scope

Delay! Functioni
Fp1
52+10s gpl . .
> B amrozdil
$3492+205+12
To Workspace

Transfer Fen3

Obr. 7: Vypocet normy H»

Na obr. 7 F je prenos pdvodneho systému vynasobeny s-krat. Na vstupu modelu
je jednotkovy skok, takze tymto nasobenim dostaneme z prechodovej charakteristiky
impulzovld. Fpl je prenos systému aproximovany linearnou Padého aproximaciou.
Vystupmi systémov su impulzové charakteristiky gd(t) a gp1(t). Signal gd(t) —
gpl(t) (rozdiel charakteristik) prejde cez dalSie tri bloky podla rovnice (18).
Vystupom modelu je priebeh na obr. 8. Hodnoty tohto priebehu ulozime do workspaceu
ako vektor, posledna hodnota tohto vektoru udava najpresnejsie hl'adana Hz normu.
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Obr. 8: Vystupny signal z modelu na obr. 7

1.3.2 Vypocet normy H.. a vyhodnotenie aproximacii

Vsimneme si, Ze rovnica (15), ktord definuje normu H., udava, Ze tato norma je
najviacsia hodnota z bodeho charakteristiky systému. Podl'a toho uz neni naro¢né urcit’
tuto normu pomocou programoveho prostredi MATLAB. Z rozdielu prenosu pévod-
ného systému a aproximovaného prenosu vykreslime bodeho charakteristiku, hodnoty
tejto charakteristiky ulozime do vektoru. H, horma je maximalna hodnota z toho vek-
toru, ktoru ziskame prikazom max ().

V nasledujtcej tabulke st uvedené normy Hz a H. vypocitané pre systém
druhého réadu, ktory je popisany rovnicou (13) v kapitole 1.2.

rad aproximdcie aproximacia norma H; | norma He,
Padého aproximacia 0.2971 0.2620
L Laguerreova aproximdcia 0.2971 0.2620
linedrna

Taylorov rozvoj menovatela | (.2975 0.2832

"Limitna" aproximacia 0.2975 0.2832
Padého aproximacia 0.1806 0.1465
Laguerreova aproximacia 0.2128 0.1677

kvadraticka
Taylorov rozvoj menovatela | 2253 0.2019

"Limitna" aproximacia 0.2416 0.2137

Tab. 1: Normy H: a H., pre vybrany systém
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Z tabulky 1 vidime, ze medzi linedrnymi aproximaciami z pohl'adu normy H>
a Ho najlepsie st Padého a Laguerrova aproximacia. U kvadratickych aproximéciach
situdcia je podobnd, najlepSou aproximdaciou je Padého, najhorSou je ,,Limitnd*
aproximacia.

V dalsich kapitolach su popisané zobecnené Laguerrove funkcie aich vyuzitie
pre aproximaciu dopravného oneskorenia.
Poznamka: Tato kapitola bola ¢erpana z mdjho semestralneho projektu [4].
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2 Zobecnené Laguerrove funkcie

2.1 Zobecnené Laguerrove polynémy

Zobecnené Laguerrove polyndmy sl rieSenim Laguerrovej rovnici
xy"(x) + (@ +1—-x)y'(x) + my(x) =0. (19)

Tieto polyndmy patria medzi klasické ortogonalne polynémy a st dané vzt'ahom [5]:

1) = i(—l)” (m " a) l (20)
n=0

m—n/ n!

kdem =0,1,...; a > —1; x e R*, parameter « je rad zobecnenia.

2.2 Zobecnené Laguerrove funkcie

Zobecnené Laguerrove funkcie dostaneme zo zobecnenych Laguerrovych
polynémov tak, ze ich vynasobime odmocninou z vahovej funkcie [5]:

w@(x) = x%e™* (21)

Nésledne aplikujeme substiticiu x = ot (6 > 0) a vyraz vynasobime normalizaénou konstantou

[5]
om! ’ 22)
’F(m +a+1)

kde I'(m + a + 1) je gama funkcia. Ako vysledok dostaneme zobecnenu Laguerrovu funkciu

[5]:

@ ¢ . N _ om! = o (mta (at)n+% i
Am (U't)_\/l“(m+a+1)nz_;)( D (m—n) nl - 23)

Vo vyraze (23) t znaci Cas, plati t = 0, m je rad funkcie (m = 0,1, ...). Tieto funkcie
majui dva vol'né parametre, ktoré su rdd zobecnenia a a ¢asova mierka o. V pripade, Ze
a = 0 rovnica (23) sa zjednodusSuje na Laguerrovu funkciu.

Na nasledujucom obrazku vidime zobecnené Laguerrove funkcie pre rozne
hodnoty m.
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m=0
N m=1["
m=2
m=3
-0.6
0 5 10 15 20
t

Obr. 9: Zobecnené Laguerrove funkcie pre rozne rady, m = 0,1,2,3; a = 14; 0 = 3

2.3 Vplyv voPnych parametrov

Z obrazku ¢. 9 vidime, ze najjednoduchsiu zobecnenii Laguerrovu funkciu dostaneme
pre rad 0. Z toho dévodu vplyvy volnych parametrov ukazeme na funkciach s raddom m = 0.

Na obrazku ¢. 10 sU vykreslené priebehy pre ¢ = 10, parameter @ sa zmeni
od 10 do 25 s krokom 5. S rastlcou a funkcia sa postupne rozsiruje, jeho vyska klesa a
stred funkcie sa posunie doprava na Casovej osy.

Na obrazku ¢. 11 vidime priebehy pre @ = 10. V tomto pripade parameter o sa
zmeni od 10 do 25 s krokom 5. To znamena, ze prva funkcia (modrou ¢iarou) je ta istd
ako na obrazku 10, ale zvySenie parametru o ma opaény vplyv na funkcie nez zmena
v predchadzajicom pripade: $irka grafov sa postupne zuzuje, vyska rastie a priebehy so
zvySujucou o sa posund dol'ava na ¢asovej osy.
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c=10,a=10
0=20,a=20
=30, =30
=40, =40

Obr. 12: Sti¢asna zmena parametrov a a

Obrazok ¢. 12 znazoriiuje ak sa obidva parametre zmenia sucasne a to specialne pre
pripad @« = o. Vidime, Ze posuny doprava a dol'ava sa vzajomne vykompenzujt, takze
stred funkcie zostane v jednom bode (na obrazku je to bod 1). Dalej si viimneme, Ze
s rastacimi parametrami funkcie sa postupne zuzuja a ich vyska roste. Pre @, — oo to
znamena, 7Ze zobecnend Laguerrova funkcia nultého radu bude nekone¢ne Uzka
anekoneéne vysoka. Ztoho vyplyva, ze tvar funkcie sa blizi ktvaru Diracovho
impulzu. Konkrétne pre nas pripad na obrazku 12 by sme dostali nekone¢ne Uzku
anekone¢ne vysoku funkciu vbode 1. To je ni¢ iného, ako Diracov impulz
s dopravnym oneskorenim T' = 1s. D6kaz tohto tvrdenia nasleduje v d’alsich kapitolach.
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3 Aproximacia dopravneho oneskorenia
pomocou Laguerrovych funkcii

V predchadzajucej kapitole sme sa dopracovali k tomu, ze tvar zobecnenej
Laguerrovej funkcie nultého raddu s parametrami a, o — oo sa blizi k tvaru Diracovho
impulzu s dopravnym oneskorenim. Aby sme to dokazali, potrebujeme urcit’, Ze v akom
bode lezi maximum tychto funkcii a aké parametre to ovplyviiuju.

3.1 Vypocet extrému zobecnenej Laguerrovej funkcie nultého

radu

Najprv ur¢ime zobecnent Laguerrovu funkciu nultého radu tak, ze do vztahu (23)
dosadime m = 0:

0 n+<
() o 0! n (O + a) (ot) "2 _,t
A ) = | ———— E -1 2,
0 (530 ;F(O+a+1) 0( ) 0-n) n ¢
n=

Po Uprave dostaneme vyraz:
| (o0)?
(@ ) = g _yo(®\e? sl
o (@0 = IFa Y (o) 5™
a
kde: (0) = 1.

Ako vysledok pre zobecnenu Laguerrovu funkciu nultého radu dostaneme

a t
19 (5;t) = /ﬁ (6t)Ze 7% (24)

Aby sme uréili extrém, potrebujeme derivovat’ tito funkciu podla t. Cleny, ktoré

o a

. 2,
r'a+1)

obsahuju len kons$tantné koeficienty ozna¢ime pismenom K: K =

(1@ o) = (k¢ e‘(’%) '
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’ a a, ot a -ot
(Ag“)(a;t)) =K t2 Ye2 +K-tZz-e2 -—=K-e2
Aby sme dostali extrém z funkcie, jeho derivacia sa musi rovnat’ nule:

K-e2 |-tz " —t2-=|=0.

—ot ra al a o
[2 2

Z toho vyplyva, Ze funkcia urcite ma extrém v pripade, Ze

S R Ry,
2 2
aax o
2 — — — —
(3-2)=0
Po zjednoduseni dostaneme:
a
——0=0
t
Ak z toho vyrazu vyjadrime t:
o
t=—. 25
- (25)

To znamena, Ze zobecnena Laguerrova funkcia nultého radu ma extrém v bode
t = % presnejsie v tomto bode ma funkcia maximum. Ak sa znova pozrieme na obrazok
12 vidime, ze maximum funkcii je v bode t = 1 aplati, ze « = 0. To mdzeme overit
jednoducho s odvodenym vyrazom (25). Parametre a a ¢ dosadime pre prva funkciu
(s modrou ¢iarou):

10

:E:].S.

a

t=—

o

Dalej vieme, e ak zobecnena Laguerrova funkcia nultého radu bude nekoneéne Uzka,

bude sa nachadzat’ v bode, kde méa extrém, t.j. v bode t = % To znamena, ze tento Cas je

dopravné oneskorenie. Prave preto tento bod je obzvlast dolezity a oznafime ho
pismenom T.

Dalsi krok v dokazu, Ze tvar zobecnenej Laguerrovej funkcie s rasticimi

parametrami a a o sa blizi k tvaru Diracovho impulzu spociva v normalizacii tejto
funkcie. To je popisané v d’alsej kapitole.
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3.2 Normalizéacia zobecnenej Laguerrovej funkcie nultého

radu
Pre Diracov impulz plati vyraz [6]:

f s(t)dt = 1. (26)

Vyznam rovnici (26) je, ze plocha Diracovho impulzu sa rovna 1. Aby plocha
zobecnenej Laguerrovej funkcie nultého rédu bola tiez jednotkova, musime ho
normalizovat’. Pre normalizaciu plati nasledujuci vyraz:

(0]

f A2 (0;0) dt = 1, 27)
0

kde A je normalizatna konstanta. Clen A - /18“) (o; t) udava normalizovanu Laguerrovu
funkciu nultého radu a cela 'ava strana je plocha tejto funkcie, ¢o musi rovnat’ jednotke.
Normaliza¢ni konstantu ur¢ime pomocou vyrazu (27) tak, Ze vyjadrime z rovnice A:

1

A=— .
X A9 (0; 0) dt (28)

Najprv integrujeme zobecnenl Laguerrovu funkciu v menovateli zlomku:

I = OOA(“) dt = _7 52 ( 7 _atd
. 2 2 2
J o (o;t)dt '(a 1)0 Jt e t.
0 0

K integrovanie vyrazu na pravej strane predchadzajlcej rovnice vyuzijeme nasledujuci
vzorec [7]:

ro-ary _Irr+1) 29
X e X—W ( )
0
Pre nas pripad plati:
a0 _ .
r—z,a—z,x—



Po dosadeni:

s« I(3+1)
= /r(a+1)”2' (;)gﬂ '

2

Po malych upravach dostaneme rovnicu (30)

a £+
[ = ’ o .r(7+1)-zz 1_ (30)
a+1) o

Stym sme sa dopracovali k hladanému integralu, ¢o udava plochu zobecnenej
Laguerrovej funkcie. Pomocou toho uz vieme ur¢it’ normaliza¢ni konStantu A:

1 1 o
A:—:

I o a )
— _T'(5+1)-22
w/r(a+ 1) (2 )

a pomocou tejto konStanty vypocitame normalizovanu Laguerrovu funkciu, ktort

znaCime Lga) (o;t)

L9(0;0) = 4- 29 (0; 1), (31)

LD (g f) = . d N—2_(s)7e .
0 o r(g+1)_2%+1 r'a+1)
Ta+1) \2

Po zjednoduseni dostaneme vysledok

a _t
o-(ot)ze "2

r (% + 1) A

L (o;0) =

(32)

Grafické znazornenie normalizovanej Laguerrovej funkcie je na nasledujucich
obrazkoch sparametrami a =0 =10 aa =0 = 100. Vidime, Ze funkcia je
vynasobena konStantou, takze zmeni sa len jej vySka. VSimneme si eSte, Ze pre niZSie
hodnoty a a o normaliza¢na konstanta je mensia ako 1 (A < 1). To vidime na obrazku
¢. 13, kde vySka normalizovanej Laguerrovej funkcie je menSia, ako vySka pdvodnej
funkcie. Pre vysoké hodnoty a a ¢ uz plati, Ze normalizovana funkcia ma vac¢si extrém,
ako povodna. Vo vysledku to znamend, Ze po normalizacie zobecnena Laguerrova
funkcia konverguje rychlejsie k Diracovému impulzu.
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Obr. 13: Normalizovana Laguerrova funkcia s parametrami « = ¢ = 10
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3.3 Vypocet limit z normalizovanej Laguerrovej funkcie

nultého radu

V tejto kapitole vypocitame limity normalizovanej Laguerrovej funkcie aby sme
dokazali, ze pre parametre a, 0 — oo tvar funkcie sa blizi k tvaru Diracovho impulzu.
Limitu uré¢ime v dvoch pripadoch:

1) oT =«

2) oT #«
V pripade ¢. 1 pocitame limitu v bode T, kde ma Laguerrova funkcia extrém a tento
extrém sa blizi k nekonecnu pre a, 0 — oo.
V pripade ¢. 2 pocitame limitu v8ade okrem bodu oT = a. Ak tvar Laguerrovej funkcie
sa naozaj blizi k tvaru Diracovho impulzu, tato limita ma byt’ nulova.

1) oT=«a
a _,t
o-(ot)ze %2

: @y — T
a,l};r_r)lool'o (o;t) = lim (33)

“mer(F+1)- 27+1

V d’alsom kroku do rovnice (33) dosadime oT = a a dostaneme vyraz:

VIR

a —a
_.a .ez
T

lim L%(o;0) = lim (34)
a,0—>00

a— oo
r

a o2k
F+1)-22

Y

Nasledne aplikujeme Stirlingovu aproximéciu pre ndhradu gama funkcie [7]:

n

rn+1)=n!=+v2nn- (g) . (35)

Z rovnice (35) dostaneme:
a a
r(5+ 1) ~ /2715-

Vyraz (36) dosadime do rovnice (34):

(36)

o [N
I
§|
3}
|
N——

a —a a
-az-e 2 (2e)2

D[R

—a
ce’2

a

(z)

~NIR

a
= lim r

a a—>00
.2t VT -«

= = lim
.27 .2 “_’oo\/ﬁ.a

lim
a—00

NIl @
N[

2

N[ =
NI

a

§‘
Rl |4



Konstanty vytkneme pred limitu a vyraz upravime:

1 a
lim va = oo.
ZT\/E a—>oo % T\/E Q00 (37)

Vidime, ze vysledny vyraz (37) sa blizi k nekone¢nu.
2) oT #«

Tento pripad je zlozitejsi ako predchadzajuci. Budeme pouzivat' substitiiciu
oT = ax, kde x je rozne od jednotky a sucasne x > 0. Opét’ vychadzame z vyrazu (33):

a —at ax ( )2 =
o (ot)2e 2 ax e
lim L% (0;0) = lim a( ) 7 = lim T = - (38)
a,o Q,0—00 =+ a—oo =4
r(z+1)-22 r(7-+1)-22

Teraz vyuZijeme Stirlingovu aproximaciu(rovnica (36)), aby sme odstranili gama funkciu
z vyrazu (38):

—ax —ax
ax (ax)z ez ax (ax)z ez

lim T - = T =

a— 0o . —+ a— 00 a
F(2+1) 22 prl (;le)z 27+l

a a -ax a 1 -
1 %'“2 x2-e2 -(2e)2 1 | ai-x-x2-e2 ez
m 1 = — |llm =
o I E T 2Maw Nz
1
= X limaZ-x7- 2079, (39)
2T a—o

Vyraz sme postupne zjednodusili a vytkli sme konstanty pred limitu. Po d’alSom uprave rovnica
(39) ma tvar:

X Ja
lim -
ZT\/EC{_)OO (ex—1>2 (40)
X

1 a a 1
Z vyrazu az - xz - e21™ sme vytvorili zZlomok nasledujucim spdsobom: az sme napisali

-

. .- .z T 1\ z & P
ako va anechali sme v &itateli, xz sme napisali ako (;) > a ez ako (e* Dz,

30



x—1
Posledné dva vyrazy sme napisali ako jeden zlomok (ex )2 ato sme dali

do menovatele celého zlomku.
Teraz potrebujeme dokazat’, ze vyraz

ex—l

> 1. (41)
X

Ak to plati, limita (40) je typu "g" a mézeme ju vyriesit pomocou L’Hospitalovho
pravidla. Aby sme to dokazali, potrebujeme urcit’ extrém rovnice (41). Derivacia tohto
vyrazu:

«(%) _d@teTh (42)

— -2,x—-1 -1,x-1
=—Xx “e +x e .
dx dx

Prava strana rocnice (42) sa musi rovnat’ nule:

x—1 ex—l

+—=0
x2 X

ex 1 1
(1 _ —) 0.
x x

Predchadzajdca rovnica plati pre x = 1. Teraz vySetrime, ¢i v tomto bode ma funkcia
maximum alebo minimum. K tomu musime vyraz (41) aj druhykrat derivovat’:

e

d(_x—zex—1+_x—1ex—1)

d — 2x—3ex—1__x—Zex—l__x—Zex—li_x—lex—{
X

Prav( stranu rovnice upravime

2eX71  2ex"1  x-1 2 2 1)

91—1(£_£+1):e°(2—2+1)=1. (43)

Ako vysledok sme dostali jednotku, ¢o je va¢sia ako nula. Prave preto v bode x = 1
funkcia (41) ma minimum a tento minimum mé& hodnotu
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To znamena, ze funkcia (41) pre x =1 ma hodnotu 1 (¢o je minimum), ale x je
definované tak, Ze sa nemdze rovnat' jednotke. Z toho vyplyva, Ze vyraz (41) plati
a mozeme pouzit' L’Hospitalovo pravidlo pre limitu (40):

. a w
lim = = :
a— o e x—1\7 [ole]
Pre derivaciu menovatel’a vyuzijeme vzorec
(a®)' =a*-Ina (44)

a po aplikovani L’Hospitalovho pravidla dostaneme vysledok

1 1
7 a2 1 1

2 ex—1 - 2-In ex-1 olcl—{rolo @~ 0. (49)

ex—lz ex—lz
() s T Ve ()

Vidime, Ze vyraz (45) obsahuje a len v menovateli, takze tato limita sa blizi k nule.

Stym sme dokoncili pripad €. 2 adokazali sme, Ze zobecnend Laguerrova
funkcia s rastdcimi parametrami @ a o sa blizi k nekone¢nu v bode T ak nule vsade
mimo bodu T. To isté plati aj pre Diracov impulz §(t — T), ktory je posunuty v Case
oT.

lim

a—>0

Aby dokaz, Zze zobecnena Laguerrova funkcia s parametrami a, — o0 ma tvar
Diracovho impulzu bol Gplny, potrebujeme este zistit’ jeho Laplaceovu transformaciu.
To bude popisané v nasledujucej kapitole.

3.4 Laplaceova transformacia normalizovanej Laguerrovej

funkcie

Diracov impulz posunuty v ¢ase o T ma Laplaceovu transforméaciu

L5t —T)} = e 75,
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Cielom tejto kapitoly je dokazat’, ze Laplaceova transformacia normalizovanej
Laguerrovej funkcie nultého radu pre parametre a,0 — o sa rovna Laplacovej
transformacie Diracovho impulzu §(t — T).

Normalizovana Laguerrova funkcia nultého radu podla rovnici (32) mé tvar

a —ot
o (ot)2e 2

(a)
Ly’ (o;t) = —
r(z+1)-22*

Jeho Laplaceovu transformaciu ozna¢ime Aga)(o; t):
a —ot
o-(ot)ze 2

A9 0= LUP (o)) = L _
’ ° r(§+1) 22+

NI

00 I a —at

t2ez | (46)
a i1 { }
r(z+1)-22

Konstantné vyrazy (ktoré neobsahuju t) sme vytkli pred operator L. Potrebujeme
a -—ot a

transformovat’ vyraz tze 2 . Laplaceovu transformaciu z tz urime pomocou
nasledujuceho vzorce (vyraz najdeme v slovnikoch Laplaceovej transformaécie):

rb+1)
(S)p+1 )

L{tP} = 47)

To plati pre p > —1, ¢o je splnené, pretoze %> —1. Pomocou rovnici (47) teda
dostaneme:

£{t%} — @ (48)
( S)%+1

a -—ot

My ale potrebujeme transformovat’ vyraz tze z . Obecne pre Laplaceovu transformaciu
plati
L{f ()} = F(s),

kde f(t) je t% a F(s) je prava strana rovnice (48).
Ak funkciu f(t) vynasobime vyrazom e?* a vysledok transformujeme dostaneme:

L{f(t)- e} =F(s —a). (49)
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Pomocou rovnici (49) uz nie je naro¢né urcit’ hl'adant Laplaceovu transformaciu:

cfses) - Lar])
(s+5)"

Teraz vypocitanu transformaciu dosadime do rovnice (46)

(50)

[24 a a
(@) g-o2 a —ot g-02 F(7+1)
Ay (o;t) = LltZe2 ¢ =
’ r (g + 1) 27+ r (g + 1) 27+ o\z*?
2 2 (S + 7)
Po zjednoduseni pravej strany dostaneme
a
a 7+1 «
ozt o o \zt1
A9 (0;t) = » =\ (S +g) = (25 " 0)
22* - (s +3) 2

Pretoze Laplaceovu transformaciu normalizovanej Laguerrovej funkcie pocitame
pre pripad, Ze parametre «,d — o, mézeme vyuzit vyraz oT = a. Pomocou toho
odstranime o z predchadzajlcej rovnice:

2s+ o

a po Uprave dostaneme

= = : (51)

Ako sme uz spominali na zaciatku kapitole, Laplaceova transformacia Diracovho
impulzu posunuté v céase o T je e~TS. Pre exponencialnu funkciu plati nasledujica
aproximacia [8]:
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n

e’ = (1 + %) pren — oo, (52)

Tuto rovnicu aplikujeme pre vyraz e~7s:

n

R R T
¢ Ters” Ts\" \ 13I8/’ 3)
(1+3) T

Vidime, Ze pravé strany rovnic (53) a (51) st skoro zhodné. Vo vyraze (51) a — oo.
Z toho plyne, Ze aj % — oo a plati

a+1
5 ~

RS

S tym sme dokdazali nasledujticu rovnost’ pre n, @ — o

@
() :
1 1

Ts | - Ts | (4)
1 +7 1 +7
2

Na Tavej strany rovnici (54) je Laplaceova transformécia zobecnenej Laguerrovej
funkcie pre a,0 - o ana pravej strane je Laplaceova transformacia Diracovho
impulzu s dopravnym oneskorenim T.

Stym je uz kompletny dokaz, ze zobecnena Laguerrova funkcia s vhodnymi
parametrami ma tvar Diracovho impulzu. To znamena, ze tito funkciu mézeme vyuzit
pre aproximaciu dopravného oneskorenia.
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4 Porovnanie vysledkov s racionalnymi
aproximaciami

V predchadzajucej kapitole sme odvodili, ze Laplaceova transformacia
zobecnenej Laguerrovej funkcie nultého radu vyzera nasledujacim spdsobom:

1+

1
Aga) (o;0) = k T | ~ e TS, (55)
2

Tento vyraz pouzijeme pre aproximaciu dopravného oneskorenia.
Clen dopravného oneskorenia e~* rozlozime na zlomok:

-Ts

2
e =S (56)

—Ts Ts

Pre vyrazy e 2z a ez aplikujeme odvodeny vztah (55)

S+1 S+1
=Ts 1 1
e 2 = =
Ts « Ts ’
1+ 7/7 1+ o
S+1 S+1
Ts 1 1
e2 = =
Ts Ts
1->/3 -5
a po dosadeni do rovnice (56) mame
=1/, _Ts 7+
I iy (57)
Ts Ts '
ez 1+ o

Na nasledujucom obrazku vidime, ako sa zmeni aproximacia dopravného

oneskorenia podla rovnici (57) so zvySujucou a (pre 2. rad a =2, pre 4. rad a = 6
apre6.rad a = 10).
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Obr. 15: Aproximéacia pomocou zobecnenych Laguerrovych funkcii pre rézne a

Néasledne porovname odvodenu aproximaciu s racionalnymi aproximaciami
z kapitolu 1 na ¢istom dopravnom oneskoreni a na systéme, ktory je popisany rovnicou
(13). Aby sme dostali aproximéciu druhého radu, zvolime a = 2 (toto oznac¢ime G;p,
v stlade s prvou kapitolou).

2 2
1—% 1—Ts+TTSZ

Grry = T = T2 _° (58)
1+7S 1+TS+TSZ

Nasledujuce obrazky graficky znazornuju jednotlivé aproximacie, na nich

LaguerreF je pridand aproximéacia pomocou vzorca (58). Na obrazkoch 16 a 17 vidime
priebehy z obr. 2 a4 s pridanou aproximéaciou pomocou zobecnenych Laguerrovych
funkcii. Dalsi graf znazorfuje priebehy z obrazku 6 a aproximaciu podl’a rovnice (58).
Z tychto obrazkov (16 az 18) vidime, ze aproximacia dopravného oneskorenia pomocou
zobecnenych Laguerrovych funkcii nedava lepSie vysledky, ako raciondlne
aproximacie. Vyraz (57) ma ale jednu vyhodu oproti racionalnym aproximaciam a to je,
Ze parameter a nemusi byt celé ¢islo.
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Taylorov rozvoj 2.r
-------- Laguerre 2.r
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Obr. 16: Prechodové charakteristiky aproximacii ¢istého dopravného
oneskorenia

1 T 1 1 | [ '
I —
06
04F
0.2F
pbévodny systém
Padé 2.r
"Limitna" 2.r
oS E— Y S Taylorov rozvoj 2.r| -
-------- Laguerre 2.r
........ LaguerreF 2.r
0.2 : : ' ' ' .
0 1 2 3 4 ° ° !

t (seconds)
Obr. 17: Prechodové charakteristiky aproximacii systému druhého radu
s dopravnym oneskorenim
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0.6 F Padé 2.r -
: "Limitna" 2.r

N I Taylorov rozvoj 2.r
i R Laguerre 2.r T
e B, |- LaguerreF 2.r

Obr. 18: Frekvenéné charakteristiky aproximacii systému druhého radu
s dopravnym oneskorenim

Vysledky si mézeme porovnat aj podla noriem Hz a H.. Nasledujuca tabul'ka udava
tieto normy pre systém druhého radu (priebehy st na obr. 17 a na obr. 18).

aproximacia norma H; | norma He
Padého aproximacia 0.1806 0.1465
Laguerrova aproximacia 0.2128 0.1677
Taylorov rozvoj menovatela 0.2253 0.2019
"Limitna" aproximacia 0.2416 0.2137
pomocou zob. Lag. funkcii 0.3156 0.4854

Tab. 2: Normy H: a Ho pre systému druhého radu (kvadratické aproximacie)

Normami H2 a H. sme sa dostali k podobnému zaveru ako pomocou obrazkoch 16-18,
aproximacia pomocou zobecnenych Laguerrovych funkcii uddva najvacsiu chybu.
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4.1 Porovnanie aproximacie pomocou zobecnenych

Laguerrrovych funkcii a Laguerrovej aproximacie

Porovnajme si rovnicu (57) s rovnicou (2). Vidime, ze maju podobne tvary. Ak
v exponentu rovnici (57) zanedbdme jednotku, t.j. nahradime vyraz %+ 1 vyrazom %

dostaneme
a

H
(%)
N

Této rovnica je zhodna srovnicou (2) pri podmienke, ze a = 2n. To znamena, Ze
z odvodenej Laplaceovej transforméacie normalizovanej Laguerrovej funkcie nultého
radu dostaneme Laguerrovu aproximaciu (kapitola 1). Ak si porovnadme tieto dve
aproximdcie podla obrdzkoch 16 az 18 uvidime, Ze odvodend aproximacia je horsia.

Sposobuje to, Ze v exponente je vyraz % + 1 namiesto % Pre vysoké a ale plati, Ze
a 1 a
2 2

takze aproximacia pomocou zobecnenych Laguerrovych funkcii s rasticou a sa blizi
k Laguerrovej aproximacii. Toto znazorfiuje aj nasledujuci obrazok, kde st porovnané
len tieto dve aproximécie pre 2. a8. rad. Vidime, Ze aproximacie maju podobné
priebehy a tvary tychto priebehov sa priblizuja s rasticim radom.
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cisté DO
LaguerreF 2.r| -
ffffffff Laguerre 2.r
LaguerreF 8.r
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Obr. 19: Porovnanie aproximacie pomocou zobecnenych Laguerrovych funkcii
a Laguerrovej aproximécie
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5 zZaver

Hlavnou ulohou préce bolo popisat’ moznosti aproximacie dopravného
oneskorenia pomocou zobecnenych Laguerrovych funkcii avyhodnotit’ tieto
aproximacie.

V prvej kapitole su uvedené racionalne aproximacie, ktoré suU porovnané
na ¢istom dopravnom oneskoreni a na vybranom systéme s vykreslenim prechodovych
a frekvenénych charakteristik. Grafické vyhodnotenie vo vicsSine pripadov ale nebolo
jednoznacné, preto su k vyhodnoteniu pouzité normy H> a Hx.. Podl’a tychto noriem bola
najlepSou aproximaciou Padého aproximécia.

V d’alej kapitole sU popisané zobecnené Laguerrove funkcie a vplyv volnych
parametrov @ a o na chovanie tychto funkcii. Tato cast' je doplnena grafickymi
ukazkami. Nasledujlca kapitola sa zaoberd zobecnenou Laguerrovou funkciou nultého
rddu. Obsahuje dbkaz, Ze tvar tejto funkcie sa blizi ktvaru Diracovho impulzu
pre parametre a,c — co. Doélezité stcasti tohto dokazu su normalizacia, ur¢enie limit
a vypocet Laplaceovej transformacie zobecnenej Laguerrovej funkcie.

Vyhodnotenie vysledkov sa nachddza v d’alsej kapitole, kde st porovnané vsetky
vyskusané aproximacie. Z grafickych prikladov a z vypocitanych noriem vidime, Ze
aproximacia dopravného oneskorenia zobecnenymi Laguerrovymi funkciami nedava
lepsie vysledky ako raciondlne aproximacie. Presnost tychto aproximacii je ale
ovplyvnena aj prenosom vlastného systému, preto by bolo vhodné ich porovnat
na d’alsich prikladoch.

Praca by sa dala d’alej rozsirit' o porovnanie aproximaécii pre r6zne hodnoty
dopravného oneskorenia atym uréit vplyv velkosti dopravného oneskorenia
na presnost’ aproximacii.
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Zoznam priloh

Zoznam prilozenych suborov na CD:
e aproxDO.m — subor pre vykreslenie prechodovych charakteristik aproximacii
Cistého dopravného oneskorenia (obr. 1, 2, 16)
e aprox2rad.m — subor pre vykreslenie prechodovych a frekvenénych charakte-
ristik aproximaécii systému druhého radu (obr. 3-6, 17, 18) a vypocet noriem
e H2normy.slx — obsahuje schémy pre vypocet noriem
e LagFobecne.m — funkcia pre vypocet zobecnenej Laguerrovej funkcie
e LagFunc.m — funkcia pre vykreslenie zobecnenej Laguerovej funkcie
e LagFunkcie.m — subor pre vykreslenie zobecnenych Laguerrovych funkcii pre
rozne rady (obr. 9)
e LF_parametre.m — subor pre grafické zndzornenie vplyvu parametrov a a o
(obr. 10-12)
e LF_normalizacia.m — stbor pre grafickeé zndzornenie normalizovanej
Laguerrovej funkcie (obr. 13, 14)
e LF_aprox_porovnanie.m — subor pre grafické zndzornenie aproximécie
pomocou zobecnenych Laguerrovych funkcii (obr. 15, 19)
Vsetky subory boli napisané v programu MATLAB R2014b.
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