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Anotace

Cilem diplomové prace je vytvofeni baliku funkci v programu Wolfram
Mathematica pro simulaci ndhodnych mnoZin vybranych hard-core a Gibbsovych
procest. Aplikovat tyto modely na redlna data, odhadnout parametry modelii pro redlna
data a otestovat validitu modeli. Prace mize slouzit jako uvod do teorie prostorovych

bodovych procest.



Abstract

The aim of the thesis is to create a pack of functions in Wolfram Mathematica
software to simulate spatial point patterns of chosen hard-core and Gibbs processes.
Then it tries to apply these models to real data, estimate the parameters of models for
real data and test the validity of models. The thesis can serve as introduction into the

theory of spatial point processes.
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1. Uvod

Tato diplomova prace volné navazuje na praci Radky Pantlikové z roku 2009,
ktera se zabyva statistickou analyzou nekterych prostorovych bodovych procest, jejich
vlastnostmi a simulaci. Tato problematika je pomérné¢ mladd a hravym zplisobem

spojuje ob& vétve mého dosavadniho studia na JCU — matematiku a vypo&etni techniku.

Mezi hlavni cile moji prace patii vytvofeni komplexniho baliku funkei v
programu Wolfram Mathematica 8.0 (WM), které simuluji modely vybranych hard-core
a Gibbsovych procesii, jsou obohaceny o komentaie v problémovych mistech a ndzorné
priklady. Zakladni ukol tedy spociva v navrhu a implementaci kvalitnich algoritmd,
které¢ efektivné a elegantné simuluji vybrané procesy s vyuzitim generatorl

pseudondhodnych ¢isel ve WM.

Vysledny balik v kombinaci s vyloZenou teorii a doprovodnymi texty miize
slouzit jako pomicka pro uvod do studia bodovych procesii. Price by proto méla
poskytovat jednoduché, ale zarovenn formalné spravné zaklady oboru, blizsi ptiblizeni
zminénych procestt a motivovat c¢tenafe k vyuziti dalSich prament. Véfim, Ze
k pochopeni pojmt a principi, které je potieba jinak slozité popsat a definovat, staci
¢lovéku mnohdy jen par vhodnych simulaci s komentdfem a toho se také pokusim

vyuZzit.

Chtél bych srozumitelné¢ objasnit danou problematiku a pojmy 1 pro dalsi
zajemce o proniknuti do tohoto oborou, v némz je hledani informaci, vzhledem k jeho
aktualnosti, mozné témét vyhradné v anglickém jazyce. To s sebou pfinasi i znacné
problémy v terminologii, protoze nékteré zakladni pojmy nemaji v cCeStiné svij

ekvivalent.

Budu se snazit takové piipady vhodné opsat nebo budu pouZzivat jazykové
prizpisobeny originalni termin. Snahou je vybrat takova slova, jakd by s nejveétsi
pravdépodobnosti (pfi vetsi frekvenci uziti daného terminu) vznikla sama pfirozenym

pfejimanim do ¢eského jazyka. Zazité slangové vyrazy, které vznikly mutaci ptivodnich



anglickych slov, a vyuzily tak ohebnosti obou jazykli, mizeme v ¢estin€ nalézt nejen v
oboru informatiky. V zavorce uvadim i1 ptvodni (anglické) nazvy pojmu, které
jednoduse mohou kli¢ovou myslenku problému lépe vystihovat, a pomoci tak ke

snadnéj$imu pochopeni nebo zapamatovani.

Obecné¢ neni piiliS zndmo, Ze statistickd analyza a simulace prostorovych
bodovych procesti nasla v modernim svét¢ vyznamné uplatnéni. Okruh aplikace
zahrnuje mimo matematiky i obory, jako je napf. meteorologie, biologie, geografie,
astronomie nebo lesnictvi. Proto za neméné dulezitou povazuji 1 demonstraci vyuZiti
dosazenych vysledkii v praxi. Druha ¢ast prace se proto snazi aplikovat vytvorené

modely na mnoZzinu realnych dat, odhadnout jejich parametry a otestovat jejich validitu.

1.1 Zakladni pouZité pojmy

Pfi studiu hard-core a Gibbsovych procesti se neobejdeme bez elementarnich
znalosti teorie bodovych procesti. Tato kapitola si neklade za cil podrobné popsat
vSechny zdkladni pojmy, ale spiSe se snazi o stru¢ny souhrn tak, aby byl co nejsnaze a
intuitivné uchopitelny 1 pro novacky v oboru prostorovych bodovych procest, kteti
hodlaji cCist dalsi kapitoly textu. Pro piesné znéni definic doporucuji predevsim
konkrétni kapitoly knihy Illianové a kol. (2008), kterd je vychozim zdrojem informaci

celé prace.

Statistika bodovych procesii se snazi analyzovat geometrické struktury mnozin,
které byly vytvoieny objekty ndhodné rozmisténymi v jedno-, dvou- €i tfirozmérném
prostoru. Napiiklad pozice stromi v lese, vodomérek na hladiné rybnika nebo galaxii ve
vesmiru. Tyto objekty jsou piirozenym zplisobem reprezentovany pomoci bodi a kot.
Body popisuji umisténi objekti a koty (marks) poskytuji ptidavné informace jako

velikost, typ, tvar apod.

Jednoduchym pfistupem k analyze prostorovych bodovych procesti by byla
pouhd reprezentace mnozin objektli jako zobrazeni bodi. Vizudlni prozkouméni
mnohdy nabizi rychlou kvalitativni charakterizaci typu mnoziny a mize naznacovat i

korelace spole¢né¢ s kotami nebo vlivy rtznych struktur mezi sebou. Obrazek 1.1



ukazuje ptiklady tfi procesti, u kterych Ize celkem intuitivné odhadnout, o jaky typ se

jedna.

Pro ptesnéjsi kvantifikaci, standardizaci a jemn&j$i rozliSeni mezi typy
prostorového chovani je vSak potifeba sdhnout po vhodnych metodéach statistiky. Tyto

metody poskytuji mnohem podrobnéjsi informace o prostorovych strukturach, nez lze

rozeznat pouhym okem.

Statistika bodovych procesi ¢eli riznym typtim korelaci ve zkoumané mnoziné
bodl. Relativni vzdéalenosti mezi body koreluji stejné¢ dobife jako pocty bodl
v prilehlych oblastech. K tomu mohou byt charakteristiky objekti (reprezentovanych
body) dale prostorové vazany. Proto se statistickd analyza velmi snazi o odhaleni a

popis téchto korelaci.

s,_'.{:

Obrazek 1.1: Tti rizné mnoziny bodl: (vlevo) nahodna (uprostted) pravidelna

(vpravo) se shluky (clustery).

Pouzitim pfisluSnych statistickych metod mizeme ndhodné mnoZiny popsat
z ruznych aspektli. Nejjednodussim z nich je infenzita, tj. stfedni pocet objektl na
jednotku obsahu ¢&i objemu. Miizeme si viimnout podobnosti s vyb&rovym primérem x
popisuji korelace mezi body vzhledem k jejich vzdalenostem. Napt. vzdalenosti
nejblizsich bodi (funkce F, G, J) nebo pocet sousednich bodii do urcité vzdalenosti

(funkce K a L, o nichz se blize zminim v kapitole 5.2).



Jinymi slovy se statistika bodovych procest snazi porozumét a popsat interakce
mezi body na kratké vzdalenosti, které vysvétluji spoleénou polohu bodi. Casto se
muze jednat o urcity typ shlukovani nebo odpuzovéni. Analyza ndhodnych mnozin tedy
poskytuje informace o procesech, které stoji za jejich vyslednou podobou, stejné jako o
geometrickych vlastnostech struktury reprezentované pomoci bodu. Statistika bodovych
procesi nam pomaha pii modelovani téchto struktur a nalezeni odpovidajicich
parametrl téchto modelt, které mohou byt pouzity pfi klasifikaci a uréeni strukturdlnich

zmén v mnozinach zavisle na ¢ase nebo fyzikalnich vlastnostech.

Bodovy proces je stochasticky (pravdépodobnostni) model nesoumérnych
mnozin bodl (point patterns). Pti zkoumani bodového procesu se tedy snazime o jeho
popis v roving nebo prostoru (rozuméj trojrozmérném, obecné vSak muizeme myslet

vSechny abstraktni prostory) tak, ze bereme v ivahu ndhodné 1 planované udalosti.

Point pattern, Cesky ,,bodovy vzor“, je mnozina bodu v né&jaké oblasti, kterou
typicky chéapeme jako konkrétni vzorek nebo realizaci bodového procesu. V textu se
budu snazit termin pattern dle nejlepsiho uvazeni a v ramci kontextu, opsat slovy
,mnozina“, , konfigurace®, ,realizace* nebo ,,model*. Usttednim problémem mé prace
je simulace ndhodnych mnozin bodl, resp. vytvofeni algoritmii, které je budou
simulovat. Tzn. vytvofeni algoritmi, které budou produkovat mnoziny bodli popsané
danym procesem. Nékdy pro tuto simulaci mnoZin uzivam 1 vyraz simulace procesu.
Zejména pii zobrazeni (tzn. v popisech obrazki) takto vzniklych mnozin budu pro
zjednoduSeni uzivat slova simulace pro dany konkrétni vysledek celého procesu
simulace. Neboli pro jednu danou realizaci daného bodového procesu, kterou chapeme

jako vzorek (sample) tohoto bodového procesu.

Bodovy proces oznac¢ime N. Budeme tim myslet ndhodnou mnozinu bodd,

tj. mnozinu vSech bodl x, x,,... procesu. Jinymi slovy

N={x;} nebo N={x,x...};
Xx€N znamena, ze bod x patii do mnoziny N. Mnozina N muze byt kone¢nd, nebo

nekone¢na. Pokud je konec¢na, celkovy pocet bodli mize byt deterministicky, nebo
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nahodny. Dale oznacme N(B) celkovy pocet bodi nahodné veli¢iny procesu N pro

omezenou mnozinu B.

vvvvvv

homogenni Poissonliv proces. Tvoifi zdkladni kadmen pro vystavbu mnoha

komplikovanéjsich modeli.

1.1.1 Binomicky bodovy proces

Binomicky proces mizeme povaZovat za specialni pfipad Poissonova procesu a
je nejjednodussim piikladem prostorového bodového procesu. Binomicky proces se
sklada z n bodi, které jsou ndhodné rozptyleny v mnoziné¢ W. Vyraz ,,ndhodné zde
znamenda, ze body xj,...,x, jsou rovnomérné¢ a nezavisle rozmistény ve W.
Predpokladejme, Ze mnoZina W je omezena. Jeji obsah budeme znacit v(W), kde
neutrdlni symbol v miize znamenat také objem v kontextu trojrozmérnych prostorovych

modelu.

Predstavme si nejdiive jeden jediny bod nahodné umistény v prostoru. To je
velmi jednoduchy ptiklad trivialni jednobodové mnoziny, ktera nema praktické vyuziti.
Spojenim nékolika takovych bodl vznikne binomicky bodovy proces. Jeho intenzitu

muzeme odhadnout jako

V(W)

Diilezitou metodou statistiky bodovych procest je simulace. Casto je nezbytna
pro dospéni kur€itym zéveérim. Simulace binomického procesu je nenaro¢nym
pfikladem a uvodem obecnych principil. Jednoduse jde o nezédvislé umisténi nahodnych

bodl v pozadované oblasti.

Simulace jednoho ndhodného bodu s rovnomérnym rozdélenim v jednotkovém
okné neni komplikovana. Pokud {u,} je posloupnost nezavislych nahodnych C¢isel

s rovnomérmym rozdélenim na (0,1), pak body

x,':(uzpp uzi) proi=1,2,...

11



tvofi posloupnost nezavislych ndhodnych bodi s rovnomérnym rozdélenim
v jednotkovém okné. Obecné fteceno, jestlize uvazujeme d-dimenzionalni prostor,

generuje se posloupnost ndhodnych bodti s rovnomérnym rozdélenim v d-dimenziondlni

krychli (0,1)¢ stejnym mechanismem, tedy

xi:(u(iﬂ)dﬂw-’“id) proi=1,2,...

Obrézek 1.2: Simulace 50 bodli nahodné rozmisténych v jednotkovém okné.

1.1.2 Poissoniiv proces

V této praci budeme hovoftit pouze o homogennim ptipadu Poissonova procesu
(tzn. jeho vlastnosti jsou ve vSech castech W stejné), a proto mizeme slovo
,homogenni“ vynechavat. Jednoduchou ukazku nehomogenniho Poissonova procesu lze
vSak najit na obrazku 1.3. Homogenni Poissoniiv proces N je charakterizovan dvéma

zakladnimi vlastnostmi:

* Poissonovo rozdéleni cetnosti bodii. Pocet bodi N kazdé omezené
mnoziny B sleduje Poissonovo rozdéleni se sttedni hodnotou A-v(B) pro

néjakou konstantu A.

* Nezavislost skladani. Pocty bodi N v k disjunktnich mnozinach tvofii

k nezavislych ndhodnych veli¢in pro libovolné k.

12



Druhé uvedena vlastnost se znaci jako ,.kompletni nahodilost* (completely nebo
purely random). Poznamenejme, ze tato vlastnost neplati pro stfedy pevnych objektt,
které jsou ndhodné rozmistény v prostoru. Modely vhodné pro takové mnoziny jsou
rozvinuty, ale ptesahuji rdmec teorie Poissonova procesu. Takovymi modely jsou tfeba

dale uvedené hard-core procesy.

Charakteristickou vlastnosti Poissonova procesu je ¢islo A, kterému fikame
intenzita nebo hustota bodu. Udava stfedni hodnotu poctu bodt, které se vyskytuji v

jednotce obsahu a je dana vztahem
A-v(B)=E(N(B)) pro vSechny omezené¢ mnoziny B.

Simulace Poissonova procesu se skldda ze dvou krokii. Prvnim je urceni poctu
bodl uvniti W pomoci ndhodného ¢isla s Poissonovym rozdélenim, v druhém kroku
jsou pak simulaci ur€eny pozice bodl uvnitt W binomického procesu ve W s poctem

bodl uréenym v prvnim kroku.

(a) (b)
Obrazek 1.3: Simulace (a) homogenniho Poissonova procesu (b) nehomogenniho
Poissonova procesu. U nehomogenniho ptipadu si miizeme vSimnout, Ze s narustajici

vzdalenosti od poc¢atku pozorovaciho okna roste i intenzita procesu. Je to jen jeden z

mnoha ptikladi nehomogenity.

13



2. Hard-core procesy

Hard-core bodové procesy jsou takové bodové procesy, ve kterych se
nevyskytuji zddné dva body vzdalené od sebe déle, nez je dand minimalni vzdalenost 7.
Popisuji modely reprezentujici umisténi stfedii neptekryvajicich se objektl, obvykle

kruznic nebo kouli s polomérem R <r,/ 2.
Budeme zkoumat dva hlavni typy hard-core procest:

Procesy vytvotené operaci redeni (Pantlikova, 2009, s. 10). Tyto operace mohou
odstranit body, které jsou pfili§ blizko k ostatnim, nebo eliminovat body v clusterech

tak, Ze vznikne samostatny model izolovanych bodi.

Procesy vytvotené interakci pevnych objektii. Tim myslime modely
reprezentujici takové objekty, které jsou pevné a nemiizou se vzajemné prolinat. Takze
pokud jsou ndhodné rozmistény v prostoru, nemohou byt k sob& bliz, nez ptipousti
jejich velikost. Takové objekty se mohou vyskytovat bud’ soucasné od samého zacatku

nebo se objevovat v prubéhu casu.

2.1 Matérn hard-core proces

Matérn predlozil dva navrhy hard-core modela. Popisujeme jeho druhy typ, ktery

podléha vyssi vysledné hustoté bodd.

Model je zaloZen na zavislém fedéni Poissonova procesu N, s mirou intenzity A,.
Body v N, jsou nezavisle okotovany nahodnymi ¢isly s rovhomérnym rozdélenim na
intervalu (0, 1). Zavislé fedéni ponecha ty body x procesu N, s kotami m(x), jestlize

sféra b(x, ry) neobsahuje zadné body z N, s kotami mensimi nez m(x).

V aplikacich pak body N, mohou byt tfeba pozice semen, zatimco koty
odpovidaji bodiim v ¢ase, ve kterém vykli¢i. Potom vysledny proces N obsahuje pozice
x té€ch rostlin, jejichz semena vykli€ila jako prvni uvnitf kruhu b(x, ). Tj. oblasti kolem

rostliny potiebné pro absorpci zivin.

14



Intenzita A vysledného procesu N je dana vzorcem
A=pA,.

Neznama p je tzv. Palmova reten¢ni pravdépodobnost (Illian et. al., s. 177) ,,typického

bodu* v N, ur¢ena jako

1
p:fr(t)dt:(l—exp(—Ab V)I(A,V) pro V=b,rj,
0

kde r(t) = exp(-AsV?) je pravdépodobnost zachovani bodu s kétou 1 a 0 <¢<1. Vzorec
vyplyva z pozorovani, ze podproces procesu N, obsahujici body s kotou mensi nez 7 je
vlastné #-fedéni Poissonova procesu, které je samo Poissonovym procesem s intenzitou

Mt. Po dosazeni

A=(1—exp(—=A,V))IV.

Obrazek 2.1: Znazornéni simulace rovinného Matérn hard-core procesu v jednotkovém
¢tverci pro A, =200 a r, = 0,039. Vysledna intenzita (pocet boda v grafu) konkrétni

simulace je A = 123.

Priklad 1: Dosazenim do vzorce ur¢ime pravdépodobnou intenzitu A Matérn
hard-core procesu s minimalni vzdalenosti mezi body 7, =0.039 a intenzitou A,= 150.

Diky nasimulovani dostatecného mnozstvi Matérn hard-core procesii vytvorenych

15



v kapitole (4.1) potom budeme moci pozorovat, zda skute¢né stiedni hodnota poctl

bodil nasimulovanych procesii odpovida uréené hodnoté A.

v . v s 2 g
Protoze pracujeme v roving, uzijeme V =1r;, v prostoru bychom dosadili

V =4/31r;. Ve WM si pro dané hodnoty vy&islime A = 107,08.

Nyni nechame program simulovat co nejvétsi pocet Matérn hard-core procest.
Pro nase ucely budeme zjiStovat pouze jejich vysledny pocet bodu, ktery budeme

ukladat do seznamu.

Z tohoto seznamu si poté nechame spocitat stiedni hodnotu ziskanou pomoci

funkce Mean. Vysledek 107,102 se blizi ocekavané hodnoté A.

Pomoci zabudované funkce HistogramDistribution ze seznamu snadno ziskame
rozdéleni pravdépodobnosti odpovidajici rozdéleni Cetnosti ziskanych dat. Hustotu
tohoto rozdéleni nakonec nechame vykreslit do grafu, ktery omezime zleva (resp.

zprava) nejmensim (resp. nejveétsim) prvkem naseho seznamu.

n.04f L

n.oab H L
0.02f LLL‘
n.otf

J L

g0 a0 il 110 120 130 140

Obrazek 2.2: Hustota pravdépodobnosti intenzity pro 10 000 nasimulovanych Matérn

hard-core procesii (graf's vyplni).

Cely ptiklad vcetné vypocti a vykresleni grafu ve WM je uloZen v seSité

MaternHC.nb, ktery je soucasti baliku ptilozeného k diplomové praci.
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2.2 Dead leaves model

Matheron predstavil v roce 1968 zajimavy model (Cesky model spadaného listi)
nepiekryvajicich se kruht (diskli) nebo kouli (sfér), jehoz rovinnym piipadem se
budeme zabyvat. Pokladame disky (s konstantnim nebo nahodnym polomérem)
nahodné a rovnomémé do roviny po stanovenou dobu v ¢asovém intervalu (—o, 0) tak,

v

7€

(1) novy disk mize zakryt disky umisténé do roviny uz diive a

(2) do libovolné podmnoziny roviny Ize umistit nekone¢né mnoho disk.

Timto zplGsobem vygenerujeme obraz podobny Obrazku 2.3, ktery muzeme

chapat jako rozvrstveni kruhovych listii vidéné shora (obdobné téz zespodu).

Obrazek 2.3: Simulace dead leaves modelu pro disky s konstantnim polomérem.

Nyni uvazujeme pouze disky z nejvyssi vrstvy, které nejsou piekryty ani se
navzajem nedotykaji. Jejich stiedy tvoii hard-core proces se stejnym rozdélenim jako

Matérn hard-core proces uvedeny vyse v limitnim ptipadé A,— 0.

Pro rovinny piipad s konstantnim polomérem R = ry/2 plati pro vyslednou

intenzitu procesu vztah A=1/(rrr¢).
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3 Konecné Gibbsovy procesy

V mnoha ptipadech se analyza prostorovych bodovych procesti zaméiuje na
detekci a charakterizaci interakci mezi body. Takovou interakci je Casto vzdjemné
odpuzovani vedouci k modelim s néjakou pravidelnosti. V nékterych aplikacich se
body mohou vzijemné ovliviiovat i pozitivné, tj. jeden druhého ptitahovat, coz se odrazi

ve tvorbé shlukt (clustertt).

Takové modely se Casto objevuji v riznych oblastech biologie, ale i ve védnich
oborech fyziky zabyvajicich se studiem materidli. Jazyk fyziky popisuje interakce mezi
body jako sily, které mohou byt odpudivé ¢i pfitazlivé a jejichz plsobeni tvoii
vyslednou podobu modelu. Ve fyzikdlnich modelech jsou parametry popisujici tyto
energie, tzv. parovy potencial, vétsinou dané a zkouma se vysledny model. Z hlediska
statistického pfistupu jsou takové modely, tj. vzory bodovych procesii, zkoumany a

odpovidajici parametry se hledaji.

Stejné jako mohou tyto sily vychédzet z riznych ptedpokladt, lze sestrojit
podobnym zplisobem mnoho raznych bodovych procest, které spadaji do tfidy
Gibbsovych procesil. Je to skupina univerzalnich modelt, pouZzitelnych zejména pro
bodové procesy s odpuzovanim. Velké mnozstvi jich 1ze vhodné a elegantné definovat
pomoci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti (density function). Navzdory nékterym
obtizim neni tvorba bodovych procestt zalozenych na této funkci nezbytné
komplikovana. V souvislosti s Gibbsovymi procesy se moderni pfistup ukazuje jako

velmi mocny a celkem intuitivni.

V nasledujici kapitole se pokusim krok za krokem postupné piiblizit nékteré

vvvvvv

procesy s pevné danym poctem bodli v okné W, coz je oblast vyskytu procesu. Poté

bude mozno pfistoupit k procesiim s ndhodnym pocétem bodt ve W.
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3.1 Gibbsovy procesy s fixnim poctem bodu

Necht’ je n bodli ndhodné rozlozenych ve W, n je pevné dané. Predpokladejme, Ze

jejich pozice jsou dany hustotou pravdépodobnosti s vice proménnymi

fo(xy,.c.x,) pro X, ..., x, €W,
ktera nezalezi na potadi prvkil. Tato hustota uruje bodovy proces s praveé n body ve W.
Pro dalsi pochopeni piedpokladejme nésledujici interpretaci této funkce. Vytvoiime
realizaci {x,,..., x,} z binomického procesu s n body pro W. Tuto realizaci pfijmeme s

pravddpodobnosti umérmou f,(x,,..., x,).

Pro binomické procesy, nebo ekvivalentné Poissonovy procesy s n body, které
také spadaji do této tiidy bodovych procest, tedy ziejmé plati f,(x,,..., x,)=1/v(W)".

Zamgéiim se ale na procesy, které mohou byt pouzity ke konstrukci modeld, v nichz se

vvvvvv

pravdépodobnosti s vice proménnymi.

Elegantnim a uzite¢nym ptikladem takového procesu je Gibbstv proces s fixnim

poétem bodii s parovym potencialem ¢ (7). Predklada hustotu

Foltx)=exp| -2 Y ]

i=1 j=i+l

xi_xjH) 1Z, prox,,...,x,€W.

Funkce ¢ (7) ve vzorci se &asto nazyva pdrovy potencial, pivodem z fyziky.
Urcuje ,,potencialni energii“ zpisobenou interakci dvojice bodl (x; x;) jako funkei jejich
vzdalenosti Hxi—x jH MiZe nabyvat hodnot —o<¢(r)<co a podle dohody plati
exp (—)=0. Vyraz Z, je normujici &initel, ktery zarucuje, aby funkce byla skute¢né
hustotou pravdépodobnosti, tzn. ze jeji integral je roven jedné. Vypocet Z, ¢i jeho

pfijatelnd aproximace jsou ve vétSiné piipadi extrémné narocné.

Dvojice bodti se vzdilenosti 7, pro které ¢ (r)>0, piispivaji k exponentu ve
vzorci jen malo, a proto se vyskytuji v konecné konfiguraci s mensi pravdépodobnosti

nez dvojice, pro néz ¢ (r)=0, .
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To se v modelu projevuje jako ,,odpuzovani* takového paru. Naopak nasledkem
¢ (r)<0 jsou k sobé body ,pfitahovany*. V ptipadé ¢ (7)=0 neni mezi body Zadna
interakce. Pokud existuje 7., takové, ze ¢ (7)=0 pro vSechna 7>7 ., oznadujeme 7,

jako rozpeéti interakce. Je to vzdalenost, za kterou uz zadna interakce neni.

Uvazovat muzeme nékolik raznych typti funkci parového potencialu. Nejdiive
uvedu piiklady, které jsou pouzity pii simulacich v dal$i kapitole a vedou k modelim

znacného praktického zajmu.

3.1.1 Gibbsiiv hard-core proces s fixnim po¢tem bodu
Proces je definovan funkci parového potencialu

_|%© pror=r,
0 pror>r,

b (r)

s pevnou hard-core vzdalenosti r,. Nevyskytuji se zde zadné dvojice bodu, které jsou
blize nez ry. Vysledkem je ,,pravidelny” bodovy proces, pokud # neni pfili§ malé a W

prilis velké. Naopak pro malé W, velké n a r, je mozné, ze proces neni proveditelny.

Tento model je uzitecny napftiklad v situacich, kde body jsou stfedy kulovych ¢i
kruhovych nepruznych ¢astic stejné velikosti a 7y jejich polomér, ktery je pro vSechny

castice stejny.

3.1.2 Straussiv proces s fixnim po¢tem bodu

Definujme

_|B pro r<r,
0 pro r>r,

¢ (r)
kde 0 <f<co. Parametr 7, je stejny jako 7,... Hustota pravdépodobnosti zde ma tvar

folx,.x,)=exp(=Bny ()| Z, prox,,....x,€W,
kde

1
n,(r)=—= Z 1(||xi_x_,57”||) pro r>0, i#j

X, X,EN
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udava pocet dvojic bodi, které¢ jsou od sebe vzdaleny » nebo blize. Funkce ny(r) je
postacujici statistika pro B, tzn. cela informace dostupna o 3 bodového procesu se odrazi

v poctu r;-blizkych part.

3.1.3 Straussiv hard-core proces

Nékdy také oznacovan jako ,,square well* €ili ¢tvercovy zdsobnik. Jde v podstaté

o kombinaci dvou ptredchozich. Parovy potencial je uréen funkci

© pro r=r,
(b(r):(bro,ﬁ,rm(r): B pro }"0<V§Vmax
0 pror>r,,.

kde 7y je opét hard-core vzdalenost. Tzn. Ze se zde nevyskytuji body blize nez r,.

Nalézt se da mnoho dalSich modelt a kazdy si mize pro svou aplikaci vytvofit

vlastni parovy potencidl. Zminim jesté nékolik piikladi:
* overlap model

2
7

ol =L r\_r/2_,2 0<r<
b(r)= ( > arccos(rl) 2\/r1 r'| pro O<r<r,
0 v ostatnich ptipadech

kde 0 je nezaporny parametr modelu. Jedna se o vylepSeny Strausstv proces.

e  multiscale

o  pro r=r,
B, pro ro<r=<r,

b (r)= ,8.2 pro r,<r=<r,

Bk prO rk—1<rﬁrmax
0 pror>r

max
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*  very-soft-core

2

qb(r):—ln(l—exp(%)) pro 0<r<oo
o

* Lennart-Jonesiiv potencial

pir1=ao (2] el 2|

pro0<r<w ax;,0>0,0,>0an >n,

Jak je napsano v uvodu kapitoly, funkce parového potencialu ¢ (r) ma sviij
plivod ve statistické fyzice. V tomto kontextu ji lze chédpat jako miru energie: urcuje
ptispévek dvojice bodu (x; x;) vzdalenych » do energie celkového systému bodi. Toto

vzajemné puisobeni bodli mezi sebou se da popsat také pomoci funkce parové interakce
hir)=e ",

Tato funkce vyhovuje rovnici A(r) =1, pokud spolu dvojice bodi (x; x;) se
vzdalenosti r neinteraguje. Pary bodul (x; x;) se vzdalenostmi » vykazuji odpuzovani pro

h(r)<1 ashlukovani pro & (r)>1.

Obrazek 3.1: Funkce pro Strausstiv hard-core (vlevo) a very-soft-core (vpravo) parovy

potencial.
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3.2 Gibbsovy procesy s nahodnym poctem bodu

Predchozi kapitola by méla byt spolu s praktickou ukazkou v kapitole 4.3
dostateCnou priipravou a motivaci pro bliz§i sezndmeni se s Gibbsovymi procesy
snahodnym poctem bodd. Tyto procesy jsou rovnéZ popsany hustotou
pravdépodobnosti, ale vyuzijeme jeSt¢ symboliky x z teorie mnozin, kde x je
konfigurace libovolného poctu bodi W z prostoru konfiguraci N;., ktery obsahuje
prazdnou mnozinu, v8echny jednoprvkové mnoziny {x,} pro X, €W, v8echny dvojice
{x, x;} bodl x,,x,€W  podobné pro vSechny trojice atd. {xi,., x,} je tedy

konfigurace slozena z prvki x;,..., X,.

Rozdéleni procesu N je dano hustotou pravdépodobnosti p(x) vzhledem k

rozdéleni Poissonova procesu jednotkové intenzity zazeného do W, zjednoduSené
[ p(x)11 (dx)=1,
N,
neboli
P(Ned)=[ p(x)IT(dx),
A

kde A je podmnozZina Nj;, nebo udéalost v bodovém procesu, I1 vyjadiuje rozdéleni

Poissonova procesu zizeného na W.

Rozdéleni P(N) lze nejsnaze pochopit s piihlizenim na simulaci. Nejprve je
vygenerovan vzorek x Poissonova procesu. Ten je pfijat jako realizace s
pravdépodobnosti imérnou p(x). Ta mize byt zachycena vylucovaci metodou (tj. uréime
maximum M funkce p. Vygenerujeme nahodné &islo u rovnomérné na(0,M) a
srovnadme ho s hodnotou p(x). Pokud #< p(x), potom je x piijato. Jinak je zamitnuto a
je navrzen novy vzorek). Pokud je naptiklad hustota p nulovd pro konfigurace s
minimalnimi vzdalenostmi mezi body mensimi nez r,, budou generované vysledky

ukazkami hard-core procesu.
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Gibbstv proces s ndhodnym poctem bodl je definovan nésledujici hustotou

vzhledem k Poissonovu procesu jednotkové intenzity:

n—1 n
o<n+z z d)(| 1Z

i=1 j=i+1

x—x )

Xy, s xn})=exp(—

kde x,, ..., x,€W pro n = 0, 1,... V této rovnici se objevuje self-potencial a, ktery je

dilezitym ¢lenem totalni energie

n—1 n
Ul(x,,..., xn):(xn-l-z Z qb(”xi—xj”).

i=l j=i+1

Podobné jako v ptipadé fixniho poétu bodd funkce parového potencialu ¢ (r)
zde popisuje interakce. Self-potencial o mezitim spolecné s parovym potencidlem urcuji
2,=P(N(W)=n), tzn. rozdéleni poétu bodii. Stejné funkce pro parovy potencial jako
pro Gibbsovy procesy s fixnim poctem bodi (3.1) mohou byt pouzity i pro Gibbsovy
procesy s nahodnym poctem bodl. Normalizujici faktor Z zavisi na W, a a funkci

parového potencialu ¢ (). Obvykle je analyticky nefesitelny.

Podminénou intenzitou A(x|X) budeme myslet podminénou pravdépodobnost

vyskytu nekone¢né malé sféry b(x) obsahujici x pii dané realizaci X z N mimo b(x).

Konecné zavedeme podminénou intenzitu A(x|X) pro umisténi dané¢ho bodu x a
bodovy proces X. Je to nahodné veli¢ina se stfedni hodnotou E(A(x|N)) = A(x). Pomoci

podminéné intenzity miizeme model explicitné vyjadfit vyrazem

Ay 2 )= p[()[(’{;'l','.'."”“;’j)}):exp(_a—g & (|x—x, |>),

ktery neobsahuje normalizujici faktor. Pouze ty body x;, které interaguji s x, tj. body pro
které ¢ (|lx—x/||)#0, prispivaji do sumy v exponentu. Casto je pocet téchto bodi velmi
maly ve srovnani s celkovym poctem bodi. Posledni uvedeny vzorec je zakladnim

poznatkem pro simulaci Gibbsovych proces.
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4. Simulace

4.1 Matérn hard-core proces

Pti simulaci Matérn hard-core procesu budeme jednoduse postupovat podle
definice. Vstupnimi hodnotami jsou intenzita A, nezfedéného procesu N,, rozméry A, B
pozorovaciho okna W a nejmensi mozna vzdalenost dvou bodl 7,. Pokud chceme zadat
proces s vyslednou intenzitou A, nechame si odpovidajici vstupni parametr A, naSeho

algoritmu najit jako kofen rovnice A=(1—exp(—=A,V))/V.

ProtoZze mohou byt body uvnitf okna W ovlivnény i body za jeho hranicemi,
rozS8itime si ho do vSech stran o vzdalenost ry. Do takto rozsifeného okna, oznacme jej
Wer,, si vytvofime vychozi Poissoniiv proces s intenzitou A, pfimo wUmérnou
rozmérim okna. Na konci simulace nesmime z procesu body za hranici W zapomenout

zase smazat.

PoissonSubProcess[Ab_,A_,B_,r0_] := Module[ {NumbPoint},
NumbPoint = Random[PoissonDistribution[Ab*(A+2r@)*(B+2r@)]1];
Table[{Random[UniformDistribution[{-r@,A+ro}]1],

Random[UniformDistribution[{-r@,B+r@}]11}, {NumbPoint}]

Vsem bodiim procesu pfifadime nezavisle na sob&é nahodné koty s rovhomernym
rozdélenim na (0,1). Pro ulozeni znamek vytvoiime zvlastni seznam, ve kterém bude

potadi znamek odpovidat poradi bodl v seznamu procesu.

Poté muzeme pfistoupit k samotnému fedéni procesu. Postupné porovnavame
vSechny dvojice bodli a v piipade, ze jsou k sobé blize nez r,, ten s vyssi kotou

smazeme.

Poznamenejme jeste, ze body, které chceme smazat stile ovlivituji ne/smazani
ostatnich bodu. Proto si body, které nebudou ve vysledném procesu obsazeny, ozna¢ime
obdobné jako v seznamu znamek hodnotou 0 nebo 1 a odstranime je aZ po porovnani

vSech dvojic.
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MaternHCProcess[Ab_,r@_,A_,B_] := Module[{proces,znamky,delka, smazat},
proces = PoissonSubProcess[Ab,A,B,ro];

delka = Length[proces];

znamky = Table[NahodZnamka,{delka}];
(x*na zacatku neni oznacen ke smazani zadny bod, tzn. same nulyx)

smazat = Table[0,{delka}];

Do[
If[Vzdalenost[proces[[i]],proces[[j]1]1] < ro,
If[znamky[[j1] < znamky[[il],

smazat[[i]] = 1,

smazat[[j]] = 1];
1,
{i,delka},{j,i+1,delka}

1;

(*ke smazani oznacime take vsechny body procesu za hranici okna Wx)
If[ !VOkneQ[A,B,proces[[#]111,
smazat[[#]] = 1 ]&/@Range[delkal;

(*vymaz vsechny body, ktere jsou oznaceny ke smazanix)
proces = Delete[proces,Position[smazat,1]];
proces
1;
Cely zdrojovy kod vcetné pomocnych funkci NahodZnamka, Vzdalenost ,
VokneQ, spusténi simulace a jejiho zobrazeni ve WM je uloZen v sesité¢ MaternHC.nb

ptilozeném k diplomové praci.
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Obrazek 4.1: Ukazka vysledku Matérn hard-core procesu pro hodnoty r, = 0,029;
A=180; A=1; B=1. Vysledny proces tvoii ve skute¢nosti 184 bodu.

4.2 Dead leaves model

Jak jsem uvedl v kapitole 2.2, miizeme si model pfedstavit jako pohled na oblast
plochy pokryté listy. Pokud proces padani listi zacal v ¢ase —oo, na konci v ¢ase 0 musi

byt pozorovaci okno W listy zcela zakryto.

Protoze algoritmus nemuze z podstaty vykonat nekone¢né¢ mnoho krokii,
potfebujeme pro presnou simulaci takovy model, ktery se v urcité fazi ustali a v dalSich
krocich uz se nebude ménit. Takovy stav nazyvame Nashovo ekvilibrium (popf.

Nashova rovnovaha).

Uvazujeme-li model, kdy se divame na pokladané disky shora, tohoto stavu vSak
nedosdhneme. S kazdym novym listem se ndm vysledny obraz vzdy méni. Pokud
bychom zastavili algoritmus ve fixnim CcCase, existuje realna pravdépodobnost, Ze
pozorovaci okno nebude zcela zakryté. Kdybychom piijali stav v prvnim case, kdy je
okno disky zcela zakryto, mohou byt vysledky ovlivnény smérem ke konfiguracim,

které W pokryvaji efektivné.
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Proto zménime uhel pohledu a postupovat budeme opacné. Na disky se nyni
divame zespodu — jako bychom v jediném bod¢ ¢asu pieklopili pohled pod sklenénou
desku stolu s rozloZzenymi kartami, nebo chcete-li, jako maly Zivocich v nofe, jejiZ otvor
je zasypavan listim. Kazdy novy list se nam ted’ bude jevit, jako by lezel pod listy, které
spadly diive. Jakmile je W poprvé zcela zakryto, vysledny obraz uz se s ptibyvajicim

listim nebude dal ménit a dosdhli jsme ekvilibria.

Obrazek 4.2: Dva rtizné pohledy na stejnou situaci pii simulaci dead leaves modelu.

Vlevo pohled shora, vpravo pohled zespodu — listy, které spadly v Case dfive, se jevi
blize. Pii podobném grafickém zobrazeni se tedy musi vykreslovat v opacném potadi.
Lze dokézat, Ze oba pfistupy maji v libovolném Case stejné rozdéleni pravdépodobnosti

([3], s. 15).

Vstupnimi parametry naseho procesu tedy budou rozméry okna 4, B a konstantni
polomér diskii R=ry/2. Vzhledem ke vzijemnému ovliviiovani prvkll procesu

provadime simulaci pro rozsifené okno W @R .

Stfedy diskli umistujeme nadhodn€ a rovnomérné. ProtoZe ovéfovani pokryti

Mewr

je pridavat jednotlivé, ale po ,,davkach®. Intenzitu kazdého nové ptidané¢ho procesu

odhaduji parametrem A4-B/R°.
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DavkalListu[R_,A_,B_] := Module[ {pocet},
pocet = Round[ ((A+2R)*(B+2R))/R"27;
Table[{Random[UniformDistribution[{-R,A+R}]1],
Random[UniformDistribution[{-R,B+R}]1]1},{pocet}]

Jako nejefektivnéjsi metoda ovéieni, zda je zakryto celé okno W, se mi osvédcilo
zobrazeni vSech disklli jako kruhil s ¢ernou vyplni na bilém pozadi. Takto vzniklou
grafiku rozlozim pomoci funkce ImageData na seznam barevnych hodnot jednotlivych
pixeld. Pokud je soucet vSech prvka seznamu roven nule, obsahuje grafika pouze ¢erné

body, a okno je tedy celé pokryto listy.

Pro zjednoduseni algoritmu povazujme potadi listi v seznamu vsechnoListi za
jednoznaéné urceni potadi, v jakém spadly. Proto je ponechdn tento plivodni seznam

beze zmény po celou dobu béhu procesu a tpravy jsou provadény do jeho kopie proces.

Poté uz staci pouze projit cely seznam od zacatku do konce a pro kazdy disk

zkontrolovat, zda se ptekryva s néjakym blize zacatku a jestli stfed lezi uvniti okna W.

DeadlLeaves[R_,A_,B_] := Module[{vsechnoListi,kontrast,bilaMista,proces},

vsechnolListi = DavkalListu[R,A,B];

(*dokud najdeme nepokryta mista opakujeme proces pridavani listux)
bilaMista =1;
While[bilaMista > 0,
vsechnolListi = Join[vsechnolListi,DavkalListul[R,A,B]];
(*vytvorime sjednoceni vsech listu v pozorovacim okne jako grafikux)
kontrast = Binarize[Graphics[{Black,Disk[#,R]&/@vsechnoListi}, PlotRange
{{A,0},{0,B}},PlotRangeClipping — True,FrameTicks — None]];
(*rozebereme ji na jednotlive pixely jako hodnoty 0,1 a ty pak secteme, pokud
je soucet vetsi nez nula, jsou tam bila (nepokryta) mistax)
bilaMista = Total[Flatten[ImageDatalkontrast,"Bit"]1]1];
1;

proces = vsechnolisti;
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Dol
If[!(0 < First[vsechnoListi[[i]]] < A&& 0@ < Last[vsechnoListi[[i]]] < B),
proces[[i]] = 0,
Dol
If[Vzdalenost[vsechnoListi[[i]],vsechnolListi[[j]]] < 2R,

proces[[i]] = 0;

Break[]
1,
{3,1,i-13]
1,
{i,Length[vsechnoListi]}
5

(*smazeme ze seznamu body, ktere jsme nahradili nulou a vratime vysledekx)
proces = DeleteCases[proces,0];
proces

1;

OO0 =2

Obr 4.3: Simulace dead leaves modelu pted a po ziedéni

4.3 Gibbsovy procesy s fixnim po¢tem bodu

Pti simulaci Gibbsovych procesti pouzijeme metody zvané Markov chain Monte
Carlo (MCMC). Spociva ve vytvoreni Markovova fetézce. To je proces na mnoziné

stavl, ktery splnuje vlastnost, ze v kazdém stavu procesu je pravdépodobnost navstiveni
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dal$ich stavli nezavisld na dfive navstivenych stavech. To znamend, Ze chovani v
Markovovych fetézcich je ,,bezpamétoveé“: V kazdém konkrétnim stavu je mozno

zapomenout historii (posloupnost stavil ptedchazejici stavu sou¢asnému).

Metodu MCMC implementujeme jako obecny algoritmus zrozeni a zaniku
(birth-and-death). Pro diikkladné pochopeni mechanismu ¢tenafem algoritmus do detailu
popiSu. Nejprve rozebereme jednoduchy, ale netrivialni pfiklad a aZ posléze popiSeme

obecny algoritmus zrozeni a zaniku.

Simulace spociva v opakované modifikaci vychoziho bodového procesu, ktery se
méni mazanim (death) a vytvafenim novych (birth) bodi. Proceduru opakujeme tak
dlouho, dokud algoritmus nakonec nekonverguje a generuje mnoziny, které¢ miizeme

povazovat za realizace procesu specifické hustoty.

V nasem piipad¢ je vychozi konfiguraci libovolny bodovy proces ve W s n body,
pro ktery hustota dosahuje nezaporné hodnoty. Vlastnosti vychozi konfigurace nejsou
podstatné vzhledem k tomu, Ze se jeji vliv rychle vytraci, Casto pfiblizné po 10xn

opakovanich.

4.3.1 Gibbsiiv hard-core proces s n body

Nejprve uvazujme specialni piipad Gibbsova hard-core procesu s fixnim poctem
bodl a hard-core vzdélenosti 7). Pocatecni konfiguraci mize byt jakakoliv mnozina n
bodii, ve které nejkrat$i vzdalenost mezi body neni mensi nez r,. PouZijeme tieba

pravidelnou mitizku n bodi.
Necht' {x,,..., x,} je aktudlni stav Markovského fetézce po zopakovani / krok.
Potom krok (/ + 1) vypada nasledovné:

(1) Nahodné smazeme bod mnoziny {x,..., x,} tak, ze vSechny body z {x,,..., x,}
maji stejnou pravdépodobnost smazani 1/n. Ozna¢me smazany bod tieba x;.

(2) Néhodn¢ s rovnomérnym rozd€lenim uvniti W vybereme novy bod x. Pokud

min {||x—x]:i=1,2,...,n, i#k}>r,,
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potom bod x pfijmeme a nahradime jim smazany bod, takze vznikne nova mnozina n

bodi {x,,..., Xk-1, X, Xk+1,..., Xa}. Nebo pokud

min {[|x—x/||:i=1,2,...,n, i#k}<r,,
je bod x odmitnut a vybirame novy bod tak dlouho, dokud neni navrhovany bod piijat.

Pokud jsou n a r, vysoka ¢isla, ¢asto zabere hledani takového bodu dlouhy cas.

Vytvofime nejprve univerzalni funkci vzhledem k rozmérim okna pro navrzeni

nového bodu, ktera se ndm bude opakované hodit.

NovyBod[A_,B_] := {Random[UniformDistribution[{@,A}]1],
Random[UniformDistribution[{0,B}]]};

Poté mlizeme pfiistoupit k samotnému algoritmu. Jeho vstupnimi parametry bude
vychozi bodovy proces x,, pocet opakovani krokd (mohli bychom pifednastavit tfeba
zminénych 10n), rozméry okna 4, B a ry, tedy nejmensi mozna vzdalenost mezi dvéma

body procesu.

GibbsHardCore[x0_,opak_,ro_,{A_,B_}] := Module[{delka,x=x0,pozice,novy,
zamitnut=True,vzdalenosti},

delka = Length[x];

Dol
pozice = RandomInteger[{1,delka}];
zamitnut = True;
While[zamitnut,
novy = NovyBod[A,B];
vzdalenosti = Table[
If{i != pozice, Vzdalenost[novy,x[[i]11, 11,
{i,1,delka}];
If[Min[vzdalenosti] = r@,

zamitnut = False;];

1;
x[[pozicel]l = novy,
{opak} 1; xI;
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Obrazek 4.2 ukazuje rtizné bodové procesy ziskané algoritmem pro » = 100 boda
v jednotkovém okné. Hard-core vzdalenost r, = 0,06. (a) Vychozi stav. Konfigurace po
(b) 20 krocich, (c) 1000 krocich a (d) 2000 krocich. Bodové procesy (c) a (d) jsou
statisticky podobné a mohou byt povazovany za vzorky hard-core procesu. (e) Odlisna

simulace 2000 kroki pro n =36 bodt s 7= 0,15.

Podotknéme, Ze neni mozné do jednotkového okna vygenerovat model se 100
body a tak velkou hard-core vzdalenosti, jako je 0,15. Model se 36 body na obrazku
vykazuje okrajovy efekt ,,drift towards the boundary* (unéseni ke kraji): hustota bod

pii okrajich okna je nepatrné vyssi nez v jeho vnitiku .

@ (b) T ©

@ @

Obrazek 4.4: Ukazky simulaci Gibbsova hard-core procesu

33



4.3.2 Obecny algoritmus zrozeni a zaniku (birth-and-death)
Obecny algoritmus pouzity pii simulovani ukézek Gibbsova procesu s kone¢nym
poctem bodl ma podobnou strukturu jako algoritmus popsany pro specidlni piipad

Gibbsova hard-core procesu vyse.

Nahodny bod procesu je smazan a novy bod je vygenerovan podle odpovidajici
hustoty pravdépodobnosti. Simulace zac¢ind vychozim stavem o neziporné hustoté,

ktery neni ,,v rozporu* s parovym potencialem.

Predpokladejme bodovy proces po prvnich / krocich {x,,..., x,}.

(1) Nahodné smazeme bod mnoziny {x,..., x,} tak, ze vSechny body z {x,,..., x,}
maji stejnou pravdépodobnost smazani 1/n. Ozna€me smazany bod tieba x;.

(2) Nasimulujeme novy bod na zaklad¢ podminéné pravdépodobnosti hustoty

JalXi e X1 X, Xy X,)

J‘an(xl’ ---,xn)dxk

SX]X ], e X Xy, X,)=

Novy stav {xj,..., Xe1, X, X¢+s,..., X»} j€ vysledkem po [ + 1 krocich. Tak jako
v predeslém Gibbsoveé hard-core procesu, bod x v casti (2) mize byt nasimulovan

metodou zamitani: necht’ M je horni mez nenormalizované podminéné hustoty

<p(x)=e><p(— Z ¢(I|x—lel))-

Jj=1,j#k

Novy bod x je vygenerovan rovnomérné ve W spolené s nezavislym ndhodnym
gislem u na (0,1). Bod x je pfijat, jestlize ¢(x)=Mu. V opaéném piipadé je navrzen

novy bod.

Poznamenejme jesté, Ze pro algoritmus Gibbsova hard-core procesu podle této
definice plati ¢ (x)=1 pokud |[x —x,[|>7, pro viechna j=1,..., n, j # k, nula v ostatnich

ptipadech.
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4.3.3 Straussiiv hard-core proces
Podle birth-and-death algoritmu nyni vytvofime simulaci hard-core Straussova
procesu. Ten je uren parovym potencidlem v kapitole 3.1.3. Po upravé bude

nenormalizovand podminéné hustota

@(x)=0 pokud min||x—x ||<r,, pro ostatni x potom

(P(x):exp _ﬁ Z 1(1"0<||X—Xj||ﬁl’max) ’

J=lj#k
kde suma v exponentu udava pocet bodi fady xi,..., X1, Xk+1,..., X» S€ vZzdalenosti mensi
nez ruq 0d x. Podle definice pfedpokladame f> 0, potom horni mez M miizeme polozit
rovnu 1. V kroku zrozeni je bod voleny rovhomérné uvnitt W piijat, pokud ¢ =u pro u

ndhodné zvolené s rovnomérnym rozd&lenim na (0,1).

Nejprve definujeme funkci ¢ (7). VSechny parametry se budou nastavovat pii

volani jako argumenty funkce, vzdal je vzdalenost r dvojice bodil.

¢lvzdal_,ro_,B_,rmax_]:= Which[vzdal<r0,Infinity,vzdal<rmax,3,vzdal>rmax,0];

Jako vychozi stav naSeho procesu mizeme zvolit napf. jednoduchy binomicky
proces pro okno W. Pozice bodll v ném je ddna rovnomérnym rozdelenim a pocet bodu
je dan pevné na rozdil od Poissonova procesu, kde se generuje nahodné. Dalsi

parametry, s vyjimkou poctu opakovani kroki, jsou identické s funkci ¢.

StraussFixProcess[x0_,3_,r0_,rmax_,{A_,B_},opak_] := Module[
{delka, x = x@, pozice, novy, zamitnut = True, ¢, u},

delka = Length[x];
Dol
pozice = RandomInteger[{1,delka}];

u = Random[UniformDistribution[{0,1}]1];

zamitnut = True;

While[zamitnut,
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novy = NovyBod[A,B];
@ = Exp[-Sum[If[i+ pozice,¢p[Vzdalenost[novy,x[[i]11]1,r@,3,rmax],0],
{i,1,delka}1];
Iff ¢ > u,
zamitnut = False];

1;

x[[pozicel]l = novy,
{opak}

1;

X

1;

(a) (b)

Obrazek 4.5: Ukazka simulace Straussova procesu do jednotkového okna pro (a) n = 20;
7o =0; 7max = 0,08; B = 0,4. Jedna se vlastné o Strausstiv proces s fixnim poctem bod

(b)hard-core algoritmus n = 35; o = 0,02; 7. = 0,06; B =0,8.

4.4 Gibbsovy procesy s nahodnym poctem bodu

Simulace Gibbsovych procest s ndhodnym poctem bodd je opét zaloZena na
postupu MCMC, stejné jako Gibbsovy procesy s fixnim poétem bodd probirané vyse.

Tudiz simulace opét zalind n¢jakou vychozi konfiguraci spojenou s nezapornou
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hodnotou hustoty, kterd se v prubéhu simulace méni. V kazdém kroku je néjaky bod

bud’ pfidan, nebo smazan, nebo se nestane nic.

Usp&snym MCMC algoritmem je algoritmus birth-and-death, modifikovana
verze algoritmu pouzit¢ho pii simulaci Gibbsova procesu s fixnim poctem bodl
(kapitola 4.3.2). Jinou ¢astou metodou je Metropolis-Hastings algoritmus (upoustim od

pouziti ,,Metropolistiv-Hastingstv*), ktery nyni podrobnéji pfiblizim.

4.4.1 Metropolis-Hastings algoritmus

Hlavni myslenka Metropolis-Hastings algoritmu tkvi v tom, Ze pfi kazdém kroku
je uéinéna ndhodné nabidka ke zméné aktualni konfigurace zrozenim ¢i zdnikem, ktera
bud muze, nebo nemusi byt piijata. Pro Gibbsiv proces je postup zalozen na

nenormalizované funkci hustoty

n—1 n
@((x,, . x,)=exp| —an+ D D $(||x—x])
i=1 j=i+1
pro X,,...,X,€W n=0,1,... Nabidky jsou Fizeny nasledujicimi parametry simulace:

*  b({xy..., x.}), pravdépodobnost, Zze bude navrzeno zrozeni nového bodu, zatimco

pravdépodobnost navrzeni zaniku bodu je 1 — b({x,,..., x,})
*  Goun({X1,..., Xu}; X), funkce nédvrhu na umisténi nového bodu

*  Gaean({X1,-.., Xu}; Xi), pravdépodobnost navrhnuti bodu x; mnoziny {x,,..., x,} ke
smazani
Simulace za¢ina bodovym procesem {z,,..., z,,} pro ktery

o(z,,..,z,})>0,
tzn. ktery neni v rozporu se zakladnimi vlastnostmi procesu (napf. je to mnozina bodi s

hard-core vzdalenosti, pokud pozadujeme hard-core proces).
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Predpokladejme nyni, ze po [/ krocich je konfigurace {x,..., x,}. V kroku /+1
nejprve ucinime rozhodnuti, zda bude do mnoziny novy bod pitidan (birth), nebo

smazan (death), s pravdépodobnosti b({x,,..., x,}), resp. 1 — b({x,,..., X,}).
Pokud je krok /+ 1 zrozeni, pozice nového bodu xE€W je navrzena hustotou
Goirn({X1,..., X, }; X) a navrh je ptijat s pravdépodobnosti

o 1
Kyirth — min {1, PuirthJ »

kde

@ (L, x,, X )=b({x ), o, X, X)) Gaean (31 s %, X))
(p([x1:~-~an})b({x1: -'-’xn})qbirth<{x1: s xn}fx)

P victh —

je tzv. Metropolis-Hastings birth pomér. Timto pomérem spolecné s odpovidajicim
pomérem zaniku je fizen Markovlv fetézec tak, Ze jeho stacionarni rozdéleni odpovida
rozdéleni pozadovaného bodového procesu. Pokud je nabidka pfijata, novy bod je
piidan do konfigurace. Pokud nabidka neni akceptovana, konfigurace se v tomto kroku

nemeéni.

Pokud je krok [+ 1 zanik a {x,,..., x,} neni prdzdna mnoZina, bod x; z {x,,..., x,}
je navrzen ke smazani s pravdépodobnosti qgean({X,..., X»}; xi). Toto smazani je ptijato

s pravdépodobnosti

— i |
O‘death =min 1 s pdeath} ’

kde

(P([xl’ ) xn}\['xk}>b<{xl’ e xn}\{xk}>qbirth({xl’ ) xn]\{xk}; xk)
P{x, e, ) A= ({21, 2,1)) Gean ([ X1, s 2] X

p death =

je Metropolis-Hastings death pomér, symbol \ znaéi rozdil mnozin, k€(1,...,n}. Je-li
nabidka pfijata, bod x; je z konfigurace odstranén. Pokud nabidka pfijata neni,

konfigurace se v tomto kroku neméni.

Poznamenejme, Ze ve vzorci P, plati

P({x), . x,, x))
@([x), ... x,)

:A()CH)CI ,...,Xn}),
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a prO p death

P ({x), - 2, N\ x,]) 1

@lxrexnd) Al b 0\ 2 )

Jinymi slovy, podminénd intenzita formuje integracni cast Metropolis-Hastings

algoritmu.
Volba prostych konkrétnich parametrti algoritmu mtize vypadat nasledovné:

1
b({xy,..., x,}) = )

1
Qoirth( {X15eee» Xn}s X) = W pro xew

1
Qacatn( {X 15005 Xn s Xi) = ; pro Xke{xl,...,xn}

Zkusenosti ukazuji, ze ladéni algoritmu zvySuje jeho efektivitu, tj. konverguje ke

stacionarnimu stavu diive a korelace mezi naslednymi vzorky klesa rychleji.

Jakykoliv MCMC algoritmus, a tedy i birth-and-death a Metropolis-Hastings
algoritmus, generuje modely pozadovaného procesu pouze az po jistétm poctu
opakovani, po n&jaké period¢ zvané burn-in, jejiz délka neni pfedem jasnd. To znamena,
ze uzivatel musi simulaci procesu sledovat a rozhodnout, zda algoritmus
,dokonvergoval“. Moznymi indikatory jsou stavajici pocet bodl nebo energie

U({xy,..., x,}) . Objasnéni pojmu Ize vycist z obrazku 4.8.

4.4.2 Straussiiv proces s nahodnym po¢tem bodi
Strausstiv proces s parametry o = -8,0; B = exp(0,3) = 1,35; a r,=0,08
simulujeme do jednotkového okna. Parametry Metropolis-Hastings algoritmu jsou

zvoleny jako vySe uvedené.

Predpokladejme, Ze konfigurace po / krocich je {x..., x.}. Nejprve udélame
rozhodnuti, zda ptiddvat, nebo mazat bod, oboji s pravdépodobnosti %2. Pokud ma byt
pfiddin bod ke konfiguraci, kandidat je vybran rovnomémné uvnitt W. Hodnotu

Metropolis-Hastings poméru zrozeni po zjednoduseni spocteme jako
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1 n
pbirth:mexp _0‘_[3;1(0<||x_xi”5”1) .

Navrhovany bod x je pfijat s pravdépodobnosti
i =N {1, Py .

Zvolime tedy nahodné ¢&islo u na (0,1) a pokud #=<c.,. navrzeny bod x je
pfijat a nova konfigurace je {x,..., x, x}. Pokud u>a, plvodni konfigurace
{x,..., x,} se nezméni. Podobny mechanismus uplatnime i u rozhodovani, zda dalsi krok

bude zrozeni, nebo zanik.

Pokud bod mazeme, vybereme nahodné ¢islo £ z mnoziny {1,...,n} a navrhneme

bod x; k odebrani. Po zkraceni Metropolis-Hastings dea th polomér

Pacan=nexpla+p D, 1(0<|x,—x[<r)

i=l,i#k
a adeath:min{ I, pdeath}. Nabidka je pfijata, tzn. bod x; se smaze s pravdépodobnosti Ogean
stejné jako vySe. Pokud je pfijata, nova konfigurace je {x,..., Xis, Xt+s,..., Xn}, jinak se

nezmeéni.

V naSem pfikladu nastavime vychozi konfiguraci jako realizaci binomického
procesu se 120 body. Pro dal$i zkoumani si budeme po kazdém kroku ukladat i aktualni

pocet bodl do seznamu hist.

BinP[n_,{A_,B_3}] := Table[{Random[UniformDistribution[{@,A}]1],
Random[UniformDistribution[{0,B}]]1},{n}];
¢lvzdal_,r0_]J:=If[0<vzdal<ro,1,0];

StraussRandom[o_,3_,r1_,{A_,B_3},opak_]: = Module[
{akce, x,delka,pozice,novy,pbirth, podeath,u,hist},
x = BinP[n,{A,B}];

hist = {Length[x]};

Dol
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(*rozhodujeme o typu akce - 1 birth, @ deathx)
akce = RandomInteger[];
delka = Length[x];
u = Random[UniformDistribution[{@,1}]];
If[ akce > 0,
novy = NovyBod[A,B];
obirth = Exp[-a-B*Sum[¢[Vzdalenost[novy,x[[i]1],r1],{i,1,delka}]1]
/(delka+1);
If[ pbirth > u,
X = Append[x,novy]
1,
pozice = RandomInteger[{1,delka}];
odeath = delka*Exp[a+B*Sum[
If[i¢pozice,¢p[Vzdalenost[x[[pozicell,x[[i]1]1]1,r11,0]1,{i,1,delka}]];
If[ pdeath >= u,
x = Delete[x,pozicell;
1;
hist = Append[hist,Length[x]],
{opak}
1;
{x,hist}
1;
Obrazek 4.7 ukazuje simulaci ve vychozim stavu, po 100 a 5000 opakovani, kde

nahodné pocty bodil jsou 120, 132 a 154. Na obrazku 4.6 je stejna simulaci po 10 000

opakovani.

Obrazek 4.8 znazornuje vyvoj poctu bodia N(W) algoritmu béhem 10 000 kroki
s poc¢ateCnimi hodnotami » =120 a » = 800. V tomto konkrétnim piipad€ burn-in trva
zhruba 2000 opakovani, po nichZ mohou byt vygenerované mnoziny bodl povazovany
za realizace Straussova procesu. Pocty bodii mnozin mezi kroky 2001 a 10 000 mohou
byt pouzity k vySetfovani rozd€leni N(W). Samoziejmé je to nahodna veliCina.

Histogram takového rozdéleni je vidét na obrazku 4.9.
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Obrazek 4.6: Vysledek simulace Straussova procesu s nahodnym poctem bodit pomoci
Metropolis-Hastings algoritmem do jednotkového okna po 10 000 opakovani (n = 169).

Parametry procesu a implementace algoritmu jsou popsany v textu.

(a) (b) (c)
Obrazek 4.7: Pribézné stavy simulace z obrazku 4.6 (a) Vychozi konfigurace (n = 120).
Konfigurace po (b) 100 krocich (n = 132) a (¢) 5000 krocich (n = 154). MnoZina (c)
spolu s mnozinou na obrazku 4.6 jsou statisticky podobné a mohou byt povazovany za
samply Straussova procesu. Miizeme odhalit tendenci k pravidelnosti, ale blizké pary

jsou také dovoleny.
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Obrazek 4.8: Grafické znazornéni vyvoje poctu bodi N(W) v 10 000 krocich
Metropolis-Hastings algoritmu (a) popsaného v textu (n=120) (b)se stejnymi
parametry mimo poctu bodl pocatecniho stavu (n = 800). Miizeme pozorovat, Ze se

3

,,hladiny obou ptipadu srovnaji®.
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Obrazek 4.9: Histogram rozdéleni ndhodného poctu bodi N(W) popsaného algoritmu
odvozeny ze simulaci po 2000 krocich. Vyc¢islena stfedni hodnota E(N(W)) konkrétniho
ptikladu je 163,15.
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5 Odhady

Pocitacové simulace dnes ve statistice hraji dalezitou roli. Ve statistice bodovych
procestt maji dlouhou tradici a uz jednoduché otazky casto vyzaduji jejich vyuziti.
Vizualizace nahodnych vzorkli nabizi lepSi pochopeni prostorovych struktur, které
mohou byt generovany z jednotlivych modeld. K analyze dat slouzi nékolik znamych
metod, které charakterizuji vztahy uvnitf mnozin a dovoluji srovnavat data naméfena
v redlném svété s pravdépodobnostnimi modely. Ke splnéni daného cile je vétSinou

potieba nalézt odpovidajici model.

V této kapitole zminim jen okrajové nékteré souhrnné statistiky pro bodovy
proces a postupy pro odhad jeho parametri. Zkusim analyzovat vhodna realnd data
z terénu a odhadnout parametry odpovidajiciho Straussova modelu. Problém zpracovani
a analyzy naméfenych hodnot je velmi Siroky a s rostouci narocnosti na ptesnost také
velmi obtizny. V ramci pfijatelného rozsahu prace se pokusim nabidnout aspon
zjednoduSeny postup bez presnych definic, jehoz cilem je nalézt k danym datim

odpovidajici Strausstiv proces.

5.1 Ziskani a prvotni zpracovani dat

Zakladnim ptredpokladem kazdé analyzy jsou potiebnd data. Ta vétSinou
predstavuji odbornikem v daném oboru zakreslené pozice objekta, které jsou
pfedmétem zkoumani. Mohou byt potizena z leteckych snimkil, mikroskopem, méfenim
atp. V nasem piipadé mame mnozinu bodl, které ptredstavuji pozice ryb zachycené

sonarem z lodi jedouci po hladiné nadrze. Sitka pasma je 10m a délka 58m.

Nemame k dispozici zadné dopliujici informace, takze se omezime pouze na
nejbéznéjsi statistiky bodovych procest, nebudeme brat v tivahu zddné okolnosti, které
by mohly néjak ovliviiovat modely (koty jako velikost, hloubka aj.) a budeme
predpokladat, Ze se jedna o homogenni bodovy proces. To zjednodusen¢ znamena, ze
pozorovaci okno W povazujeme za malou ¢ast mnohem vét$i mnoZiny se stejnymi

vlastnostmi. Jinak: za hranicemi W vypada rozmisténi bodii obdobné, jako uvnitf.
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Na obrazku 5.1 je vybrané okno W z dostupnych dat. Pouhym okem mizeme
vidét mezi rybami hard-core vzdalenosti a miZzeme se domnivat, ze jde o realizaci
Straussova procesu s ndhodnym poctem bodl. Nejprve se zamétime se na odhad funkce

parového potencialu.

Obrazek 5.1: Pas ryb zaznamenany sonarem.

5.2 FunkceKalL

Pro diagnostiku bodového procesu se vyuZzivaji tzv. souhrnné charakteristiky. Ty
pomoci ¢isel, funkci a schémat rtiznym zplisobem popisuji vzdalenosti mezi body a
jejich relativni pozice. Zaméfime se na charakteristiky druhého tadu, které hraji
v analyze bodovych procest hlavni roli. Pouziti téchto charakteristik ndm pak poskytne

porovnani piivodni mnoziny se simulaci.

K-funkce udéva primérny pocet bodii do vzdalenosti » od typického bodu
v poméeru s intenzitou procesu. Neboli do kazdého bodu procesu se umisti stred
kruZnice o poloméru r a spoc€itd se pocet sousednich bodl uvniti této kruznice. Odhad

funkce K upravené pro Gibbsovy procesy zavedeme jako

. 2:v (W)

K(r)= Y l)n(r),

kde

%Z > 1l —x,=rll)  pro r>0,
=1 j=i+1

Stejné informace jako K-funkce podava jeji analogické funkce L definovana jako

k(r)

L(r)=
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Toto vyjadfeni je pro nas snadnéji interpretovatelné, protoze v piipad¢ idedlu
Poissonova procesu (ktery je pro nas zakladnim srovnavacim vzorem) tvoii pfimou
uméru, zatimco funkce K parabolu. Obrazek 5.2 ukazuje pribéh L-funkce pro Strausstiv
proces z obrazku 4.6. V tomto procesu neni hard-core vzdalenost, takze zaciné rist od

r=0. Muzeme si také vSimnout jejiho vrcholu (cusp point) v r = 0,08.

Obrazek 5.2: L-funkce pro Straussiiv proces s parametry o =-8,0; B =1,35;ar,=0,08

pro ¥ <Rmax=0,25. (plna ¢ara) v porovnani s grafem piimé imeéry (pferusovana).

ZjednoduSené se dé fict, ze kdyz na néjakém intervalu graf funkce L roste
rychleji nez graf pfimé ameéry, vytvaii v téchto vzdalenostech shluky, pokud roste

pomaleji, body se spiSe odpuzuji.
5.3 Odhady

Kdyz umime vytvofit graf L-funkce, nechame si ho zobrazit pro nase okno W.
Pokud pfipustime, Ze se jedna o ukazku Straussova hard-core procesu, hleddme nejprve

dva parametry funkce parového potencidlu 7y a 7.

Jejich odhad ukazuje obrazek 5.3. Hard-core vzdalenost r, = 0,3m je jednoduSe
nejmensi namétend vzdalenost mezi body. Zlomovy vrchol, vzdalenost 7, do niz jsou
body od sebe Casteéné odpuzovany, odhadneme z grafu na hodnotu 3,3m. Protoze na
delsi vzdalenosti spolu uz body neinteraguji, neni potieba sledovat hodnoty L-funkce

pro mnoho vétSich polomért.
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Obrazek 5.3: L-funkce pro zadanou mnoZinu ryb. Hard-core vzdalenost a cusp point

jsou oznaceny svislou useckou.

Kdyz méme tyto dva parametry, nechame si hodnotu B aproximovat dosazenim

do nasledujiciho vzorce (Ogata a Tamura, 1981). Pro nase zadani vychazi 0,900745.

1y (F )V (W) =1 (12, —77)

Bapmx:_ 2 2 .
(=1 0) (3 7(n= 1) = 1a( 7))

Posledni parametr naseho Straussova procesu a, ktery ovliviiuje hustotu boda,
neni snadné pfedem urcit a odhadneme ho az na zadklad¢ pozd¢jSich simulaci. Nez
zaneme se samotnou simulaci, musime mit na paméti, ze nd§ model mize byt ovlivnén
,okrajovym efektem* (viz obrazek 4.2). Existuje mnoho metod (edge-correction

methods), jak se s timto problémem vyrovnat a vystacily by na samostatnou praci.

Pouzijeme jedno ze snadngjSich feSeni, kterym je simulace do rozsifeného okna.
Nechame probihat cely proces do okna rozsiteného o vzdalenost, kterd je vétsi nez
vzdalenost interakei 7,.. Zvolime tfeba stejnou hodnotu, pro kterou sledujeme priubéh
L-funkce. Za modely procesu pak budeme povazovat mnoziny v okné s rozmeéry

pivodniho W ve stfedu rozsifeného okna, jak je znazorné€no na obrazku 5.4.
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Obrazek 5.4: Znazornéni metody simulace do rozsifeného okna.

Obecné ¢im nizsi parametr a pro Strausstiv proces volime, tim hustéji se ndm W
zaplni. Zdiraznéme, ze mize nabyvat také zapornych hodnot. Miizeme tedy spustit
prvni simulace s libovolnou hodnotou a a vycislime si jejich primérnou intenzitu.
Postupné pak o upravujeme, dokud se neblizi primérnd intenzita simulaci k intenzité

zadané mnoziny. Touto metodou odhadneme zbyvajici parametr o = -6,15.

Nyni miizeme nasimulovat mnoho vzorki naseho procesu a porovname jejich
vysledky s ptivodni mnozinou. Na obrazku 5.5 je zobrazeno barevné 60 L-funkci pro
rizné mnoziny procesu spolecn¢ s puvodni. MiZzeme na ném pozorovat, v jakém
rozmezi se nd$ model vychyluje od piivodni mnoziny. Podobnou informaci poskytne

také histogram hustoty vsech bodu téchto funkci.

Vytvotime si jest¢ graf L-funkce, jejiz hodnoty budou urceny jako stfedni
hodnota vSech nasimulovanych mnozin. Porovname-li ji diikladn€ s ptiivodni mnozinou,
vSimneme si u pivodni mnoziny ryb vétsSiho mnozstvi shlukit do vzdalenosti 2m oproti

nasi zprimérované funkci.

Spokojime se s pozorovanim, Ze prumérna realizace odhadnutého Straussova
procesu se s jistymi odchylkami podobé pivodni mnozing. Patrné je zejména spolecné
zalomeni kolem hodnoty 7,.. Dodejme, Ze by bylo pro srovnani vhodné pouzit i dalsi

charakteristiky (g, F; J...).
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Obrazek 5.5:

¥

Obréazek 5.6: Graf funkce L pro mnozinu ryb (modra barva) a funkce slozena ze

stitednich hodnot grafii pro 100 simulaci (fialova).
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Obrazek 5.7: Porovnani konfigurace nahodné vybrané simulace (nahote) s piivodni

mnozinou ryb (dole).
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6 Zaver
Na tomto misté¢ bych rad shrnul, nakolik se podatilo naplnit cile prace, kde jsou

jeji rezervy a nékteré postiehy nabyté pfi jeji tvorbé.

Hlavnim cilem bylo vytvofeni baliku funkci pro simulaci vybranych procest.
Tento kol se podafilo bez vyjimky naplnit. S balikem je skutecné mozno vytvaret
realizace vSech uvedenych procest, libovolné nastavovat vSechny jejich parametry a
k dispozici je n€kolik uzite¢nych funkci pro zobrazeni vysledki, sledovani ,,chovani‘
nekterych vytvairenych procesii a analyzu bodovych procesti v roviné pro obdélnikova

pozorovaci okna.

Do budoucna by $lo s vyuzitim noveé nabytych znalosti a zkuSenosti nékteré
algoritmy dale modifikovat, a zvysit tak jejich efektivitu, napt. lepS§im zpracovanim

seznamu nebo uchovavanim raznych hodnot pro snizeni poc¢tu kalkulaci.

Druhym stézejnim cilem bylo, aby text mohl co nejlépe slouzit jako odrazovy
mustek pro dalsi zdjemce o studium této oblasti matematiky. Snazil jsem proto psat text
co nejjednoduseji a srozumitelné, komentovat kliCova mista ve zdrojovych kodech a
vkladat nazorné piiklady a obrazky. Pokusil jsem se do vykladu také vloZzit postupy a
pojmy, které mi pomohly pochopit nékteré myslenky a vztahy, na které jsem musel sdm

prijit.

V pribéhu psani jsem se rovnéz nemohl ubranit ivaham, jak by se daly novée
nabyté poznatky vyuzit z profesniho hlediska ugitele na SS. Program WM si své misto
v praxi jist¢ najde. Nechci poustét uzdu nékdy pfili§ naivnim fantaziim, jak by se dala
matematika moderné Uspé$né vyucovat. Ani nemyslim, ze bych pfiSel na novy zaruceny
zpusob jak donutit zdky myslet. Sdm na sobé jsem ale pozoroval, jak i1 jednoducha
simulace dokaze vyvolat napéti a ofekavani. Tedy pocity vnitini motivace k utvareni

pojmi potfebnych k dosazeni cile.
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