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7504R015 – Matematika se zamě̌reńım na vzděláváńı
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Liberec 2016



  



 



 



Poděkování 
 

Ráda bych poděkovala RNDr. Aleně Kopáčkové, Ph.D. za cenné rady, věcné připomínky 

a vstřícnost při konzultacích a vypracování bakalářské práce. Mé poděkování patři též  

Ing. Martinu Plešingerovi, Ph.D. za poskytnutí odborného materiálu a pomoci při zpracování 

této práce. 

 

https://www.google.cz/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=0CCAQFjAAahUKEwiHoYrdwODIAhXIpnIKHQ18C9Q&url=https%3A%2F%2Ftelefon.tul.cz%2Fzamestnanec%2F246&usg=AFQjCNFS2i5lY--jfvoLlS_k4WIB2IC2TA&sig2=JLQpiVhCjI8FzrwIHUqjIA
http://formatovani-dokumentu.cz/navod/bakalarska-prace
http://www.nti.tul.cz/cz/WikiUser:Martin.Plesinger


Anotace 

Bakalářská práce se zaměřuje na významnou osobnost české matematiky Vojtěcha 

Jarníka. Zabývá se jeho životem a čtyřmi vybranými pracemi, známými učebnicemi 

matematické analýzy. Dále se soustřeďuje na porovnání těchto publikací s dalšími podobně 

zaměřenými pracemi (autoři Černý, Nekvinda, Veselý). Součástí práce je i zmínka 

o Jarníkově činnosti v oblasti teorie grafů, o tzv. Jarníkově algoritmu na vyhledávání 

minimální kostry v grafu. Přiložen je i kompletní seznam Jarníkových děl.  
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Annotation 

This thesis focuses on the remarkable person of Czech mathematics - Vojtěch Jarník. It 

deals with his life and four selected works, well known textbooks of mathematical analysis. 

Then it focuses on comparing of these publications with other similar works (authors Černý, 

Nekvinda, Veselý). The work also includes mention of Jarník's activities in the field of graph 

theory, so-called Jarník's search algorithm for minimum spanning in the graph. The thesis 

includes a complete list of Jarník's works. 
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Úvod 
 

Bakalářská práce se zabývá významnou osobností české matematiky, Vojtěchem 

Jarníkem. Je to jeden z našich nejvýznamnějších matematiků, učitelů a vědců, který dokázal 

s poznatky z matematické analýzy seznámit širokou veřejnost prostřednictvím knih, učebnic 

a vědeckých článků. Je mnoho důvodů, proč by jeho osobnost a jeho dílo neměly být 

zapomenuty. 

Vojtěch Jarník byl matematik, výjimečný učitel, redaktor vědeckých časopisů, člen České 

akademie věd a umění. Za svůj život dosáhl velkého počtu významných funkcí a potkal 

se s mnoha výjimečnými osobnostmi a matematiky, kteří ho v jeho práci ovlivnili. On sám 

hodně působil na své posluchače a má na studenty matematických oborů vliv stále. S jeho 

jménem je dosud spojen obřad pro studenty prvního ročníku MFF UK. Za svoje vynikající 

vědecké zásluhy a tvůrčí vědeckou činnost obdržel státní cenu. Jeho kolegové, studenti a další 

lidé, kteří ho znali, na něj dodnes vzpomínají s úctou.  

V následujícím textu se budeme zabývat jeho životem, jeho významnými díly, jejichž 

důležitost, přestože od té doby vznikaly a stále vznikají další učebnice na stejné téma, 

přetrvává. Pokusím se o srovnání jeho učebnic s dalšími publikacemi a soustředím se přitom 

na vybraná témata. Zaměřím se také na vývoj jeho učebnic, na změny mezi dvěma vydáními 

téže učebnice. Dále se zmíníme o Jarníkově přínosu v tématu, které příliš nespadá do jeho 

hlavního zaměření, o tzv. Jarníkově algoritmu, tedy o problému z teorie grafů na hledání 

minimální kostry grafu. 
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Obrázek 1: Vojtěch Jarník 
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Životopis V. Jarníka 
 

Vojtěch Jarník se narodil dne 22. 12. 1897 v Praze jako syn univerzitního profesora Jana 

Urbana Jarníka, známého českého romanisty. 

V roce 1915 nastoupil jako posluchač matematiky a fyziky na tehdejší filosofickou 

fakultu Karlovy univerzity. Zde studoval pod vedením profesora Karla Petra, který se úspěšně 

zabýval teorií čísel, což mohlo v Jarníkovi vzbudit zájem o toto téma. 

Po Karlově univerzitě prošel Jarník „nejvyšší školou matematických věd“ v Göttingen 

v Dolním Sasku, kde se v té době nacházelo jedno z nejvýznamnějších matematických 

vědeckých středisek světa. Jeho učitelem byl v první řadě Edmund Landau, jedna z největších 

postav moderní matematiky a spoluzakladatel moderní analytické teorie čísel. Uvádí se, 

že Landau považoval Jarníka za jednoho z nejlepších žáků a spolupracovníků.  

Jarník se nikdy nezabýval jen teorií čísel, poznal nebezpečí přílišné specializace 

a po celou dobu své kariéry se věnoval i jiným oborům matematiky, zejména matematické 

analýze. 

Svá univerzitní studia zakončil státními zkouškami z matematiky a fyziky, doktorátem, 

při němž vykonal hlavní rigorosum z matematiky a vedlejší z teoretické fyziky a filosofie. 

Jako disertační práci předložil pojednání „O kořenech funkcí Besselových“. Od roku 1919 

do 1921 působil jako asistent matematiky na Vysoké škole technické v Brně u profesora 

J. Vojtěcha, kde se seznámil s tehdejším vynikajícím odborníkem v matematické analýze, 

s profesorem M. Lerchem.  

V roce 1921 přešel jako asistent matematického semináře na Karlovu univerzitu do Prahy. 

Tuto funkci zastával až do 4. března 1929, kdy byl jmenován mimořádným profesorem 

matematiky UK. Během této doby se habilitoval na základě práce „O mřížkových bodech 

v rovině“. Od 1. července 1935 byl jmenován řádným profesorem matematiky na UK. 

Na své posluchače měl Jarník velký vliv. Mnoho vysokoškolských učitelů lze nazvat 

Jarníkovými žáky, přestože se časem zabývali jinou oblastí matematiky. Učitelství se věnoval 

s láskou, jeho nadšení přenést vědecké poznatky na posluchače nepolevovalo ani 

po desetiletích pedagogické praxe.  

Pro všechny Jarníkovy studenty je společné, že převzali tzv. „Jarníkův styl“. Jarník byl 

učitelem disciplinovaným, nevynechal jedinou přednášku, nenásilnou formou vedl 
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k důkladnosti a poctivosti v práci a v povinnostech. „Jarník dělal již tenkráte to, čemu dnes 

říkáváme ´nejen učiti, ale také vychovávati´.“ ([9], str. 464) 

Svých pronikavých úspěchů ve vědecké tvorbě dosáhl díky spojení metod moderní 

matematiky a hluboké znalosti klasické analýzy. V tomto směru se snažil vést i své žáky, pro 

které byl obětavým rádcem, pořádal mnoho specializačních přednášek, v nichž seznamoval 

posluchače s nejnovějšími směry současné matematiky. Byl například prvním, kdo v třicátých 

letech začal šířit mezi své posluchače poznatky o teorii množin, přičemž známá Čechova 

publikace byla teprve v rukopise. 

Jarník měl svůj výklad vždy detailně promyšlen, dokázal vyložit i ty nejobtížnější teorie 

tak, aby tomu posluchači rozuměli, a vedl přednášky takovým způsobem, aby bylo zřejmé, 

k čemu se směřuje. Své studenty vychovával ke kritickému a přesnému myšlení. 

 V letech okupace vedl spolu s mladšími spolupracovníky semináře s cílem, aby ani 

za nejhorších dob nepřestal vědecký růst mladší matematické generace. 

Po osvobození se projevil velký vliv Jarníkových učebnic na mladší generaci. Šlo 

o vědecké monografie, které však měly sloužit jako učebnice. Autory článku v Časopise pro 

pěstování matematiky Knichala a Schwarze zaujalo, kde mohl Jarník při jeho pracovním 

vytížení vzít čas na sepsání čtyřdílného souboru knih, které jsou považovány za chloubu 

matematické knižní produkce. 

Od roku 1916 byl jedním z aktivních členů Jednoty československých matematiků 

a fysiků. V letech 1935‒1950 byl vedoucím redaktorem matematické části Časopisu pro 

pěstování matematiky a fysiky. Ve chvíli, kdy se stal redaktorem, bylo rozhodnuto, že časopis 

se má změnit na mezinárodní časopis, což nebyl nejsnazší úkol. Díky Jarníkově snaze se stal 

časopis ve světovém měřítku uznávaným matematickým fórem. 

  Od roku 1926 byl členem Královské české společnosti nauk a členem předsednictva 

Národní rady badatelské. Byl také členem Polskiego Towarzystwa Matematycznego, čímž 

přispěl k prohloubení vědeckých československo-polských styků. Od roku 1934 byl členem 

České akademie věd a umění. 

Od roku 1937 do roku 1939 byl Jarník členem redakční rady mezinárodního časopisu 

Acta Arithmetica specializovaného na teorii čísel, který vycházel v Polsku, po obsazení 

Polska nacisty však tento časopis zanikl. 

V roce 1947‒1948 byl děkanem a v roce 1948‒1949 proděkanem Přírodovědecké fakulty 

Univerzity Karlovy. V letech 1950-1953 byl prorektorem UK. Tyto funkce vykonával 

s nevšední a přímo vědeckou poctivostí a důkladností.  
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Od roku 1951 se připravovalo ustavení Československé akademie věd (ČSAV). Jarník byl 

jmenován členem vládní komise pro vybudování ČSAV, po jejím ustavení 17. 11. 1952 

byl jmenován jedním z prvních členů ČSAV a stal se předsedou matematicko-fyzikální sekce. 

V této pozici působil v letech 1952‒1955. Nemyslel na svoje osobní pohodlí a na úkor času 

potřebného k vlastní vědecké činnosti se nezištně staral o organizační zajištění a vybudování 

nových pracovišť. 

Jarník jako host přednášel na různých univerzitách v cizině. Napsal na sto recenzí 

do matematických časopisů i řadu referátů o nových knihách do Časopisu pro pěstování 

matematiky.  

Za svoje vynikající vědecké zásluhy a tvůrčí vědeckou činnost byl v roce 1952 poctěn 

státní cenou Klementa Gottwalda, která se udělovala za výjimečný tvůrčí přínos na poli vědy, 

techniky nebo umění. 

Časopis pro pěstování matematiky vydal o Jarníkovi v roce 1957 článek u příležitosti jeho 

šedesátých narozenin. Autoři popisují jeho osobnost jako: „vzor ušlechtilého úsilí 

a cílevědomé práce“, jako „vzácného učitele a staršího přítele, jehož dílo vtisklo trvalé stopy 

vývoji československé matematiky v posledních 30 letech a přispělo podstatně k dobré 

známosti československé matematiky v matematickém světě“. ([9], str. 463) 

Vojtěch Jarník zemřel 22. 9. 1970. V časopise Pokroky z roku 1971, ve kterém o něm 

Břetislav Novák napsal článek, stojí: „Zemřel profesor Vojtěch Jarník. Do poslední chvíle 

plný zájmu nejen o matematiku, ale i o další své lásky: umění, zejména hudbu i sport. 

Do poslední chvíle pracoval. Jeho odchodem ztrácíme nejen velkého vědce a skvělého učitele, 

ale i skromného a laskavého člověka, který byl svým spolupracovníkům a studentům 

upřímným starším přítelem a rádcem. Jeho odchod znamená pro všechny, kteří ho znali, 

ztrátu těžkou a nenahraditelnou.“ ([17], str. 5) 
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Publikační činnost 

Profesor Vojtěch Jarník napsal 85 původních vědeckých prací, 5 kongresových referátů, 

35 referativních a kritických studií. Napsal i učebnice, které vyšly v několika vydáních, 

ať už za jeho života změněných či v původní verzi. Publikace Diferenciální počet I. má dosud 

sedm vydání, z nichž některá vyšla až po jeho smrti. Níže uvádím názvy Jarníkových učebnic 

a v závěrečných přílohách je kompletní seznam Jarníkových publikací, který je převzat 

z časopisu s názvem „Časopis pro pěstování matematiky“ z roku 1971.   

 

1. Úvod do theorie množství 

2. O derivovaných číslech funkcí jedné proměnné 

3. Úvod do integrálního počtu 

4. Úvod do počtu diferenciálního 

5. Úvod do počtu integrálního 

6. Diferenciální počet, Pokračování Úvodu do počtu diferenciálního  

7. Diferenciální počet I 

8. Diferenciální počet II 

9. Integrální počet I 

10. Integrální počet II 
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Beánie 

Při své práci jsem narazila i na kuriozitu. Odkaz Jarníka je zřejmý i po jeho smrti, nejen 

tím, že jsou stále používány jeho učebnice, ale také při nástupu do prvního ročníku MFF UK. 

Proces neoficiálního přijímání studenta do prvního ročníku je tzv. jarníkování. Jedná se o část 

beánie neboli neoficiálního přivítání prváků do stavu matfyzáckého. 

Beánie odkazuje ke středověké tradici přijímání nových univerzitních studentů jejich 

staršími kolegy. Nováčkům se tehdy říkalo beanus, což je slovo údajně vzniklé zkomolením 

francouzského výrazu bec jaune (žlutý zobák či nováček). Odtud tedy název beánie. Do jejího 

průběhu neproniklo naštěstí skoro nic z krutých iniciačních obřadů středověku, ačkoli 

symbolický význam přetrvává. 

Beánie je tedy zvyk ze středověkých dob. Středověké beánie byly možná trošku kruté 

a s těmi dnešními mají společný už jen název a okolnosti, za kterých nastávají. Tato akce není 

organizována fakultou, nýbrž spolkem studentů a přátel školy MFF UK, a není povinností 

se jí zúčastnit. 

Stejně jako rytíř musí být pasován do svého stavu, tak i „matfyzák“
 
musí složit přísahu 

a být jarníkován, aby mohl hrdě prohlásit „Jsem matfyzákem”. 

Nejdůležitější částí beánie je obřad jarníkování. Vojtěcha Jarníka popisují slovy 

„duchovní otec našeho ústavu“. O jeho pětisvazkové učebnici matematické analýzy píší, 

že má archaický styl a úmornou preciznost všeho svého vyjadřování, ale stále se těší oblibě, 

alespoň jako jistý symbol jejich stavu. 

Při jarníkování dostanou nováčci něžný úder do hlavy svazkem učebnic integrálního 

a diferenciálního počtu, prvními dvěma díly Jarníkovy matematické analýzy. Studenti fakulty 

se tak svérázně hlásí k odkazu významného českého matematika Vojtěcha Jarníka. 

O „vážnosti“ tohoto zvyku svědčí tradované tvrzení, že kdo nebyl jarníkován, nedostuduje 

MFF UK. Obrácená implikace neplatí. 

  

http://cs.wikipedia.org/wiki/Vojt%C4%9Bch_Jarn%C3%ADk
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Obsahy vybraných děl V. Jarníka 

Pro porovnávání Jarníkových knih s dalšími matematickými publikacemi jsem si vybrala 

jeho čtyři díla: Diferenciální počet I, Diferenciální počet II, Integrální počet I a Integrální 

počet II, publikace byly vydány roku 1984. Vybrala jsem si je z toho důvodu, že pro mě byly 

dostupné. Uvádím zde obsahy výše zmíněných titulů, pro lepší představu toho, co a kde 

se v které z nich nachází, kde můžeme najít vybrané pojmy a pro představu struktury 

a obsáhlosti jednotlivých knih. Od prvních vydání se obsahy učebnic neliší.  

 
Diferenciální počet I  
 
15-72  Kapitola I. Reálná čísla 

73-103  Kapitola II. Posloupnosti 

105-118  Kapitola III. Obecná mocnina a logaritmus 

119-143  Kapitola IV. Nekonečné řady 

145-185  Kapitola V. Spojitost a limita funkcí 

187-196  Kapitola VI. Goniometrické funkce 

197-208  Kapitola VII. Inverzní funkce 

209-232  Kapitola VIII. Derivace 

233-246  Kapitola IX. Obecné věty o spojitosti a o derivacích 

247-268  Kapitola X. Použití věty o přírůstku funkce: Průběh funkcí 

269-287  Kapitola XI. Použití zobecněné věty o přírůstku funkce k vyšetřování limity 

(tzv. "neurčité výrazy") 

289-318  Kapitola XII. Použití zobecněné věty o přírůstku funkce: Taylorův vzorec a jeho 

aplikace 

319-353  Kapitola XIII. Funkce dvou proměnných 

355-369  Kapitola XIV. Implicitní funkce 

371-383  Kapitola XV. Komplexní čísla 
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Diferenciální počet II 
 

15-53 Kapitola I. Obecná teorie množin 

54-84 Kapitola II. Posloupnosti reálných a komplexních čísel 

85-127 Kapitola III. Nekonečné řady a součiny 

128-150 Kapitola IV. Stejnoměrná konvergence 

151-221 Kapitola V. Reálné funkce jedné reálné proměnné 

222-354 Kapitola VI. Metrické prostory. Spojitost a limita 

355-435 Kapitola VII. Parciální derivace a totální diferenciály 

436-474 Kapitola VIII. Implicitní funkce 

475-503 Kapitola IX. Záměna proměnných 

504-519 Kapitola X. Lokální maxima a minima funkce několika proměnných 

520-550 Kapitola XI. Mocninné řady 

551-579 Kapitola XII. Elementární funkce komplexní proměnné 

580-601 Dodatek I. Nekonečné řady, stejnoměrná konvergence a její zobecnění. 

Funkcionální rovnice 

602-613 Dodatek II 

614-660 Dodatek III. Věta Weierstrassova a implicitní funkce 

 
Integrální počet I 
 

13-23 Kapitola I. Přehled některých vět z „Diferenciálního počtu I‟ a doplňky k nim 

24-56 Kapitola II. Teorie určitého integrálu (Riemannova) 

57-80 Kapitola III. Teorie neurčitého integrálu neboli primitivní funkce 

81-115 Kapitola IV. Integrace některých speciálních typů funkcí, zvláště funkcí 

 racionálních 

116-129 Kapitola V. Obsah rovinných oborů a délka rovinné křivky 

130-137 Kapitola VI. Numerický výpočet určitých integrálů 

138-164 Kapitol VII. Užití integrálního počtu k zavedení elementárních funkcí 

165-179 Kapitola VIII. Úvod do teorie nevlastních integrálů 

180-189 Kapitola IX. Další vlastnosti Riemannova integrálu. Doplňky ke kap. II 

190-207 Kapitola X. Doplňky ke kap. III: Věty o střední hodnotě 

208-234 Kapitola XI. Integrály tvaru          
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Integrální počet II 
 

17-68 Kapitola I. Teorie míry 

69-86 Kapitola II. Měřitelné funkce 

87-146 Kapitola III. Základy theorie Lebesgue-Stieltjesova integrálu 

147-171 Kapitola IV. Převedení integrace (r+s)-rozměrné rozměrné na sled integrace  

 r-rozměrné a s-rozměrné 

172-200 Kapitola V. Lebesgueův integrál v E1 

201-230 Kapitola VI. Zavádění nových integračních proměnných r-rozměrného integrálu 

231-307 Kapitola VII. Početní technika Lebesgueova integrálu 

308-363 Kapitola VIII. Nevlastní integrály 

364-381 Kapitola IX. Doplňky k funkcím s variací konečnou 

382-435 Kapitola X. Pokračování o Lebesgue Stieltjesovu integrálu 

436-447 Kapitola XI. Riemannův integrál 

448-468 Kapitola XII. Perronův integrál 

469-536 Kapitola XIII. Fourierovy řady 

537-584 Kapitola XIV. Orthogonální systémy 

585-644 Kapitola XV. Asymptotické rozvoje 

645-665 Kapitola XVI. Formule Euler–Maclaurinova 

666-682 Kapitola XVII. Numerický výpočet určitých integrálů (mechanická kvadratura) 

683-704 Kapitola XVIII. Funkce Gamma 

705-747 Kapitola XIX. Transformace a výpočet eliptických integrálů 
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Porovnání Jarníkových učebnic s dalšími 
publikacemi 

Vybrané publikace se budeme snažit porovnat z hlediska jejich formy (formát, počet 

stran, použité písmo, apod.), používané terminologie, zařazení jednotlivých témat. 

Povšimneme si i množství obrázků a zvláštností ve značení a symbolice.   

Podkapitoly zde uvádějí autora a učebnice, se kterými budeme porovnání provádět. 

Přestože dnešní studenti oceňují nové metody, interaktivní způsoby studia jako je e-learning 

apod., přetrvává význam studia tištěných učebnic. Jelikož mám zkušenosti s matematikou 

z technických oborů, neboť jsem absolvovala předměty se studenty technické fakulty TUL, 

vybrala jsem pro srovnávání skripta od Miloslava Nekvindy, vedle nich skripta od Ilji 

Černého určená pro studenty učitelství na FP TUL a vázané učebnice Jiřího Veselého pro 

učitele vydané na MFF UK. Společné všem vybraným autorům je např. to, že pojem spojitost 

funkce je řazen před limitu funkce, ačkoliv je u jiných autorů časté i opačné pořadí.  

 

Vojtěch Jarník 

A. Diferenciální počet (I) [4] 

B. Diferenciální počet (II) [5] 

C. Integrální počet (I) [6] 

D. Integrální počet (II) [7] 

Pro srovnání jsem si vybrala již zmíněné čtyři učebnice s obsahy uvedenými 

v předcházející kapitole, ale jak je patrné právě z obsahu knih, na porovnání mi budou sloužit 

hlavně Diferenciální počet I. a Integrální počet I., jelikož v nich se vybrané pojmy (spojitost, 

limita, derivace, primitivní funkce, neurčitý integrál, určitý integrál) nacházejí. Formát 

publikací je mezi A5 a A4. Počty stran jednotlivých titulů po řadě jsou 392, 672, 244, 764. 

Jazyk Jarníkových knih se může jevit archaicky; na takový způsob vyjadřování nejsou dnešní 

studenti zvyklí. V Jarníkových knihách jsou pro čtenáře na konci probraného tématu uvedena 

i cvičení, která obsahují otázky, úkoly a příklady na zopakování a prohloubení znalostí. Každá 

věta je dokázána, je k ní uvedeno několik poznámek nebo praktických příkladů. Obrázků je 

v Jarníkových publikacích poměrně velké množství, ovšem nenacházejí se např. u pojmu 

limita funkce. Zajímavé je pořadí témat, která se týkají integrálů. Nejprve se Jarník věnuje 

Riemannovu integrálu, poté přechází k primitivní funkci a pouze okrajově zmiňuje neurčitý 
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integrál. S tím je spojena netypická terminologie, kdy autor celou kapitolu nazývá „Primitivní 

funkce neboli neurčitý integrál“, význam tohoto neobvyklého spojení je vysvětlen dále. 

   

Jiří Veselý 

A. Matematická analýza pro učitele první a druhý díl [19] 

Jedná se o dvě učebnice v rozsahu formátů mezi A5 a A4, první má 230 stran a druhá 220 

stran, přičemž druhá je pokračováním první včetně číslování stran. Přestože se fyzicky jedná 

o dvě knihy, jsou chápány jako jeden titul s jedním ISBN. Také celý obsah knihy (prvního 

i druhého dílu) je uváděn už v prvním dílu. Oproti ostatním autorům používá Veselý kromě 

definic, vět a poznámek ještě tvrzení a lemmata. Některé z kapitol této knihy začínají 

motivací nebo motivační úvahou. Veselý značí přirozený logaritmus místo obvyklého    

zkratkou    . Obrázků je v učebnicích velmi málo. Místo pojmu Newtonův integrál, přestože 

tak nazývá jednu z kapitol, zavádí autor obecnější pojem zobecněná primitivní funkce. Pořadí 

témat týkající se integrálů je opět jiné než u ostatních autorů. Témata jsou řazena následovně: 

primitivní funkce, Riemannův integrál, Newtonův integrál.  

 

Miloslav Nekvinda 

A. Matematika I [14] 

B. Matematika II [15] 

Dalším zvoleným autorem je Miloslav Nekvinda. Jeho skripta mají velikost A5 a počty 

stran jednotlivých titulů po řadě jsou 238, 104. Skriptum Matematika I. se na první pohled 

může jevit dnešnímu čtenáři méně přehledné, neboť je použit font, kvůli kterému se špatně 

orientuje v textu. Například vzorce obsahující znak ∑ (suma) jsou nečitelné, jelikož znak 

sumy má stejnou velikost jako ostatní malá písmena, stejně tak v limitě jsou uváděny znaky 

    ve stejné velikosti jako ostatní písmena. Oproti dalším vybraným autorům Nekvinda 

nepoužívá zvýraznění textu, ale nadpisy jako například „poznámka, definice, příklad“ jsou 

pouze podtrženy. Matematika II. se zdá přehlednější, je psaná jiným fontem a vzorce v textu 

nezanikají. Na těchto skriptech je vhodné ocenit důraz na názornost, jelikož k textu je 

přiloženo mnoho názorných obrázků. Pořadí témat se opět liší ve srovnání s ostatními autory. 

Jako první je definována primitivní funkce a neurčitý integrál, poté přechází autor 

k Riemannovu integrálu. 
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Ilja Černý 

A. Matematická analýza 1. část [1] 

B. Matematická analýza 2. část [2] 

C. Matematická analýzy 3. část [3] 

Na porovnání s Jarníkovými knihami jsem si zvolila třídílnou sérii skript od profesora Ilji 

Černého, která byla vydána Technickou univerzitou v Liberci s určením pro fakultu 

pedagogickou. Na těchto skriptech lze ocenit formát (A4), velikost písmen a v důsledku toho 

i přehlednost. Počty stran jednotlivých titulů po řadě jsou 225, 164, 125. Nevyskytuje se zde 

skoro žádný obrázek na dokreslení představ. Text je stejně jako u Jarníka doplněn o cvičení, 

která jsou zařazena průběžně, nikoli na konci kapitol nebo témat. Zajímavostí je symbolika, 

kterou Černý používá. Přirozený logaritmus stejně jako Veselý neznačí běžně používanou 

značkou    ale znakem   . Další odlišností je znak množinového rozdílu „ “. Autor používá 

jako název kapitoly o neurčitém integrálu pojem „Newtonův integrál“, ovšem v definici uvádí 

pojem zobecněná primitivní funkce. Pořadí témat je stejné jako u Nekvindy, tedy: primitivní 

funkce, Newtonův integrál (zobecněná primitivní funkce), Riemannův integrál. 
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Vybrané základní pojmy 

Charakteristiky a specifika jednotlivých publikací ve srovnání s učebnicemi V. Jarníka 

budeme detailněji ilustrovat na několika vybraných pojmech matematické analýzy: spojitost 

funkce v bodě, limita funkce, derivace, neurčitý integrál (primitivní funkce) a určitý integrál. 

Získané poznatky a charakteristiku vybraných publikací předkládám také z toho důvodu, 

abych dala čtenáři přehled o tom, jak jednotlivé publikace vysvětlují vybrané pojmy, a mohl 

se díky tomu rozhodnout, která z nich mu bude nejvíce vyhovovat.   
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Spojitost funkce 

JARNÍK: 
V úvodu podkapitoly „Spojitost“ je 

čtenáři vysvětlen problém spojitosti. 

Přikládá k tomuto začátku i dva 

názorné grafy spojitých funkcí. 

Po tomto úvodu autor usuzuje, 

že čtenář je již připraven na definici 

pojmu spojitost funkce v bodě. ([4], str. 158 ˗ 159) 

 

Definice 17. Říkáme, že funkce      je spojitá v bodě  , jestliže ke každému kladnému číslu   

existuje kladné číslo   tak, že nerovnost  

(11)                    

je splněna pro všechny hodnoty  , pro něž je  

(12)            . 

 

Je neobvyklé, že autor nezdůrazňuje, že    . Nachází se zde věta o spojitosti absolutní 

hodnoty funkce, součtu, rozdílu, součinu a podílu funkcí. Důkaz k této větě autor odkládá, 

jelikož následují věty podobné, které poté, jak píše: „odbude všechny najednou“. Následuje 

věta o spojitosti složené funkce.  

Věta o jednostranné spojitosti funkce v bodě je uvedena v následující podkapitole „Limita 

funkce“, kde se vysvětluje právě pomocí limit. Ovšem i v podkapitole „Spojitost“ je uvedena 

definice spojitosti zleva a zprava, která se podobá původní definici spojitosti funkce v bodě 

s jediným rozdílem, že při spojitosti v bodě zprava si nevšímáme hodnot x ležících vlevo 

od bodu a obdobně při spojitosti zleva si nevšímáme hodnot x ležících vpravo. Podkapitolu 

končí autor cvičením. 

 

VESELÝ: 
Podkapitola „Spojitost funkce“ předchází podkapitole „Limita funkce“. Autor nepíše 

žádný úvod, ale rovnou předkládá definici z roku 1817 od Bernarda Bolzana, což byl český 

německy hovořící matematik, filosof a kněz. ([19], str. 104). Tato definice je založena 

na pojmu okolí.  

 

Obrázek 2: Jarník- spojitost 1 Obrázek 3: Jarník- spojitost 2 
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Definice 4.2.1. (Bolzano 1817). Říkáme, že funkce f je spojitá v bodě     , jestliže 

                                         . 

 

Následují důsledky definice, např. to, že funkce spojitá v bodě je v tomto bodě 

definovaná. Uvádí dva zajímavé příklady funkcí: Dirichletovu funkci a Riemannovu funkci, 

které nejsou spojité v žádném bodě definičního oboru. Jak autor píše, existuje ještě další 

přístup ke spojitosti funkcí pomocí posloupností a uvádí větu, která popisuje ekvivalentní 

definici spojitosti. Tato věta je z roku 1872 od německého matematika Eduarda Heineho a zní 

následovně: „Funkce   je spojitá v bodě   , právě tehdy, když platí pro každou posloupnost 

    :                  .“ ([18], str. 106) Následuje spojitost součtu, rozdílu, 

součinu a podílu funkcí. Víme již, že právě takto definuje spojitost Černý.  

 
NEKVINDA: 

Kapitola „Spojitost“ předchází kapitole „Limita“. 

Opět autor ozřejmuje důležitost pojmu. Pomocí 

přirovnání množiny k fotbalovému míči vysvětluje 

pojmy spojitá a nespojitá deformace, tím, že když je míč 

při hře tvarován, dochází ke spojité deformaci, neboť 

body, které byly blízko sebe, jsou po deformaci stále 

blízko sebe, kdežto u nespojité deformace dochází k protržení míče a body, které byly blízko 

sebe, už blízko sebe nejsou. Tento text čtenáři napomáhá představit si jinak abstraktní pojem. 

Poté je zaveden pojem okolí bodu a následuje definice. ([14], str. 67) 

 

Definice 15.1. Říkáme, že funkce   je spojitá v bodě  , jestliže ke každému okolí   bodu      

existuje okolí   bodu   tak, že platí následující implikace:  

(15.1)  Je-li    , pak       . 

Charakterizujeme-li okolí   číslem     a okolí   číslem    , můžeme definici 

formulovat takto:  

Říkáme, že f je spojitá v bodě c, jestliže ke každému     existuje     tak, že platí: 

(15.2)  Je-li        , pak              . 

Nechceme-li používat absolutních hodnot, můžeme implikaci přepsat ve tvaru:  

(15.3)  Je-li             , pak                     . 

Obrázek 4: Nekvinda- spojitost funkce 
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Autor definice dále rozebírá, uvádí příslušné obrázky a dva příklady ilustrující problém 

spojitosti. Uvádí větu o spojitosti absolutní hodnoty funkce, součtu, rozdílu, součinu a podílu 

funkcí. Důkazy k těmto větám nejsou prováděny z toho důvodu, že podle autora jsou věty 

srozumitelné a o jejich platnosti nelze pochybovat. Ovšem u věty o spojitosti složené funkce 

už autor důkaz provedl. Kapitola končí dvěma příklady. Další věty o spojitosti, jako např. 

o jednostranné spojitosti se prolínají kapitolou Limita. 

 
ČERNÝ: 

Učebnici profesora Černého je třeba rozebrat jiným způsobem než ostatní tři autory, 

neboť je velmi odlišná. Co se týká spojitosti, limity a derivace, je tímto názvem pojmenována 

pouze jedna celá kapitola, které ovšem čítá 42 stran. Nejprve se autor věnuje vysvětlení 

pojmu funkce, jako zobrazení. Poté již ihned uvádí definice spojitosti. ([1], str. 69) 

 

Říkáme, že funkce f je spojitá v bodě     , platí-li implikace  

(4.1.2)                  .  

(To znamená: pro každou reálnou posloupnost     , která konverguje k číslu     , 

konverguje posloupnost         příslušných funkčních hodnot k hodnotě       funkce   

v bodě   .) 

 

Jak je vidět, na rozdíl od předchozích autorů se Černý opírá v definici o pojem limita, 

resp. konvergence posloupnosti. Následuje spojitost zprava a zleva a na ni navazuje přímo 

definicí limity, ke které opět přidává limitu zprava a limitu zleva. ([1], str. 70) V definici je 

uvedeno   , čímž má autor na mysli rozšířený obor reálných čísel o    a   . 

 

Je-li      ,     , říkáme, že funkce   má v bodě    limitu   a píšeme  

(4.1.4)               nebo        pro     ,  

platí-li implikace  

(4.1.5)                 . 
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Vzápětí je uvedena definice derivace, jednostranná i oboustranná. ([1], str. 71) 

 

Je-li     , definujeme derivaci        funkce   v bodě    rovností  

(4.1.10)               

          

    
,  

existuje-li (konečná nebo nekonečná) limita vpravo. Existuje-li konečná       , říkáme, že   

je diferencovatelná v bodě   . 

 

Po tomto, jak se může zdát, velice rychlém začátku, přichází mnoho řešených příkladů 

a cvičení. Nechybí ani poznámky a věty doplňující probírané téma, jako jsou například věty 

o limitě součtu, rozdílu, součinu a podílu funkcí.  Černý uvádí i zmínku o Riemannově 

a Dirichletově funkci.  

 

 

 

 

 

Závěr: 
Černý, na rozdíl od ostatních autorů, používá v definici spojitosti pojem limita, resp. 

konvergence posloupnosti. Veselým uváděná definice od Bolzana je založena na pojmu okolí. 

Jarník v definici pojmu spojitost funkce v bodě využívá pouze absolutních hodnot. Nekvinda 

uvádí stejně jako Jarník absolutní hodnoty, ale k nim i poznámku, která je součástí definice, 

že se dá implikace přepsat ve tvaru s intervaly. 

 

 

Obrázek 5: Černý- geometrický význam derivace 
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Limita funkce 

JARNÍK: 
Oddíl „Limita funkce“ je součástí kapitoly „Spojitost a limita funkce“. Začíná názorným 

příkladem funkce      
    

 
, která není v bodě     definována. Díky tomu přechází 

přirozeně k zavedení limity. ([4], str. 167) 

 

Definice 19. Říkáme, že funkce      má v bodě   limitu  , jestliže ke každému kladnému číslu 

  existuje kladné číslo   tak, že nerovnost  

(25)                

platí pro všechna  , pro něž je          . 

 

Z definice je patrné, že autor definuje pouze vlastní limitu ve vlastním bodě. Můžeme 

si povšimnout značení prstencového okolí bodu nerovností          . Ihned poté 

následuje definice jednostranné limity. Autor uvádí vztah mezi spojitostí funkce a limity 

funkce. Věta o spojitosti zprava (popřípadě zleva) se nachází až v této kapitole o limitě 

funkce.  

Poté se autor vrací k uváděnému příkladu a vyšetřuje jeho jednostranné limity. 

I s důkazem je zde čtenáři předkládána věta o limitě absolutní hodnoty funkce, součtu, 

rozdílu, součinu i podílu funkcí.  V této kapitole je ještě uvedena limita složené funkce 

s důkazem, poté už autor přechází ke cvičení. Mezi následující kapitoly patří „Nevlastní 

limita“, „Limity v bodech      “.  

 
VESELÝ: 

Téma „Limita funkce“ začíná zavedením pojmu prstencové okolí bodu (     ). 

Následuje definice. Autor v poznámce uvádí, že se jedná o definici z roku 1874 

od německého matematika Karla Theodora Wilhelma Weierstrasse. ([19], str. 110)  
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Definice 4.3.2 (Weierstrass 1874). Říkáme, že funkce f má v bodě       limitu     , 

jestliže platí  

                             . 

Píšeme              , nebo        pro     . Chceme-li pracovat s parametry 

okolí, lze definici modifikovat takto  

                                   . 

Má-li funkce limitu    nebo    říkáme, že má nevlastní limitu. 

 

Jak vidíme, autor pracuje s rozšířeným číselným oborem reálných čísel   , kde přidává 

i „body“    a  . Definice zahrnuje i nevlastní limitu, popř. limitu v nevlastním bodě. 

Následuje lemma o jednoznačnosti limity funkce, tvrzení o limitě spojité funkce. Autor uvádí 

limity součtu, rozdílu, součinu a podílu funkcí. Nachází se zde i věta o limitě sevřené funkce 

a Bolzano-Cauchyho podmínka pro existenci limity. Teprve po všech větách, důkazech, 

tvrzeních a poznámkách následuje pár řešených příkladů.  

V učebnici jsou uvedeny i dvě definice jednostranných limit z roku 1837 od německého 

matematika Johanna Petera Gustava Lejeunea Dirichleta, k tomu jsou připojeny i definice 

o spojitosti funkce v bodě zprava a zleva s následnou spojitostí v bodě. 

Mezi dalšími probíranými tématy je spojitost funkce na uzavřeném intervalu, nabývání 

maxima a minima spojité funkce v uzavřeném intervalu.  

Autor uvádí takzvanou Darbouxovou vlastnost funkce, respektive vlastnost nabývání 

mezihodnot.  

 
NEKVINDA: 

Autor začíná kapitolu s názvem „Limita“ nejprve 

zdůrazněním důležitosti tohoto pojmu. Jako motivační příklad 

volí funkci       
     

 
, kde zkoumá, jak se dají určit hodnoty, 

kterých tato funkce nabývá v okolí nuly.  Po předběžných 

úvahách je uvedena definice. ([14], str. 72) 

  

Obrázek 6: Nekvinda- limita 

https://cs.wikipedia.org/wiki/Johann_Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet
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Definice 16.1. Řekneme, že funkce f má za limitu číslo A pro x blížící se bodu c, jestliže ke 

každému     existuje     takové, že platí:  

(16.1.) Je-li             ,     , pak           .  

Píšeme pak 

               

a čteme: limita funkce f pro x blížící se k c (nebo též pro x konvergující k bodu c) je rovna A. 

 

V definici je uvedena neobvyklá symbolika     , Nekvinda tím značí          . 

K textu je přidán ilustrující obrázek (obrázek 6). Následuje věta o vztahu limity a spojitosti 

funkce v bodě.  

Po vyřešení dvou příkladů na limitu funkce přichází téma jednostranná limita. Autor 

uvádí pouze limitu zprava společně s ilustrujícím obrázkem a o limitě zleva zmiňuje pouze, 

že je definována obdobným způsobem. Ihned poté uvádí větu o vztahu mezi jednostrannými 

limitami funkce a limitou funkce. Kapitolu o jednostranných limitách ukončuje dvěma 

řešenými příklady.  

Limity nevlastní a limity v nevlastních bodech začíná Nekvinda definicí. Autor uvádí 

několik obrázků, které čtenáři přiblíží probíraný problém. Také jsou zde uvedena grafická 

znázornění některých variant nevlastních limit (jednostranných, oboustranných, rovných    

nebo   ).  

Je zajímavé, že si autor jako názvy dvou kapitol zvolil limity funkcí, přesněji tyto limity: 

      
    

 
   a       

     

 
  . 

 
ČERNÝ: 

Vzhledem k tomu, že Černý uvádí pojmy limita funkce v bodě, spojitost funkce v bodě 

a derivaci v jedné kapitole, není možné je rozdělit a zabývat se jimi zvlášť, proto je zařazuji 

dohromady v kapitole „Spojitost funkce“.  

  

Závěr: 
Jarník definuje pouze vlastní limitu ve vlastním bodě, nevlastní limity a limity v    

a    rozebírá v samostatných kapitolách, kde uvádí jejich definice. Veselý pracuje 

s rozšířeným oborem reálných čísel (o    a   ) a v jedné definici definuje i nevlastní limitu 

a limitu v nevlastním bodě. Na rozdíl od všech ostatních používá Veselý pojmy prstencové 
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okolí bodu a okolí bodu. Nekvinda stejně jako Jarník v definici uvádí pouze vlastní limitu 

ve vlastním bodě a nevlastní limity mají samostatnou kapitolu se samostatnými definicemi. 

Černý pracuje stejně jako Veselý s rozšířeným oborem reálných čísel.  
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Derivace 

JARNÍK: 
Na začátku kapitoly „Derivace“ jsou uvedeny dva motivační 

příklady týkající se okamžité rychlosti a směrnice tečny ke grafu. 

Poté je zde již definice, kterou autor doplňuje několika 

poznámkami. Po definici uvádí příklad, který je doplněn obrázkem 

pro lepší představu. ([4], str. 209) 

 

Definice 24. Budiž   funkce,    číslo. Limitu 

(5)           
             

 
  

nazýváme derivací funkce   v bodě   . Obdobně nazýváme limitu  

(6)          
             

 
 (popř.        

             

 
)  

derivací funkce   v bodě    zprava (popř. zleva). Neexistuje-li první, popř. druhá, popř. 

třetí z těchto limit, říkáme, že funkce f nemá v bodě    derivaci, popř. derivaci zprava, popř. 

zleva. Limity (5), (6) mohou být vlastní nebo nevlastní; mluvíme pak o vlastní nebo nevlastní 

derivaci. 

 

Jednostranná derivace je v této učebnici na rozdíl od ostatních definována společně 

s derivací. Po tomto zavedení pojmu přichází podkapitola „Počítání derivací“, ve které 

se nachází vzorce (věty) pro výpočet derivace funkce násobené konstantou, součtu funkcí, 

součinu a podílu dvou funkcí. Následuje věta o derivaci inverzní funkce. Nechybí zde důkazy 

uvedených vět ani řešené příklady. V závěru kapitoly je velké množství neřešených příkladů 

(s výsledky) ve formě cvičení. 

 
VESELÝ: 

Na začátku kapitoly je uvedena motivace, pod níž se skrývají dvě úlohy z běžného života, 

které se dají vyřešit právě pomocí derivace. Jedná se o okamžitou rychlost a směrnici tečny 

ke grafu. Po těchto motivačních úlohách je uvedena definice, tentokrát bez historických 

poznámek. ([19], str. 126) 

  

Obrázek 7: Jarník- derivace 
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Definice 5.1.3. Nechť je funkce   definována v nějakém okolí       bodu    z  . Potom 

limitu (pokud existuje)  

   
    

          

    
 

nazýváme derivací funkce   v bodě    a značíme ji       .  

Je-li i         , říkáme, že   má v bodě    vlastní derivaci. Je-li          , říkáme, 

že   má v bodě    nevlastní derivaci. Pokud vyšetřovaná limita neexistuje, říkáme, že f nemá 

v bodě    derivaci nebo že        neexistuje.  

 

Autor uvádí také ekvivalentní definici, tedy              
             

 
  poté definuje 

derivaci zleva a zprava. Zde je uveden příklad funkce signum, kterou autor derivuje zprava 

i zleva v bodě 0, obě derivace vycházejí   , má tedy v tomto bodě derivaci rovnu   , 

ovšem tato funkce není v bodě 0 spojitá. Následují početní pravidla, která se týkají derivace 

součtu a rozdílu funkcí, dále derivace funkce násobené konstantou, nakonec derivace součinu 

a rozdílu funkcí. Ke všem tvrzením jsou uvedeny důkazy. Poté přichází věta o derivaci 

složené funkce společně s důkazem. Zajímavostí je velký důraz na historii pojmu derivace, 

která je uvedena na konci kapitoly. Je v ní poznamenáno, že počátky vývoje pojmu derivace 

lze hledat v geometrických a fyzikálních problémech, jako např. hledání úhlu, pod nímž 

se protínají křivky, konstrukce dalekohledu, hledání maxima a minima funkce, problémy 

s rychlostí a zrychlením pohybu.  

 
NEKVINDA: 

Autor stejně jako Veselý uvádí na začátku kapitoly o derivacích dvě úlohy, které sice 

nenazývá motivačními, ale tuto funkci zastávají. Jedná se o klasické úlohy na použití derivace 

pro řešení okamžité rychlosti a tečny ke grafu funkce (jako limitní polohy sečny). Po určení 

vzorců pro limity u těchto základních úloh zavádí nový pojem, pojem derivace. ([14], str. 86) 

  

Obrázek 8: Nekvinda- derivace 
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Definice 22.1 Nechť existuje limita                      .  

Pak tuto limitu nazýváme derivací funkce f v bodě x a značíme ji symboly 

(22.3)        
     

  
             

           

 
.  

Zavedeme-li substituci      , bude       a vzorec pro derivaci nabude tvaru 

(22.4)               
         

   
. 

 

Autor se zabývá fyzikálním významem derivace (okamžitá rychlost) i různým značením 

derivace (čárkou, tečkou i podílem         ).  

Další podkapitolou jsou základní vzorce pro derivování. Jako jediný z autorů uvádí 

souhrnně tabulku derivací elementárních funkcí, tzv. tabulku derivace, kde ovšem chybí 

vzorec pro derivování funkce      . K této kapitole patří i šest procvičujících příkladů. 

V následující kapitole dochází k odvození obecných pravidel pro derivování, jako např. 

pravidlo o derivaci součtu, součinu a podílu funkcí, vynechána není ani derivace složené 

a inverzní funkce. 

Některé z následujících kapitol jsou například: „Diferenciál funkce“, „Vyšší derivace“, 

„Výpočet derivací funkce zadané implicitně“, „Výpočet derivací podle x v případě 

parametrického zadání“ nebo „Výpočet derivací podle x v případě křivek zadaných 

v polárních souřadnicích“. 

Oproti ostatním autorům Nekvinda neuvádí pojem a tudíž ani definici jednostranné 

derivace. 

 
ČERNÝ: 

Vzhledem k tomu, že Černý uvádí pojmy limita funkce v bodě, spojitost funkce v bodě 

a derivaci v jedné kapitole, není možné je rozdělit a zabývat se jimi zvlášť, proto je zařazuji 

dohromady v kapitole „Spojitost funkce“. 

 
Závěr: 

Jarník využívá vzorec s  , v definici uvádí rovnou i derivaci zleva a derivaci zprava, 

v definici je i poznámka o tom, že derivace mohou být vlastní i nevlastní. Veselý pracuje 

s ekvivalentním vzorcem, kde pokládá        , definuje nevlastní derivace, ale na rozdíl 

od Jarníka derivace zprava a zleva uvádí až v následující samostatné definici. Nekvinda 

vychází ze stejného vzorce jako Jarník, ale předkládá i upravený vzorec se substitucí jako má 
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Veselý. V jeho definici se neobjevuje nevlastní derivace ani jednostranná derivace. Stejně tak 

se neobjevují tyto dva pojmy ani u Černého. Ten uvádí vzorec, který se objevuje u Veselého.   
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Primitivní funkce a neurčitý integrál 

JARNÍK: 
Ještě než Jarník definuje primitivní funkcí, zabývá se souvislostí primitivní funkce 

s určitým integrálem, aniž by byla primitivní funkce definována a tento pojem primitivní 

funke je zmíněn pouze jednou. Podkapitola začíná větou (č. 39), která zní: „Budiž    ; 

nechť existuje integrál        
 

 
. Budiž      funkce spojitá v uzavřeném intervalu      , jež 

v každém bodě otevřeného intervalu       má derivaci           . Potom jest 

       
 

 
          .“ Je vidět, že Jarník dává přednost pojmu určitý integrál a z něj 

přechází na primitivní funkci.   

Kapitola, ve které Jarník tyto dva pojmy uvádí, se nazývá „Theorie neurčitého integrálu 

neboli primitivní funkce“ přičemž tento nadpis může být zavádějící, protože víme, že neurčitý 

integrál a primitivní funkce není totéž a ani autor tímto způsobem uvedený nadpis takto 

nechápal. Neurčitý integrál je množinou všech primitivních funkcí dané funkce, proto tam 

spojka „neboli“ nevyznívá srozumitelně, ale jak sám autor uvádí, přidržuje se tohoto označení 

z důvodů: „Dvojice označení „určitý integrál = Riemannův určitý integrál“ a „neurčitý 

integrál = primitivní funkce“ není příliš důsledná. Přidržuji se jí jen proto, že je tradiční 

v elementárních učebnicích.“ (Jarník, Integrální počet I., 1984, str. 165). ([6], str. 57) 

 

§ 1. Definice primitivní funkce. Buďte     ,      dvě funkce definované v otevřeném 

intervalu       (omezeném nebo neomezeném). Platí-li pro všechna   intervalu       rovnice 

          , říkáme, že funkce      je primitivní funkcí k funkci      v intervalu      . 

 

Definice neurčitého integrálu není vůbec uvedena. Jarník dává důraz na pojem primitivní 

funkce, a jak vyznívá z názvu kapitoly, bere tyto dva pojmy neurčitý integrál a primitivní 

funkci víceméně jako pojem jeden. Pojem neurčitý integrál splývá mezi řádky a autor 

se o něm zmiňuje jen v krátkosti: „Primitivní funkce k funkci      v intervalu       

nazýváme také neurčitým integrálem funkce      v intervalu       a značíme ji znakem 

       . Jinými slovy: neurčitým integrálem funkce      v intervalu       nazýváme 

každou funkci (definovanou v intervalu      ), jež má pro každé v intervalu       derivaci 

rovnou číslu     .“ ([6], str. 58) 
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VESELÝ: 
Primitivní funkcí se autor zabývá na straně 207 [19]. Je zde uvedena definice. 

 

Definice 8.1.1. Nechť   je funkce definovaná na        . Pak funkci  , pro kterou platí 

           pro všechna        , nazýváme primitivní funkcí k   (na intervalu         

 

Oproti jiným kapitolám se zde autor zabývá hlavně výpočty, tedy výpočtem primitivní 

funkce. Zejména v kapitolách „Výpočty primitivní funkce“ a „Integrace racionálních funkcí“ 

je vyřešeno více příkladů, než je obvyklé v jiných kapitolách.   

Co se týká neurčitého integrálu, je uveden až v druhé učebnici na straně 264 a to teprve 

poté, co byl definován určitý Riemannův integrál. Kapitola se nazývá „Newtonův integrál“, 

ale autor zavádí obecnější pojem zobecněná primitivní funkce. ([18], str. 264) 

 

Definice 10.3.1. Nechť       je konečná množina a nechť pro funkci   definovanou 

na intervalu       a funkci   definovanou na     platí:  

                . 

Dále nechť   je spojitá funkce na  . Potom říkáme, že F je zobecněná primitivní funkce k   

na  .  

 
NEKVINDA: 

Autor začíná s definicí primitivní funkce: ([14], str. 136) 

 

Definice 39.1 Nechť  ,   jsou dvě funkce definované v intervalu  . Říkáme, že   je primitivní 

funkcí k   v intervalu  , jestliže platí 

             pro všechna    . 

 

Od primitivní funkce se dostává k neurčitému integrálu přes stanovení dvou otázek, první 

z nich se týká problému existence a jednoznačnosti primitivní funkce, druhou otázkou 

je problém nalezení primitivní funkce. Nevynechává ani větu, která říká, že operace sestrojení 

primitivní funkce není jednoznačná. Poté již plynule přechází k samotné definici neurčitého 

integrálu a k tabulce základních integrálů. ([14], str. 137) 
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Definice 39.2 Nechť funkce   má v intervalu   primitivní funkci. Pak množinu všech 

primitivních funkcí k funkci   v intervalu   nazýváme neurčitým integrálem funkce   

v intervalu   a značíme symbolem        . 

 

V závěru kapitoly autor s důkazem uvádí, že operace integrování je aditivní a homogenní, 

tedy že je lineární. Nechybí ani ilustrativní příklad s řešením. Další kapitoly se týkají 

substituce v integrálech, integrování po částech (neboli per partes) nebo parciálních zlomků, 

které se používají při integraci racionálních funkcí. Kapitoly jsou zaměřeny prakticky, 

nechybí zde velké množství řešených příkladů. 

 
ČERNÝ: 

Oproti předchozím stručnějším kapitolám je kapitola o primitivní funkci poměrně 

rozsáhlá. Kapitola má šedesát stran a začíná tím, že se musíme ze začátku vyhýbat termínu 

integrace, vzhledem k tomu, že se stejný termín používá i v jiných souvislostech. Zavádí 

pojem primitivní funkce. ([2], str. 47) 

 

7.1. Je-li          , kde          , říkáme, že funkce           je 

funkcí primitivní k   v      , je-li      všude v      . Množinu všech funkcí primitivních 

k f v       budeme značit             nebo o něco stručněji           Je tedy 

(7.1.1.)                                         ; 

nevylučujeme ovšem ani případ, že   primitivní funkci nemá, tj. případ, že            . 

 

Po definici přichází věta o množině primitivních funkcí. Co se týká konstanty c, 

má k ní autor několik zajímavých poznámek. Tvrdí, že ve velkém množství případů je 

zbytečné ji psát. 

Newtonův integrál uvádí autor až v další samostatné kapitole s názvem „Newtonův 

integrál“, ale definicí zavádí pojem zobecněná primitivní funkce. ([2], str. 108) 
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8.1 Nechť           a nechť       je interval s krajními body    . Říkáme, že 

       je zobecněná primitivní funkce funkce   na (nebo: v) intervalu  , jestliže zaprvé  

(8.1.1.1)      je spojitá v    

a zadruhé  

(8.1.1.2) existuje konečná množina       tak, že rovnost      platí všude v    . 

 

Dále uvádí velké množství příkladů. Následuje linearita integrálu, monotonie integrálu 

a aditivita integrálu. Ihned za sebou uvádí dvě metody hledání výpočtu Newtonova integrálu, 

tedy metodu per partes a substituci. Po jejich vysvětlení uvádí pouze pár příkladů 

a až po zavedení obou pojmů přikládá větší množství příkladů na procvičení.  

 
Závěr: 

Jarník definuje pouze primitivní funkci; neurčitý integrál nemá svou vlastní definici, autor 

se o něm zmiňuje jen v krátkosti. Veselého definice primitivní funkce je shodná s Jarníkovou 

definicí a stejně jako on zavádí také zobecněnou primitivní funkci. Definice primitivní funkce 

u Nekvindy je stejná jako u Jarníka. Oproti Jarníkovi ovšem definuje neurčitý integrál. 

Černého definice je na rozdíl od ostatních autorů podrobnější, mimo jiné se v ní zabývá 

i situací, kdy funkce nemá primitivní funkci. Místo neurčitého integrálu zavádí Černý pojem 

zobecněná primitivní funkce, stejně jako je tomu u Jarníka a Veselého.      
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Riemannův integrál 

JARNÍK:  
V úvodní podkapitole kapitoly „Teorie určitého integrálu 

(Riemannova)“ uvádí Jarník geometrický význam určitého 

integrálu. Zavádí pojmy infimum a supremum         funkce 

v uzavřeném intervalu. Rozděluje obsah měřené plochy pod 

grafem na geometrické útvary (konkrétně obdélníky), jejichž 

obsah dovedeme spočítat, tak, aby nepřesahovaly hranici měřené 

oblasti a vzájemně se nepřekrývaly. Tuto skutečnost ilustruje 

na přikládaných obrázcích.   

Další podkapitola se nazývá Součtová definice určitého 

integrálu, v níž Jarník zavádí pojmy: dělící body, dělení  , horní 

a dolní součet      a      příslušný k dělení, supremum   

a infimum   funkce na uzavřeném dílčím intervalu, ve větě č. 12 

zavádí největší hodnotu horního součtu          a nejmenší 

hodnotu dolního součtu (m      . 

Poté již přichází k zavedení pojmů dolní integrál funkce 

na omezeném intervalu, jakožto supremum dolních součtů 

a horní integrál funkce na omezeném intervalu jako infimum 

horních součtů. Až na konci podkapitoly zaniká mezi řádky závěr 

definice: „Říkáme v tomto případě (tj. tehdy, když se horní integrál 

rovná dolnímu), že        
 

 
 existuje, nebo že funkce      má určitý integrál od a do b nebo 

také, že funkce      jest integrace schopna v intervalu      .“ ([6], str. 31) 

Jak je vidět i v dalších podkapitolách, autor dává důraz na pojmy horní a dolní integrál, 

které používá v následujících větách, například ve větě o integraci součtu uvádí tyto dvě 

nerovnosti:  

                
 

 
                  

 

 

 

 
;  

                
 

 
         

 

 
         

 

 
. 

 

VESELÝ: 
V kapitole Riemannův integrál Veselý nejprve zavádí a vysvětluje důležité pojmy, 

například dělení intervalu. Uvádí definici z roku 1823 od Augustina Louise Cauchyho 

Obrázek 9: Jarník- určitý integrál 

https://cs.wikipedia.org/wiki/Geometrie
https://www.google.cz/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwinxdTt5NjKAhXHOQ8KHQ4vCOIQFggcMAA&url=https%3A%2F%2Fcs.wikipedia.org%2Fwiki%2FAugustin_Louis_Cauchy&usg=AFQjCNFSsPNYXA9zgWkCznMeySzJShhQQA
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o integrovatelné funkci. „Funkce   se nazývá integrovatelná (dle Cauchyho) na intervalu 

      a hodnota jejího integrálu je rovna číslu    , jestliže platí: pro každé      existuje 

    tak, že                            
 
      . Je-li splněna tato podmínka, 

definujeme          
 

 
.“ ([18], str. 252) Ve větě je uveden symbol     , který znamená 

normu dělení. Následují tři lemmata a poté již samotná definice z roku 1854 od Riemanna 

a z roku 1875 od Darbouxe. ([19], str. 253) 

 

Definice 10.2.9 (Riemann 1854, Darboux 1875). Označme pro každou (dle úmluvy 

neomezenou) funkci   definovanou na intervalu       

                                

                                 

Platí-li                    , pak definujeme                     a nazýváme hodnotu 

         Riemannův integrál funkce   na intervalu      . Píšeme pak  

                   
 

 
. 

 

Po definici přichází věty, poznámky, lemata a poté již výše zmíněný Newtonův integrál, 

kterým jsem se zabývala již v předchozí podkapitole „Primitivní funkce a neurčitý integrál“. 

 
NEKVINDA: 
 

Oddíl s názvem Riemannův integrál začíná autor kapitolou „Modelová úloha a integrál“. 

Po této kapitole již přichází kapitola Riemannův integrál, definice. Ovšem autor ji neuvádí 

ihned na začátku, nejprve musí zavést a vysvětlit několik důležitých pojmů, například dělení 

intervalu, zjemnění dělení, dolní integrální součet atd. Teprve poté se autor dostává k definici 

Riemannova integrálu. ([14], str. 177) 

  

Obrázek 10: Nekvinda- Riemannův integrál 
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Definice 50.1. Říkáme, že funkce   má v intervalu       Riemannův integrál resp. že je v 

      riemannovsky integrovatelná, je-li dolní integrál z funkce   roven hornímu integrálu. 

V tomto případě definujeme Riemannův integrál od   do   z funkce  , znak        
 

 
, jako 

společnou hodnotu dolního a horního integrálu, tedy  

        
 

 
       
 

 
        

 

 
. 

Jestliže        
 

 
        

 

 
, říkáme, že funkce   nemá v intervalu       Riemannův 

integrál resp. že není v       riemannovsky integrovatelná. Symbol        
 

 
 není v tomto 

případě definován. 

 

Na konci kapitoly uvádí základní geometrickou aplikaci tedy obsah plochy křivočarého 

lichoběžníka, pokud je funkce v intervalu nezáporná. Další kapitoly pojednávají o existenci 

Riemannova integrálu, jeho vlastnostech, geometrickém významu a velké množství kapitol 

tohoto oddílu je věnováno praktickému využití určitého integrálu například při výpočtech 

obsahů rotačních útvarů a válcových ploch, délky křivky atd.  

 
ČERNÝ:  

Začátek kapitoly nazvané „Riemannův integrál“ je věnován důležitosti pojmu, ovšem 

ve srovnání s Lebesgueovým integrálem (od francouzského matematika Henri Léona 

Lebesgueho) je úvod zaměřen také na nedostatky Riemannova integrálu. Černý se ptá, čemu 

má dát člověk přednost, zda Riemannovu s jednoduchou definicí a špatnými vlastnostmi nebo 

například Lebesgueovu integrálu s mnohem komplikovanější definicí a uspokojivými 

vlastnostmi. Ten, kdo ho zavádí, dává přednost Riemannovu, ale vyvstává otázka: „Zavádíme 

integrál kvůli definici, nebo proto, že s ním chceme pracovat?“ ([3], str. 160) Jak autor uvádí, 

jediným racionálním důvodem, proč se zabývat Riemannovým integrálem, je možnost důkazu 

věty o existenci primitivní funkce ke spojité funkci (na otevřeném intervalu).  

Původní součtovou definici Riemannova integrálu nahrazuje ekvivalentní definicí 

od francouzského matematika Jeana Gastona Darbouxe. Zahrnuje do ní vysvětlení horního 

a dolního součtu, zjemnění dělení, horní a dolní integrál a v závěru definuje Riemannův 

integrál, jakožto rovnost horního a dolního integrálu. Jelikož je to definice velmi dlouhá, 

uvádím ji v závěru mezi přílohami. 

https://cs.wikipedia.org/wiki/Henri_L%C3%A9on_Lebesgue
https://cs.wikipedia.org/wiki/Jean_Gaston_Darboux


43 

 

Dále se autor věnuje aditivitě integrálu vzhledem k integračnímu oboru, monotonii 

integrálu a jeho existenci. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Závěr: 
Veselý jako jediný v definici uvádí určitý integrál jako rovnost suprema množiny dolních 

součtů a infima množiny horních součtů. Tyto hodnoty značí dolní a horní Riemannův 

integrál. Jarníkovu definici tvoří celá samostatná podkapitola s názvem „Součtová definice 

Riemannova integrálu“. Podobně je tomu tak i u Černého. Oba tito autoři v definici zavádí 

a vysvětlují pojmy, které jsou k definici Riemannova integrálu nezbytné. Autoři 

Veselý, Nekvinda nejdříve zavádí pojmy, které zazní v definici, teprve poté již stručněji 

pomocí těchto pojmů definují Riemannův integrál. 

  

  

Obrázek 11: Černý - Riemannův integrál 
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Integrály v historickém kontextu 
 

Na závěr kapitoly o integrálech se podíváme na zařazení neurčitého a určitého integrálu 

z hlediska historie. Myšlenku určitého integrálu lze předvést pomocí grafu či obrázku. 

Jarníkovo zařazení integrálů do ostatní látky odpovídá historii, kdy učenci nejdříve 

potřebovali určovat obsah plochy a objemy rotačních těles. Při zařazení určitého integrálu 

až po neurčitém se může stát, že si studenti neuvědomují myšlenku Riemannova integrálu, 

protože se soustředí jen na dosazování mezí do primitivní funkce.  

Je zřejmé, že neurčitý integrál přiřazuje funkci opět funkci resp. množinu funkcí, kdežto 

určitý integrál funkci přiřazuje číslo. Podle toho, co vyjadřuje daná funkce, má výsledné číslo 

různý význam, může znamenat délku křivky, obsah plochy pod grafem, objem rotačních těles, 

povrch pláště rotačních těles, práci proměnné síly a další fyzikální veličiny.  

Určování obsahu rovinného obrazce je jedna z vůbec nejstarších úloh v matematice. Staří 

Egypťané museli vyměřovat pole, tj. počítat obsahy. Znali obsah čtverce, obdélníka, 

trojúhelníka a tím i libovolného mnohoúhelníku. Mnohoúhelník rozdělili na trojúhelníky, 

spočítali jejich obsahy a ty potom sečetli. Uměli počítat i objemy krychle, válce nebo 

komolého jehlanu se čtvercovou základnou (pyramidy). Velkého pokroku v měření obsahů 

a objemů bylo dosaženo ve starověkém Řecku v období let 350–200 před. n. l. Řekové 

se snažili plochu neznámého obrazce získat pomocí mnohoúhelníků, kterými obrazec 

„vyčerpávali“. Tímto způsobem směřovali k určitému integrálu, aniž by potřebovali nebo 

znali integrál neurčitý, respektive primitivní funkci.  
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Vývoj Jarníkových učebnic 

V době prvních vydání Jarníkových učebnic šlo o základní učebnice matematické 

analýzy, a to nejen nejen pro studenty oboru matematického. Pro dnešní studenty jsou často 

tyto učebnice náročné svou důkladností a rozsáhlostí. Studenti v dnešní moderní době 

interaktivních učebnic a rozsáhlého technického pokroku očekávají pouze prostá schémata, 

zkratky a návody k řešení.  

Učebnice Vojtěcha Jarníka vycházely v různých dobách v odlišných podobách. Pro 

srovnání a nahlédnutí do vývoje jeho učebnic jsem si vybrala sbírku Diferenciální počet I., 

což je název 4. až 7. vydání učebnice, která nejprve vycházela pod názvem Úvod do počtu 

diferenciálního. Pro představu udávám tabulku s číslem verze a rokem vydání těchto knih.  

Tabulka 1: Souhrn vydání vybrané Jarníkovy učebnice 

 Úvod do počtu diferenciálního Diferenciální počet I  

Číslo vydání I. II.  III. IV. V. vydání VI. VII. 

Rok vydání 1946 1951 1953 1955 1963 1974 1984 

Typ původní změněné změněné nezměněné změněné nezměněné nezměněné 

 

Pro výše zmíněné porovnávání jsem si zvolila první vydání z roku 1946 a poslední 

vydání z roku 1984, jelikož mi byly dostupné. Jarník sám prováděl v učebnici změny pouze 

do 5. vydání této učebnice. Šesté vydání vyšlo až deset let po pátém a bylo prvním vydáním 

po autorově smrti a doslovně se shodovalo s pátým vydáním z roku 1963.   

Obsahy obou výše uvedených vydání jsou naprosto stejné; pouze v 7. vydání jsou 

uváděny dvě předmluvy (k prvnímu a šestému vydání) a na konci je přidán soupis vět 

a definic. Změny reagující na vývoj pravopisu (inversní, inverzní) jsou přirozené, stejně tak 

se objevují i změny ve značení (    ). 7. vydání má 392 stran a 1. vydání 446. Rozdíl počtu 

stran je dán různou velikostí stránek těchto učebnic. Obsah prvního vydání je uváděn na konci 

učebnice a obsah sedmého vydání na začátku těsně po předmluvách.  

Hned na prvních stranách je patrné, že se autor snažil určitým způsobem učebnici 

zjednodušit, aby se čtenář lépe orientoval v uváděném textu, přidával pro čtenáře více 

poznámek. Nadpisy „důkaz“, „poznámka“ a „příklad“ jsou v prvním vydání psané velkými 

tiskacími písmeny, kdežto v sedmém se nijak neliší od ostatního textu. 

Příklad doplnění učebnice ([4], str. 16): „Pro úsporu místa píši často místo zlomkové 

čáry dělítko. Přitom jest ovšem nutno často přidávat závorky; např. 
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atd. Neradím čtenáři, aby si na tento způsob zvykal; užívám ho pouze pro úsporu místa.“ 

Na straně 34 sedmého vydání se objevila změna, bylo opraveno řecké písmeno 

ε u obrázku číslo 1 (viz níže), který znázorňuje větu č. 28: „Buďte       čísla, potom 

nerovnost         platí tehdy a jen tehdy, platí-li nerovnosti          .“. 

 

 

Obrázek 12: Diferenciální počet (I) - 1. vydání 

 

Obrázek 13: Diferenciální počet (I) - 7. vydání 

 

Vydání z roku 1984 je doplněné ([4], str. 35) o příklad důkazu úplnou indukcí s přesně 

rozepsaným postupem a vysvětlivkami, jedná se o rovnost:  

                       , kde      . 

Do knihy je přidána i poznámka k názvosloví (supremum, infimum místo horní a dolní 

hranice).  ([4], str. 59).  

V desáté podkapitole s názvem „Další poznámky k větám o supremu a infimu“ v kapitole 

I. „Reálná čísla“ je přidáno cvičení se třemi úkoly k úvaze ([4], str. 71 ˗ 72).  

Věta č. 126 o derivování složených funkcí má drobnou změnu v důkazu. V prvním 

vydání vychází autor z limity podílu  
               

    
, v novějším vydání (konkrétně 

na str. 217) jde o limitu podílu  
                  

 
.  

Text k větě č. 140, která zní „Existuje-li         , nemá funkce   v bodě    lokální 

extrém.“, je doplněn o příklad porovnání problému lokálních extrémů dvou funkcí          
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a           Přestože obě tyto funkce mají v bodě   derivaci rovnou  , první z nich 

má v tomto bodě lokální extrém a druhá nemá. ([4], str. 225) 

Závěrem můžeme říci, že Vojtěch Jarník měl své dílo kvalitně zpracované již při prvním 

vydání, což bylo dáno jeho pečlivostí, o které se píše v každém článku o jeho osobnosti. 

Za svého života Jarník v novějších vydáních pouze opravil chyby, kterých bylo minimum, 

a doplnil je ať už o příklady nebo poznámky, které čtenáři pouze napomáhaly k lepšímu 

porozumění nebo usnadňovaly orientaci v textu.  
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Jarníkův algoritmus 

Jarníkovou méně známou oblastí vědecké činnosti byla kombinatorická nebo také 

diskrétní optimalizace. Jarník se touto problematikou zabýval pouze ve dvou časopiseckých 

článcích, které byly dlouhou dobu přehlíženy a ani v dnešní době nejsou příliš známé. Jedná 

se o: 

1. Jarník, V: O jistém problému minimálním. Práce Mor. Přírodověd. Spol. v Brně (Acta 

Societ. Scient. Natur. Moravicae) 6 (1930), 57–63. 

2. Jarník, V., Kössler, M.: O minimálních grafech obsahujících n daných bodů. Časopis 

Pěst. Mat. 63 (1934), 223–235. 

 
O jistém problému minimálním 

Článek „O jistém problému minimálním“ je velmi krátký. Je psán v první osobě 

jednotného čísla, formou dopisu a důvod této zvláštní formy je patrný již z podtitulu, který zní 

„Z dopisu panu O. Borůvkovi“. Otakar Borůvka řešil stejný problém již ve svém článku 

v časopise Práce moravské přírodovědecké společnosti (svazek III., spis 3). Profesor Jarník 

však zjistil, že ho lze řešit jednodušším způsobem. Zajímavostí je, že Borůvkův článek 

se jmenoval stejně „O jistém problému minimálním“ a Jarník tento název převzal.  

Problém zmiňovaný v tomto článku je ústředním problémem kombinatorické 

optimalizace. Je také „kolébkou“ mnoha klíčových pojmů. Nyní si představíme důležité 

pojmy. 

 

Graf 

Graf definujme jako dvojici          , kde                  je konečná množina 

objektů, kterým říkáme vrcholy, někdy též uzly grafu a                             je 

množina některých dvojic uzlů, kterým říkáme hrany grafu. 

Vrchol (uzel) 

Vrcholem se nazývá jeden z prvků množiny definující graf. Užívá se také označení uzel. 

Znázorňuje se jako bod či malý kruh. 

Hrana 

Hranou se nazývá uspořádaná nebo neuspořádaná dvojice vrcholů grafu. Znázorňuje 

se jako přímka nebo oblouk mezi vrcholy, které spojuje. 

 

https://cs.wikipedia.org/wiki/Vrchol_(graf)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Graf_(teorie_graf%C5%AF)
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Ohodnocení hrany  

Ohodnocení hrany vyjadřuje kvalitu nebo kvantitu vztahu mezi dvěma vrcholy 

(např. vzdálenost). 

 

Kružnice 

V teorii grafů se termínem kružnice označuje takový graf, který 

se skládá z jediného cyklu, tedy uzavřené posloupnosti propojených 

vrcholů. Kružnice může být orientovaná i neorientovaná.  

 

Strom  

Graf G nazýváme stromem, pokud je souvislý (mezi každými dvěma po sobě jdoucími 

vrcholy je hrana)  a neobsahuje kružnici. Vlastnosti: 

1. Každé dva vrcholy z G jsou spojeny právě jednou cestou (jednoznačnost cesty). 

2. Po odebrání libovolné hrany se stane nesouvislým. 

3. G neobsahuje kružnici, ale po přidání 

libovolné hrany vznikne v G kružnice 

(maximální graf bez kružnic). 

4.          , kde V je množina vrcholů 

a E množina hran grafu G. 

 

Popis Jarníkova algoritmu 
V teorii grafů se jedná o algoritmus hledající minimální kostru ohodnoceného grafu. 

Najde takovou podmnožinu hran grafu, která tvoří strom obsahující všechny vrcholy 

původního grafu a součet ohodnocení hran z této množiny je minimální.  

Zápis problému minimální kostry (PMK): 

Nechť je dána množina V a ohodnocení    
 
 
   . Najdi strom       tak, 

že          je minimální. 

PMK byl poprvé formulován Otakarem Borůvkou. Vojtěch Jarník si ihned uvědomil 

originalitu tohoto problému a přispěl svým elegantním řešením. Po roce 1955 se teprve začal 

uskutečňovat rozvoj v tomto směru. Byla formulována řada obecných metod a speciálních 

algoritmů. Přestože Jarník přispěl zpracováním, které bylo precizní a moderní, jeho článek 

začal být citován až později. Do té doby byly uváděny citace odkazující pouze na Otakara 

Borůvku.  

Obrázek 15: Strom 

Obrázek 14: Orientovaná 
kružnice na pěti vrcholech 

https://cs.wikipedia.org/wiki/Teorie_graf%C5%AF
https://cs.wikipedia.org/wiki/Graf_(teorie_graf%C5%AF)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Posloupnost
https://cs.wikipedia.org/wiki/Orientovan%C3%BD_graf
https://cs.wikipedia.org/wiki/Graf_(teorie_graf%C5%AF)#Z.C3.A1kladn.C3.AD_pojmy
https://cs.wikipedia.org/wiki/Graf_(teorie_graf%C5%AF)#Z.C3.A1kladn.C3.AD_pojmy
https://cs.wikipedia.org/wiki/Mno%C5%BEina
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kostra_grafu
https://cs.wikipedia.org/wiki/Graf_(teorie_graf%C5%AF)
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Poprvé byl tedy tento algoritmus popsán Vojtěchem Jarníkem roku 1930. Později v roce 

1957 byl znovuobjeven Robertem Primem a poté ještě jednou v roce 1959 Edsgerem 

Dijkstrou. Algoritmus začíná s jedním vrcholem a postupně přidává další, který je spojen 

s předchozím vrcholem nejméně ohodnocenou hranou, tím zvětšuje velikost stromu 

do té doby, než obsahuje všechny vrcholy. 

Jarníkův algoritmus  je stejný jako Primův algoritmus (R. C. Prim), jak je většinou 

v zahraniční literatuře označován.  

 
O minimálních grafech obsahujících n daných bodů  

Jedná se o problematiku nalezení nejkratšího spojení mezi n danými body v rovině. 

Tento problém má dlouhou historii, je totiž jedním z nejstarších optimalizačních problémů. 

V historii byl ale většinou uvažován pouze případ    . Řešením se zabývalo mnoho 

badatelů, kteří uvažovali různá zobecnění. Avšak před rokem 1934 nebyl problém nejkratšího 

spojení n bodů vůbec uvažován. Poprvé se tomu stalo až díky Jarníkovi s Kösslerem. Byl 

přesně a jasně zformulován i řešen. Autoři článku [16] uvádějí, že se nedá přesně určit, proč 

se tímto problémem autoři zabývali, možné vysvětlení je, že Jarník stejně jako v předchozím 

uváděném problému poznal jeho originalitu, něco nového, co tu ještě nebylo.  

Tříbodový problém nalezneme v knize od Richarda Couranta a Herberta Robbinsona 

z roku 1941 s názvem What is Mathematics?: An Elementary Approach to Ideas and Methods 

pod názvem Steinerův problém (Jakob Steiner) a problém nejkratšího vzájemného spojení 

mezi n body je nazýván „zobecněný Steinerův problém“. Jak je ovšem z textu patrné, jedná 

se o Jarníkův problém nebo Jarníkův-Kösslerův problém. Je pravděpodobné, že Courant 

a Robbins byli ovlivněni pracemi Jakoba Steinera, a přestože byl Jarník v té době již 

mezinárodně uznáván a považován za slavného matematika, o jeho pracích nesouvisejících 

s matematickou analýzou nevěděli.  

Problém je náročný na řešení jak teoreticky, tak prakticky, z tohoto důvodu je stále ještě 

intenzivně studován. 

 
Vojtěch Jarník dal řešením uvedených problémů impuls k začátku nového, do té doby 

poměrně neznámého odvětví. Jarníkovy články z oblasti teorie grafů nejsou okrajovými 

příspěvky, které by měly upadnout v zapomnění, ale velice významnými pracemi člověka, 

který velkou měrou zasáhl do kombinatorické optimalizace, přestože jeho hlavní oblastí 

působení byla matematická analýza.  

https://cs.wikipedia.org/wiki/Vojt%C4%9Bch_Jarn%C3%ADk
https://cs.wikipedia.org/wiki/1930
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Robert_C._Prim&action=edit&redlink=1
https://cs.wikipedia.org/wiki/1959
https://cs.wikipedia.org/wiki/Edsger_Dijkstra
https://cs.wikipedia.org/wiki/Edsger_Dijkstra
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Ukázka Jarníkova algoritmu 

Značení: 

 červené úsečky = hrany, které algoritmus prověřuje 

 modré úsečky a body (uzly) = vybrané pomocí algoritmu 

 oranžové body = uzly, které byly naposledy přidány 

 původní graf = graf P 

 generovaný graf (graf minimální kostry)  = M 

 

Na ukázku uvedeme příklad na hledání využití Jarníkova algoritmu. Je dán graf P 

(původní graf). Tento graf obsahuje sedm vrcholů (uzlů) a devět ohodnocených hran. Cílem je 

nalezení minimální kostry grafu.  

 

Původní graf: 

 
Obrázek 16: Původní graf 

  



52 

 

1. krok 

Náhodně zvolíme uzel grafu  , např. uzel  , přidáme ho do grafu  , nezáleží na tom, 

který uzel vybereme, jelikož na konci budou zahrnuty všechny uzly. Bez prvního uzlu nemůže 

být algoritmus spuštěn. Graf   má menší počet uzlů než graf  , algoritmus tedy pokračuje.  

  
Obrázek 17: 1. krok Jarníkova algoritmu 

2. krok 

Algoritmus vyhledá hranu s nejmenším ohodnocením, která graf   spojuje 

se zbývajícími uzly (rozdíl grafů    ). Kandidáty jsou hrany    . Vybrána je hrana  , 

protože má menší ohodnocení. Graf   má stále menší počet uzlů než graf  , algoritmus 

pokračuje. 

 
Obrázek 18: 2. krok Jarníkova algoritmu 
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3. krok 

Kandidáty na rozšíření grafu   jsou hrany    . Vybrána je hrana  , protože má menší 

ohodnocení než hrana  . Graf   má stále menší počet uzlů než graf  , algoritmus pokračuje. 

 
Obrázek 19: 3. krok Jarníkova algoritmu 

 

4. krok 

Kandidáty na rozšíření grafu   jsou hrany      . Vybrána je hrana  , protože má 

nejmenší ohodnocení. Graf   má stále menší počet uzlů než graf  , algoritmus pokračuje. 

 
Obrázek 20: 4. krok Jarníkova algoritmu 
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5. krok 

Kandidáty na rozšíření grafu   jsou hrany        . Vybrána je hrana  , protože 

má nejmenší ohodnocení. Graf   má stále menší počet uzlů než graf  , algoritmus pokračuje. 

 
Obrázek 21: 5. krok Jarníkova algoritmu 

 

6. krok 

Kandidáty na rozšíření grafu   jsou hrany       . Vybrána je hrana  , protože má 

nejmenší ohodnocení. Hrany      nejsou uvažovány, protože nespojují graf   s rozdílem 

grafů    . Graf   má stále menší počet uzlů než graf  , algoritmus pokračuje. 

 
Obrázek 22: 6. krok Jarníkova algoritmu 

  



55 

 

7. krok 

Kandidáty na rozšíření grafu   jsou hrany    . Vybrána je hrana  , protože má menší 

ohodnocení než hrana  . Graf   má stejný počet uzlů jako graf  , algoritmus skončí. 

 
Obrázek 23: 7. krok Jarníkova algoritmu 

 

8. krok 

Výpočet je dokončen. Modrý graf   je grafem minimální kostry původního grafu  . 

 

Obrázek 24: 8. krok Jarníkova algoritmu 
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Závěr 

 

Vojtěch Jarník, jako významná osobnost české matematiky, zasáhl svými pracemi 

a učebnicemi do života velkého množství studentů. Cílem bakalářské práce bylo přiblížit jeho 

dílo a poukázat na význam jeho učebnic, porovnat je s dalšími autory a všimnout si i změn 

ve dvou různých vydáních téže Jarníkovy učebnice. 

Zjistili jsme, že v Jarníkových učebnicích se vyskytovaly různé odlišnosti od ostatních 

autorů. Jako jediný z vybraných autorů se nejprve věnoval Riemannovu integrálu, na kterém 

stavěl i při přechodu k pojmu primitivní funkce, a poté až primitivní funkci, resp. neurčitému 

integrálu. Dalším specifikem týkajícím se Riemannova integrálu je, že nejen samotná definice 

určitého integrálu, ale i další věty a vlastnosti byly založeny na horních a dolních integrálech. 

Zvláštností může být i samotný název jedné z kapitol „Teorie neurčitého integrálu neboli 

primitivní funkce“, kterou jsme objasnili při porovnávání pojmů.  

Prozkoumání vývoje Jarníkovy učebnice Diferenciální počet I přineslo zjištění, že jeho 

práce neobsahovaly v podstatě žádné chyby již při prvním vydání. Je to dáno Jarníkovou 

pečlivostí, o které se píše ve všech článcích všímajících si jeho osobnosti a díla. Pokud autor 

v dalších vydáních něco měnil, bylo to zpravidla doplnění drobných poznámek či nových 

příkladů. 

Ukázali jsme, že Jarník se nezabýval pouze matematickou analýzou, ale svou prací 

se velmi výrazně zapsal i do oblasti teorie grafů, přestože v zahraničí jeho objev, tedy 

Jarníkův algoritmus, pod tímto názvem neznají.  

Vhodným námětem pro další práce v této oblasti může být rozsáhlejší zkoumání 

problematiky nalezení nejkratšího spojení mezi n danými body v rovině, jelikož tento problém 

je stále ještě intenzivně studován.
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