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Použité symboly

C množina komplexńıch č́ısel

R množina reálných č́ısel

N množina přirozených č́ısel

Rn n-rozměrný vektorový prostor nad reálnými č́ısly

Cn n-rozměrný vektorový prostor nad komplexńımi č́ısly

Mn množina matic řádu n nad reálnými č́ısly

Cn množina matic řádu n nad komplexńımi č́ısly

Mm,n množina matic řádu m× n nad reálnými č́ısly

Cm,n množina matic řádu m× n nad komplexńımi č́ısly

|a| absolutńı hodnota č́ısla a

AT transponovaná matice k matici A

A−1 inverzńı matice k matici A

A matice s komplexně sdruženými prvky

A∗ = (A)T hermitovská matice k matici A

xT transponovaný vektor k vektoru x

x∗ hermitovský vektor k vektoru x

In jednotková matice řádu n

h(A) hodnost matice A

det(A) determinant matice A

A = (aij) matice s prvky aij

δjk Kroneckerovo delta
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Úvod

Hlavńım ćılem této bakalářské práce je nastudovat základńı typy rozklad̊u

r̊uzných typ̊u matic, rozklady předvést na př́ıkladech a v matematickém pro-

gramu Matlab vytvořit programy, pomoćı kterých uvedené rozklady můžeme

nalézt. Také si ukážeme, jak můžeme tyto rozklady matic využ́ıt např. v př́ımých

metodách řešeńı systému lineárńıch rovnic nebo při určováńı pseudoinverze dané

matice.

Prvńı kapitola je pojata jako př́ıpravná a zavedeme v ńı pojmy z lineárńı

algebry a numerické matematiky, které sice nejsou tématem této bakalářské práce,

ale bĺızce s ńım souviśı.

Druhá kapitola pojednává o LU rozkladu, který lze považovat za nejznáměǰśı

a vycháźı z tzv. Gaussovy eliminačńı metody. Tento rozklad je typickým př́ıkladem

součinového rozkladu, proto se j́ım budeme zabývat d̊ukladněji. Ukážeme si jeho

odvozeńı, využit́ı při řešeńı systému lineárńıch rovnic a aplikaci na hermitovské

a tř́ıdiagonálńı matice.

Ve třet́ı kapitole se budeme věnovat skeletovému rozkladu. Pokuśıme se přibĺıžit

a vysvětlit postup jeho hledáńı na př́ıkladech. Jeho využit́ı můžeme nalézt jak

při řešeńı systému lineárńıch rovnic tak i při určováńı pseudoinverzńı matice.

Posledńı čtvrtá kapitola se zabývá singulárńım rozkladem, který se může zdát

nejsložitěǰśı. Jeho využ́ıt́ı je opět při řešeńı systému lineárńıch rovnic a při určováńı

pseudoinverze.

V celé práci budeme př́ıklady a programy sestavené v matematickém softwaru

Matlab, tzv. m-fily, ukončovat symbolem ♠ a d̊ukazy symbolem �. V m-filech

budeme použ́ıvat určitou přesnost ”eps”, což bude nějaké velmi malé kladné č́ıslo.

V př́ıkladech budeme zpravidla volit eps = 10−16.

K této bakalářské práci patř́ı CD, na kterém se nacházej́ı m-fily sestavené

podle jednotlivých algoritmů nebo postup̊u hledáńı rozklad̊u matic, o kterých

tato bakalářská práce pojednává.
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1 Př́ıpravná kapitola

V této kapitole připomeneme některé základńı pojmy z lineárńı algebry a nu-

merické matematiky, jejichž znalost je pro následuj́ıćı text nezbytná.

Definice 1.1. Matici A ∈ Cn nazýváme regulárńı, jestliže jej́ı determinant je

r̊uzný od nuly, tzn. det(A) 6= 0. Neńı-li matice A regulárńı, nazýváme ji sin-

gulárńı.

Definice 1.2. Necht’ A ∈ Cm,n. Hodnost́ı matice A nazveme takové č́ıslo h(A),

které je rovno maximálńımu počtu lineárně nezávislých řádk̊u matice A.

Poznámka 1.1. Ekvivalentně lze vyslovit definici 1.1 také tak, že matice A ∈ Cn

je regulárńı, jestliže:

(i) jej́ı řádky jsou lineárně nezávislé

(ii) jej́ı sloupce jsou lineárně nezávislé

(iii) hodnost matice A je právě n

(iv) k ńı existuje matice inverzńı.

Uvažujme nyńı systém lineárńıch rovnic

Ax = b (1)

kde A ∈ Cn, A = (aij), x ∈ Cn, x = (x1, . . . , xn)T , b ∈ Cn, b = (b1, . . . , bn)T .

Je-li matice A regulárńı, pak existuje právě jedno řešeńı systému (1), které je

tvaru x∗ = A−1b. Metody, jak nalézt řešeńı soustav lineárńıch rovnic, se většinou

rozděluj́ı na dvě skupiny: metody př́ımé a metody iteračńı. V této bakalářské práci

se budeme zabývat pouze metodami př́ımými. Jsou to metody, při jejichž aplikaci

źıskáme po konečném počtu krok̊u přesné řešeńı x∗. To vše za předpokladu, že
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všechny aritmetické operace provád́ıme přesně a vstupńı data jsou také dána

přesně.

Uved’me nyńı základńı poznatky z lineárńı algebry, které souviśı s uvedeným

systémem lineárńıch rovnic (1).

Definice 1.3. Systém lineárńıch rovnic (1) se nazývá řešitelný (resp. neřeši-

telný), jestliže existuje alespoň jedno (resp. neexistuje žádné) řešeńı systému

lineárńıch rovnic (1).

Věta 1.1 (Frobenius). Systém lineárńıch rovnic (1) je řešitelný právě tehdy, když

hodnost matice A je rovna hodnosti rozš́ıřené matice (A|b) systému lineárńıch

rovnic (1).

Důkaz: viz. [5], strana 38.

Definice 1.4. Matice R ∈ Cn, R = (rij) se nazývá horńı trojúhelńıková

matice, jestliže rij = 0 pro i > j, i, j = 1, . . . , n. Matice S ∈ Cn, S = (sij)

se nazývá dolńı trojúhelńıková matice, jestliže sij = 0 pro i < j, i, j = 1, . . . , n.

Př́ıklad 1.1. Uved’me si př́ıklad horńı a dolńı trojúhelńıkové matice

R =



1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4

0 0 0 1 2 3

0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 1


S =



1 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 0

1 2 3 0 0 0

1 2 3 4 0 0

1 2 3 4 5 0

1 2 3 4 5 6


Definice 1.5. Řekneme, že matice R ∈ Cn, R = (rij) je (p,q)-pásová matice,

jestliže existuj́ı p, q ∈ N taková, že 1 < p , q < n a rij = 0 pro i + p ≤ j nebo

j + q ≤ i. Š́ı̌rkou pásu budeme rozumět č́ıslo w = p+ q − 1.
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Př́ıklad 1.2. Uved’me si př́ıklad (2,4)-pásové matice

R =



1 2 3 4 5 0 0

6 2 5 8 4 6 0

5 10 1 3 3 8 3

0 6 23 1 2 3 7

0 0 12 11 1 2 14

0 0 0 4 7 1 9


Poznámka 1.2. Ve speciálńım př́ıpadě, kdy p = q = 2 se pásová matice R = (rij)

nazývá tř́ıdiagonálńı a je ve tvaru

R =



r11 r12 0 . . . . . . 0

r21 r22 r23 . . . . . . 0

0 r32 r33
...

...
. . . 0

... rn−1,n−1 rn−1,n

0 . . . . . . 0 rn,n−1 rnn


Definice 1.6. Matice A ∈ Cn, A = (aij) se nazývá

(i) řádkově diagonálně dominantńı, jestliže

|aii| ≥
n∑

i 6=j
j=1

|aij| ∀i = 1, . . . , n

(ii) ryze řádkově diagonálně dominantńı, jestliže

|aii| >
n∑

i 6=j
j=1

|aij| ∀i = 1, . . . , n

Věta 1.2. Je-li matice A ∈ Cn ryze řádkově diagonálně dominantńı, pak je

regulárńı.

Důkaz: viz. [4], strana 94.
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Definice 1.7. Necht’ A ∈ Cn, A = (aij). Pod pojmem hermitovská matice

rozumı́me takovou komplexńı matici, pro kterou plat́ı

A = A∗

Poznámka 1.3. Uvědomme si, že každá hermitovská matice A má všechna

vlastńı č́ısla reálná, i když jej́ı prvky jsou komplexńı, o čemž se můžeme doč́ıst

např. v literatuře [1].

Poznámka 1.4. Je-li matice A ∈ Mn, tak se mı́sto pojmu hermitovská matice

už́ıvá pojem symetrická matice.

Definice 1.8. Hermitovská matice A ∈ Cn se nazývá pozitivně definitńı,

jestliže x∗Ax > 0 pro každý nenulový vektor x ∈ Cn. Hermitovská matice A ∈ Cn

se nazývá pozitivně semidefinitńı, jestliže x∗Ax ≥ 0 pro každý nenulový vektor

x ∈ Cn.

Věta 1.3. Matice A ∈ Cn, A = (aij) je pozitivně definitńı právě tehdy, když má

všechny hlavńı minory kladné, tedy když plat́ı

a11 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . , det(A) > 0

Důkaz: viz. [2], strana 56.

Věta 1.4. Je-li matice A ∈ Cn pozitivně definitńı, pak je regulárńı.

Důkaz: viz. [4], strana 95.

Definice 1.9. Čtvercovou matici A ∈ Cn nazýváme silně regulárńı právě tehdy,

když má všechny hlavńı minory nenulové, tedy když plat́ı

a11 6= 0,

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0, . . . , det(A) 6= 0
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Definice 1.10. Elementárńı řádkovou úpravou matic rozumı́me

(i) vzájemnou výměnu libovolných řádk̊u

(ii) vynásobeńı libovolného řádku nenulovou konstantou

(iii) přičteńı lineárńı kombinace ostatńıch řádk̊u (speciálně přičteńı násobku

jiného řádku) k některému řádku

(iv) vynecháńı řádku, který je lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u (speciálně

vynecháńı nulového řádku).

Poznámka 1.5. Všechny čtyři úpravy uvedené v definici 1.10 lze provádět i na

sloupćıch matice a plat́ı, že ekvivalentńı úpravy prováděné na matici zachovávaj́ı

hodnost dané matice.

Definice 1.11. Necht’ je dána matice A ∈ Cm,n. Plat́ı-li pro skalár λ ∈ C

a nenulový vektor x ∈ Cn

Ax = λx

řekneme, že λ je vlastńı hodnota matice A a x vlastńı vektor matice A

př́ıslušný vlastńı hodnotě λ .

Věta 1.5. Symetrická matice A je pozitivně semidefinitńı právě tehdy, když

všechny jej́ı hlavńı minory jsou nezáporné.

Důkaz: viz [5], strana 95.

Definice 1.12. Necht’ A ∈ Cm,n, A = (aij). Řekneme, že prvek aij je vedoućı

prvek i − tého řádku matice A, pokud aij 6= 0 a zároveň plat́ı, že aik = 0

pro všechny 1 ≤ k < j .

Poznámka 1.6. Definici 1.12 lze rozumět také tak, že vedoućım prvkem i− tého

řádku je jeho prvńı nenulový prvek.
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Definice 1.13. Řekneme, že matice A ∈ Cn, A = (aij) je v redukovaném

stupňovitém tvaru, pokud splňuje následuj́ıćı čtyři podmı́nky

(i) každý nenulový řádek matice A lež́ı nad každým jej́ım nulovým řádkem

(ii) vedoućı prvek daného řádku lež́ı v́ıce vlevo než vedoućı prvek řádku pod

ńım

(iii) vedoućı prvek každého nenulového řádku je 1

(iv) ve sloupci, ve kterém se nacháźı vedoućı prvek některého řádku, jsou všechny

ostatńı prvky rovny nule.

Poznámka 1.7. Jestliže matice A splňuje pouze prvńı dvě podmı́nky z předchoźı

definice 1.13 řekneme, že je ve stupňovitém tvaru. Ukažme si nyńı př́ıklad

matic, které

(i) jsou ve stupňovitém tvaru, ale nejsou v redukovaném stupňovitém tvaru

 2 3 0 1

0 0 1 4

0 0 0 0

 ,

 1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2


(ii) jsou v redukovaném stupňovitém tvaru

 1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

 1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0


Definice 1.14. Vektorová norma ‖.‖ je funkce ‖.‖ : Cn −→ R taková, že

plat́ı:

(i) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ Cn

(ii) ‖x‖ = 0 <=> x = o , kde o je nulový vektor

(iii) ‖cx‖ = |c|‖x‖ ∀x ∈ Cn,∀c ∈ C
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(iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ Cn

Definice 1.15. Ortogonálńı matićı budeme rozumět takovou matici A ∈Mn,

pro kterou plat́ı A−1 = AT . Unitárńı matićı budeme rozumět takovou matici

B ∈ Cn, pro kterou plat́ı B−1 = B∗.

Definice 1.16. Necht’ A ∈ Cm,n , X ∈ Cn,m. Matice X se nazývá Moore -

Penroseova inverze matice A, jestliže plat́ı

(i) AXA = A (iii) (AX)∗ = AX

(ii) XAX = X (iv) (XA)∗ = XA

Poznámka 1.8.

(i) Podmı́nky (i) - (iv) z definice 1.16 se nazývaj́ı Moore - Penroseovy podmı́nky.

Matice X se stručně nazývá MP inverze. Často mluv́ıme také jen o pseu-

doinverzi nebo též o pseudoinverzńı matici.

(ii) Pseudoinverzńı matici k matici A ∈ Cm,n zpravidla označujeme symbolem

A+. Jestliže h(A) = m, pak pro výpočet pseudoinverze matice A plat́ı,

že A+ = A∗(AA∗)−1 a jestliže h(A) = n, pak pro výpočet pseudoinverze

matice A plat́ı, že A+ = (A∗A)−1A∗, což můžeme naj́ıt v literatuře [1], str.

211.
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2 LU rozklad

V této kapitole se budeme zabývat rozkladem matice, který se nazývá LU

rozklad. Ukážeme si jeho využit́ı a aplikujeme jej na matice v určitém tvaru.

Nejdř́ıve si odvod́ıme Gaussovu eliminačńı metodu. Jde o metodu exaktńı-

ho řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic, ze které LU rozklad vycháźı.

Tento rozklad se využ́ıvá hlavně při řešeńı v́ıce soustav lineárńıch rovnic, které

maj́ı r̊uzné pravé strany, ale stejnou matici. Najdeme-li totiž LU rozklad dané ma-

tice, poč́ıtáńı se zjednoduš́ı, jelikož dále je možné pracovat pouze s trojúhelńıkovými

maticemi. Naraźıme také na problémy, které mohou být odstraněny pomoćı

řádkových elementárńıch úprav. V této sekci si také ukážeme využit́ı LU roz-

kladu při výpočtu inverzńı matice a determinantu.

Dovolila bych si v této bakalářské práci uvést odvozeńı Gaussovy eliminačńı

metody v podobě, která je uvedena ve skriptu [4], jelikož je zde podle mého

názoru uvedeno srozumitelně.

LU rozklad je př́ıkladem součinového rozkladu a vycháźı z jedné z nejznáměǰśıch

a nejzákladněǰśıch př́ımých metod pro řešeńı systému lineárńıch rovnic. Jde o již

zmı́něnou tzv. Gaussovu eliminačńı metodu označovanou zkratkou ”GEM”.

Princip GEM je postaven na převedeńı systému lineárńıch rovnic (1) na tzv.

redukovaný systém Ux = c, kde U = (uij) je horńı trojúhelńıková matice a

c = (c1, . . . , cn)T je vektor pravé strany. Tomuto převodu, při němž použ́ıváme

vhodné elementárńı úpravy, ř́ıkáme př́ımý chod. Řešeńı redukovaného systému

je totožné s řešeńım p̊uvodńıho systému a lze jej jednoduše źıskat pomoćı tzv.

zpětného chodu (za předpokladu uii 6= 0, i = 1, 2, . . . , n):

xi =
ci −

∑n
k=i+1 uikxk

uii

, i = n, n− 1, . . . , 1
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Nyńı si názorně vysvětĺıme princip GEM. Necht’ tedy máme k dispozici matici

(A|b) =


a11 . . . a1n b1
a21 . . . a2n b2
...

...
...

an1 . . . ann bn


Aplikaćı Gaussovy eliminačńı metody na matici (A|b) dostáváme následuj́ıćı

posloupnost matic

(A|b) =


a

(0)
11 . . . a

(0)
1n b

(0)
1

a
(0)
21 . . . a

(0)
2n b

(0)
2

...
...

...

a
(0)
n1 . . . a

(0)
nn b

(0)
n

 ∼


a

(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1n b

(1)
1

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n b

(1)
2

...
...

...
...

0 a
(1)
n2 . . . a

(1)
nn b

(2)
n

 ∼ . . .

. . . ∼


a

(n−1)
11 a

(n−1)
12 . . . . . . a

(n−1)
1n b

(n−1)
1

0 a
(n−1)
22 . . . . . . a

(n−1)
2n b

(n−1)
2

0 0 a
(n−1)
33 . . . a

(n−1)
3n b

(n−1)
3

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . a
(n−1)
nn b

(n−1)
n

 =


u11 . . . . . . u1n c1
0 u22 . . . u2n c2
...

. . .
...

0 . . . 0 unn cn

 = (U |c)

kde A(0) = (a
(0)
ij ), A(1) = (a

(1)
ij ), . . . , A(n−1) = (a

(n−1)
ij ) = (uij) = U .

Použijeme-li stručněǰśı zápis vypadá źıskaná posloupnost matic následovně

(A|b) = (A(0), b(0)) ∼ (A(1), b(1)) ∼ . . . ∼ (A(n−1), b(n−1)) = (U |c)

Pro lepš́ı porozuměńı, si předvedeme k− tý krok při řešeńı systému lineárńıch

rovnic pomoćı Gaussovy eliminačńı metody. Předpokládejme tedy, že k > 1.

V k − tém kroku již máme k dispozici matici

(A(k−1)|b(k−1)) =



a
(k−1)
11 a

(k−1)
12 . . . . . . . . . a

(k−1)
1n b

(k−1)
1

0
. . .

...
...

... a
(k−1)
k−1,k−1 a

(k−1)
k−1,n b

(k−1)
k−1

0 a
(k−1)
kk

...
...

0 a
(k−1)
k+1,k

...
...

...
. . .

...
...

0 0 a
(k−1)
n,k . . . a

(k−1)
nn b

(k−1)
n


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Postupujeme tedy tak, že vhodný násobek k − té rovnice postupně odečteme

od zbývaj́ıćı r − té rovnice, pro r = k + 1, . . . , n a to proto, že chceme z r − té

rovnice vyeliminovat proměnnou xk, což znamená, že tato proměnná z̊ustane ve

všech rovnićıch od prvńı až do k−té a v ostatńıch jsou jej́ı koeficienty rovny nule.

Tento postup je možný uskutečnit pouze je-li a
(k−1)
kk 6= 0. Pokud tento předpoklad

neńı splněn, pak se provád́ı vhodná výměna rovnic, tj. nalezneme jeden prvek

a
(k−1)
ik 6= 0, pro i ∈ {k + 1, . . . , n} a poté vyměńıme k − tý a i− tý řádek. Matici

s takto vyměněnými řádky označ́ıme (Ā|b̄), kde Ā = (āij).

Pro i = k + 1 . . . , n odečteme

lik =
āik

ākk

(2)

násobek k − tého řádku od i − tého řádku matice (Ā|b̄). Výsledkem je matice

(A(k)|b(k)), která je tvaru

(A(k)|b(k)) =



a
(k)
11 a

(k)
12 . . . . . . . . . a

(k)
1n b

(k)
1

0
. . .

...
...

... a
(k)
k,k a

(k)
k,n b

(k)
k

0 a
(k)
k+1,k+1

...
...

0 a
(k)
k+2,k+1

...
...

...
. . .

...
...

0 0 a
(k)
n,k+1 . . . a

(k)
nn b

(k)
n


Č́ısla lik se nazývaj́ı multiplikátory. Prvek a

(k−1)
ik se nazývá hlavńı prvek,

někdy také pivot.

Celý tento postup můžeme zapsat pomoćı maticového násobeńı

(A(k)|b(k)) = GkPk(A(k−1)|b(k−1)) (3)

Pro k = 1, 2, . . . , n− 1 lze psát

(U, c) = Gn−1Pn−1 . . . G1P1(A|b) (4)
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kde Pk = (pij) je permutačńı matice (permutačńı matice je matice, která je

sestavená z jedniček a nul, kde v každém řádku a v každém sloupci se vyskytuje

právě jedna jednička) taková, že plat́ı pii = pkk = 0, pik = pki = 1, pjj = 1 pro

j 6= i, j 6= k a zbytek jsou nuly. Tedy matice Pk vznikla z jednotkové matice

vyměnou k − tého a i − tého řádku. Matice Gk je dolńı trojúhelńıková matice

tvaru

Gk =



1 0
. . .

1

−lk+1,k

...
. . .

0 −lnk 1


Matice Gk se nazývá Frobeniova matice. Matice Pk a Gk jsou regulárńı, což

plyne z tvaru obou matic a nav́ıc pro ně plat́ı vztahy

Pk
−1 = Pk, Gk

−1 =



1 0
. . .

1

lk+1,k

...
. . .

0 lnk 1



Jak už jsme zmı́nili, tak Gaussova eliminačńı metoda je jednou z př́ımých

metod řešeńı systému linárńıch rovnic. My ji v této bakalářské práci budeme

využ́ıvat předevš́ım k převedeńı dané matice na trojúhelńıkový tvar. Tud́ıž s vek-

torem pravé strany nebudeme ve většině př́ıklad̊u pracovat.

Následuj́ıćı věta je jedńım z d̊uležitých výsledk̊u Gaussovy eliminačńı metody

a je převzata z literatury [4]. Značeńı je v této větě přizp̊usobeno vzhledem k výše

uvedené teorii.
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Věta 2.1 (O trojúhelńıkovém rozkladu). Jestlǐze Gaussova eliminačńı metoda

pro matici A ∈ Cn lze provést bez výměny řádk̊u, pak matici A lze rozložit

na součin dolńı a horńı trojúhelńıkové matice

A = LU

kde matice U = (uij), L = (lij) jsou definovány takto:

uij =

{
a

(i−1)
ij i = 1, . . . , j

0 i = j + 1, j + 2, . . . , n

a

lij =


0 i = 1, 2, . . . , j − 1; j ≥ 2

1 i = j; j = 1, . . . , n
a
(j−1)
ij

a
(j−1)
jj

i = j + 1, . . . , n

kde lij jsou př́ıslušné multiplikátory z Gaussovy eliminačńı metody.

Důkaz: viz. [4], strana 99.

Poznámka 2.1. Jelikož ve větě 2.1 jsou permutačńı matice Pk rovny jednotkovým

matićım, protože GEM šla provést bez výměny řádk̊u, tak ze vztahu (4) plyne,

že L = G−1
1 G−1

2 . . . G−1
n−1, kde Gi jsou Frobeniovy matice.

Poznámka 2.2. Jestliže existuj́ı matice L a U definované v předchoźı větě 2.1,

pak rozklad matice A = LU se nazývá trojúhelńıkový rozklad matice A,

nebo-li LU rozklad.

Věta 2.2.

(i) Jestlǐze matice A je ryze řádkově diagonálně dominantńı, pak lze Gaussovu

eliminačńı metodu provést bez výměny řádk̊u ( z čehož plyne, že umı́me naj́ıt

LU rozklad matice A).

(ii) Jestlǐze matice A je pozitivně definitńı, pak lze Gaussovu eliminačńı metodu

provést bez výměny řádk̊u ( z čehož plyne, že umı́me naj́ıt LU rozklad matice

A).

17



Důkaz: Vzhledem k větám 1.2 a 1.4 je tvrzeńı zřejmé. �

Věta 2.3. Necht’ matice A ∈ Cn, A = (aij) je silně regulárńı, tzn. necht’ všechny

hlavńı minory matice A jsou r̊uzné od nuly, tedy

a11 6= 0,

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0, . . . , det(A) 6= 0

Pak matici A lze rozložit na součin dolńı a horńı trojúhelńıkové matice.

Důkaz: viz. [4], strana 106.

Př́ıklad 2.1. Najděte LU rozklad matice A pomoćı Gaussovy eliminačńı metody

A =

 1 −1 1

−1 3 −2

3 −1 7


K nalezeńı LU rozkladu matice A pomoćı Gaussovy eliminačńı metody budeme

postupovat podle věty 2.1. V prvńım kroku poč́ıtáme multiplikátory l21 a l31

l21 = a21

a11
= −1

1
= −1

l31 = a31

a11
= 3

1
= 3

a postupně odečteme l21 násobek resp. l31 násobek prvńıho řádku matice A od

druhého resp. třet́ıho řádku matice A. T́ım dostáváme matici

A(1) =

 1 −1 1

0 2 −1

0 2 4


a Frobeniovu matici G1

G1 =

 1 0 0

1 1 0

−3 0 1


V druhém kroku poč́ıtáme multiplikátor l32 matice A(1) = (a

(1)
ij )

l32 =
a
(1)
32

a
(1)
22

= 2
2

= 1
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a odečteme l32 násobek druhého řádku matice A(1) od třet́ıho řádku matice A(1).

Tedy dostáváme matici

A(2) =

 1 −1 1

0 2 −1

0 0 5

 = U

a Frobeniovu matici G2

G2 =

 1 0 0

0 1 0

0 −1 1


Vzhledem k tomu, že během Gaussovy eliminčńı metody nebylo zapotřeb́ı vyměnit

řádky, je permutačńı matice v tomto př́ıpadě rovna matici jednotkové. Z tohoto

d̊uvodu ji zde nemuśıme uvažovat a tedy z věty 2.1 a poznámky 2.1 plyne, že

matici L dostaneme následuj́ıćım násobeńım L = G−1
1 G−1

2 . Tedy

G−1
1 G−1

2 =

 1 0 0

−1 1 0

3 0 1

 1 0 0

0 1 0

0 1 1

 =

 1 0 0

−1 1 0

3 1 1

 = L

Vynásobeńım matic L a U ověř́ıme, zda jsme poč́ıtali správně

LU =

 1 0 0

−1 1 0

3 1 1

 1 −1 1

0 2 −1

0 0 5

 =

 1 −1 1

−1 3 −2

3 −1 7

 = A

♠

Poznámka 2.3. Rozklad matice A definovaný ve větě 2.1 je jednoznačný. Pokud

bychom nepožadovali, aby matice L měla na diagonále samé jedničky, pak by již

takovýto rozklad nebyl jednoznačný.

Ukážeme si nyńı př́ıklad LU rozkladu zadané matice, ve kterém nepožadujeme,

aby na diagonále matice L byly jedničky.
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Př́ıklad 2.2. Nalezněte LU rozklad matice

A =

 4 2 2

6 1 1

2 −1 1


Matici A upravujeme pomoćı řádkových elementárńıch úprav. V prvńım kroku

děĺıme prvńı řádek matice A vhodným dělitelem a zaṕı̌seme ho na pozici 11 do

matice L. Dále vypoč́ıtáme multiplikátory

l21 = 6
2

= 3

l31 = 2
2

= 1

a odečteme l21 násobek prvńıho řádku od druhého řádku a l31 násobek prvńıho

řádku od třet́ıho řádku. Tedy

A =

 4 2 2

6 1 1

2 −1 1

 ∼

 2 1 1

6 1 1

2 −1 1

 ∼

 2 1 1

0 −2 −2

0 −2 0


Nyńı vyděĺıme druhý řádek vhodným dělitelem a zaṕı̌seme jej do matice L na

pozici 22. Touto úpravou dostáváme matici 2 1 1

0 1 1

0 −2 0


Vypočteme multiplikátor

l32 = −2
1

= −2

a odečteme l32 násobek druhého řádku od třet́ıho řádku. Dostáváme matici 2 1 1

0 1 1

0 0 2


Posledńı řádek neńı nutné nič́ım dělit proto na pozici 33 matice L zaṕı̌seme

jedničku a matice L vypadá tedy takto

L =

 2 0 0

3 −2 0

1 −2 1


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Vid́ıme tedy, že na diagonále matice L nejsou prvky rovny jedné.

Snadno ověř́ıme správnost poč́ıtáńı

LU =

 2 0 0

3 −2 0

1 −2 1

 2 1 1

0 1 1

0 0 2

 = A

♠

Nyńı si na stejné matici z př́ıkladu 2.2 ukážeme aplikaci věty 2.1, tedy požadujeme,

aby na diagonále matice L byly jedničky.

Př́ıklad 2.3. Pomoćı GEM nalezněte LU rozklad matice

A =

 4 2 2

6 1 1

2 −1 1


K nalezeńı LU rozkladu matice A pomoćı Gaussovy eliminačńı metody budeme

postupovat podle věty 2.1. V prvńım kroku poč́ıtáme multiplikátory l21 a l31

l21 = a21

a11
= 6

4
= 3

2

l31 = a31

a11
= 2

4
= 1

2

a odečteme l21 násobek prvńıho řádku matice A od druhého řádku matice A a

l31 násobek prvńıho řádku matice A od třet́ıho řádku matice A. T́ım dostáváme

matici

A(1) =

 4 2 2

0 −2 −2

0 −2 0


a Frobeniovu matici G1

G1 =

 1 0 0

−3
2

1 0

−1
2

0 1


V druhém kroku poč́ıtáme multiplikátor l32 matice A(1) = (a

(1)
ij )

l32 =
a
(1)
32

a
(1)
22

= −2
−2

= 1
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a odečteme l32 násobek druhého řádku matice A(1) od třet́ıho řádku matice A(1).

Tedy dostáváme matici

A(2) =

 4 2 2

0 −2 −2

0 0 2

 = U

a Frobeniovu matici G2

G2 =

 1 0 0

0 1 0

0 −1 1


Vzhledem k tomu, že během Gaussovy eliminčńı metody opět nebylo nutné

vyměnit řádky, je permutačńı matice rovna matici jednotkové. Z věty 2.1 a

poznámky 2.1 tedy plyne, že matici L dostaneme násobeńım L = G−1
1 G−1

2 . Tedy

G−1
1 G−1

2 =

 1 0 0
3
2

1 0
1
2

0 1

 1 0 0

0 1 0

0 1 1

 =

 1 0 0
3
2

1 0
1
2

1 1

 = L

Vynásobeńım matic L a U ověř́ıme, zda jsme poč́ıtali správně

LU =

 1 0 0
3
2

1 0
1
2

1 1

 4 2 2

0 −2 −2

0 0 2

 =

 4 2 2

6 1 1

2 −1 1

 = A

♠

Poznámka 2.4. Na př́ıkladech 2.2 a 2.3 vid́ıme, že k jedné matici jsme nalezli dva

r̊uzné LU rozklady. Pokud tedy nebudeme požadovat, aby na diagonále matice

L byly jedničky, pak rozklad neńı jednoznačný.

M-file 2.1. K nalezeńı LU rozkladu dané matice pomoćı Gaussovy eliminačńı

metody jsem v matematickém softwaru Matlab sestavila m-file, který nejdř́ıve

ověř́ı, zda lze GEM provést bez výměny řádk̊u a poté nalezne LU rozklad dané

matice pomoćı Gaussovy eliminačńı metody.
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function [L,U]=LUGauss(A,eps)

%VSTUP: A... ctvercova matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: L...dolnı́ trojúhelnı́ková matice LU rozkladu

% U...hornı́ trojúhelnı́ková matice LU rozkladu

[m,n]=size(A);

if (m ~= n)

error(’zadaná matice nenı́ čtvercová’)

else

L=eye(m);

for i=2:m

if (abs(A(i-1,i-1)) <= eps)

error(’Gaussova eliminačnı́ metoda nelze provést bez

výměny řádků’)

else

for j=1:i-1

L(i,j)=A(i,j)/A(j,j);

A(i,:)=A(i,:) - L(i,j)*A(j,:);

end

end

end

end

U=A;

♠
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Př́ıklad 2.4. Pomoćı Gaussovy eliminačńı metody nalezněte LU rozklad matice

A =


4 1 −1 0

2 12 7 1

1 3 6 −1

1 2 −1 5


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 2.1 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> A=[4 1 -1 0;2 12 7 1;1 3 6 -1;1 2 -1 5];

>> [L,U] = LUGauss(A,10^-16)

Matlab nám vrát́ı matice L a U , které tvoř́ı LU rozklad matice A

L =

1.0000 0 0 0

0.5000 1.0000 0 0

0.2500 0.2391 1.0000 0

0.2500 0.1522 -0.4244 1.0000

U =

4.0000 1.0000 -1.0000 0

0 11.5000 7.5000 1.0000

0 0 4.4565 -1.2391

0 0 0 4.3220

♠

Poznámka 2.5. Jestliže Gaussova eliminačńı metoda nelze provést bez výměny

řádk̊u, pak tato metoda definuje rozklad matice PA

PA = LU
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kde P = Pn−1Pn−2 . . . P1 . Matice Pk je permutačńı matice zachycuj́ıćı výměnu

řádk̊u v k − tém kroku GEM.

Při praktickém výpočtu však nev́ıme předem, které řádky bude zapotřeb́ı

vyměnit, takže neńı možné určit součin PA a pak provést rozklad. Rozklad lze

ovšem vyřešit následuj́ıćım zp̊usobem. Předpokládejme, že je třeba při výpočtu

zaměnit k-tý a j-tý řádek, k > j. Tuto výměnu si můžeme během výpočt̊u za-

znamenat a pak v matici A(j) ze systému (A(j)|b(j)) by byly oproti současnému

stavu vyměněny celé řádky k − tý s j − tým a v matici Gj
−1 by byly vyměněné

jen spoč́ıtané části obou řádk̊u, tedy sloupce 1, . . . , k − 1.

Nyńı na př́ıkladě ilustrujeme postup v situaci, kdy je nutné během Gaussovy

eliminačńı metody zaměnit řádky. Ukážeme jak pracovat s permutačńı matićı a

jak poté naj́ıt správný tvar matice L.

Př́ıklad 2.5. Najděte LU rozklad matice A pomoćı GEM

A =


1 −2 1 3

1 −2 −1 5

2 −3 1 1

−1 −3 2 1


V prvńım kroku poč́ıtáme multiplikátory l21,l31 a l41 matice A

l21 = a21

a11
= 1

1
= 1

l31 = a31

a11
= 2

1
= 2

l41 = a41

a11
= −1

1
= −1

a odečteme postupně l21,l31 a l41 násobek prvńıho řádku maticeA od druhého,třet́ıho

a čtvrtého řádku matice A. Dostáváme tak matici A(1)

A(1) =


1 −2 1 3

0 0 −2 2

0 1 −1 −5

0 −5 3 4


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Frobeniovu matici G1

G1 =


1 0 0 0

−1 1 0 0

−2 0 1 0

1 0 0 1


a matici P1, která je ve tvaru jednotkové matice, jelikož jsme neprovedli výměnu

řádk̊u

P1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


Nyńı vid́ıme, že prvek matice A(1) na hlavńı diagonále (pozice 22) je nulový.

Z toho plyne, že pro daľśı krok Gaussovy eliminace je zapotřeb́ı vyměnit tento

řádek s jiným řádkem, který na pozici i2 pro i = 3, 4 nemá nulu. Vyměńıme proto

např́ıklad druhý řádek s třet́ım. Dostáváme matici

A(1) =


1 −2 1 3

0 0 −2 2

0 1 −1 −5

0 −5 3 4

 ∼


1 −2 1 3

0 1 −1 −5

0 0 −2 2

0 −5 3 4


A tato výměna se projev́ı také na tvaru permutačńı matice P2, která bude mı́t

oproti matici P1 vyměněný druhý a třet́ı řádek. Máme-li takto vyměněno, tak je

multiplikátor l32 = 0 a spoč́ıtáme jenom chyběj́ıćı multiplikátor l42

l42 =
a
(1)
42

a
(1)
22

= −5
1

= −5

a odečteme l42 násobek druhého řádku matice A(1) od čtvrtého řádku matice A(1).

Tedy dostáváme matici A(2)

A(2) =


1 −2 1 3

0 1 −1 −5

0 0 −2 2

0 0 −2 −21


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Frobeniovu matici G2

G2 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 5 0 1


a matici P2

P2 =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


V daľśım kroku poč́ıtáme multiplikátor l43

l43 =
a
(2)
43

a
(2)
33

= −2
−2

= 1

a odečteme l43 násobek třet́ıho řádku matice A(2) od čtvrtého řádku matice A(2).

Dostáváme tak již horńı trojúhelńıkovou matici U

U =


1 −2 1 3

0 1 −1 −5

0 0 −2 2

0 0 0 −23


Frobeniovu matici G3

G3 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 −1 1


a matici P3

P3 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


Nyńı ze vztahu (4) podobným zp̊usobem jako v př́ıkladě 2.1 źıskáme matici

L takto

L = P3P2P1(G3P3G2P2G1P1)
−1
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a tedy

L =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1




1 0 0 0

−2 0 1 0

−1 1 0 0

−8 −1 5 1


−1

=


1 0 0 0

2 1 0 0

1 0 1 0

−1 −5 1 1


Nyńı pro kontrolu provedeme násobeńı

LU =


1 0 0 0

2 1 0 0

1 0 1 0

−1 −5 1 1




1 −2 1 3

0 1 −1 −5

0 0 −2 2

0 0 0 −23

 =


1 −2 1 3

2 −3 1 1

1 −2 −1 5

−1 −3 2 1

 =

=


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1




1 −2 1 3

1 −2 −1 5

2 −3 1 1

−1 −3 2 1

 = PA

Vid́ıme, že jsme poč́ıtali správně.

♠

M-file 2.2. V softwaru Matlab jsem naprogramovala m-file, který nalezne LU

rozklad dané matice přesto, že Gaussova eliminačńı metoda nelze provést bez

výměny řádku.

function [L,U,P]=LUPGauss(A,eps)

%VSTUP: A... ctvercova matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: L...dolnı́ trojúhelnı́ková matice LU rozkladu

% U...hornı́ trojúhelnı́ková matice LU rozkladu

% P...permutačnı́ matice

[m,n]=size(A);

if (m ~= n)
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error(’zadaná matice nenı́ čtvercová’)

else

L=eye(m);

P=eye(m);

i = 1;

while i<m

if (abs(A(i,i)) <= eps)

for j=1:m

if ((abs(A(i,j)) > eps) & (abs(A(j,i)) > eps)) |

(j == m)

temp = A(j,:);

A(j,:)=A(i,:);

A(i,:)=temp;

tempP = P(j,:);

P(j,:)=P(i,:);

P(i,:)=tempP;

if i<j

tempL = L(i,1:i-1);

L(i,1:i-1) = L(j,1:i-1);

L(j,1:i-1) = tempL;

elseif i>j

tempL = L(i,1:j-1);

L(i,1:j-1) = L(j,1:j-1);

L(j,1:j-1) = tempL;

end

break;

end

end
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end

if (abs(A(i,i)) <=eps)

i = i + 1;

continue;

end

for j=i+1:m

L(j,i)=A(j,i)/A(i,i);

A(j,:)=A(j,:) - L(j,i)*A(i,:);

end

i = i + 1;

end

end

U=A;

♠

Př́ıklad 2.6. Nalezněte LU rozklad matice A
1 2 1 1

3 −1 2 1

2 4 2 5

1 −1 −2 1


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 2.2 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> A=[1 2 1 1;3 -1 2 1;2 4 2 5;1 -1 -2 1];

>> [L,U,P]=LUPGauss(A,10^-16)

Matlab nám vrát́ı následuj́ıćı výsledek

30



L =

1.0000 0 0 0

3.0000 1.0000 0 0

1.0000 0.4286 1.0000 0

2.0000 0 0 1.0000

U =

1.0000 2.0000 1.0000 1.0000

0 -7.0000 -1.0000 -2.0000

0 0 -2.5714 0.8571

0 0 0 3.0000

P =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

♠

Trojúhelńıkovým rozkladem se zabýváme předevš́ım proto, že má d̊uležitou

roli při řešeńı systému lineárńıch rovnic. Známe-li PA = LU , pak systém Ax = b

lze ihned řešit pro libovolný vektor b. Plat́ı totiž

PAx = LUx = Pb

K nalezeńı řešeńı x∗ uvažovaného systému použijeme matice L a U . Vyřešeńım

systému Ly = Pb, pomoćı př́ımého chodu (jelikož matice L je dolńı trojúhelńıková
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a systém řeš́ıme od prvńı rovnice) a systému Ux = y pomoćı zpětného chodu (je-

likož matice U je horńı trojúhelńıková a systém řeš́ıme od posledńı rovnice),

dostáváme hledané řešeńı x∗.

Př́ıklad 2.7. Najděte řešeńı systému lineárńıch rovnic s matićı

A =

 1 1 3

1 2 1

2 −1 1


a vektorem pravé strany

b =

−1

2

1


Nejprve najdeme LU rozklad matice A pomoćı Gaussovy eliminačńı metody.

Budeme-li postupovat stejně jako v př́ıkladu 2.1, nalezneme matice L a U ve

tvaru

L =

 1 0 0

1 1 0

2 −3 1

 , U =

 1 1 3

0 1 −2

0 0 −11


a jelikož během Gaussovy eliminačńı metody nebyla zapotřeb́ı výměna řádku, je

matice P ve tvaru jednotkové matice. Nyńı budeme postupovat tak, že nejdř́ıve

vyřeš́ıme systém Ly = b tzv. př́ımým chodem, tj. řeš́ıme

Ly =

 1 0 0

1 1 0

2 −3 1

 y1

y2

y3

 =

−1

2

1


Z této soustavy tedy můžeme vypoč́ıtat složky vektoru y

y1 = −1

y2 = 2− y1 = 2− (−1) = 3

y3 = 1− 2y1 + 3y2 = 1− 2 · (−1) + 3 · 3 = 12
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Tedy

y =

−1

3

12


Nyńı řeš́ıme systém Ux = y tzv. zpětným chodem

Ux =

 1 1 3

0 1 −2

0 0 −11

x1

x2

x3

 =

−1

3

12


Z této soustavy dostáváme složky vektoru x

x3 = −12
11

x2 = 3 + 2x3 = 3 + 2 · (−12
11

) = 9
11

x1 = −1− x2 − 3x3 = −1− 9
11
− 3 · (−12

11
) = 16

11

Řešeńım soustavy Ax = b je vektor

x =


16
11

9
11

−12
11


♠

M-file 2.3. K hledáńı řešeńı systému lineárńıch rovnic za pomoci LU rozkladu

jsem v Matlabu naprogramovala m-file ’linearEq’, který využ́ıvá již zmı́něnou

funkci ’LUPGauss’ k nalezeńı matic L, U a P . Dále jsem vytvořila pomocné

funkce ’primyChod’ a ’zpetnyChod, které řeš́ı tento systém pomoćı př́ımého a

zpětného chodu.

(i) function y=primyChod(A,b)

%VSTUP: A... ctvercova matice

% b...vektor prave strany

%VÝSTUP: y...reseni systemu Ay=b

[m,n]=size(A);
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for i=1:n-1

for j=i+1:n

if (abs(A(i,j)) > eps)

error(’zadaná matice nenı́ dolnı́ trojúhelnı́ková’)

end

end

end

if (m ~= n)

error(’zadaná matice nenı́ čtvercová’)

else

for i=1:m

temp=0;

for j=1:i-1

temp=temp+A(i,j)*y(j);

end

y(i)=b(i)-temp;

end

end

(ii) function y=zpetnyChod(A,b)

%VSTUP: A... ctvercova matice

% b...vektor prave strany

%VÝSTUP: y...reseni systemu Ay=b

[m,n]=size(A);

for i=2:n

for j=1:i-1

34



if (abs(A(i,j)) > eps)

error(’zadaná matice nenı́ hornı́ trojúhelnı́ková’)

end

end

end

if (m ~= n)

error(’zadaná matice nenı́ čtvercová’)

else

for i=m:-1:1

temp=0;

for j=i+1:m

temp=temp+A(i,j)*y(j);

end

y(i)=(b(i)-temp)/A(i,i);

end

end

(iii) function x=linearEq(A,b,eps)

%VSTUP: A... čtvercová matice

% b... sloupcový vektor pravé strany

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: x...řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic pomocı́ LU rozkladu

[m,n]=size(A);

[k,l]=size(b);

if (m ~= n)

error(’zadaná matice nenı́ čtvercová ’)

elseif (l>1)

error(’vektor b musı́ být sloupcový ’)
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elseif (k~= n )

error(’vektor b nemá stejný počet řádků jako matice A ’)

else

[L,U,P]=LUPGauss(A,eps);

y=primyChod(L,b);

x=zpetnyChod(U,y);

end

end

♠

Př́ıklad 2.8. Najděte řešeńı systému lineárńıch rovnic s matićı

A =


1 10 2 1

1 3 5 2

2 1 4 1

1 0 1 1


a vektorem pravé strany

b =


1

2

1

−1


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 2.3 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> A=[1 10 2 1; 1 3 5 2; 2 1 4 1; 1 0 1 1];

>> b=[1; 2; 1; -1];

>> [x]=linearEq(A,b,10^-16)

Matlab nám vrát́ı řešeńı x systému Ax = b
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x =

-0.8929

0.1071

0.9286

-1.0357

♠

Nyńı bych chtěla zmı́nit problémy, které souviśı s výběrem hlavńıho prvku

(pivota). Jak už bylo zmı́něno, v př́ıpadě, že je hlavńı prvek roven nule, nelze

Gaussova eliminačńı metoda provést. Řešeńım tohoto problému bude, již zmı́něná,

výměna řádk̊u. Provedeme-li ovšem výměnu řádk̊u, při které bude pivot bĺızký

nule, tak se může stát, že źıskané výsledky budou nepřesné. Což je zp̊usobeno

t́ım, že d́ıky hlavńımu prvku, který by byl velmi malý, bychom dostali velký mul-

tiplikátor a při jehož použit́ı by byl rozd́ıl mezi přesným a vypoč́ıtaným řešeńım

obrovský. Ilustruji tento př́ıpad na známém př́ıkladě Forsytha a Molera (viz [4]).

Př́ıklad 2.9. Najděte LU rozklad matice

A =

(
0.0001 1

1 1

)

Multiplikátor l21 = 1
10−4 = 104.

Tedy

G1 =

(
1 0

−104 1

)

U =

(
0.0001 1

0 −104

)
a L =

(
1 0

104 1

)
nebot’ 1− 104 ≈ −104. Po provedeńı součinu LU zjist́ıme, že

LU =

(
0.0001 1

1 0

)
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což je ovšem r̊uzné od p̊uvodńı matice A.

Tomuto chybnému výsledku se můžeme vyhnout již zmı́něnou záměnou řádk̊u.

Uvažujme matici

P1A =

(
0 1

1 0

)(
0.0001 1

1 1

)
=

(
1 1

0.0001 1

)
.

Po prvńım kroku Gaussovy eliminačńı metody je l21 = 10−4 a

G1 =

(
1 0

−10−4 1

)

tedy dostáváme

U = G1P1A =

(
1 0

−10−4 1

)(
1 1

10−4 1

)
=

(
1 1

0 1

)

L =

(
1 0

10−4 1

)

Přičemž 1− 10−4 ≈ 1. Nyńı součin LU =

(
1 1

0.0001 1

)
= P1A.

Tedy dospěli jsme k správnému výsledku.

♠

Poznámka 2.6. Postupu, který jsme ukázali na předchoźım př́ıkladu se ř́ıká

Gaussova eliminace s částečným výběrem pivota. Spoč́ıvá vlastně v tom,

že v k− tém kroku vybereme v př́ıslušném sloupci dané matice prvek maximálńı

v absolutńı hodnotě, tj. urč́ıme p tak, aby

|a(k)
pk | = max

k≤i≤n
|a(k)

ik |

a vyměńıme p− tou a k − tou rovnici.
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Daľśım možným postupem je Gaussova eliminace s úplným výběrem

pivota.Tady v k − tém kroku vyb́ıráme prvek maximálńı v absolutńı hodnotě

tak, že

|a(k)
rs | = max

i,j=1,...,n
|a(k)

ij |

Gaussova eliminace s úplným i částečným výběrem pivota je proveditelná

pro libovolnou regulárńı matici. Podobné problémy jako jsme ukázali v př́ıkladě

2.9 jsou minimalizovány úplným výběrem pivota, avšak podstatně méně pracný

částečný výběr pivota bývá většinou také dostatečně uspokojivý.

Z předchoźıch úvah a odvozeńı je zřejmý vztah mezi Gaussovou eliminačńı

metodou a LU rozkladem, tedy že pomoćı GEM źıskáme LU rozklad. Nyńı

si uvedeme algoritmus, odvozený z Gaussovy eliminačńı metody, pomoćı nějž

nalezneme LU rozklad dané matice bez př́ımého poč́ıtáńı Gaussovy eliminačńı

metody. Je tedy zřejmé, že LU rozklad pomoćı GEM bude stejný jako LU rozkad

źıskaný pomoćı algoritmu 2.1. Tento algoritmus je převzat z literatury [4], str.94.

Algoritmus 2.1. Necht’ je dána matice A ∈ Cn, A = (aij). Polož́ıme

u11 = a11

Pro i = 1, . . . , n:

lii = 1

Pro i = 2, . . . , n:

li1 =
ai1

u11

, kdeu11 6= 0

l1i = 0

Pro r = 2, . . . , n:

u1r = a1r

ur1 = 0
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Pro i = 2, . . . , r:

uir = air −
i−1∑
j=1

lijujr

uri = 0

Pro i = r + 1, . . . , n:

lir =
1

urr

(air −
r−1∑
j=1

lijujr) , kdeurr 6= 0

lri = 0

Př́ıklad 2.10. Pomoćı algoritmu 2.1 najděte LU rozklad matice

A =


3 1 −1 1

1 5 1 3

−1 3 8 −2

2 4 1 9


Budeme postupovat přesně podle algoritmu 2.1

u11 = a11 = 3

l21 = a21

u11
= 1

3

l31 = a31

u11
= −1

3
= −1

3

l41 = a41

u11
= 2

3

u12 = a12 = 1

u13 = a13 = −1

u14 = a14 = 1

u22 = a22 − l21u12 = 5− 1
3
· 1 = 14

3

u23 = a23 − l21u13 = 1− (1
3
· (−1)) = 4

3

u24 = a24 − l21u14 = 3− 1
3
· 1 = 8

3

l32 = 1
u22

(a32 − l31u12) = 3
14

(3− (−1
3
· 1)) = 5

7

l42 = 1
u22

(a42 − l41u12) = 3
14

(4− (2
3
· 1) = 5

7

u33 = a33 − (l31u13 + l32u23) = 8− (−1
3
· (−1) + 5

7
· 2

3
) = 141

21

u34 = a34 − (l31u14 + l32u24) = −2− (−1
3
· 1 + 5

7
· 8

3
) = −25

7

l43 = 1
u33

(a43 − (l41u13 + l42u23)) = 21
141

(1− (2
3
· (−1) + 5

7
· 4

3
)) = 15

141

u44 = a44 − (l41u14 + l42u24 + l43u34) = 9− (2
3
· 1 + 5

7
· 8

3
+ 15

141
· (−25

7
)) = 2240

329
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Po těchto výpočtech dostáváme matice L a U

L =


1 0 0 0
1
3

1 0 0

−1
3

5
7

1 0
2
3

5
7

15
141

1

 , U =


3 1 −1 1

0 14
3

4
3

8
3

0 0 141
21
−25

7

0 0 0 2240
329


Nyńı násobeńım ověř́ıme, zda jsme poč́ıtali správně

LU =


1 0 0 0
1
3

1 0 0

−1
3

5
7

1 0
2
3

5
7

15
141

1




3 1 −1 1

0 14
3

4
3

8
3

0 0 141
21
−25

7

0 0 0 2240
329

 =


3 1 −1 1

1 5 1 3

−1 3 8 −2

2 4 1 9

 = A

♠

M-file 2.4. Pro nalezeńı LU rozkladu dané matice jsem naprogramovala v soft-

waru Matlab program, který nalezne matice L a U pomoćı algoritmu 2.1.

Funkce nejdř́ıve ověř́ı, zda je zadaná matice čtvercová a poté spoč́ıtá prvky

matic L a U pomoćı algoritmu 2.1. Funkce se zastav́ı a ohláśı chybu pokud LU

rozklad nelze naj́ıt pomoćı tohoto algoritmu, tzn. pokud již spoč́ıtané prvky na

diagonále matice U jsou nulové.

function [L,U]=rozklad(A,eps)

%VSTUP: A... čtvercová matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: L...dolnı́ trojúhelnı́ková matice

% U...hornı́ trojúhelnı́ková matice

[k,l]=size(A);

if k~=l

error(’ERROR - matice A nenı́ čtvercová’)

else

n=length(A);
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for r=1:n

for j=r:n

temp = 0;

for s~= 1:r-1

temp = temp + L(r,s) * U(s,j);

end

U(r,j)=A(r,j)- temp;

end

for i=r+1:n

f = 0;

for s~= 1:r-1

f = f + L(i,s) * U(s,r);

end

if (abs(U(r,r)) >= eps)

L(i,r) = ((A(i,r) - f)/ U(r,r));

else

error(’LU rozklad nelze najı́t pomocı́ tohoto

algoritmu’)

end

end

end

for i=1:n

L(i,i)=1;

end

end

♠
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Př́ıklad 2.11. Nalezněte LU rozklad matice A pomoćı algoritmu 2.1.

A =


1 −3 1 4

−1 5 2 −3

2 −2 6 3

0 2 −1 2


Chceme-li hledat LU rozklad matice A pomoćı m-filu 2.4, zadáme do Matlabu:

>> A=[1 -3 1 4;-1 5 2 -3;2 -2 6 3;0 2 -1 2];

>> [L,U]=rozklad(A,10^-16)

Matlab nám vrát́ı rozklad matice A

L =

1 0 0 0

-1 1 0 0

2 2 1 0

0 1 2 1

U =

1 -3 1 4

0 2 3 1

0 0 -2 -7

0 0 0 15

♠

Poznámka 2.7. Software Matlab má sv̊uj př́ıkaz k nalezeńı LU rozkladu. Tento

př́ıkaz je možné použ́ıt dvěma zp̊usoby. Zalež́ı na tom jaká požadujeme výstupńı

data.

43



(i) v prvńım zp̊usobu zadáńı jsou výstupńı data matice L a U . Tedy tento

př́ıkaz zadáváme v následuj́ıćım tvaru

[L,U ] = lu(A)

Ovšem pokud je nutné během výpočtu vyměnit řádky matice A, pak Matlab

vrát́ı matici L, která neńı dolńı trojúhelńıková, ale je zleva vynásobená

permutačńı matićı, která zachycuje zmiňovanou výměnu řádk̊u. Např.

>> A=[1 2 1 1;3 -1 2 1;2 4 2 5;1 -1 -2 1];

>> [L,U] = lu(A)

L =

0.3333 0.5000 0 1.0000

1.0000 0 0 0

0.6667 1.0000 0 0

0.3333 -0.1429 1.0000 0

U =

3.0000 -1.0000 2.0000 1.0000

0 4.6667 0.6667 4.3333

0 0 -2.5714 1.2857

0 0 0 -1.5000

(ii) v druhém zp̊usobu zadáńı se mezi výstupńımi daty objevuje i permutačńı

matice P

[L,U, P ] = lu(A)
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Pomoćı tohoto př́ıkazu můžeme nalézt LU rozklad matice PA. Aplikujeme

tento tvar př́ıkazu na matici A z (i)

>> A=[1 2 1 1;3 -1 2 1;2 4 2 5;1 -1 -2 1];

>> [L,U,P] = lu(A)

L =

1.0000 0 0 0

0.6667 1.0000 0 0

0.3333 -0.1429 1.0000 0

0.3333 0.5000 0 1.0000

U =

3.0000 -1.0000 2.0000 1.0000

0 4.6667 0.6667 4.3333

0 0 -2.5714 1.2857

0 0 0 -1.5000

P =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

Vid́ıme, že matice L z (i) je rovna matici PL z (ii). Z toho plyne, že pro

námi zadanou matici A, je vhodněǰśı použ́ıt tvar př́ıkazu z (ii).
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Pokud bych měla zmı́nit nějaké daľśı využit́ı LU rozkladu, jednalo by se o výpočet

determinantu a inverzńı matice.

Pro inverzńı matici X matice A ∈ Cn plat́ı AX = I, kde I je jednotková

matice se sloupci ei, pro i = 1, . . . , n. Sloupce ei maj́ı na i− tém řádku jedničku

a zbytek jsou nuly. Jsou-li xij prvky matice X, řeš́ıme při hledáńı matice X n

systémů lineárńıch rovnic se stejnou matićı A, ale pokaždé s jinou pravou stranou.

Vektory pravé strany jsou postupně sloupce ei matice I.Tedy řeš́ıme tyto systémy

A


x11

x21

...

xn1

 =


1

0
...

0

 , A


x12

x22

...

xn2

 =


0

1
...

0

 , . . . , A


x1n

x2n

...

xnn

 =


0

0
...

1


Máme-li již k dispozici LU rozklad matice A, můžeme jej využ́ıt tak, že poč́ıtáme

soustavu LUxi = ei, kde xi jsou sloupce matice X a ei jsou sloupce jednotkové

matice I. Řešeńı se skládá ze dvou krok̊u. V prvńım hledáme vektor yi př́ımým

chodem, tedy řeš́ıme soustavu Lyi = ei. V druhém hledáme zpětným chodem

vektor xi, který je řešeńım soustavy Uxi = yi.

Výpočet inverzńı matice si ukážeme názorně na následuj́ıćım př́ıkladě

Př́ıklad 2.12. Najděte inverzńı matici k matici A,

A =


1 −3 1 4

−1 5 2 −3

2 −2 6 3

0 2 −1 2


jej́ıž LU rozklad jsme poč́ıtali v m-filu 2.4. Tedy máme již nalezené matice L a U

L =


1 0 0 0

−1 1 0 0

2 2 1 0

0 1 2 1

 , U =


1 −3 1 4

0 2 3 1

0 0 −2 −7

0 0 0 15


Nyńı postupujeme podle uvedeného návodu. Řeš́ıme systém Ly1 = e1
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Ly1 =


1 0 0 0

−1 1 0 0

2 2 1 0

0 1 2 1



y11

y21

y31

y41

 =


1

0

0

0


Z této soustavy dostáváme

y11 = 1, y21 = 1, y31 = −4, y41 = 7.

Nyńı řeš́ıme soustavu Ux1 = y1

Ux1 =


1 −3 1 4

0 2 3 1

0 0 −2 −7

0 0 0 15



x11

x21

x31

x41

 =


1

1

−4

7


Řešeńım této soustavy źıskáme prvńı sloupec inverzńı matice k matici A

x11 = −25
12
, x21 = −17

60
, x31 = 11

30
, x41 = 7

15

Tedy zat́ım

A−1 =


−25

12
x12 x13 x14

−17
60
x22 x23 x24

11
30
x32 x33 x34

7
15
x42 x43 x44


Budeme-li postupovat t́ımto naznačeným postupem, dostaneme po několika kroćıch

celou matici A−1

A−1 =


−25

12
−5

4
11
12

11
12

−17
60
− 1

20
7
60

19
60

11
30

3
10
− 1

30
− 7

30

7
15

1
5
− 2

15
1
15

 =
1

60


−125 −75 55 55

−17 −3 7 19

22 18 −2 −14

28 12 −8 4


♠

M-file 2.5. Pro výpočet inverzńı matice pomoćı LU rozkladu jsem v softwaru

Matlab naprogramovala m-file, který nejdř́ıve ověř́ı, zda je zadaná matice čtvercová,
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poté k nalezeńı LU rozkladu zavolá funkci ’LUPGauss’ a dále využije také funkce

’primyChod’ a ’zpetnyChod’. Na závěr tento m-file vytvoř́ı inverzńı matici.

function A=inverze(B,eps)

%VSTUP: B... čtvercová matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: A...inverzni matice k matici B

[m,n]=size(B);

if m~=n

error(’ERROR - matice A nenı́ čtvercová’)

else

[L,U,P]=LUPGauss(B,eps);

I=eye(m);

for i=1:m

y=primyChod(L,I(:,i));

x=zpetnyChod(U,y);

A(:,i) = x;

end

end

♠

Př́ıklad 2.13. Najděte inverzńı matici k matici B

B =

 1 2 −1

2 3 1

1 −1 1


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 2.5 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> B=[1 2 -1;2 3 1;1 -1 1];

>> [A]=inverze(B,10^-16)
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Matlab nám vrát́ı inverzńı matici A k matici B

A =

0.5714 -0.1429 0.7143

-0.1429 0.2857 -0.4286

-0.7143 0.4286 -0.1429

♠

Nyńı se budeme věnovat otázce, jak pomoćı LU rozkladu dané matice A,

vypoč́ıtat determinant matice A. Jak už v́ıme, čtvercovou matici A lze rozložit

na součin dolńı trojúhelńıkové matice L, která má na diagonále jedničky, a horńı

trojúhelńıkové matice U . Odtud plyne vztah pro výpočet determinantu matice A

pomoćı LU rozkladu. Mohou nastat dva př́ıpady. Jestliže

(i) poč́ıtáme GEM bez výběru pivota, pak plat́ı

detA = detL · detU =
n∏

i=1

uii

(ii) poč́ıtáme GEM s částečným výběrem pivota, pak plat́ı

detPA = detP · detA = (−1)r

n∏
i=1

uii

kde r je počet výměn řádk̊u během výpočtu GEM.

Př́ıklad 2.14. Určete determinant matice A.

A =


1 −3 1 4

−1 5 2 −3

2 −2 6 3

0 2 −1 2


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Odkážeme-li se na př́ıklad 2.11, kde jsme již našli rozklad matice A = LU ,

můžeme vynásobeńım prvk̊u na diagonále matice U zjistit, že

detA =
4∏

i=1

uii = 1 · 2 · (−2) · 15 = −60

♠

M-file 2.6. Pro výpočet determinantu zadané matice jsem v programu Matlab

sestrojila m-file, který vypočte determinant zadané matice pomoćı LU rozkladu.

function [detA] = determinant(A,eps)

%VSTUP: A... ctvercova matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: detA...determinant matice A

[L,U,P]=LUPGauss(A,eps);

[k]=size(U);

detA=1;

for i=1:k

detA=detA * U(i,i);

end

♠

Př́ıklad 2.15. Pomoćı LU rozkladu vypočtěte determinant matice A

A =


1 2 1 2 3

1 2 2 1 −1

3 −2 1 0 −1

1 3 5 −1 −2

−1 2 3 1 1


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 2.6 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> A=[1 2 1 2 3;1 2 2 1 -1;3 -2 1 0 -1;1 3 5 -1 -2;-1 2 3 1 1];

>> [detA] = determinant(A,10^-16)
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Matlab nám vrát́ı výsledek

detA =

-210

♠

2.1 Choleského rozklad

Tato podkapitola se zabývá rozkladem matice, která je hermitovská. Tento

rozklad rozlož́ı zadanou matici na součin horńı trojúhelńıkové matice a matice k ńı

hermitovské. Rozklad hermitovské matice je možné nalézt také pomoćı Gaussovy

eliminačńı metody a LU rozkladu, což ale z d̊uvodu šetřeńı aritmetickými opera-

cemi a pamět’mi poč́ıtače neńı výhodné, nebot’ t́ım, že je daná matice hermitovská

se sńıž́ı počet aritmetických operaćı na polovinu. Zmiňovaný rozklad nám př́ıbĺıž́ı

následuj́ıćı věta 2.4.

Věta 2.4. Necht’ matice A ∈ Cn je hermitovská a pozitivně definitńı. Pak existuje

jediná horńı trojúhelńıková matice T ∈ Cn s kladnými prvky na diagonále tak, že

plat́ı

A = T ∗T

Důkaz: viz. [1], strana 228.

Poznámka 2.8. Rozklad uvedený ve větě 2.4 se nazývá Choleského rozklad,

někdy se také setkáváme s názvem metoda druhých odmocnin.

Uved’me si algoritmus, tzv. Choleského algoritmus, podle kterého můžeme

vypoč́ıst prvky matice T .

Algoritmus 2.2. Necht’ A, A = (aij) je matice splňuj́ıćı předpoklady věty 2.4.

Položme

t11 =
√
a11
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Pro j = 2, . . . , n:

t1j =
a1j

t11

Pro i = 2, . . . , n:

tii =

√√√√aii −
i−1∑
l=1

( tli )tli

Pro j > i:

tij =
1

tii

(
aij −

i−1∑
l=1

( tli )tlj

)
Pro i > j:

tij = 0

Poznámka 2.9. Pro reálné symetrické matice stač́ı předpoklad silné regularity,

o čemž se můžeme doč́ıst ve skriptu [4].V tomto př́ıpadě se na diagonále matice

T může objevit komplexńı č́ıslo. A je-li reálná matice A nav́ıc pozitivně definitńı,

pak všechny prvky matice T jsou reálné.

M-file 2.7. K ověřeńı, zda je daná matice komplexńı, hermitovská, silně regulárńı

a pozitivně definitńı jsem sestrojila tyto čtyři následuj́ıćı funkce, které využijeme

v daľśıch m-filech

(i) function v = komplexni(A)

%VSTUP: A... matice

%VÝSTUP: v... pravdivostnı́ hodnota

% v=1 ... pro matice, které jsou komplexnı́

% v=0 ... pro matice, které nejsou komplexnı́

v = 0;

for i = 1:length(A)

for j = 1:length(A)

if (imag(A(i,j)) ~= 0)
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v = 1;

break;

end

end

end

(ii) function v = Hermitovska(A)

%VSTUP: A... matice

%VÝSTUP: v... pravdivostnı́ hodnota

% v=1 ... pro matice, které jsou hermitovské

% v=0 ... pro matice, které nejsou hermitovské

[m,n] = size(A);

if (m == n)

v = 1;

pom = A == A’;

for i=1:m

for j=1:m

if (pom(i,j) ~= 1)

v = 0;

break;

end

end

if (v == 0)

break;

end

end

else

v = 0;
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end

(iii) function v = TestSilneRegularity(A)

%VSTUP: A... matice

%VÝSTUP: v... pravdivostnı́ hodnota

% v=1 ... pro matice, které jsou silně regulárnı́

% v=0 ... pro matice, které nejsou silně regulárnı́

v = 1;

for i = 1:length(A)

if (det(A(1:i,1:i)) == 0)

v = 0;

break;

end

end

(iv) function v = TestPozitivniDefinitnosti(A)

%VSTUP: A... matice

%VÝSTUP: v... pravdivostnı́ hodnota

% v=1 ... pro matice, které jsou pozitivně definitnı́

% v=0 ... pro matice, které nejsou pozitivně definitnı́

v = 1;

for i = 1:length(A)

if (det(A(1:i,1:i)) <= 0)

v = 0;

break;

end

end

♠
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V následuj́ıćıch dvou př́ıkladech si ukážeme jaké prvky bude mı́t matice T ,

jestliže zadaná matice bude pozitivně definitńı nebo pouze silně regulárńı. Pro

lepš́ı porozuměńı Choleského metody si tyto dva př́ıklady předvedeme na reálné

symetrické matici, nebot’ rozklad reálné matice je jednodušš́ı než rozklad kom-

plexńı matice.

V obou př́ıpadech by podle poznámky 2.9 stačilo ověřit silnou regularitu. Ale

jelikož má výsledná matice T pouze reálné prvky, když je pozitivně definitńı, je

dobré si tuto skutečnost předem zjistit.

Př́ıklad 2.16. Najděte Choleského rozklad matice

A =

 1 2 4

2 7 2

4 2 35


Na prvńı pohled vid́ıme, že matice A je symetrická. Nyńı si ověř́ıme, jestli je

i pozitivně definitńı. V Matlabu zavoláme na pomoc funkci ’TestPozitivniDefinit-

nosti’, která nám zjist́ı, zda je tato matice pozitivně definitńı. Tedy zadáme do

Matlabu

>> A=[1 2 4;2 7 2; 4 2 35];

>> v = TestPozitivniDefinitnosti(A)

v =

1

A vzhledem k tomu, že nám software Matlab vrátil pravdivostńı hodnotu rovnu

jedné, tak je daná matice pozitivně definitńı a t́ım pádem i silně regulárńı, což

plyne z věty 1.3. Tedy můžeme očekávat, že všechny prvky matice T budou reálné.

V daľśıch kroćıch postupujeme přesně podle algoritmu 2.2, tj.
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t11 =
√
a11 =

√
1 = 1

t12 = a12

t11
= 2

1
= 2

t13 = a13

t11
= 4

1
= 4

t22 =
√
a22 − t212 =

√
7− 22 =

√
3

t23 = 1
t22

(a23 − t12t13 = 1√
3
(2− 2 · 4) = −2

√
3

t33 =
√
a33 − (t213 + t223) =

√
35− (42 + (−2

√
3)

2
) =
√

7

t21 = t31 = t32 = 0

Výsledky vlož́ıme do matice a dostáváme

T =

 1 2 4

0
√

3 −2
√

3

0 0
√

7


Snadno, např́ıklad v Matlabu ověř́ıme, že plat́ı T TT = A

T TT =

 1 0 0

2
√

3 0

4 −2
√

3
√

7

 1 2 4

0
√

3 −2
√

3

0 0
√

7

 =

 1 2 4

2 7 2

4 2 35

 = A

♠

Následuje př́ıklad, kdy zadaná matice neńı pozitivně definitńı a ukážeme, že

matice T bude mı́t obecně komplexńı prvky.

Př́ıklad 2.17. Najděte rozklad matice A Choleského metodou

A =

 1 1 2

1 4 3

2 3 1


Postupujeme tak, že ověř́ıme, jestli je tato matice silně regulárńı pomoćı funkce

’TestSilneRegularity’. Tedy zadáme do Matlabu

>> A=[1 1 2;1 4 3;2 3 1];

>> v = TestSilneRegularity(A)

v =

1
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Vzhledem k tomu, že nám Matlab vrátil pravdivostńı hodnotu rovnu jedné, tak

je matice A silně regulárńı a my můžeme zač́ıt hledat prvky matice T podle al-

goritmu 2.2. Tedy

t11 =
√
a11 =

√
1 = 1

t12 = a12

t11
= 1

1
= 1

t13 = a13

t11
= 2

1
= 2

t22 =
√
a22 − t212 =

√
4− 12 =

√
3

t23 = 1
t22

(a23 − t12t13) = 1√
3
(3− 1 · 2) = 1√

3

t33 =
√
a33 − (t213 + t223) =

√
1− (22 + ( 1√

3
)2) =

√
1− 13

3
= i
√

10
3

t21 = t31 = t32 = 0

Výsledky vlož́ıme do matice a dostáváme

T =

 1 1 2

0
√

3 1√
3

0 0 i
√

10
3


Snadno v Matlabu ověř́ıme, že plat́ı T TT = A

T TT =

 1 0 0

1
√

3 0

2 1√
3
i
√

10
3


 1 1 2

0
√

3 1√
3

0 0 i
√

10
3

 =

 1 1 2

1 4 3

2 3 1

 = A

Vid́ıme, že když nebyla zadaná matice pozitivně definitńı, tak se na diagonále

matice T vyskytlo komplexńı č́ıslo. Prvky mimo diagonálu nám vyšly pouze reálné

♠

M-file 2.8. Na základě algoritmu 2.2 jsem v Matlabu sestavila m-file, který

nejdř́ıvě ověř́ı, zda je vložená matice hermitovská a poté, zda je komplexńı a

zároveň pozitivně definitńı nebo zda je reálná a silně regulárńı. Následně spoč́ıtá

prvky matice T .

function T = CholeskehoRozklad(A)

%VSTUP: A... čtvercová matice

%VÝSTUP: T... výsledná matice z choleského rozkladu
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if (0 == Hermitovska(A))

error(’Matice nenı́ hermitovska’)

elseif (1 == komplexni(A) && 1 == TestPozitivniDefinitnosti(A)) ||

(0 == komplexni(A) && 1 == TestSilneRegularity(A))

T(1,1) = sqrt(A(1,1));

n = length(A);

for j = 2:n

T(1,j) = A(1,j) / T(1,1);

end

for i = 2:n-1

suma = 0;

for k = 1:i-1

if (1 == komplexni(A))

suma = suma + conj(T(k,i))*T(k,i);

else

suma = suma + T(k,i)^2;

end

end

T(i,i) = sqrt(A(i,i) - suma);

end

for i = 2:n

for j = 3:n

if (j > i)

sum = 0;

for k = 1:i-1

if (1 == komplexni(A))

sum = sum + conj(T(k,i)) * T(k,j);

else
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sum = sum + T(k,i) * T(k,j);

end

end

T(i,j) = ((A(i,j) - sum)/ T(i,i));

else

sumsum = 0;

for p = 1:i-1

if (1 == komplexni(A))

sumsum = sumsum + conj(T(p,i))*T(p,i);

else

sumsum = sumsum + T(p,i)*T(p,i);

end

end

T(i,i) = sqrt(A(i,i) - sumsum);

end

end

end

else

error(’bud’ je zadaná matice komplexnı́, ale nenı́ pozitivně definitnı́,

nebo nenı́ zadaná matice komplexnı́ a ani silně regulárnı́’)

end

♠

Nyńı si ukážeme Choleského rozklad matice, která je komplexńı.

Př́ıklad 2.18. Najděte Choleského rozklad matice A

A =

 1 2− i 3

2 + i 10 i

3 −i 30


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 2.8 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz
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>> A=[1 2-i 3;2+i 10 i;3 -i 30];

>> T = CholeskehoRozklad(A)

Matlab nám vrát́ı následuj́ıćı výsledek

T =

1.0000 2.0000 - 1.0000i 3.0000

0 2.2361 -2.6833 - 0.8944i

0 0 3.6056

♠

Poznámka 2.10. Stejně jako pro LU rozklad má sofware Matlab př́ıkaz i pro

Choleského rozklad ’chol’. Narozd́ıl však od m-filu 2.8 je u toho př́ıkazu zapotřeb́ı,

aby zadaná matice (i reálná) byla pozitivně definitńı. Pokud taková nebude, Mat-

lab vrát́ı chybu a rozklad nespoč́ıtá. Ukážeme si užit́ı a funkčnost tohoto př́ıkazu

na následuj́ıćıch př́ıkladech 2.19 a 2.20.

Př́ıklad 2.19. Najděte choleského rozklad matice

A =


1 2 1 −1

2 5 4 −1

1 4 6 0

−1 −1 0 12


Nejdř́ıve pomoćı př́ıkazu ’TestPozitivniDefinitnosti’ ověř́ıme, zda je zadaná

matice pozitivně definitńı. Zadáme tedy do Matlabu př́ıkaz

>> A=[1 2 1 -1;2 5 4 -1;1 4 6 0;-1 -1 0 12];

>> v = TestPozitivniDefinitnosti(A)

v =

1
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A vzhledem k tomu, že nám software Matlab vrátil pravdivostńı hodnotu rovnu

jedné, tak je zadaná matice pozitivně definitńı. Nyńı můžeme přistoupit k samotnému

Choleského rozkladu. Zadáme do Matlabu př́ıkaz

>> A=[1 2 1 -1;2 5 4 -1;1 4 6 0;-1 -1 0 12];

>> T=chol(A)

Matlab nám vrát́ı následuj́ıćı výsledek

T =

1 2 1 -1

0 1 2 1

0 0 1 -1

0 0 0 3

Př́ıkazem

>> T’*T

můžeme zkontrolovat, zda jsme poč́ıtali správně.

♠

Př́ıklad 2.20. Najděte choleského rozklad matice

A =


1 2 1 −1

2 5 4 −1

1 4 6 0

−1 −1 0 1


Nejdř́ıve pomoćı př́ıkazu ’TestPozitivniDefinitnosti’ ověř́ıme, zda je zadaná

matice pozitivně definitńı. Zadáme tedy do Matlabu př́ıkaz
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>> A=[1 2 1 -1;2 5 4 -1;1 4 6 0;-1 -1 0 1];

>> v = TestPozitivniDefinitnosti(A)

v =

0

A vzhledem k tomu, že nám software Matlab vrátil pravdivostńı hodnotu rovnu

nule, tak zadaná matice neńı pozitivně definitńı. Zadáme-li do Matlabu př́ıkaz

>> A=[1 2 1 -1;2 5 4 -1;1 4 6 0;-1 -1 0 1];

>> T=chol(A)

tak nám Matlab vrát́ı následuj́ıćı výsledek

>> T=chol(A)

??? Error using ==> chol

Matrix must be positive definite.

Použijeme m-file 2.8. Zadáme do Matlabu př́ıkaz

>> A=[1 2 1 -1;2 5 4 -1;1 4 6 0;-1 -1 0 1];

>> T = CholeskehoRozklad(A)

a dostaneme výsledek

T =

1.0000 2.0000 1.0000 -1.0000

0 1.0000 2.0000 1.0000

0 0 1.0000 -1.0000

0 0 0 0 + 1.4142i

Tedy vid́ıme, že narozd́ıl od př́ıkazu ’chol’ m-file 2.8 dokáže naj́ıt choleského roz-

klad reálné matice, která neńı pozitivně definitńı. ♠
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2.2 Croutova metoda

Pod́ıvejme se nyńı bĺıže na LU rozklad matice, která je tř́ıdiagonálńı, neboli

(1,1)-pásová matice. Máme zadánu následuj́ıćı matici A ∈ Cn tvaru

A =



a11 a12 0 . . . . . . 0

a21 a22 a23 . . . . . . 0

0 a32 a33
...

...
. . . 0

... an−1,n−1 an−1,n

0 . . . . . . 0 an,n−1 ann


a hledáme LU rozklad matice A, tj. hledáme matice L a U ve tvaru

L =



l11 0 0 . . . . . . 0

l21 l22 0 . . . . . . 0

0 l32 l33
...

...
. . . 0

... ln−1,n−1 0

0 . . . . . . 0 ln,n−1 lnn


, U =



1 u12 0 . . . . . . 0

0 1 u23 . . . . . . 0

0 0 1
...

...
. . . 0

... 1 un−1,n

0 . . . . . . 0 0 1


(5)

Pro určeńı (2n − 1) prvk̊u matice L a (n − 1) prvk̊u matice U ( dohromady

(3n − 2) prvk̊u), nám pomůže následuj́ıćı algoritmus, který vznikl porovnáńım

prvk̊u matice A s odpov́ıdaj́ıćımi prvky součinu LU

Algoritmus 2.3. Necht’ je dána tř́ıdiagonálńı matice A ∈ Cn, A = (aij).

Položme

a11 = l11

Pro i = 2, . . . , n položme:

ai,i−1 = li,i−1
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Pro i = 2, . . . , n vypočteme:

ai,i = li,i−1ui−1,i + lii

pro i = 1, . . . , n− 1 vypočteme:

ai,i+1 = li,iui,i+1

Poznámka 2.11. Uvedený algoritmus 2.3 se nazývá Croutova metoda.

Věta 2.5. Necht’ A ∈ Cn je tř́ıdiagonálńı matice s vlastnostmi:

(i) ai,i−1ai,i+1 6= 0 pro i = 2, . . . , n− 1

(ii) A je řádkově diagonálně dominantńı.

Pak matice A je regulárńı a hodnoty lii, i = 1, . . . , n, vypočtené algoritmem 2.3

jsou r̊uzné od nuly.

Důkaz: viz. [1].

Poznámka 2.12. Jsou-li splněny předpoklady věty 2.5, pak matici A lze rozložit

na součin dolńı a horńı trojúhelńıkové matice tvaru (5), což ilustruje následuj́ıćı

př́ıklad.

Př́ıklad 2.21. Nalezněte LU rozklad tř́ıdiagonálńı matice A pomoćı Croutovy

metody

A =


4 1 0 0

1 2 1 0

0 1 5 1

0 0 2 3


Vid́ıme, že daná matice je řádkově diagonálně dominantńı, tř́ıdiagonálńı a že

a21a23 = 1 · 1 6= 0 a a32a34 = 1 · 1 6= 0, tud́ıž jsou splněny předpoklady věty 2.5
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a můžeme k výpočtu LU rozkladu použ́ıt Croutovu metodu.

Poč́ıtáme

l11 = a11 = 4

u12 = a12

l11
= 1

4

l21 = a21 = 1

l22 = a22 − l21u12 = 2− 1 · 1
4

= 7
4

u23 = a23

l22
= 1

7
4

= 4
7

l32 = a32 = 1

l33 = a33 − l32u23 = 5− 1 · 4
7

= 31
7

u34 = a34

l33
= 1

31
7

= 7
31

l43 = a43 = 2

l44 = a44 − l43u34 = 3− 2 · 7
31

= 79
31

Našli jsme matice L a U ve tvaru

L =


4 0 0 0

1 7
4

0 0

0 1 31
7

0

0 0 2 79
31



U =


1 1

4
0 0

0 1 4
7

0

0 0 1 7
31

0 0 0 1


pro kontrolu nasob́ıme

LU =


4 0 0 0

1 7
4

0 0

0 1 31
7

0

0 0 2 79
31




1 1
4

0 0

0 1 4
7

0

0 0 1 7
31

0 0 0 1

 =


4 1 0 0

1 2 1 0

0 1 5 1

0 0 2 3

 = A

♠

M-file 2.9. K výpočtu LU rozkladu matice A pomoćı Croutovy metody jsem

sestavila m-file v matematickém softwaru Matlab. Tento program na začátku

ověř́ı, zda zadaná matice je čtvercová. Poté zkontroluje, je-li matice tř́ıdiagonálńı

a pomoćı funkce ’podminka’, jestli splňuje podmı́nku (i) z věty 2.5. Na závěr
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ověř́ı pomoćı funkce ’RadkoveDiagonalneDominantni’, je-li matice A řádkově di-

agonálně dominantńı. Pokud jsou všechny tyto podmı́nky splněny, tak daná ma-

tice vyhovuje požadavk̊um věty 2.5 a m-file vypočte prvky matic L a U .

(i) function r = RadkoveDiagonalneDominantni(A)

%VSTUP: A... matice

%VÝSTUP: r... pravdivostnı́ hodnota

% r=1 ... pro matice, které jsou řádkově

diagonálně dominantnı́

% r=0 ... pro matice, které nejsou řádkově

diagonálně dominantnı́

[m,n]= size(A);

if (m ~= n)

error(’zadaná matice nenı́ čtvercová’)

else

temp = 0;

r = 1;

for i=1:n

for j=1:n

if (i ~= j)

temp = temp + abs(A(i,j));

if (abs(A(i,i)) <= temp)

r = 0;

break;

end

temp = 0;

end

end

end
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end

(ii) function r = podminka(A,eps)

%VSTUP: A... matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: r... pravdivostnı́ hodnota

% r=1 ... pro matice, které splňujı́

předpoklad (i) věty 2.5.

% r=0 ... pro matice, které nesplňujı́

předpoklad (i) věty 2.5.

[m,n]= size(A);

if (m ~= n)

error(’zadaná matice nenı́ čtvercová’)

else

temp = 0;

r=1;

for i=2:n-1

if (abs(A(i,i-1)*A(i,i+1)) < eps)

r=0;

break;

end

end

end

(iii) function [L,U] = CroutovaMetoda(A,eps)

%VSTUP: A... čtvercová matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: L...dolnı́ trojúhelnı́ková matice

% U...hornı́ trojúhelnı́ková matice
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[k,l]=size(A);

n = length(A);

for r=2:n-1

if (0 == podminka(A))

error(’ERROR - Croutova metoda nelze použı́t,

neni splnena podminka (i) vety 2.5.’)

end

end

if k~=l

error(’ERROR - matice A nenı́ čtvercová’)

else

stop=1;

for k=1:n

for j=1:n

if (abs(k-j)>1)

if (abs(A(k,j))>= eps | abs(A(j,k))>= eps)

stop=0;

end

end

end

end

if (1 == RadkoveDiagonalneDominantni(A))

if (stop == 1)

U=zeros(n);

L=zeros(n);

L(1,1) = A(1,1);

U(1,2) = (A(1,2)./L(1,1));

U(1,1)=1;
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for i=2:n

if (i<n)

U(i,i)=1;

L(i,i-1)=A(i,i-1);

L(i,i)=A(i,i)-(L(i,i-1).*U(i-1,i));

U(i,i+1) = (A(i,i+1)./L(i,i));

else

U(i,i)=1;

L(i,i-1)=A(i,i-1);

L(i,i)=A(i,i)-(L(i,i-1).*U(i-1,i));

end

end

else

disp(’matice neni tridiagonalni’)

end

else

disp(’Matice neni řádkově diagonalne dominantni’)

end

end

♠

Př́ıklad 2.22. Nalezněte LU rozklad matice A pomoćı Croutovy metody

A =


6 3 0 0 0

4 5 2 0 0

0 4 12 8 0

0 0 1 13 1

0 0 0 2 7


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Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 2.9 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> A=[6 3 0 0 0;4 5 2 0 0;0 4 12 8 0;0 0 1 13 1;0 0 0 2 7];

>> [L,U] = CroutovaMetoda(A,10^-16)

Matlab nám vrát́ı následuj́ıćı výsledek

L =

6.0000 0 0 0 0

4.0000 3.0000 0 0 0

0 4.0000 9.3333 0 0

0 0 1.0000 12.1429 0

0 0 0 2.0000 6.8353

U =

1.0000 0.5000 0 0 0

0 1.0000 0.6667 0 0

0 0 1.0000 0.8571 0

0 0 0 1.0000 0.0824

0 0 0 0 1.0000

♠

Nyńı si ukážeme aplikaci m-filu 2.9 na komplexńı matici.

Př́ıklad 2.23. Nalezněte LU rozklad matice A pomoćı Croutovy metody

A =


5 2 0 0 0

i 6 2 0 0

0 2 7 3 0

0 0 1 14 5

0 0 0 1 6


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Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 2.9 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> A=[ 5 2 0 0 0;i 6 2 0 0 ;0 2 7 3 0;0 0 1 14 5; 0 0 0 1 6 ];

>> [L,U] = CroutovaMetoda(A,10^-16)

Matlab nám vrát́ı matice L a U

L =

5 0 0 0 0

i 6 - 0.4i 0 0 0

0 2 6.3363 - 0.0442i 0 0

0 0 1 13.5266 - 0.0033i 0

0 0 0 1 5.6304 - 0.0001i

U =

1 0.4 0 0 0

0 1 0.3319 + 0.0221i 0 0

0 0 1 0.4734 + 0.0033i 0

0 0 0 1 0.3696 + 0.0001i

0 0 0 0 1

♠
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3 Skeletový rozklad

V této kapitole se budeme zabývat součinovým rozkladem matice, který je

známý pod pojmem skeletový rozklad. S t́ımto rozkladem se můžeme setkat

hlavně při uřčováńı pseudoinverze, což se dále využ́ıvá při řešeńı systému lineárńıch

rovnic. Nejdř́ıve uved’me větu, která nám skeletový rozklad přibĺıž́ı.

Definice 3.1. Skeletovým rozkladem matice A ∈ Cm,n nazýváme každou

uspořádanou dvojici matic (B;C), pro kterou plat́ı

(i) B ∈ Cm,h

(ii) C ∈ Ch,n

(iii) A = BC

kde h = h(A) = h(B) = h(C)

Věta 3.1. Ke každé matici A ∈ Cm,n existuje alespoň jeden skeletový rozklad.

Důkaz: viz [3], strana 97. Tento d̊ukaz uvedeme, jelikož je v něm obsažena kon-

strukce, jak k dané matici naj́ıt jej́ı skeletový rozklad. Ke každé matici

A ∈ Cm,n, A = (aij) existuje regulárńı matice T ∈ Cm taková, že TA = S, kde

S ∈ Cm,n je ve stupňovitém tvaru. Je-li h(A) = h, je prvńıch h řádk̊u matice S

lineárně nezávislých a posledńıch (m − h) řádk̊u nulových. Pokud je matice B

tvořená prvńımi h sloupci matice T−1 a C matice tvořená nenulovými řádky ma-

tice S, pakA = BC. �

Postup nalezeńı skeletového rozkladu ukážeme bĺıže na př́ıkladu

Př́ıklad 3.1. Najděte skeletový rozklad matice A

A =


1 2 4 −1 1

1 3 7 1 3

2 7 17 4 8

−1 −1 −1 3 1


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Budeme postupovat podle d̊ukazu věty 3.1. Nejdř́ıve hledáme matici S ve

stupňovitém tvaru. Tedy prvńım krokem bude převedeńı matice A na stupňovitý

tvar a to tak, že na ńı aplikujeme Gaussovu eliminačńı metodu, tedy v prvńım

kroku vynulujeme prvky na pozićıch ai1 pro i = 2, 3, 4 a dostáváme matici
1 2 4 −1 1

0 1 3 2 2

0 3 9 6 6

0 1 3 2 2


Nyńı tuto matici vhodným násobeńım uprav́ıme na ekvivalentńı tvar a dostáváme

matici 
1 2 4 −1 1

0 1 3 2 2

0 1 3 2 2

0 1 3 2 2


Vid́ıme, že posledńı tři řádky jsou lineárně závislé, tedy hodnost této matice je

dvě. Tuto matici, kterou označ́ıme S, můžeme psát ve tvaru

S =


1 2 4 −1 1

0 1 3 2 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


Z d̊ukazu věty 3.1 v́ıme, že existuje regulárńı matice T taková, že TA = S

Tedy

TA =


1 0 0 0

−1 1 0 0

−2 −3 1 0

1 −1 0 1




1 2 4 −1 1

1 3 7 1 3

2 7 17 4 8

−1 −1 −1 3 1

 =


1 2 4 −1 1

0 1 3 2 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 = S

kde prvky na hlavńı diagonále matice T jsou jedničky, prvky nad hlavńı di-

agonálou jsou nuly a prvky pod hlavńı diagonálou jsou multiplakátory źıskané z

matice A postupem vysvětleným u Gaussovy eliminačńı metody.
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Jelikož h(A) = 2, dostáváme matici B ve tvaru

B =

(
1 1 2 −1

0 1 3 1

)T

a matici C, která je tvořena nenulovými řádky matice A

C =

(
1 2 4 −1 1

0 1 3 2 2

)

Matice B a C tvoř́ı skeletový rozklad matice A. Přesvědč́ıme se o tom jednodu-

chou zkouškou

BC =


1 0

1 1

2 3

−1 1


(

1 2 4 −1 1

0 1 3 2 2

)
=


1 2 4 −1 1

1 3 7 1 3

2 7 17 4 8

−1 −1 −1 3 1

 = A

♠

M-file 3.1. V matematickém programu Matlab jsem vytvořila m-file, který nej-

prve převede danou matici na schodovitý tvar, pomoćı funkce ’SchodTvar’. Zároveň

se multiplikátory, kterými jsme násobili řádky, ulož́ı do matice B a poté urč́ı

matici C.

(i) function [A,B]=SchodTvar(A,eps)

%VSTUP: A... matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: A...matice upravená na schodovitý tvar

% B...matice sestavená z multiplikátorů

r=rank(A);

[m,n]=size(A);

B=eye(m,r);

P=eye(m);
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i = 1;

while i<m

if abs(A(i,:)) <= eps

for j=m:-1:i+1

if abs(A(j,:)) > eps

temp = A(j,:);

A(j,:)=A(i,:);

A(i,:)=temp;

if i<j

tempB = B(i,1:i-1);

B(i,1:i-1) = B(j,1:i-1);

B(j,1:i-1) = tempB;

elseif i>j

tempB = B(i,1:j-1);

B(i,1:j-1) = B(j,1:j-1);

B(j,1:j-1) = tempB;

end

break;

end

end

end

if (abs(A(i,i)) <= eps)

for j=1:m

if (abs(A(i,j)) > eps) & (abs(A(j,i)) > eps)

temp = A(j,:);

A(j,:)=A(i,:);

A(i,:)=temp;

if i<j
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tempB = B(i,1:i-1);

B(i,1:i-1) = B(j,1:i-1);

B(j,1:i-1) = tempB;

elseif i>j

tempB = B(i,1:j-1);

B(i,1:j-1) = B(j,1:j-1);

B(j,1:j-1) = tempB;

end

break;

end

end

end

if (abs(A(i,i)) <=eps)

i = i + 1;

continue;

end

for j=i+1:m

B(j,i)=A(j,i)/A(i,i);

A(j,:)=A(j,:) - B(j,i)*A(i,:);

end

i = i + 1;

end

(ii) function [B,C] = SkeletovyRozklad(A, eps)

%VSTUP: A... matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: B...matice ze skeletova rozkladu matice A

% C...matice ze skeletova rozkladu matice A
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[m,n]=size(A);

[A,B]=SchodTvar(A);

temp = [];

for i=1:m

temp(i) = 0;

for j=1:n

if abs(A(i,j)) >= eps

temp(i) = 1;

end

end

end

temp;

temp2 = 0;

for i=1:m

if temp(i) == 0

A(i-temp2,:) = [];

temp2 = temp2 + 1;

end

end

C=A;

♠

Př́ıklad 3.2. Najděte skeletový rozklad matice A

A =


1 2 −1 1

1 3 4 2

−1 0 11 1

2 7 13 5


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 3.1 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz
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>> A=[1 2 -1 1;1 3 4 2;-1 0 11 1;2 7 13 5];

>> [B,C]=SkeletovyRozklad(A,10^-16)

Matlab nám vrát́ı výsledné matice

B =

1 0

1 1

-1 2

2 3

C =

1 2 -1 1

0 1 5 1

Zadáme pro kontrolu do Matlabu př́ıkaz B ∗ C a dostaneme p̊uvodńı matici A

>> B*C

ans =

1 2 -1 1

1 3 4 2

-1 0 11 1

2 7 13 5

♠
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Nyńı si na př́ıkladě ukážeme funkčnost m-filu 3.1 i pro komplexńı matice.

Př́ıklad 3.3. Najděte skeletový rozklad matice A

A =

 i 2 1

2 1− 2i 5

i −3i 9


Do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> A=[i 2 1; 2 1-2i 5;i -3i 9];

>> [B,C] = SkeletovyRozklad(A, eps)

Matlab nám vrát́ı výsledné matice

B =

1.0000 0 0

0 - 2.0000i 1.0000 0

1.0000 -1.6000 + 0.2000i 1.0000

C =

0 + 1.0000i 2.0000 1.0000

0 1.0000 + 2.0000i 5.0000 + 2.0000i

0 0 16.4000 + 2.2000i

Zadáme-li pro kontrolu do Matlabu př́ıkaz B ∗ C, dostaneme p̊uvodńı matici A

>> B*C

ans =

0 + 1.0000i 2.0000 1.0000

2.0000 1.0000 - 2.0000i 5.0000

0 + 1.0000i -0.0000 - 3.0000i 9.0000 + 0.0000i

♠
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Poznámka 3.1. Ačkoli je m-file 3.1 vytvořen přesně podle návodu, který je

uveden v d̊ukazu věty 3.1, tak neńı dostatečně efektivńı. Použ́ıvá se v něm převod

na schodovitý tvar, což u velkých matic může být zdlouhavé. Nav́ıc tento m-file

může zkolabovat např́ıklad na stejném problému velkých multiplikátor̊u jako v

př́ıkladu 2.9. Z toho d̊uvodu jsem v softwaru Matlab naprogramovala m-file 3.2.

M-file 3.2. Tento nový m-file na výpočet skeletového rozkladu pracuje tak, že

zjist́ı všechny lineárně nezávislé sloupce matice A a ty přǐrad́ı do matice B. Matice

C se pak vypočte maticovým děleńım C = B\A.

function [B,C] = NovySkeletovyRozklad(A, eps)

%VSTUP: A... matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: B...matice ze skeletova rozkladu matice A

% C...matice ze skeletova rozkladu matice A

h=rank(A);

B(:,1) = A(:,1);

[m,n] = size(A);

k=rank(B) + 1;

for i=2:n

B2 = [B, A(:,i)];

if (rank(B2) == k)

B = B2;

k=rank(B) + 1;

end

end

C=B\A;

♠

Nefunkčnost m-filu 3.1 a funkčnost m-filu 3.2 pro konkrétńı matice si ukážeme

na následuj́ıćım př́ıkladě.
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Př́ıklad 3.4. Nalezněte skeletový rozklad matice

A =

 1 2 3

2 4 6

1 2 1


Nejdř́ıve použijeme m-file 3.1, tj. zadáme do Matlabu

>> A=[ 1 2 3;2 4 6;1 2 1];

>> [B,C] = SkeletovyRozklad(A, 10^-16)

Matlab nám vrát́ı výsledek

B =

1 0

2 1

1 0

C =

1 2 3

0 0 -2

Pro kontrolu zadáme

>> B*C

ans =

1 2 3

2 4 4

1 2 3
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A vid́ıme, že matice BC 6= A. Program nám tedy nespoč́ıtal skeletový rozklad

správně, což je zp̊usobeno t́ım, že matici převád́ıme na schodovitý tvar. Zkuśıme

proto m-file 3.2, tj. zadáme do Matlabu

>> A=[ 1 2 3;2 4 6;1 2 1];

>> [B,C] = NovySkeletovyRozklad(A, 10^-16)

dostáváme výsledek

B =

1 3

2 6

1 1

C =

1 2 0

0 0 1

Nyńı pro kontrolu opět zadáme

>> B*C

ans =

1 2 3

2 4 6

1 2 1

Nyńı vid́ıme, že BC = A a tedy že m-file 3.2 nám našel správný skeletový rozklad.

♠
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Poznámka 3.2.

(i) Je-li (B;C) skeletový rozklad matice A, pak zřejmě obě matice B∗B,CC∗

jsou hermitovské , pozitivně definitńı, hodnosti h = h(A). A to plyne z

toho, že nerovnost x∗B∗Bx ≥ 0 plat́ı pro všechna x a x∗B∗Bx = 0 tehdy

a jen tehdy, je-li Bx = 0. A př́ıpad, kdy Bx = 0 nastává právě tehdy, když

x = o.

(ii) Skeletový rozklad matice A neńı určen jednoznačně. Známe-li však jeden

skeletový rozklad, můžeme snadno popsat jiný, jak je řečeno v následuj́ıćı

větě.

Věta 3.2. Je-li (B;C) skeletový rozklad matice A s hodnost́ı h, pak (B1;C1) je

skeletovým rozkladem téže matice v tom a jen v tom př́ıpadě, existuje-li regulárńı

matice Z ∈ Ch taková, že

BZ = B1

Z−1C = C1

Důkaz: viz. [3], strana 98.

Nyńı si ukážeme aplikaci předchoźı věty 3.2. Pomoćı jednoho, již známého,

skeletového rozkladu najdeme druhý skeletový rozklad.

Př́ıklad 3.5. Necht’ je dána matice A z př́ıkladu 3.1, která má hodnost h = 2 a

necht’ máme k dispozici již nalezené matice B a C. Tedy

A =


1 2 4 −1 1

1 3 7 1 3

2 7 17 4 8

−1 −1 −1 3 1

 B =

(
1 1 2 −1

0 1 3 1

)T

C =

(
1 2 4 −1 1

0 1 3 2 2

)

Nyńı si zvoĺıme nějakou čtvercovou regulárńı matici Z ∈ C2, jej́ıž rozměr bude

roven hodnosti matice A. Např́ıklad

Z =

(
1 2

3 4

)
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Podle vztah̊u z věty 3.2 ted’ vypoč́ıtáme matice B1 a C1

B1 = BZ =


1 0

1 1

2 3

−1 1


(

1 2

3 4

)
=


1 2

4 6

11 16

2 2



C1 = Z−1C =

(
−2 1

3
2
−1

2

)(
1 2 4 −1 1

0 1 3 2 2

)
=

(
−2 −3 −5 4 0

3
2

5
2

9
2
−5

2
1
2

)

Nyńı pomoćı násobeńı zkontrolujeme, zda se opravdu jedná o skeletový roz-

klad, tj.

B1C1 =


1 2

4 6

11 16

2 2


(
−2 −3 −5 4 0

3
2

5
2

9
2
−5

2
1
2

)
=


1 2 4 −1 1

1 3 7 1 3

2 7 17 4 8

−1 −1 −1 3 1

 = A

♠

Skeletový rozklad se s výhodou použ́ıvá při určováńı pseudoinverzńı matice,

o čemž hovoř́ı následuj́ıćı věta 3.3.

Věta 3.3. Necht’ A ∈ Cm,n je nenulová matice a necht’ A = BC je skeletový

rozklad matice A. Potom pro pseudoinverzi matice A plat́ı

A+ = C+B+

Důkaz: Je založen na ověřeńı Moore - Penroseových podmı́nek. Z poznámky

1.8 plyne, že CC+ = CC∗(CC∗)−1 = I a B+B = BB∗(BB∗)−1 = I. Označ́ıme si

X = C+B+ a začneme ověřovat podmı́nky z definice 1.16

(i) AXA = BCC+B+BC = BC = A

(ii) XAX = C+B+BCC+B+ = C+B+ = X
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(iii) (AX)∗ = (BCC+B+)
∗

= (BB+)
∗

= BB+ = BCC+B+ = AX

(iv) (XA)∗ = (C+B+BC)
∗

= (C+C)
∗

= C+C = C+B+BC = XA

TedyX = A+. �

Vid́ıme, že d́ıky skeletovému rozkladu můžeme snáze určit pseudoinverzi dané

matice, jak ř́ıká věta 3.3. Ukážeme si toto využit́ı skeletového rozkladu na př́ıkladě.

Př́ıklad 3.6. Určete Moore - Penroseovu inverzi matice A už́ıt́ım skeletového

rozkladu.

A =

 1 −1 −2

1 1 0

3 2 −1


K nalezeńı skeletového rozkladu matice A, použijeme m-file 3.2. Dostaneme

tak matice

B =

 1 −1

1 1

3 2

 , C =

(
1 0 −1

0 1 1

)

Pseudoinverzi matice B a C vypoč́ıtáme podle poznámky 1.8, tedy dostaneme:

B+ = (B∗B)−1B∗ =

(
11 6

6 6

)−1(
1 1 3

−1 1 2

)
= 1

30

(
12 0 6

−17 5 4

)

C+ = C∗(CC∗)−1 =

 1 0

0 1

−1 1

( 2 −1

−1 2

)−1

= 1
3

 2 1

1 2

−1 1


Pro pseudoinverzi matice A pak plat́ı:

A+ = C+B+ =
1

3

 2 −1

1 1

−1 2

 1

30

(
−5 5 10

−17 5 4

)
=

1

90

 7 5 16

−22 10 14

−29 5 −2


♠

M-file 3.3. V softwaru Matlab jsem naprogramovala m-file ’pseuoinverze’, který

za využit́ı skeletového rozkladu nalezne psedoinverzi zadané matice.
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function S = pseudoinverze(A, eps)

%VSTUP: A... matice

% eps... požadovaná přesnost

%VÝSTUP: S...pseudoinverzni matice k matici A

[B,C] = SkeletovyRozklad(A, eps);

D=B’*B;

G=inv(D);

Bp=G*B’;

K=C*C’;

L=inv(K);

Cp=C’*L;

S=Cp*Bp;

♠

Př́ıklad 3.7. Najděte pseudoinverzńı matici k matici

A =


1 2 2 1

−2 1 0 −1

2 4 −1 −1

2 1 3 2


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 3.3 tak, že do Matlabu zadáme

>> A=[1 2 2 1; -2 1 0 -1; 2 4 -1 -1;2 1 3 2]

>> S = pseudoinverze(A, 10^-16)

Matlab nám vrát́ı výsledek
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S =

-2.0000 0.5000 0.5000 1.5000

1.6667 -0.5000 -0.1667 -1.1667

-3.0000 1.5000 0.5000 2.5000

5.6667 -2.5000 -1.1667 -4.1667

♠

Poznámka 3.3. V matematickém programu Matlab existuje funkce ’pinv’, která

vraćı psedoinverzńı matici k zadané matici. Vyzkouš́ıme tuto funkci na stejné

matici jako v předchoźım př́ıkladě 3.7. Do Matlabu tedy zadáme

>> A=[1 2 2 1; -2 1 0 -1; 2 4 -1 -1;2 1 3 2]

>> pinv(A)

Dostaneme výsledek

ans =

-2.0000 0.5000 0.5000 1.5000

1.6667 -0.5000 -0.1667 -1.1667

-3.0000 1.5000 0.5000 2.5000

5.6667 -2.5000 -1.1667 -4.1667

Vid́ıme, že obě funkce ’pseudoinverze’ i ’pinv’ vraćı shodné matice.

Vlastnosti pseudoinverzńıch matic se využ́ıvaj́ı při řešeńı systému lineárńıch

rovnic s matićı soustavy, která neńı regulárńı nebo čtvercová. Důvodem je fakt,

že pro každou matici (čtvercovou, obdélńıkovou, regulárńı i singulárńı) exis-

tuje právě jedna Moore - Penroseova inverze. Tato pseudoinverze má několik

d̊uležitých a podobných rys̊u jako inverze čtvercových, regulárńıch matic.

87



Uvažujme nyńı systém lineárńıch rovnic Ax = b kde A ∈ Cm,n, x ∈ Cn a

b ∈ Cm. Vektor x∗ = A+b se nazývá řešeńı systému Ax = b vzhledem k nejmenš́ım

čtverc̊um. Řešeńım ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u rozumı́me řešeńı, které

minimalizuje normu ‖Ax−b‖ a mezi všemi takovými vektory je v normě nejmenš́ı.

Pokud má systém nekonečně mnoho řešeńı, pak najdeme to, které je v normě

nejmenš́ı. Pokud systém řešeńı nemá, pak najdeme vektor, který minimalizuje

normu rezidúı, tj. ‖Ax− b‖ a mezi všemi takovými vektory je nejmenš́ı.

V následuj́ıćım př́ıkladě si najdeme řešeńı systému lineárńıch rovnic ve smyslu

metody nejmenš́ıch čtverc̊u pomoćı pseudoinverze.

Př́ıklad 3.8. Najděte řešeńı systému lineárńıch rovnic s matićı

A =

 4 3 2 1

3 1 1 0

2 −1 1 1


a vektorem pravé strany

b =

 1

1

2


Abychom našli řešeńı ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u x∗ = A+b soustavy

Ax = b muśıme nejdř́ıve určit pseudoinverzi matice A. Vzhledem k tomu, že již

máme vytvořenou funkci ’pseudoinverze’, můžeme ji použ́ıt tak, že do Matlabu

zadáme

>> A=[4 3 2 1; 3 1 1 0;2 -1 1 1];

>> S = pseudoinverze(A, 10^-16)

Matlab nám vrát́ı pseudoinverzńı matici k matici A
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S =

-0.1556 0.4889 0.0444

0.2815 -0.1704 -0.3185

0.1852 -0.2963 0.1852

0.4074 -0.8519 0.4074

Nyńı stač́ı provést násobeńı

x∗ = Sb =


−0.1556 0.4889 0.0444

0.2815 −0.1704 −0.3185

0.1852 −0.2963 0.1852

0.4074 −0.8519 0.4074


 1

1

2

 =


0.4222

−0.5259

0.2593

0.3704


Vektor x∗ je řešeńım uvažované soustavy ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

♠

89



4 Singulárńı rozklad

Singulárńı rozklad matice má významné využit́ı v numerické matematice a

to předevš́ım při výpočtu pseudoinverzńı matice při řešeńı systému lineárńıch

rovnic.

Věta 4.1 (Singulárńı rozklad). Je-li A ∈ Cm,n, h(A) = r. Pak existuje unitárńı

matice U ∈ Cm a unitárńı matice V ∈ Cn a diagonálńı matice D ∈ Cr s kladnými

diagonálńımi prvky d1, d2, . . . , dr takovými, že d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dr tak, že plat́ı

A = U

(
D 0

0 0

)
V ∗

přičemž nulové bloky doplňuj́ı matici D na pravé straně ma matici typu m× n.

Důkaz: viz. [2], strana 62.

Poznámka 4.1. Pro jednoduchost označ́ıme matici

(
D 0

0 0

)
ṕısmenem S.

Poznámka 4.2. Diagonálńı prvky matice D z věty 4.1 se nazývaj́ı singulárńı

č́ısla matice A a jsou to druhé odmocniny vlastńıch hodnot matice A∗A.

Nyńı si pro lepš́ı porozuměńı singulárńıho rozkladu ukážeme př́ıklad, který je

zároveň návodem k tomu, jak nalézt matice U a V .

Př́ıklad 4.1. Najděte singulárńı rozklad matice A

A =

−1 1

−1 0

1 2


Nejprve spoč́ıtáme matici AAT

AAT =

−1 1

−1 0

1 2

(−1 −1 1

1 0 2

)
=

 2 1 1

1 1 −1

1 −1 5


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Nyńı urč́ıme vlastńı č́ısla

det(AAT − λI) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 1 1

1 λ− 1 −1

1 −1 λ− 5

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 8λ2 + 14λ

Tedy řešeńım kubické rovnice

λ3 − 8λ2 + 14λ = 0

jsou vlastńı č́ısla

λ1 = 4 +
√

2

λ2 = 4−
√

2

λ3 = 0

Pro λ1 dostáváme vlastńı vektor u1 = [0.2326,−0.1645, 0.9586]T

pro λ2 dostáváme vlastńı vektor u2 = [0.8125, 0.5745,−0.0986]T

a pro λ3 dostáváme vlastńı vektor u3 = [−0.5345, 0.8018, 0.2673]T

Vlastńı vektory u1, u2, u3 tvoř́ı sloupce matice U , která tedy vypadá následovně

U =

 0.2326 0.8125 −0.5345

−0.1645 0.5745 0.8018

0.9586 −0.0986 0.2673


Po odmocněńı vlastńıch č́ısel λ1, λ2 dostáváme singulárńı č́ısla, což jsou diagonálńı

prvky matice D. Jelikož matice S muśı mı́t podle věty 4.1 stejné rozměry jako

zadaná matice A, přidáme matici D jeden nulový řádek. Tedy

S =

 2.3268 0

0 1.6080

0 0


Na závěr vypočteme prvky matice V ze vztahu SV = U−1A, což lze v Matlabu

vyřešit př́ıkazem V = (U−1A)\S, tedy.

V =

(
0.3827 −0.9239

0.9239 0.3827

)
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Pro ověřeńı, spoč́ıtáme součin USV T

USV T =

 0.2326 0.8125 −0.5345

−0.1645 0.5745 0.8018

0.9586 −0.0986 0.2673

 2.3268 0

0 1.6080

0 0

( 0.3827 −0.9239

0.9239 0.3827

)T

=

=

−1 1

−1 0

1 2

 = A

♠

M-file 4.1. Pro nalezeńı singulárńıho rozkladu jsem v Matlabu vytvořila m-file,

který najde matice U, S a V

function [U,S,V]=singularniRozklad(A)

%VSTUP: A... matice

%VÝSTUP: U...matice ze singulárnı́ho rozkladu matice A

% S...matice ze singulárnı́ho rozkladu matice A

% V...matice ze singulárnı́ho rozkladu matice A

[k,l]=size(A);

u=min(k,l);

t=max(k,l);

S=zeros(k,l);

F=A*A’;

H=A’*A;

[D2] = eig(H);

if k>l

[U,D] = eig(F);

[VV,D2] = eig(H);

for i=1:t/2
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temp = U(:,i);

U(:,i) = U(:,t-i+1);

U(:,t-i+1)=temp;

end

for i=1:u

S(i,i) = sqrt(D2(i,i));

end

for i=1:u/2

temp = S(i,i);

S(i,i) = S(u-i+1,u-i+1);

S(u-i+1,u-i+1)=temp;

end

V=(inv(U)*A)\S;

else

[UU,D] = eig(F);

[V,D2] = eig(H);

for i=1:u

S(i,i) = sqrt(D(i,i));

end

for i=1:u/2

temp = S(i,i);

S(i,i) = S(u-i+1,u-i+1);

S(u-i+1,u-i+1)=temp;

end

for i=1:t/2

temp = V(:,i);

V(:,i) = V(:,t-i+1);

V(:,t-i+1)=temp;
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end

U=(inv(V)*A’)\S’;

end

♠

Př́ıklad 4.2. Najděte singulárńı rozklad matice A

A =

 1 2

2 1

1 3


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı m-filu 4.1 tak, že do Matlabu zadáme př́ıkaz

>> [U,S,V]=singularniRozklad([1 2;2 1; 1 3])

Matlab nám vrát́ı výsledné matice U , S, V

U =

0.5251 0.0998 0.8452

0.4397 -0.8821 -0.1690

0.7286 0.4604 -0.5071

S =

4.2500 0

0 1.3920

0 0

V =

0.5019 -0.8649

0.8649 0.5019

♠
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Poznámka 4.3. V softwaru Matlab se můžeme setkat s př́ıkazem pro výpočet

singulárńıho rozkladu. Zadáme-li př́ıkaz

(i) [U,S,V] = svd(A)

tak nám Matlab vrát́ı diagonálńı matici S a unitárńı matice U a V .

(ii) s = svd(A)

tak nám Matlab vrát́ı singulárńı č́ısla matice A.

Př́ıklad 4.3. Najděte singulárńı rozklad matice A

A =


1 2 3

−1 1 2

−1 3 1

1 −1 4


Vyřeš́ıme tento př́ıklad pomoćı př́ıkazu svd(A) tak, že do Matlabu zadáme

>> A=[1 2 3;-1 1 2;-1 3 1; 1 -1 4];

>> [U,S,V]=svd(A)

Matlab nám vrát́ı následuj́ıćı matice

U =

-0.6244 0.1363 -0.6604 -0.3943

-0.3692 0.1817 0.7201 -0.5587

-0.3277 0.7289 0.1070 0.5915

-0.6054 -0.6459 0.1840 0.4272
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S =

5.7449 0 0

0 3.7405 0

0 0 1.4161

0 0 0

V =

-0.0928 -0.3797 -0.9205

-0.3474 0.8787 -0.3275

-0.9331 -0.2894 0.2134

♠

Jak už bylo na začátku této kapitoly zmı́něno, tak singulárńı rozklad lze využ́ıt

např́ıklad při řešeńı systému lineárńıch rovnic, o čemž hovoř́ı následuj́ıćı věta 4.2.

Věta 4.2. Necht’ je dána matice A ∈ Cm,n a jej́ı singulárńı rozklad

A = U

(
D 0

0 0

)
V ∗

Pak matice

A+ = V

(
D−1 0

0 0

)
U∗

je pseudoinverzńı matićı k matici A.

Důkaz: viz. [2], strana 210.

Poznámka 4.4. Ačkoli rozklad matice A z věty 4.2 nemuśı být jednoznačný,

tak matice A+ jednoznačná je. Opět budeme hledat řešeńı x∗ ve smyslu metody

nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Uved’me si nyńı př́ıklad jak nalézt řešeńı soustavy lineárńıch rovnic ve smyslu

metody nejmenš́ıch čtverc̊u pomoćı singulárńıho rozkladu.

Př́ıklad 4.4. Najděte řešeńı soustavy ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u

s matićı

A =

 1 1

3 −1

0 1


a vektorem pravé strany

b =

 1

1

3


Abychom zjistili řešeńı soustavy Ax = b ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u,

budeme postupovat podle věty 4.2. Nejdř́ıve nalezneme singulárńı rozklad matice

A pomoćı m-filu 4.1. Tedy zadáme do Matlabu př́ıkaz

>> A=[1 1; 3 -1;0 1];

>> [U,S,V]=singularniRozklad(A)

a dostaneme následuj́ıćı matice

U =

-0.2187 0.7785 0.5883

-0.9726 -0.1251 -0.1961

0.0791 0.6151 -0.7845

S =

3.2452 0

0 1.5713

0 0
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V =

-0.9665 0.2567

0.2567 0.9665

Matice D je matice S bez posledńıho nulového řádku, takže vypadá následovně

D =

(
3.2452 0

0 1.5713

)

Nyńı podle věty 4.2 najděme pseudoinverzńı matici k matici A. Tedy

A+ = V

(
D−1 0

0 0

)
U∗ =

=

−0.2187 0.7785 0.5883

−0.9726 −0.1251 −0.1961

0.0791 0.6151 −0.7845

( 0.3081 0 0

0 0.6364 0

)(
−0.9665 0.2567

0.2567 0.9665

)∗
=

=

(
0.1923 0.2692 0.0769

0.4615 −0.1538 0.3846

)
Na závěr stač́ı naj́ıt řešeńı zadané soustavy ve smyslu metody nejmenš́ıch

čtverc̊u, které je ve tvaru

x∗ = A+b

Tedy

x∗ = A+b =

(
0.1923 0.2692 0.0769

0.4615 −0.1538 0.3846

) 1

1

3

 =

(
0.6922

1.4615

)

♠
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo obohatit své vědomosti o základńı vlastnosti

matic a předevš́ım vytvořit přehled o jednotlivých typech maticových rozklad̊u.

V této práci jsme ukázali na jakém principu funguje Gaussova eliminačńı metoda

a z ńı plynoućı LU rozklad, který se efektivně využ́ıvá u soustav lineárńıch rovnic

s v́ıce pravými stranami. Dále jsme si také ukázali, že LU rozklad lze využ́ıt také

pro výpočet determinantu a inverzńı matice. Pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic

s hermitovskou matićı jsme se naučili Choleského metodu, která je oproti LU roz-

kladu či Gaussově eliminačńı metodě časově méně náročněǰśı. Také jsme si ukázali

tzv. Croutovu metodu, která se využ́ıvá u řešeńı soustav s tř́ıdiagonálńı matićı.

Skeletový rozklad, který je daľśım typem součinového rozkladu, je použ́ıván

předevš́ım pro výpočet psedoinverzńı matice. Také jsme se zmı́nili, že při řešeńı

soustav lineárńıch rovnic se ještě můžeme setkat se singulárńım rozkladem. Po-

znatky o těchto rozkladech jsme demonstrovali na př́ıkladech a v matematickém

programu Matlab jsme sestavili m-fily, které by nám měly hledáńı zmı́ňovaných

rozklad̊u ulehčit.

Během tvorby této bakalářské práce jsem se bĺıže seznámila s problematikou

numerické matematiky, źıskala mnoho zkušenost́ı s četbou odborné literatury a

zároveň jsem zdokonalila své dovednosti s matematickým softwarem Matlab a s

typografickým systémem LATEX, kterým je práce vysázena.

Věř́ım, že usiĺı věnované tvorbě této bakalářské práce bude zaj́ımavým př́ınosem

nejen pro mě v daľśım studiu, ale i pro všechny čtenáře této práce.
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