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Pouzité symboly

mnozina komplexnich ¢isel

mnozina realnych cisel

mnozina prirozenych ¢isel

n-rozmérny vektorovy prostor nad redlnymi ¢isly
n-rozmérny vektorovy prostor nad komplexnimi ¢isly
mnozina matic fadu n nad realnymi cisly
mnozina matic fadu n nad komplexnimi ¢isly
mnozina matic fadu m X n nad realnymi ¢isly
mnozina matic fadu m X n nad komplexnimi ¢isly
absolutni hodnota cisla a

transponovana matice k matici A

inverzni matice k matici A

matice s komplexné sdruzenymi prvky
hermitovska matice k matici A

transponovany vektor k vektoru z

hermitovsky vektor k vektoru x

jednotkova matice fadu n

hodnost matice A

determinant matice A

matice s prvky a;;

Kroneckerovo delta



Uvod

Hlavnim cilem této bakalarské prace je nastudovat zakladni typy rozkladu
ruznych typu matic, rozklady predvést na piikladech a v matematickém pro-
gramu Matlab vytvofit programy, pomoci kterych uvedené rozklady muzeme
nalézt. Také si ukdzeme, jak muzeme tyto rozklady matic vyuzit napt. v primych
metodach feseni systému linearnich rovnic nebo pti urc¢ovani pseudoinverze dané
matice.

Prvni kapitola je pojata jako pripravnd a zavedeme v ni pojmy z linearni
algebry a numerické matematiky, které sice nejsou tématem této bakalarské prace,
ale blizce s nim souvisi.

Druh4d kapitola pojednava o LU rozkladu, ktery lze povazovat za nejznamé;jsi
a vychazi z tzv. Gaussovy elimina¢ni metody. Tento rozklad je typickym piikladem
soucinového rozkladu, proto se jim budeme zabyvat dukladnéji. Ukazeme si jeho
odvozeni, vyuziti pii feSeni systému linedrnich rovnic a aplikaci na hermitovské
a tridiagonalni matice.

Ve tteti kapitole se budeme vénovat skeletovému rozkladu. Pokusime se pfiblizit
a vysvetlit postup jeho hledani na piikladech. Jeho vyuziti muzeme nalézt jak
pri feSeni systému linedrnich rovnic tak i pii urcovani pseudoinverzni matice.

Posledni ¢tvrta kapitola se zabyva singularnim rozkladem, ktery se muze zdat
nejslozitéjsi. Jeho vyuziti je opét pri feSeni systému linedrnich rovnic a pfi uréovani
pseudoinverze.

V celé praci budeme piiklady a programy sestavené v matematickém softwaru
Matlab, tzv. m-fily, ukoncovat symbolem # a dukazy symbolem [I. V m-filech
budeme pouzivat urcitou presnost "eps”, coz bude néjaké velmi malé kladné ¢islo.
V piikladech budeme zpravidla volit eps = 10716,

K této bakalaiské praci patii CD, na kterém se nachéazeji m-fily sestavené
podle jednotlivych algoritmi nebo postupu hledani rozkladu matic, o kterych

tato bakalarska prace pojednava.



1 Pripravna kapitola
V této kapitole pripomeneme nékteré zakladni pojmy z linearni algebry a nu-
merické matematiky, jejichz znalost je pro nasledujici text nezbytna.

Definice 1.1. Matici A € C,, nazyvame regularni, jestlize jeji determinant je
ruzny od nuly, tzn. det(A) # 0. Neni-li matice A regularni, nazyvame ji sin-

gularni.

Definice 1.2. Necht A € C,,,,. Hodnosti matice A nazveme takové ¢islo h(A),

které je rovno maximalnimu poctu linearné nezavislych radkt matice A.

Poznamka 1.1. Ekvivalentné lze vyslovit definici 1.1 také tak, ze matice A € C,

je regularni, jestlize:
(i) jeji tadky jsou linedrné nezavislé
(ii) jeji sloupce jsou linedrné nezavislé
(ili) hodnost matice A je pravé n

(iv) k ni existuje matice inverzni.
Uvazujme nyni systém linearnich rovnic

Az =1 (1)

kde A € C, A= (a;j), »€C", 2= (v1,...,2,)7, beC" b= (by,...,b,)".
Je-li matice A reguldrni, pak existuje pravé jedno feseni systému (1), které je
tvaru x* = A~'bh. Metody, jak nalézt feSeni soustav linedrnich rovnic, se vétsinou
rozdéluji na dvé skupiny: metody piimé a metody iteracni. V této bakalaiské praci
se budeme zabyvat pouze metodami piimymi. Jsou to metody, pti jejichz aplikaci
ziskame po kone¢ném poctu kroku presné reseni z*. To vSe za predpokladu, ze
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vSechny aritmetické operace provadime presné a vstupni data jsou také dana

presné.

Uved'me nyni zdkladni poznatky z linearni algebry, které souvisi s uvedenym

systémem linearnich rovnic (1).

Definice 1.3. Systém linedrnich rovnic (1) se nazyva reSitelny (resp. nefesi-
telny), jestlize existuje alespon jedno (resp. neexistuje zadné) Feseni systému

linedrnich rovnic (1).

Véta 1.1 (Frobenius). Systém linedrnich rovnic (1) je resitelny pravé tehdy, kdyz
hodnost matice A je rovna hodnosti rozsirené matice (A|b) systému linedrnich

rovnic (1).
Dukaz: viz. [5], strana 38.

Definice 1.4. Matice R € C,,, R = (r;;) se nazyva horni trojihelnikova
matice, jestlize r;; = 0 pro ¢ > j, 4,7 = 1,...,n. Matice S € C,, S = (s;5)

se nazyvé dolni trojihelnikova matice, jestlize s;; = 0 prot < j, ¢, =1,...,n.

Priklad 1.1. Uvedme si piiklad horn{ a dolni trojihelnikové matice

123456 100000
012345 120000
j 001234 g_ 123000
000123 123400
000012 123450
000001 123456

Definice 1.5. Rekneme, ze matice R € C,,, R = (r;;) je (p,q)-pasova matice,
jestlize existuji p,q € N takova, ze 1 <p,q <nar; =0proi+p < jnebo

j + ¢ < i. Sitkou péasu budeme rozumét ¢islo w = p+ ¢ — 1.



Priklad 1.2. Uvedme si ptiklad (2,4)-pasové matice

2
2

—_
o
8HOTOO
— W 00
N W = Ot
w oo O O
N w O O

1
6
5
0
0
0

6
012111214
004719

Poznamka 1.2. Ve specialnim piipadé, kdy p = ¢ = 2 se pasova matice R = (1)

nazyva tridiagonalni a je ve tvaru

11 T12 0 ... 0
T21 T29 T23 ... 0
0 rs2 ra3
R =
0
Tn—1n—1 Tn—1n

0 ...... 0 7Thn-1 Ton
Definice 1.6. Matice A € C),, A = (a;;) se nazyva

(i) fadkové diagondlné dominantni, jestlize

n
|GZZ’ZZ‘(ZU’ V’L:l,,n

]
j=1

(ii) ryze Ffddkové diagondlné dominantni, jestlize

n

|CL¢¢|>Z’CLU‘ VZ:L,H
i

J

Véta 1.2. Je-li matice A € C,, ryze rdadkové diagondlné dominantni, pak je

requldarni.

Dukaz: viz. [4], strana 94.



Definice 1.7. Necht A € C,, A = (a;;). Pod pojmem hermitovskd matice

rozumime takovou komplexni matici, pro kterou plati
A=A"

Poznamka 1.3. Uvédomme si, ze kazda hermitovska matice A ma vsechna
vlastni ¢isla realnd, i kdyz jeji prvky jsou komplexni, o ¢emz se muzeme docist

napi. v literatufe [1].

Poznamka 1.4. Je-li matice A € M, tak se misto pojmu hermitovskd matice

uziva pojem symetrickd matice.

Definice 1.8. Hermitovska matice A € (), se nazyva pozitivné definitni,
jestlize * Az > 0 pro kazdy nenulovy vektor z € C". Hermitovska matice A € C,
se nazyva pozitivné semidefinitni, jestlize 2* Az > 0 pro kazdy nenulovy vektor

z e C™.

Véta 1.3. Matice A € C,,, A = (a;5) je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz md
vsechny hlavni minory kladné, tedy kdyz plati

aiy a2

app > 0, >O,...,d6t(A)>0

Qo1 Q22
Dukaz: viz. [2], strana 56.

Véta 1.4. Je-li matice A € C,, pozitivné definitni, pak je requldrni.
Dikaz: viz. [4], strana 95.

Definice 1.9. Ctvercovou matici A € C), nazyvame silné regularni pravé tehdy,

kdyz ma vSechny hlavni minory nenulové, tedy kdyz plati

a1l aiz

a117é0, #O,,det(A) 7é0

a21 A22



Definice 1.10. Elementarni radkovou tpravou matic rozumime
(i) vzdjemnou vyménu libovolnych radka
(ii) vynasobeni libovolného rddku nenulovou konstantou
(iii) pricteni linedrni kombinace ostatnich tédku (specidlné pricteni ndsobku
jiného fadku) k nékterému radku
(iv) vynechani fadku, ktery je linedrni kombinaci ostatnich fadku (specidlné
vynechéni nulového radku).

Poznamka 1.5. VsSechny c¢tyti upravy uvedené v definici 1.10 lze provadét i na
sloupcich matice a plati, ze ekvivalentni ipravy provadéné na matici zachovavaji

hodnost dané matice.

Definice 1.11. Necht je ddna matice A € C,,,. Plati-li pro skalair A € C
a nenulovy vektor x € C"

Ax = \z

fekneme, ze A je vlastni hodnota matice A a x vlastni vektor matice A

prislusny vlastni hodnoté X .

Véta 1.5. Symetrickd matice A je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz

vsechny jeji hlavni minory jsou nezaporné.
Dukaz: viz [5], strana 95.

Definice 1.12. Necht A € Cy,,,, A = (a;j). Rekneme, Ze prvek a;; je vedouci
prvek ¢ — tého fddku matice A, pokud a;; # 0 a zdroven plati, Zze a; = 0

pro vSechny 1 <k < j .

Poznamka 1.6. Definici 1.12 Ize rozumeét také tak, ze vedoucim prvkem ¢ — tého

radku je jeho prvni nenulovy prvek.
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Definice 1.13. Rekneme, 7e matice A € C,, A = (a;;) je v redukovaném

stupnovitém tvaru, pokud spliuje nasledujici ¢tyti podminky
(i) kazdy nenulovy fddek matice A lezi nad kazdym jejim nulovym fadkem
(ii) vedouci prvek daného fadku lezi vice vlevo nez vedouci prvek fadku pod
nim
(iii) vedouci prvek kazdého nenulového rédku je 1

(iv) vesloupci, ve kterém se nachézi vedouci prvek nékterého radku, jsou vsechny

ostatni prvky rovny nule.

Poznamka 1.7. Jestlize matice A splnuje pouze prvni dvé podminky z predchozi
definice 1.13 fekneme, Ze je ve stupnovitém tvaru. Ukazme si nyni piiklad

matic, které

(i) jsou ve stupnovitém tvaru, ale nejsou v redukovaném stuprnovitém tvaru

2301 1234
0014 |,l0123
0000 0012

(ii) jsou v redukovaném stupnovitém tvaru

1000 1000
0010],{0100
0001 0010

Definice 1.14. Vektorova norma ||.|| je funkce ||.|| : C* — R takovéd, ze
plati:
i) |z|| >0  VzeC"

(ii) [|z|| =0 <=>x =0, kde o je nulovy vektor

(iil) [|cx|| = |c|||z]] Ve e C",Vee C
11



() flz+yll <l + vl Ve,yeCr

Definice 1.15. Ortogonalni matici budeme rozumét takovou matici A € M,
pro kterou plati A~! = A”. Unitarni matici budeme rozumét takovou matici

B € C,, pro kterou plati B~! = B*.

Definice 1.16. Necht A € C,,,, , X € C,,,. Matice X se nazyvd Moore -

Penroseova inverze matice A, jestlize plati

(i) AXA=A (iii) (AX)* = AX
(i) XAX = X (iv) (XA) = XA

Poznamka 1.8.

(i) Podminky (i) - (iv) z definice 1.16 se nazyvaji Moore - Penroseovy podminky.
Matice X se struéné nazyva MP inverze. Casto mluvime také jen o pseu-

doinverzi nebo téz o pseudoinverzni matici.

(ii) Pseudoinverzni matici k matici A € C,,,, zpravidla oznacujeme symbolem
AT, Jestlize h(A) = m, pak pro vypocet pseudoinverze matice A plati,
7e AT = A*(AA*)! a jestlize h(A) = n, pak pro vypocet pseudoinverze
matice A plati, ze AT = (A*A)~1A* coz muzeme najit v literature [1], str.

211.
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2 LU rozklad

V této kapitole se budeme zabyvat rozkladem matice, ktery se nazyva LU
rozklad. Ukézeme si jeho vyuziti a aplikujeme jej na matice v urcitém tvaru.

Nejdiive si odvodime Gaussovu elimina¢ni metodu. Jde o metodu exaktni-
ho teSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic, ze které LU rozklad vychazi.
Tento rozklad se vyuziva hlavné pii feSeni vice soustav linedrnich rovnic, které
maji ruzné pravé strany, ale stejnou matici. Najdeme-li totiz LU rozklad dané ma-
tice, pocitani se zjednodusi, jelikoz déle je mozné pracovat pouze s trojihelnikovymi
maticemi. Narazime také na problémy, které mohou byt odstranény pomoci
radkovych elementdrnich tprav. V této sekci si také ukazeme vyuziti LU roz-
kladu pfi vypoctu inverzni matice a determinantu.

Dovolila bych si v této bakalarské praci uvést odvozeni Gaussovy eliminacni
metody v podobé, kterd je uvedena ve skriptu [4], jelikoz je zde podle mého

nézoru uvedeno srozumitelné.

LU rozklad je prikladem soucinového rozkladu a vychéazi z jedné z nejznaméjsich
a nejzakladnéjsich ptimych metod pro feseni systému linedarnich rovnic. Jde o jiz
zminénou tzv. Gaussovu elimina¢ni metodu oznacovanou zkratkou "GEM”.
Princip GEM je postaven na prevedeni systému linedrnich rovnic (1) na tzv.
redukovany systém Uz = ¢, kde U = (u;;) je horni trojihelnikovd matice a
c= (c1,...,¢,)T je vektor pravé strany. Tomuto pievodu, pfi némz pouzivame
vhodné elementérni tpravy, fikdme piimy chod. Resenf redukovaného systému
je totozné s fesenim puvodniho systému a lze jej jednoduse ziskat pomoci tzv.
zpétného chodu (za predpokladu u;; # 0,4 =1,2,...,n):
Ci — EZ:H—I Uik Lk

T, = , t=n,n—1,...,1
Uij
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Nyni si ndzorné vysvétlime princip GEM. Necht tedy mame k dispozici matici

(AJb) =

aiy ...
asy ...

Ap1 - -

A1y | b1
A2p, by

ann bn

Aplikaci Gaussovy elimina¢ni metody na matici (A|b) dostdavame nasledujici

posloupnost matic

0 0)[,.(0 ) 1,1
O I S
ayy ... as’ |b 0 a as,’ |b
S e B s
ag)l) aﬁﬁl bglo) 0 asz) ) gn) b
n—1 n—1 n—1 n—1
agl ) 52 1; .aén 1; bé 1; U1 Uin |C1
0 al™ L e ! n
~1 0 0 a0y | 2 B e
0 0 0 ...anVpy ! O tnnfn
0 1 n— n—1
kde A© = (a{)), AW = (@{)), ..., A=) = (all ") = (u;;) = U.

v e/

(Alb) = (AD, b)) ~ (AD D) ~ -~ (AT 50D) = (U] )

Pro lepsi porozuméni, si predvedeme k — ty krok pri feSeni systému linearnich

rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody. Predpoklddejme tedy, ze k > 1.

V k — tém kroku jiz mame k dispozici matici

(k—1

)

<j4(k—71)|b(k—71)) —

k—1 k-1 k-1
Y Caly Vb
E—1 k—1) | (k—1
al(c—l,z:—l ag;—m)z bl(c—l )
0 a,gz_l) : :

k—1)

0 a’l(chl,k
P B S
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Postupujeme tedy tak, ze vhodny nasobek k — té rovnice postupné odecteme
od zbyvajici r — té rovnice, pro r = k+ 1,...,n a to proto, ze chceme z r — té
rovnice vyeliminovat proménnou x,, coz znamena, ze tato proménna zustane ve
vsech rovnicich od prvni az do k—té a v ostatnich jsou jeji koeficienty rovny nule.
Tento postup je mozny uskutecnit pouze je-li a,(jﬁ_l) # 0. Pokud tento predpoklad
neni splnén, pak se provadi vhodna vymeéna rovnic, tj. nalezneme jeden prvek
ag,]j_l) #0,proi € {k+1,...,n} a poté vyménime k — ty a i — ty fadek. Matici
s takto vyménénymi fadky oznacime (A[b), kde A = (a;;).

Proi=k+1...,n odecteme

@ik

Ak

nasobek k — tého fadku od i — tého fddku matice (A|b). Vysledkem je matice
(AR|pk) Kkterd je tvaru

(k) (F) (k) | (k)

a/ll 0112 DI LIS o .. a/ln 1
0 Dl
(k) (k) | )

A 1 Ak n |V

®) k)Y — k
(AT 0 aé};mﬂ

0 Apy2 k41
0 0 a, ..al bl

1 - ,
) se nazyva hlavni prvek,

Cisla l;;, se nazyvaji multiplikiatory. Prvek az(.,’z_
nekdy také pivot.
Cely tento postup muzeme zapsat pomoci maticového nasobeni
(AW[B0) = Gy P (AG]pED) Q
Prok=1,2,....,n — 1 lze psat

(U, C) == Gn—lpn—l ce Glpl(A’b) (4)
15



kde P, = (pi;) je permutac¢ni matice (permutacni matice je matice, ktera je
sestavena z jednicek a nul, kde v kazdém tadku a v kazdém sloupci se vyskytuje
pravé jedna jednicka) takovd, ze plati p; = prr = 0, pir = pri = 1, pj; = 1 pro
j # i,5 # k a zbytek jsou nuly. Tedy matice P, vznikla z jednotkové matice
vyménou k — tého a i — tého fadku. Matice GG}, je dolni trojihelnikova matice

tvaru

1 0
1
Gy = l
—lk+1,k
0 —lpk 1

Matice Gy se nazyva Frobeniova matice. Matice P, a Gy jsou regularni, coz

plyne z tvaru obou matic a navic pro né plati vztahy

1 0
-1 -1 1
P, = Py, Gp = ]
1k
0 Uk 1

Jak uz jsme zminili, tak Gaussova elimina¢ni metoda je jednou z piimych
metod feSeni systému linarnich rovnic. My ji v této bakalaiské praci budeme
vyuzivat predevsim k prevedeni dané matice na trojuhelnikovy tvar. Tudiz s vek-
torem pravé strany nebudeme ve vétsiné prikladu pracovat.

Nasledujici véta je jednim z dulezitych vysledku Gaussovy eliminacni metody
a je prevzata z literatury [4]. Znaceni je v této vété prizpusobeno vzhledem k vyse

uvedené teorii.
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Véta 2.1 (O trojihelnikovém rozkladu). Jestlize Gaussova eliminacni metoda
pro matici A € C, lze provést bez vymeény radku, pak matici A lze rozloZit

na soucin dolni a horni trojuhelnikové matice
A=LU

kde matice U = (u;;), L = (l;;) jsou definovdny takto:

Lo i=1
Y 0 i=j+1,j+2,....n

0 i=12...,5—1j>2

)1 i=gii=1,...n
" MR

i . .
FZ:‘]—}-]_,...,TL
33

kde l;; jsou prislusné multiplikdtory z Gaussovy eliminacni metody.
Dukaz: viz. [4], strana 99.

Poznamka 2.1. Jelikoz ve vété 2.1 jsou permutacni matice Py rovny jednotkovym
maticim, protoze GEM 8§la provést bez vymeény radku, tak ze vztahu (4) plyne,
7e L=G'Gyt .. Gt kde Gy jsou Frobeniovy matice.

Poznamka 2.2. Jestlize existuji matice L a U definované v ptedchozi vété 2.1,

pak rozklad matice A = LU se nazyva trojihelnikovy rozklad matice A,

nebo-li LU rozklad.

Véta 2.2.

(i) Jestlize matice A je ryze rddkové diagondlné dominantni, pak lze Gaussovu
eliminacni metodu provést bez viimény radki ( z ¢ehoZ plyne, Ze umime najit

LU rozklad matice A).

(i1) Jestlize matice A je pozitivné definitni, pak lze Gaussovu eliminacni metodu
provést bez vymeny rddku ( z ¢ehoZ plyne, Ze umime nagit LU rozklad matice
A).
17



Dikaz: Vzhledem k vétam 1.2 a 1.4 je tvrzeni ziejmé.

Véta 2.3. Necht matice A € C,,, A = (ai;) je silné requldrni, tzn. necht vsechny

hlavni minory matice A jsou ruzné od nuly, tedy

a1 12

CL117£O, 7é07,d6t(14) 7£O

Qg1 Q22
Pak matici A lze rozlozit na soucin dolni a horni trojuhelnikové matice.

Dukaz: viz. [4], strana 106.

Priklad 2.1. Najdéte LU rozklad matice A pomoci Gaussovy elimina¢ni metody

1-1 1
A= -1 3-2
3—-1 7

K nalezeni LU rozkladu matice A pomoci Gaussovy elimina¢ni metody budeme

postupovat podle véty 2.1. V prvnim kroku pocitame multiplikdtory lo; a l3;

—axn _ =1 _ _
Iy=2=31=_1
— a3 3 _
l31_a11_1 3

a postupné odec¢teme ly; nasobek resp. l3; nasobek prvniho rfadku matice A od

druhého resp. tretiho radku matice A. Tim dostavame matici

1-1 1
AV =10 2-1
0 2 4
a Frobeniovu matici G
100
G, = 110
—-301
V druhém kroku poéitame multiplikdtor I3, matice A1) = (agjl-))
e
Qo9
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a odetteme I35 ndsobek druhého fadku matice A od tiettho fadku matice AM),
Tedy dostavame matici
1-1 1

AP =10 2-1|=U
0 0 5

a Frobeniovu matici Gy

1 00

Go=|0 10

0-11
Vzhledem k tomu, ze béhem Gaussovy eliminéni metody nebylo zapotiebi vyménit
radky, je permutacni matice v tomto pripadé rovna matici jednotkové. Z tohoto
duvodu ji zde nemusime uvazovat a tedy z véty 2.1 a poznamky 2.1 plyne, ze

matici L dostaneme nasledujicim nasobenim L = G7'G5*'. Tedy

100 100 100
Gi'Gyt=1-110 010 =|—-110]=L
301 011 311

Vynasobenim matic L a U ovérime, zda jsme pocitali spravnée

100 1-1 1 1-1 1
LU=1|-110 0 2-1|=1-1 3-2|=A4
311 0 0 5 3—-1 7

)

Poznamka 2.3. Rozklad matice A definovany ve vété 2.1 je jednoznacny. Pokud
bychom nepozadovali, aby matice L méla na diagondle samé jednicky, pak by jiz

takovyto rozklad nebyl jednoznaény.

Ukazeme si nyni piiklad LU rozkladu zadané matice, ve kterém nepozadujeme,

aby na diagonale matice L byly jednicky.
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Priklad 2.2. Naleznéte LU rozklad matice

4 22
A=16 11
2-11

Matici A upravujeme pomoci fadkovych elementarnich uprav. V prvnim kroku
délime prvni fadek matice A vhodnym délitelem a zapiseme ho na pozici 11 do
matice L. Déle vypocitame multiplikatory

lor = 8 =3

131 = % =1
a odecteme ly; nasobek prvniho fadku od druhého fadku a l3; nédsobek prvniho

rfadku od ttetiho radku. Tedy

4 22 2 11 2 1 1
A=1[6 11| ~16 11| ~|0-2-2
2-11 2-11 0-2 0

Nyni vydélime druhy radek vhodnym délitelem a zapiseme jej do matice L na

pozici 22. Touto upravou dostavame matici

2 11
0 11
0-20

Vypocteme multiplikator
lso = %2 =2
a odecCteme l39 nasobek druhého radku od tfetiho radku. Dostavame matici

211
011
002

Posledni tadek neni nutné ni¢im délit proto na pozici 33 matice L zapiSeme

jednicku a matice L vypada tedy takto

2 00
L=13-20
1-21
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Vidime tedy, Ze na diagonale matice L nejsou prvky rovny jedné.

Snadno ovérime spravnost pocitani

2 00 211
LU=13-20 011 ] =4
1-21 002

[ )
Nyni si na stejné matici z prikladu 2.2 ukédzeme aplikaci véty 2.1, tedy pozadujeme,

aby na diagonale matice L byly jednicky.

Priklad 2.3. Pomoci GEM naleznéte LU rozklad matice

4 22
A=16 11
2-11

K nalezeni LU rozkladu matice A pomoci Gaussovy elimina¢ni metody budeme

postupovat podle véty 2.1. V prvnim kroku pocitame multiplikdtory lo; a l3;

Iy = 2 =

—= asi =
ail

NN
NI N[N

I31

a odecteme [y nasobek prvniho fadku matice A od druhého fadku matice A a

l31 nasobek prvniho fadku matice A od tretiho fadku matice A. Tim dostavame

maticl
4 2 2
AV =1 0-2-2
0-2 0
a Frobeniovu matici G
100
Gl - —% ]_ O
—301

V druhém kroku pocitdme multiplikdtor I3, matice AL = (az(jl-))

agy _ -2
bp="%H=5=1
Qo2
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a odetteme I35 ndsobek druhého fadku matice A od tiettho fadku matice AM),

Tedy dostavame matici

a Frobeniovu matici Gy

1 00
Go=|0 10
0-11

Vzhledem k tomu, ze béhem Gaussovy elimincéni metody opét nebylo nutné
vymeénit tadky, je permutacni matice rovna matici jednotkové. Z véty 2.1 a

poznamky 2.1 tedy plyne, Ze matici L dostaneme nésobenim L = G;'G5*'. Tedy

100\ /100 100
Gi'Gy'=(310|010|=|210])=L
301/ \011 111

Vynéasobenim matic L a U ovéfime, zda jsme pocitali spravné

100\ /4 2 2 4 22
LU=(310])]({0-2-2]=|6 11]=A
311/ \0 0 2 2-11

2

)

Poznamka 2.4. Na piikladech 2.2 a 2.3 vidime, Ze k jedné matici jsme nalezli dva
ruzné LU rozklady. Pokud tedy nebudeme pozadovat, aby na diagonale matice

L byly jednicky, pak rozklad neni jednoznacny.

M-file 2.1. K nalezeni LU rozkladu dané matice pomoci Gaussovy eliminaéni
metody jsem v matematickém softwaru Matlab sestavila m-file, ktery nejdtive
oveii, zda lze GEM provést bez vymény fadku a poté nalezne LU rozklad dané

matice pomoci Gaussovy elimina¢ni metody.
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function [L,U]=LUGauss(A,eps)

WVSTUP: A... ctvercova matice

b eps... poZadovana presnost

%VYSTUP: L...dolni trojuihelnikova matice LU rozkladu
b U...horni trojuhelnikovd matice LU rozkladu
[m,n]=size(A);

if (m "= n)

error(’zadana matice neni &tvercova’)

else
L=eye(m) ;
for i=2:m
if (abs(A(i-1,i-1)) <= eps)
error (’Gaussova eliminaZni metoda nelze provést bez
vymény radku’)
else
for j=1:i-1
L(i,j)=A(i,j)/A0,5);
AGi,:)=A(i,:) - L3i,j)*AG, );
end
end
end
end
U=A;
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Priklad 2.4. Pomoci Gaussovy eliminacni metody naleznéte LU rozklad matice

4 1-1 0
212 7 1
1 3 6-1
1 2-1 5

A:

Vytesime tento ptriklad pomoci m-filu 2.1 tak, ze do Matlabu zadame ptikaz

>> A=[4 1 -10;2 127 1;1 36 -1;1 2 -1 5];
>> [L,U] = LUGauss(A,107-16)

Matlab nam vrati matice L a U, které tvoii LU rozklad matice A

L =
1.0000 0 0 0
0.5000 1.0000 0 0
0.2500 0.2391 1.0000 0
0.2500 0.1522  -0.4244 1.0000
U=

4.0000 1.0000 -1.0000 0
0 11.5000 7.5000 1.0000
0 0 4.4565 -1.2391
0 0 0 4.3220

[ )

Poznamka 2.5. Jestlize Gaussova eliminacni metoda nelze provést bez vymény
radku, pak tato metoda definuje rozklad matice PA
PA=LU
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kde P = P, 1P,_5... P, . Matice P, je permutac¢ni matice zachycujici vyménu

radkua v k — tém kroku GEM.

Pii praktickém vypocétu vSak nevime predem, které tadky bude zapotiebi
vymeénit, takze neni mozné urcit soucin PA a pak provést rozklad. Rozklad lze
ovSem vyftesit nasledujicim zpusobem. Predpokladejme, Ze je tfeba pii vypoctu
zaménit k-ty a j-ty fadek, k > j. Tuto vyménu si muzeme béhem vypoctu za-
znamenat a pak v matici AY) ze systému (AY[bU)) by byly oproti soucasnému
stavu vymeéneény celé tadky k — ty s 7 — tym a v matici G]-_1 by byly vyménéné

jen spocitané ¢éasti obou radku, tedy sloupce 1,...,k — 1.

Nyni na prikladé ilustrujeme postup v situaci, kdy je nutné béhem Gaussovy
eliminac¢ni metody zaménit fadky. Ukazeme jak pracovat s permutac¢ni matici a

jak poté najit spravny tvar matice L.

Priklad 2.5. Najdéte LU rozklad matice A pomoci GEM

1-2 13
A 1-2-15
2-3 11
-1-3 21

V prvnim kroku pocitame multiplikatory lsq,l31 a l4; matice A

— a2z 1 _
l21—a11—1—1
— a3 _ 2 _
l3l_““_11_2
= %4 _ —1 _ _
l41_a11 1 1

a odecteme postupné la1,l31 a l41 ndsobek prvniho radku matice A od druhého,tretiho

a ¢tvrtého Fadku matice A. Dostavdme tak matici A
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Frobeniovu matici G4

1000
-1100
-2010

1001

G1:

a matici P;, ktera je ve tvaru jednotkové matice, jelikoz jsme neprovedli vyménu
radku

1000

0100

0010
0001

Nyni vidime, Ze prvek matice A) na hlavni diagonale (pozice 22) je nulovy.
Z toho plyne, ze pro dalsi krok Gaussovy eliminace je zapotiebi vyménit tento
radek s jinym fadkem, ktery na pozici i2 pro ¢ = 3,4 nema nulu. Vyménime proto

napiiklad druhy fadek s tretim. Dostavame matici

S O O =
ot O = N
OJ[lDH}—l
Hkl\DCI)‘lOJ

A tato vyména se projevi také na tvaru permutacni matice P, kterd bude mit
oproti matici P, vyménény druhy a tieti radek. Mame-li takto vymeénéno, tak je
multiplikator l3o = 0 a spocéitame jenom chybéjici multiplikator [4o

Lio — ﬁ ==5__5
42 — a%) - 1 —
a odecteme 145 nasobek druhého féddku matice A od étvrtého fddku matice A,

Tedy dostédvame matici A?

1-2 1 3
qo_ |0 11 -5
0 0-2 2
0 0-2-21
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Frobeniovu matici Go

1000
0100
0010
0501

a matici P,

1000
0010
0100
0001

V dalsim kroku pocitame multiplikator 43

of _ 2
33

a odecteme 143 ndsobek tretiho fadku matice A® od étvrtého fddku matice A,

Dostavame tak jiz horni trojuhelnikovou matici U

1-2 1 3
0 1-1 -5
0 0-2 2
0 0 0-23

U:

Frobeniovu matici G5

10 00
01 00
00 10
00-11

Gs

a matici P

1000
0100
0010
0001

Ps =

Nyni ze vztahu (4) podobnym zpusobem jako v piikladé 2.1 ziskdme matici
L takto
L = P3P P (G3P3Go PG Py)
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a tedy

1000 1 000\ 1 000
;_|ooro -2 010 | 2 100
0100 ~1 100 1 010
0001 —8—-151 -1-511

Nyni pro kontrolu provedeme nasobeni

1 000 1-2 1 3 1-2 13
2 100 0 1-1 -5 2-3 11
Lu 1 010 0o 0—-2 2| 1-2-15]|
~1-511 0 0 0-23 -1-3 21
1000 1-2 13
0010 1-2-15
10100 2-3 11 PA
0001 -1-3 21

Vidime, ze jsme pocitali spravneé.

M-file 2.2. V softwaru Matlab jsem naprogramovala m-file, ktery nalezne LU
rozklad dané matice presto, ze Gaussova elimina¢ni metoda nelze provést bez

vymeény radku.

function [L,U,P]=LUPGauss(A,eps)

HVSTUP: A... ctvercova matice

b eps... poZadovana presnost

%VYSTUP: L...dolni trojihelnikova matice LU rozkladu
b U...horni trojihelnikova matice LU rozkladu
b P...permutaéni matice

[m,n]=size(A);

if (m "= n)
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error(’zadand matice neni Ztvercova’)
else

L=eye(m) ;

P=eye(m) ;

i=1;

while i<m

if (abs(A(i,i)) <= eps)
for j=1:m
if ((abs(A(i,j)) > eps) & (abs(A(j,i)) > eps)) |
(j == m)

temp = A(j,:);
AGG,:)=A(,:);
A(i,:)=temp;
tempP = P(j,:);
P(j,:)=P(i,:);
P(i,:)=tempP;
if i<j

tempL = L(i,1:i-1);

L(i,1:i-1) = L(j,1:i-1);

L(j,1:i-1) = tempL;
elseif i>j

tempL = L(i,1:j-1);

L(i,1:j-1) = L(j,1:j-1);
L(j,1:j-1) = tempL;
end
break;
end
end

29



end
if (abs(A(i,i)) <=eps)
i=1i+1;
continue;
end
for j=i+i:m
L(j,1)=A(j,1)/A(i,1);
A(G,:)=A(G,:) - L(j,1)*A(i,:);

end

Priklad 2.6. Naleznéte LU rozklad matice A
1 2 11
3—-1 21
2 4 25
1-1-21

Vytesime tento priklad pomoci m-filu 2.2 tak, ze do Matlabu zadame piikaz

> A=[1211;3 -121;2425;1-1-21];
>> [L,U,P]=LUPGauss(A,10°-16)

Matlab nam vrati nasledujici vysledek
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1.0000 0 0 0
3.0000 1.0000 0 0
1.0000 0.4286 1.0000 0
2.0000 0 0 1.0000

U =
1.0000 2.0000 1.0000 1.0000
0 -7.0000 -1.0000 -2.0000
0 0 -2.5714 0.8571
0 0 0 3.0000
P =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

[
Trojihelnikovym rozkladem se zabyvame predevsim proto, ze ma dulezitou
roli pfi feseni systému linearnich rovnic. Zname-li PA = LU, pak systém Ax = b

lze ihned tesit pro libovolny vektor b. Plati totiz
PAx = LUx = Pb

K nalezeni feSeni x* uvazovaného systému pouzijeme matice L a U. VyfeSenim

systému Ly = Pb, pomoci piimého chodu (jelikoz matice L je dolni trojihelnikova
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a systém fesime od prvni rovnice) a systému Uz = y pomoci zpétného chodu (je-
likoz matice U je horni trojuhelnikova a systém fesime od posledni rovnice),

dostavame hledané reSeni x*.

Piiklad 2.7. Najdéte feseni systému linearnich rovnic s matici

1 13
A=11 21
2-11
a vektorem pravé strany
-1
b= 2
1

Nejprve najdeme LU rozklad matice A pomoci Gaussovy elimina¢ni metody.

Budeme-li postupovat stejné jako v piikladu 2.1, nalezneme matice L a U ve

tvaru
1 00 11 3
L=|1 10), U=1]101 -2
2-31 00 —11

a jelikoz béhem Gaussovy eliminacni metody nebyla zapotiebi vyména tadku, je
matice P ve tvaru jednotkové matice. Nyni budeme postupovat tak, ze nejdiive

vyreSime systém Ly = b tzv. pfimym chodem, tj. fesime

1 00\ /w —1
2-31/) \y, 1

Z této soustavy tedy muzeme vypocitat slozky vektoru y
y1=—1

Yp=2-—y1=2-(-1)=3

ys=1—2y1 +3y2=1—-2-(-1)+3-3=12
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Tedy
-1
y=1 3
12

Nyni fesime systém Uz = y tzv. zpétnym chodem

11 3 1 -1
Ur=|01 -2 Ty | = 3
00 -11 T3 12

Z této soustavy dostavame slozky vektoru x

_ 12
T3 = -1

x2:3—|—2x3:3+2.(_%):13

=

Resenim soustavy Az = b je vektor

Hl»—t
=

s =le

—_
[

)

M-file 2.3. K hledani feseni systému linearnich rovnic za pomoci LU rozkladu
jsem v Matlabu naprogramovala m-file 'linearkEq’, ktery vyuziva jiz zminénou
funkci 'LUPGauss’ k nalezeni matic L, U a P. Dale jsem vytvofila pomocné
funkce 'primyChod’ a ’zpetnyChod, které fesi tento systém pomoci primého a

zpétného chodu.

(i) function y=primyChod(A,Db)
WVSTUP: A... ctvercova matice
b b...vektor prave strany
%VYSTUP: y...reseni systemu Ay=b

[m,n]=size(A);
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for i=1:n-1
for j=i+l:n
if (abs(A(i,j)) > eps)
error(’zadand matice neni dolni trojihelnikova’)
end
end

end

if (m "= n)
error (’zadana matice neni &tvercova’)
else
for i=1:m
temp=0;
for j=1:i-1
temp=temp+A(i,j)*y(j);
end
y(1)=b(i)-temp;
end

end

(ii) function y=zpetnyChod(A,b)
WVSTUP: A... ctvercova matice
b b...vektor prave strany
%VYSTUP: y...reseni systemu Ay=b

[m,n]=size(A);

for i=2:n

for j=1:i-1
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if (abs(A(i,j)) > eps)
error(’zadand matice neni horni trojihelnikova’)
end
end

end

if (m "= n)
error (’zadanad matice neni &tvercova’)
else
for i=m:-1:1
temp=0;
for j=i+l:m
temp=temp+A(i,j)*y(j);
end
y(1)=(b(i)-temp) /A(i,i);
end

end

(iii) function x=linearEq(A,b,eps)
WVSTUP: A... Ttvercova matice
b b... sloupcovy vektor pravé strany
yA eps... poZadovana presnost
%VYSTUP: x...feSeni soustavy linedrnich rovnic pomoci LU rozkladu
[m,n]=size(A);
[k,1]=size(b);
if (m "= n)
error(’zadand matice neni Ctvercova ’)
elseif (1>1)

error (’vektor b musi bjt sloupcovy ’)
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elseif (k™= n )

error (’vektor b nemd stejny polet Fadkiu jako matice A ’)
else

[L,U,P]=LUPGauss (A, eps);

y=primyChod(L,b) ;

x=zpetnyChod (U,y) ;

end

end

Priklad 2.8. Najdéte feSeni systému linedrnich rovnic s matici
11021
1 352

2 141
1 011

a vektorem pravé strany

Vyftesime tento ptriklad pomoci m-filu 2.3 tak, ze do Matlabu zadame ptikaz

> A=[11021; 135 2; 2141;1011];
>> b=[1; 2; 1; -1];
>> [x]=linearEq(A,b,107-16)

Matlab nam vrati reseni x systému Az = b
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-0.8929
0.1071
0.9286

-1.0357

o

Nyni bych chtéla zminit problémy, které souvisi s vybérem hlavniho prvku
(pivota). Jak uz bylo zminéno, v piipadé, ze je hlavni prvek roven nule, nelze
Gaussova eliminaén{ metoda provést. Resenim tohoto problému bude, jiz zminén4,
vymeéna Fadki. Provedeme-li ovSem vymeénu tadku, pti které bude pivot blizky
nule, tak se muze stat, ze ziskané vysledky budou nepiesné. Coz je zpusobeno
tim, ze diky hlavnimu prvku, ktery by byl velmi maly, bychom dostali velky mul-
tiplikator a pfi jehoz pouziti by byl rozdil mezi presnym a vypocitanym feSenim

obrovsky. Tlustruji tento pfipad na znamém piikladé Forsytha a Molera (viz [4]).

Priklad 2.9. Najdéte LU rozklad matice
Ao 0.0001 1
1 1

Multiplikator lo; = 10%4 = 10%.

Tedy

1 0
G1= (—104 1)

0.0001 1 10
p— L pu—
v ( 0 —10* ) “ ( 10* 1 )

nebot 1 — 10* &~ —10%. Po provedeni souc¢inu LU zjistime, Ze

0.0001 1
LU =
(")
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coz je ovSem ruzné od puvodni matice A.

Tomuto chybnému vysledku se muzeme vyhnout jiz zminénou zdmeénou radku.

PA = 01 0.0001 1 _ 1 1 '
10 1 1 0.0001 1

Po prvnim kroku Gaussovy eliminaéni metody je lo; = 107 a

1 0
&= (—10—4 1)

Uvazujme matici

tedy dostavame

1 0 11 11
U_GlplA_(—lo—H)<10—41>_(01>
1 0
L_<1o—41)

1 1
Pficemz 1 — 10~* ~ 1. Nyn{ cin LU = = P A.
Ficemz yni souéin (0.0001 1) )

Tedy dospéli jsme k spravnému vysledku.

[ )

Poznamka 2.6. Postupu, ktery jsme ukazali na predchozim prikladu se tika
Gaussova eliminace s ¢astecnym vybérem pivota. Spociva vlastné v tom,
ze v k —tém kroku vybereme v piislusném sloupci dané matice prvek maximalni

v absolutni hodnoté, tj. uréime p tak, aby

() _ (®)
lape | = max g |

a vyménime p — tou a k — tou rovnici.
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Dalsim moznym postupem je Gaussova eliminace s uplnym vybérem
pivota.Tady v k — tém kroku vybirame prvek maximalni v absolutni hodnoté
tak, ze

k
alf)] = max |af}
1,7=1,....,n

Gaussova eliminace s uplnym i caste¢nym vybérem pivota je proveditelna
pro libovolnou regularni matici. Podobné problémy jako jsme ukéazali v ptrikladé
2.9 jsou minimalizovany uplnym vybérem pivota, avSak podstatné méné pracny

castecny vybér pivota byva vétsinou také dostatecné uspokojivy.

Z ptedchozich tvah a odvozeni je zfejmy vztah mezi Gaussovou eliminacni
metodou a LU rozkladem, tedy ze pomoci GEM ziskame LU rozklad. Nyni
si uvedeme algoritmus, odvozeny z Gaussovy elimina¢ni metody, pomoci néjz
nalezneme LU rozklad dané matice bez ptimého pocitani Gaussovy eliminacni
metody. Je tedy zfejmé, ze LU rozklad pomoci GEM bude stejny jako LU rozkad

ziskany pomoci algoritmu 2.1. Tento algoritmus je prevzat z literatury [4], str.94.

Algoritmus 2.1. Necht je ddna matice A € C,,, A = (a;;). Polozime

Uyp = a1
Proi=1,...,n:
Prot=2,...,n:
;1
lzl = ,kdeu11 7& 0
U1
Pror=2,...,n:
Uyr = Q1r
UM:O
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Prot=r+1,....n
1 r—1
lir:_ i ll jir >kd rr 0
Urr(a ; jUjr) €Uy 7

lri:O

Priklad 2.10. Pomoci algoritmu 2.1 najdéte LU rozklad matice

31 -1 1
A 15 1 3
—-13 8-2
24 1 9

Budeme postupovat presné podle algoritmu 2.1

Uy = ap =3

log = @21 — 1
21 uiL 3

—an _ =1 _ 1
l31_u11_3_ 3
[y = @41 — 2
41 us 3
U = ajp =1
ug = a3 = —1

Upg = a1q = 1
Ugg = Qg — 11 = 5 —

3 3
Ugs = ag3 — lyyugs = 1 — (% (=1)) = %

u24:a24—l21u14:3—§-1:§

lsy = —(ag — lanung) = 5(3 — (=5 -1)) = 3

lig = - (aag — lnug) = 54— (3-1) =3

Uuzz = azz — (3113 + l3au93) = 8 — —% (1) + % : %) =4l
uzg = agy — (Is1t1g + lougy) = —2 — (—% 14 % : %) = —%
lag = UL%(MS — (lyuas + liguns)) = 25 (1 — (3 (1) + 2
Ugs = Qgq — (lantng + liouos + laguzs) = 9 — (% 1+ % . g
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Po téchto vypoctech dostavame matice L a U

10 00 31-1 1
1 14 4 8
L= ?i o~ , U= 0?13 2%
5D ST
37 141 1 00 0%

Nyni nasobenim ovérime, zda jsme pocitali spravné

10 00\ (3 1-1 1 31-1 1
1 44 s
oo | sLoooffog &S |15 18],
—33 1010052 13 8 -2

)

M-file 2.4. Pro nalezeni LU rozkladu dané matice jsem naprogramovala v soft-
waru Matlab program, ktery nalezne matice L a U pomoci algoritmu 2.1.
Funkce nejdtive ovéri, zda je zadand matice ¢tvercova a poté spocita prvky
matic L a U pomoci algoritmu 2.1. Funkce se zastavi a ohlési chybu pokud LU
rozklad nelze najit pomoci tohoto algoritmu, tzn. pokud jiz spocitané prvky na

diagonéle matice U jsou nulové.

function [L,U]l=rozklad(A,eps)
%VSTUP: A... Ttvercova matice
b eps... poZadovanad presnost
%VYSTUP: L...dolni trojuhelnikova matice
b U...horni trojuhelnikova matice
[k,1]=size(A);
if k7=1
error (’ERROR - matice A neni &tvercova’)
else
n=length(A);
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for r=1:n

for j=r:n
temp = O;
for s™= 1:r-1

temp = temp + L(r,s) * U(s,j);

end
U(r,j)=A(r,j)- temp;

end

for i=r+1:n

f =0;
for s™= 1:r-1

f=1f+L3,s) * U(s,r);
end

if (abs(U(r,r)) >= eps)
L(i,r) = ((A(i,r) - £)/ U(r,r));
else
error (’LU rozklad nelze najit pomoci tohoto
algoritmu’)
end
end
end
for i=1:n
L(i,i)=1;
end

end
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Priklad 2.11. Naleznéte LU rozklad matice A pomoci algoritmu 2.1.

1-3 1 4
-1 5 2-3
A= 2-2 6 3
0 2-1 2

Chceme-li hledat LU rozklad matice A pomoci m-filu 2.4, zadame do Matlabu:

>> A=[1 -3 1 4;-1 52 -3;2-26 3;02 -12];
>> [L,U]l=rozklad(A,10°-16)

Matlab ndm vrati rozklad matice A

L =
1 0 0 0
-1 1 0 0
2 2 1 0
0 1 2 1
U —
1 -3 1 4
0 2 3 1
0 0 -2 -7
0 0 0 15

[ )

Poznamka 2.7. Software Matlab ma svuj ptikaz k nalezeni LU rozkladu. Tento
piikaz je mozné pouzit dvéma zpusoby. Zalezi na tom jaka pozadujeme vystupni
data.
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(i) v prvnim zpusobu zadani jsou vystupni data matice L a U. Tedy tento

piikaz zadavame v nasledujicim tvaru
[L,U] = tu(A)

Ovsem pokud je nutné béhem vypoctu vymeénit fadky matice A, pak Matlab
vrati matici L, kterda neni dolni trojihelnikova, ale je zleva vyndsobena

permutacéni matici, kterd zachycuje zminovanou vymeénu radku. Napf.

> A=[1211;3-121;2425;1-1-21];
>> [L,U] = lu(d)

L =
0.3333 0.5000 0 1.0000
1.0000 0 0 0
0.6667 1.0000 0 0
0.3333 -0.1429 1.0000 0

U =

3.0000 -1.0000 2.0000 1.0000
0 4.6667 0.6667 4.3333
0 0 -2.5714 1.2857
0 0 0 -1.5000

(ii) v druhém zpusobu zadani se mezi vystupnimi daty objevuje i permutacni
matice P

[L,U, P] = lu(A)
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Pomoci tohoto piikazu muzeme nalézt LU rozklad matice PA. Aplikujeme

tento tvar prikazu na matici A z (i)

> A=[1211;3-121;2425;1-1-21];
>> [L,U,P] = 1u(Ad)

L =
1.0000 0 0 0
0.6667 1.0000 0 0
0.3333 -0.1429 1.0000 0
0.3333 0.5000 0 1.0000

U=
3.0000 -1.0000 2.0000 1.0000

0 4.6667 0.6667 4.3333
0 0 -2.5714 1.2857
0 0 0 -1.5000
P =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

Vidime, ze matice L z (i) je rovna matici PL z (ii). Z toho plyne, Ze pro

nami zadanou matici A, je vhodnéjsi pouzit tvar piikazu z (ii).
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Pokud bych méla zminit néjaké dalsi vyuziti LU rozkladu, jednalo by se o vypocet

determinantu a inverzni matice.

Pro inverzni matici X matice A € (), plati AX = I, kde I je jednotkova
matice se sloupci e;, pro i = 1,...,n. Sloupce e; maji na i — tém radku jednicku
a zbytek jsou nuly. Jsou-li x;; prvky matice X, fesime pii hleddni matice X n
systému linearnich rovnic se stejnou matici A, ale pokazdé s jinou pravou stranou.

Vektory pravé strany jsou postupné sloupce e; matice /. Tedy fesime tyto systémy

T11 1 T12 0 T1n 0
A T21 _ 0 7 A T29 _ 1 7 7 A Ton _ 0
Tn1 0 Tn2 0 Ton 1

Maéame-li jiz k dispozici LU rozklad matice A, muzeme jej vyuzit tak, ze pocitame
soustavu LUzx; = e;, kde x; jsou sloupce matice X a e; jsou sloupce jednotkové
matice I. Resen{ se skladd ze dvou krokti. V prvnfm hleddme vektor y; pifmym
chodem, tedy tesime soustavu Ly; = e;. V druhém hleddme zpétnym chodem
vektor z;, ktery je feSenim soustavy Ux; = ;.

Vypocet inverzni matice si ukdzeme nazorné na nésledujicim ptiklade

Priklad 2.12. Najdéte inverzni matici k matici A,

1-3 1 4

-1 5 2-3
A—

2-2 6 3

0 2-1 2

jejiz LU rozklad jsme pocitali v m-filu 2.4. Tedy méame jiz nalezené matice L a U

1000 1-3 1 4

—-1100 0 2 3 1
L: =

2210 U 0 0-2-7

0121 0 0 015

Nyni postupujeme podle uvedeného navodu. Resime systém Ly, = e,
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1000 Y11 1
-11
Ly, = 00 Y | _ 0
2210 Y31 0
0121 Ya1 0
Z této soustavy dostavame
ymu=1 yn=1 yn=—-4 yan="T
Nyni fesime soustavu Uz = 1,
1 -3 1 4 T11
0 2 3 1 T21
U - —
0 0-2-7] | an —4
0 0 015 T41 7

Resenim této soustavy ziskdme prvni sloupec inverzni matice k matici A
L = —%, To1 = —é—g, T31 = %, Ta1 = 1—75
Tedy zatim
— 12 T12 T13 T14
—& T22 T23 T24
% T32 L33 T34

7
15 42 43 T44

Budeme-li postupovat timto nazna¢enym postupem, dostaneme po nékolika krocich

celou matici A1

[\
ot
|on
—_
—
—
—_

L Ti o1 o6 —125 =75 55 55
17 1 7 19

| e w ow e | L -7 =3 7 19
u 3 _1_1[Tg 22 18 -2 —14
30 10 30 30
71 _2 1 28 12-8 4
15 5 15 15

[ )

M-file 2.5. Pro vypocet inverzni matice pomoci LU rozkladu jsem v softwaru

Matlab naprogramovala m-file, ktery nejdrive ovéii, zda je zadana matice ctvercova,
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poté k nalezeni LU rozkladu zavola funkci 'LUPGauss’ a dale vyuzije také funkce

'primyChod’ a 'zpetnyChod’. Na zavér tento m-file vytvoii inverzni matici.

function A=inverze(B,eps)
%VSTUP: B... ttvercova matice
b eps... poZadovana presnost
%VYSTUP: A...inverzni matice k matici B
[m,n]=size(B);
if m"=n
error (’ERROR - matice A neni &tvercova’)
else
[L,U,P]=LUPGauss(B,eps);
I=eye(m) ;
for i=1:m
y=primyChod (L,I(:,1i));
x=zpetnyChod (U,y) ;
AC:,1) = x;
end

end

Priklad 2.13. Najdéte inverzni matici k matici B

1 2-1
B=[2 3 1
1-1 1

Vytesime tento priklad pomoci m-filu 2.5 tak, ze do Matlabu zadame piikaz

>> B=[12 -1;2 3 1;1 -1 1];
>> [Al=inverze(B,10°-16)
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Matlab ndm vrdti inverzni matici A k matici B

0.5714 -0.1429 0.7143
-0.1429 0.2857 -0.4286
-0.7143 0.4286  -0.1429

)

Nyni se budeme vénovat otazce, jak pomoci LU rozkladu dané matice A,
vypocitat determinant matice A. Jak uz vime, ¢tvercovou matici A lze rozlozit
na soucin dolni trojihelnikové matice L, ktera ma na diagonale jednicky, a horni
trojuhelnikové matice U. Odtud plyne vztah pro vypocet determinantu matice A

pomoci LU rozkladu. Mohou nastat dva ptipady. Jestlize

(i) pocitame GEM bez vybéru pivota, pak plati

detA = detL - detU = [ [ u

i=1

(ii) pocitame GEM s édstecnym vybérem pivota, pak plati
detPA = detP - detA = (—1)" Huu
i=1

kde r je pocet vymén fadku béhem vypoctu GEM.

Priklad 2.14. Urcete determinant matice A.

1-3 1 4
-1 5 2-3
A= 2-2 6 3
0 2—-1 2
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Odkazeme-li se na piiklad 2.11, kde jsme jiz nasli rozklad matice A = LU,

muzeme vynasobenim prvku na diagonale matice U zjistit, ze
4
detA = [Jui=1-2-(-2)-15 = —60
i=1

)

M-file 2.6. Pro vypocet determinantu zadané matice jsem v programu Matlab

sestrojila m-file, ktery vypocte determinant zadané matice pomoci LU rozkladu.

function [detA] = determinant(A,eps)
WVSTUP: A... ctvercova matice
b eps... poZzadovani pfesnost
%VYSTUP: detA...determinant matice A
[L,U,P]=LUPGauss(A,eps) ;
[k]=size(U);
detA=1;
for i=1:k

detA=detA * U(i,i);

end

Priklad 2.15. Pomoci LU rozkladu vypoctéte determinant matice A

1 21 2 3
1 22 1-1
A= 3—-21 0-1
1 35—-1-2
-1 23 1 1

Vyftesime tento ptiklad pomoci m-filu 2.6 tak, ze do Matlabu zadame ptikaz
> A=[12123;1221-1;3-210-1;135-1-2;-12311];
>> [detA] = determinant(A,10°-16)
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Matlab nam vrati vysledek

detA =
-210

2.1 Choleského rozklad

Tato podkapitola se zabyva rozkladem matice, ktera je hermitovska. Tento
rozklad rozlozi zadanou matici na soucin horni trojihelnikové matice a matice k ni
hermitovské. Rozklad hermitovské matice je mozné nalézt také pomoci Gaussovy
elimina¢ni metody a LU rozkladu, coz ale z duvodu Setfeni aritmetickymi opera-

. ~ 0 . ~ 7 ~ ’ ’ s Y ’ ~ . ’ . . ’
cemi a pamétmi pocitace neni vyhodné, nebot tim, ze je dand matice hermitovska
se snizi pocet aritmetickych operaci na polovinu. Zminovany rozklad nam piiblizi

nasledujici véta 2.4.

Véta 2.4. Necht matice A € C,, je hermitovskd a pozitivné definitni. Pak existuje
jedina horni trojuhelnikovd matice T' € C,, s kladnymi prvky na diagondle tak, Ze
plati

A=T"T

Dukaz: viz. [1], strana 228.

Poznamka 2.8. Rozklad uvedeny ve vété 2.4 se nazyva Choleského rozklad,

nékdy se také setkdvame s nazvem metoda druhych odmocnin.

Uvedme si algoritmus, tzv. Choleského algoritmus, podle kterého muZeme

vypocist prvky matice T'.

Algoritmus 2.2. Necht A, A = (a;;) je matice spliujici pfedpoklady véty 2.4.
Polozme

t11 = an
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Proj=2,...,n:

37
ti: = —2
Tt
Prot=2,...,n:
i—1
tzz = Q5 — Z( tli )tlz

=1

Pro j >
1 i1

ty =+ (%‘ - Z(Ei)tlj>

23 =1

Proi > j:

Poznamka 2.9. Pro redlné symetrické matice staci predpoklad silné regularity,
o ¢emz se muzeme doc¢ist ve skriptu [4].V tomto piipadé se na diagondle matice
T muze objevit komplexni ¢islo. A je-li redlnd matice A navic pozitivné definitni,

pak vSechny prvky matice T" jsou realné.

M-file 2.7. K ovéteni, zda je dand matice komplexni, hermitovska, silné reguldrni
a pozitivné definitni jsem sestrojila tyto ¢tyfi nasledujici funkce, které vyuzijeme

v dalsich m-filech

(i) function v = komplexni(A)
#VSTUP: A... matice

%VYSTUP: v... pravdivostni hodnota

/A v=1 ... pro matice, které jsou komplexni
/A v=0 ... pro matice, které nejsou komplexni
v = 0;

for i = 1:length(A)
for j = 1:length(A)
if (imag(A(i,j)) “= 0)
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end

end

(ii) function v = Hermitovska(A)
JVSTUP: A... matice
%VYSTUP: v... pravdivostni hodnota
yA v=1 ... pro matice, které jsou hermitovské

% v=0 ... pro matice, které nejsou hermitovské

[m,n] = size(A);
if (m == n)
v =1;
pom = A == A’;
for i=1:m
for j=1:m

if (pom(i,j) "= 1)

end
if (v == 0)
break;
end
end

else
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(i)

(iv)

end

function v = TestSilneRegularity(A)
WVSTUP: A... matice

%VYSTUP: v... pravdivostni hodnota

% v=1 ... pro matice, které jsou siln& regularni
% v=0 ... pro matice, které nejsou silné& regularni
v =1;

for i = 1:length(A)
if (det(A(1:i,1:1)) == 0)

end

function v = TestPozitivniDefinitnosti(A)
%VSTUP: A... matice

%VYSTUP: v... pravdivostni hodnota

% v=1l ... pro matice, které jsou pozitivn& definitni
% v=0 ... pro matice, které nejsou pozitivn& definitni
v =1;

for i = 1:length(A)
if (det(A(1:i,1:1)) <= 0)
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V nasledujicich dvou piikladech si ukdzeme jaké prvky bude mit matice T,
jestlize zadand matice bude pozitivné definitni nebo pouze silné regularni. Pro
lepsi porozuméni Choleského metody si tyto dva priklady predvedeme na realné
symetrické matici, nebof rozklad redlné matice je jednodussi nez rozklad kom-
plexni matice.

V obou piipadech by podle poznamky 2.9 stacilo ovérit silnou regularitu. Ale
jelikoz ma vyslednd matice T' pouze realné prvky, kdyz je pozitivné definitni, je

dobré si tuto skutecnost predem zjistit.
Priklad 2.16. Najdéte Choleského rozklad matice

124
A=12T7 2
4235

Na prvni pohled vidime, ze matice A je symetrickd. Nyni si ovéiime, jestli je
i pozitivné definitni. V Matlabu zavolame na pomoc funkci "TestPozitivniDefinit-
nosti’, kterd nam zjisti, zda je tato matice pozitivné definitni. Tedy zaddme do

Matlabu

>> A=[1 2 4;2 7 2; 4 2 35];

>> v = TestPozitivniDefinitnosti(A)

A vzhledem k tomu, ze nam software Matlab vratil pravdivostni hodnotu rovnu
jedné, tak je dana matice pozitivné definitni a tim padem i silné regularni, coz
plyne z véty 1.3. Tedy muzeme ocekavat, ze vSechny prvky matice 7" budou realné.

V dalsich krocich postupujeme presné podle algoritmu 2.2, tj.
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th=\a;=V1=1

— 43 =
t13_t11 1 4

tay = /gy — 13, =T —22=1/3

t22

tss = s — (B + 155) = /35— (42 + (-2v3)") = VT

to1 =t31 =130 =10

1N

[N

toz =

Vysledky vlozime do matice a dostavame

1 2 4
T=|0v3-2V3
00 V7
Snadno, napifklad v Matlabu ovéiime, Ze plati T7T = A

1 0 0 12 4 12 4
=12 V3 0 0vV3-2V3]=|272]=4
4 —2/3 7 00 7 4935

[
Néasleduje priklad, kdy zadana matice neni pozitivné definitni a ukazeme, ze

matice 7" bude mit obecné komplexni prvky.
Priklad 2.17. Najdéte rozklad matice A Choleského metodou

112
A=1143
231
Postupujeme tak, ze ovéiime, jestli je tato matice silné regularni pomoci funkce

"TestSilneRegularity’. Tedy zadame do Matlabu

> A=[11 2;1 4 3;2 3 1];
>> v = TestSilneRegularity(A)

V:
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Vzhledem k tomu, ze ndm Matlab vratil pravdivostni hodnotu rovnu jedné, tak
je matice A silné regularni a my muzeme zacit hledat prvky matice 7" podle al-

goritmu 2.2. Tedy

t11 = y/an \/I =1

o= 25 = 1 =

tiy =92 =2 =2

t22:\/a22—t12—\/4—12—\/§

t23=t;2(a23 tiot13) = \/(3—1'2) \/Lg

tas = /azs — (125 + 12) \/1— +(5)2) = 1- L2 =i /L

tor =131 =130 =10

Vysledky vlozime do matice a dostavame

Snadno v Matlabu ovéifme, ze plati 77T = A

1 0 o0\ /1 1 2 19
TTT — lf o fov3 —|143)| =24

1o ./
\[ 0 O % 231

Vidime, ze kdyz nebyla zadana matice pozitivné definitni, tak se na diagonale

Sl

matice T vyskytlo komplexni ¢islo. Prvky mimo diagonalu nam vysly pouze realné

)

M-file 2.8. Na zdkladé algoritmu 2.2 jsem v Matlabu sestavila m-file, ktery
nejdiive ovéri, zda je vlozenda matice hermitovska a poté, zda je komplexni a
zaroven pozitivné definitni nebo zda je redlna a silné regularni. Nasledné spocita

prvky matice T

function T = CholeskehoRozklad(A)
%VSTUP: A... &tvercova matice

%VYSTUP: T... vjsledna matice z choleského rozkladu
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if (0 == Hermitovska(A))
error(’Matice neni hermitovska’)
elseif (1 == komplexni(A) && 1 == TestPozitivniDefinitnosti(A)) ||
(0 == komplexni(A) &% 1 == TestSilneRegularity(A))
T(1,1) = sqrt(A(1,1));
n = length(A);
for j = 2:n
T(1,3) = A(L,5) / T(L,D);
end
for i = 2:n-1
suma = 0;
for k = 1:i-1
if (1 == komplexni(A))

suma = suma + conj(T(k,i))*T(k,i);

else

suma = suma + T(k,1i)"2;
end

end

T(i,i) = sqrt(A(i,i) - suma);

end

for i = 2:n

for j = 3:n
if (G > 1)
sum = O;

for k = 1:1-1
if (1 == komplexni(A))
sum = sum + conj(T(k,i)) * T(k,j);

else
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sum = sum + T(k,i) * T(k,j);
end
end
T(i,j) = ((A(i,j) - sum)/ T(i,1));
else
sumsum = 0;
for p = 1:i-1
if (1 == komplexni(A))
sumsum = sumsum + conj(T(p,1i))*T(p,1i);
else
sumsum = sumsum + T(p,i)*T(p,i);
end
end
T(i,i) = sqrt(A(i,i) - sumsum);
end
end
end
else
error (’bud’ je zadani matice komplexni, ale neni pozitivn& definitni,
nebo neni zadand matice komplexni a ani siln& reguldrni’)

end

Nyni si ukdzeme Choleského rozklad matice, ktera je komplexni.

Priklad 2.18. Najdéte Choleského rozklad matice A

1 2—-23
A=1|2+4+7 10 1
3 =1 30

Vytesime tento priklad pomoci m-filu 2.8 tak, ze do Matlabu zadame piikaz
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>> A=[1 2-i 3;2+i 10 i;3 -i 30];
>> T = CholeskehoRozklad(A)

Matlab nam vrati nasledujici vysledek

T =
1.0000 2.0000 - 1.00001  3.0000
0 2.2361 -2.6833 - 0.89441
0 0 3.6056

[ )

Poznamka 2.10. Stejné jako pro LU rozklad ma sofware Matlab piikaz i pro
Choleského rozklad "chol’. Narozdil vsak od m-filu 2.8 je u toho piikazu zapotiebi,
aby zadand matice (i redlnd) byla pozitivné definitni. Pokud takova nebude, Mat-
lab vrati chybu a rozklad nespocita. Ukazeme si uziti a funkénost tohoto ptikazu

na nasledujicich prikladech 2.19 a 2.20.

Priiklad 2.19. Najdéte choleského rozklad matice

1 2 1-1
A 2 5 4-1
1 460
—-1-10 12

Nejdiive pomoci piikazu "TestPozitivniDefinitnosti’ ovérime, zda je zadana

matice pozitivné definitni. Zadame tedy do Matlabu ptikaz

> A=[121-1;254-1;146 0;-1-10 12];

>> v = TestPozitivniDefinitnosti(A)
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A vzhledem k tomu, Zze nam software Matlab vratil pravdivostni hodnotu rovnu
jedné, tak je zadand matice pozitivné definitni. Nyni muzeme pristoupit k samotnému

Choleského rozkladu. Zadame do Matlabu piikaz

>> A=[1 21 -1;254 -1;1 46 0;-1 -10 12];
>> T=chol(A)

Matlab nam vrati nasledujici vysledek

T =
1 2 1 -1
0 1 2 1
0 0 1 -1
0 0 0 3

Prikazem

>> T?2%T

muzeme zkontrolovat, zda jsme pocitali spravné.

Priklad 2.20. Najdéte choleského rozklad matice

1 2 1-1
2 5 4-—1
A= 1 460
—-1-10 1

Nejdiive pomoci piikazu "TestPozitivniDefinitnosti’ ovérime, zda je zadana
matice pozitivné definitni. Zadame tedy do Matlabu ptikaz
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> A=[121-1;254 -1;146 0;-1-10 1];

>> v = TestPozitivniDefinitnosti(A)

0

A vzhledem k tomu, ze nam software Matlab vratil pravdivostni hodnotu rovnu
nule, tak zadana matice neni pozitivné definitni. Zadame-li do Matlabu piikaz
> A=[121-1;254 -1;1 46 0;-1 -10 1];

>> T=chol(A)

tak nam Matlab vrati nasledujici vysledek

>> T=chol(A)

??? Error using ==> chol

Matrix must be positive definite.
Pouzijeme m-file 2.8. Zaddme do Matlabu piikaz

> A=[121-1;254 -1;1 46 0;-1 -10 1];

>> T = CholeskehoRozklad(A)

a dostaneme vysledek

1.0000 2.0000 1.0000 -1.0000
0 1.0000 2.0000 1.0000
0 0 1.0000 -1.0000
0 0 0 0 + 1.41421

Tedy vidime, ze narozdil od prikazu 'chol’ m-file 2.8 dokéze najit choleského roz-

klad realné matice, ktera neni pozitivné definitni.
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2.2 Croutova metoda

Podivejme se nyni blize na LU rozklad matice, ktera je tiidiagonalni, neboli

(1,1)-pasovd matice. Mdme zadanu nésledujici matici A € C,, tvaru

aiy; ai9 0 ... 0
921 Q29 A23 ... 0
0 ase ass
A=
0
an—l,n—l an—l,n

0 ...... 0 ann-1  Gnn

a hledame LU rozklad matice A, tj. hledame matice L a U ve tvaru

lll 0 0 ... c. 0 1 U12 0 ...... 0
121 122 0 ... R 0 01 Ug3 + -+ ... 0
0 I3z { : 00 1
L=|" 32 (33 | . U= ' (5)
0 : " 0
. ln—l,n—l 0 1 Un—1,n
0 ...... 0 lynet lom 0... ... 00 1

Pro urceni (2n — 1) prvki matice L a (n — 1) prvka matice U ( dohromady
(3n — 2) prvkua), ndm pomuze nasledujici algoritmus, ktery vznikl porovnanim

prvku matice A s odpovidajicimi prvky souc¢inu LU

Algoritmus 2.3. Necht je ddna t¥idiagondln{ matice A € C,,, A = (a;;).
Polozme

air = In

Pro:=2,...,n polozme:

Qii—1 = li,zel
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Proi=2,...,n vypocteme:

Qii = liiawi—1; + Ly

proi=1,...,n — 1 vypocteme:
Qi1 = lijUiiv1
Poznamka 2.11. Uvedeny algoritmus 2.3 se nazyvéd Croutova metoda.

Véta 2.5. Necht A € C, je tridiagondlni matice s vlastnostmi:

(Z) CLZ‘J'_lCLi’H_l?éO proiz?,...,n—l
(ii) A je rddkové diagondlné dominantni.

Pak matice A je requldrni a hodnoty l;,1 = 1,...,n, vypoctené algoritmem 2.3

jsou ruzné od nuly.
Dukaz: viz. [1].

Poznamka 2.12. Jsou-li splnény predpoklady véty 2.5, pak matici A lze rozlozit
na souc¢in dolni a horni trojihelnikové matice tvaru (5), coz ilustruje nésledujici

pitklad.

Priiklad 2.21. Naleznéte LU rozklad tridiagonalni matice A pomoci Croutovy

metody

4100
1210
0151
0023
Vidime, ze dand matice je fadkové diagonalné dominantni, tfidiagondlni a ze

agrasz3 = 1-1# 0 a azgazy = 1-1 # 0, tudiz jsou splnény predpoklady véty 2.5
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a muzeme k vypoctu LU rozkladu pouzit Croutovu metodu.

Pocitéame
lii=an =4
— a2 _ 1
U2 = i1 4

log =a9 =1

l22:a22—l21u12:2—1.%:%
l30 = a3 =1
ls3 = ass — lspuipgs =5 —1-3 = &
a, 1 7
ly3 = ay3 =2
lg = agq — lyguzg =3 —2- 4 = &
Nasli jsme matice L a U ve tvaru
400 0
7
I 1700
0130
79
00 2 g7
1
1120
U 017(7)
00147
000 1
pro kontrolu nasobime
400 0 1300 4100
7 4
U — 14?10 017(7) _ [ 1210 4
01=0 001 53 0151
0022/ \0001 0023

[ )

M-file 2.9. K vypoctu LU rozkladu matice A pomoci Croutovy metody jsem
sestavila m-file v matematickém softwaru Matlab. Tento program na zac¢atku
oveéri, zda zadana matice je ¢tvercova. Poté zkontroluje, je-li matice tiidiagonalni
a pomoci funkce 'podminka’; jestli spliuje podminku (i) z véty 2.5. Na zaveér
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ovérl pomoci funkce 'RadkoveDiagonalneDominantni’, je-li matice A radkove di-
agonalné dominantni. Pokud jsou vSechny tyto podminky splnény, tak dand ma-

tice vyhovuje pozadavkum véty 2.5 a m-file vypocte prvky matic L a U.

(i) function r = RadkoveDiagonalneDominantni (A)

%VSTUP: A... matice

%VYSTUP: r... pravdivostni hodnota

b r=1 ... pro matice, které jsou radkové
diagonaln& dominantni

b r=0 ... pro matice, které nejsou radkové
diagonaln& dominantni

[m,n]= size(A);

if (m "= n)

error(’zadani matice neni &tvercovi’)

else
temp = O;
r =1;
for i=1:n
for j=1:n
if (1 7= j)
temp = temp + abs(A(i,j));
if (abs(A(i,i)) <= temp)
r = 0;
break;
end
temp = O;
end
end
end
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end

(ii) function r = podminka(A,eps)
AVSTUP: A... matice
yA eps... pozadovana pfesnost
%VYSTUP: r... pravdivostni hodnota
A r=1 ... pro matice, které spliiuji
predpoklad (i) vé&ty 2.5.
b r=0 ... pro matice, které nespliiuji
pfedpoklad (i) véty 2.5.

[m,n]= size(A);
if (m "= n)

error (’zadana matice neni &tvercova’)
else

temp = O;

r=1;

for i=2:n-1

if (abs(A(i,i-1)*A(i,i+1)) < eps)
r=0;
break;
end
end

end

(ili) function [L,U] = CroutovaMetoda(A,eps)
%VSTUP: A... Ctvercova matice
b eps... pozadovana pfesnost
%VYSTUP: L...dolni trojihelnikova matice

% U...horni trojidhelnikova matice
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[k,1]=size(A);
n = length(A);
for r=2:n-1

if (0 == podminka(A))

error (’ERROR - Croutova metoda nelze pouZit,
neni splnena podminka (i) vety 2.5.°)

end
end
if k™=1

error (’ERROR - matice A neni &tvercova’)

else
stop=1;
for k=1:n
for j=1:n
if (abs(k-j)>1)
if (abs(A(k,j))>= eps | abs(A(j,k))>= eps)
stop=0;
end
end
end
end
if (1 == RadkoveDiagonalneDominantni(A))

if (stop == 1)
U=zeros(n);
L=zeros(n);
L(1,1) = A(,D;
U(1,2) = (A(1,2)./L(1,1));
U(1,1)=1;
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for i=2:n

if (i<n)
U(i,i)=1;
L(i,i-1)=A(i,i-1);
L(i,i)=A(i,1)-(L(i,i-1).*%U(i-1,1));
U(i,i+1) = (A(i,i+1)./L(i,1));

else
U(i,i)=1;
L(i,i-1)=A(i,i-1);
L(i,i)=A(i,1)-(L(i,i-1) .*¥U(i-1,1));

end

end

else
disp(’matice neni tridiagonalni’)

end

else

disp(’Matice neni fadkové diagonalne dominantni’)
end

end

Priklad 2.22. Naleznéte LU rozklad matice A pomoci Croutovy metody



Vytesime tento priklad pomoci m-filu 2.9 tak, ze do Matlabu zadame piikaz

>> A=[63000;45200;041280;001131;000 2 7];
>> [L,U] = CroutovaMetoda(A,10°-16)

Matlab nam vrati nasledujici vysledek

L =
6.0000 0 0 0 0
4.0000 3.0000 0 0 0

0 4.0000 9.3333 0 0
0 0 1.0000 12.1429 0
0 0 0 2.0000 6.8353
U =
1.0000 0.5000 0 0 0
0 1.0000 0.6667 0 0
0 0 1.0000 0.8571 0
0 0 0 1.0000 0.0824
0 0 0 0 1.0000

Nyni si ukdzeme aplikaci m-filu 2.9 na komplexni matici.
Priklad 2.23. Naleznéte LU rozklad matice A pomoci Croutovy metody

22000
16200
A=102730
001145
00016
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Vytesime tento priklad pomoci m-filu 2.9 tak, ze do Matlabu zadame piikaz

> A=[ 52000;1i6200 ;02730;001145; 0001¢61];
>> [L,U] = CroutovaMetoda(A,10°-16)

Matlab ndm vrati matice L a U

L =
5 0 0 0 0
i 6 -0.41 0 0 0
0 2 6.3363 - 0.04421 0 0
0 0 1 13.5266 - 0.00331 0
0 0 0 1 5.6304 - 0.00011
U =
1 0.4 0 0 0
0 1 0.3319 + 0.02211 0 0
0 0 1 0.4734 + 0.00331 0
0 0 0 1 0.3696 + 0.00011
0 0 0 0 1
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3 Skeletovy rozklad

V této kapitole se budeme zabyvat souc¢inovym rozkladem matice, ktery je
znamy pod pojmem skeletovy rozklad. S timto rozkladem se muzeme setkat
hlavné pii uicovani pseudoinverze, coz se dale vyuziva pti feseni systému linearnich
rovnic. Nejdifve uvedme vétu, kterd nam skeletovy rozklad piiblizi.

Definice 3.1. Skeletovym rozkladem matice A € (), , nazyvame kazdou

uspotrddanou dvojici matic (B;C), pro kterou plati
(i) B€Cnp
(ii) C € Cpy
(iii) A= BC
kde h = h(A) = h(B) = h(C)
Véta 3.1. Ke kazdé matici A € C,,, existuje alespori jeden skeletovy rozklad.

Dukaz: viz [3], strana 97. Tento dukaz uvedeme, jelikoz je v ném obsazena kon-
strukce, jak k dané matici najit jeji skeletovy rozklad. Ke kazdé matici

A€ Cyp, A= (a;) existuje regularni matice T" € C,, takovd, ze TA = S, kde

S € Cy,n je ve stupnovitém tvaru. Je-li h(A) = h, je prvnich h fadkd matice S
linedrné nezdvislych a poslednich (m — h) fadka nulovych. Pokud je matice B
tvofend prvnimi h sloupci matice 77! a C' matice tvofens nenulovymi fadky ma-

tice S, pak A = BC. O

Postup nalezeni skeletového rozkladu ukazeme blize na prikladu

Priklad 3.1. Najdéte skeletovy rozklad matice A

1 2 4-11
1 3 7 13
A= 2 717 48
—-1-1-1 31
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Budeme postupovat podle dukazu véty 3.1. Nejdrive hleddme matici S ve
stuprniovitém tvaru. Tedy prvnim krokem bude prevedeni matice A na stupnovity
tvar a to tak, ze na ni aplikujeme Gaussovu eliminac¢ni metodu, tedy v prvnim

kroku vynulujeme prvky na pozicich a;; pro ¢ = 2, 3,4 a dostavame matici

124 -11
013 22
039 66
013 22

Nyni tuto matici vhodnym nasobenim upravime na ekvivalentni tvar a dostavame

matici
124 -11
013 22
013 22
013 22

Vidime, ze posledni tii radky jsou linearné zavislé, tedy hodnost této matice je

dvé. Tuto matici, kterou oznac¢ime S, muzeme psat ve tvaru

124-11
013 22
5= 000 00
000 00

Z diukazu vety 3.1 vime, ze existuje regularni matice T takova, ze TA = S

Tedy

1 000 1 2 4-11 124 -11

-1 100 1 3 7 13 013 22
TA: = et

—-2-310 2 717 48 000 00 5

1-101 -1-1-1 31 000 00

kde prvky na hlavni diagonale matice 7' jsou jednicky, prvky nad hlavni di-
agonalou jsou nuly a prvky pod hlavni diagonélou jsou multiplakatory ziskané z

matice A postupem vysvétlenym u Gaussovy elimina¢ni metody.
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Jelikoz h(A) = 2, dostavame matici B ve tvaru
T
B 112 -1
013 1
a matici C, ktera je tvorena nenulovymi fadky matice A
124-11
¢= (0 13 2 2>
Matice B a C' tvori skeletovy rozklad matice A. Presvédéime se o tom jednodu-

chou zkouskou

10 1 2 4-11

11| /124-11 1 3 7 13
BO=1 493 (013 22)_ 2 717 48 =4

11 ~-1-1-1 31

)

M-file 3.1. V matematickém programu Matlab jsem vytvorila m-file, ktery nej-
prve prevede danou matici na schodovity tvar, pomoci funkce ’SchodTvar’. Zaroven
se multiplikatory, kterymi jsme nasobili fadky, ulozi do matice B a poté urci

matici C.

(i) function [A,B]=SchodTvar(A,eps)
AVSTUP: A... matice
yA eps... poZadovana presnost
%VYSTUP: A...matice upravend na schodovity tvar
YA B...matice sestavena z multiplikatoru
r=rank (A) ;
[m,n]=size(A);
B=eye(m,r);

P=eye(m) ;
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i=1;
while i<m
if abs(A(i,:)) <= eps
for j=m:-1:i+1
if abs(A(j,:)) > eps

temp = A(j,:);
A(j,:)=A@,:);
A(i,:)=temp;
if i<j

tempB = B(i,1:i-1);

B(i,1:i-1) = B(j,1:i-1);

B(j,1:i-1) = tempB;
elseif i>j

tempB = B(i,1:j-1);

B(i,1:j-1) = B(j,1:j-1);
B(j,1:j-1) = tempB;
end
break;
end
end
end

if (abs(A(i,i)) <= eps)
for j=1:m
if (abs(A(i,j)) > eps) & (abs(A(j,i)) > eps)
temp = A(j,:);
A(GG,:)=A(1,:);
A(i,:)=temp;

if i<j
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tempB = B(i,1:i-1);
B(i,1:i-1)

B(j,1:i-1);

B(j,1:i-1) = tempB;
elseif i>j

tempB = B(i,1:j-1);

B(i,1:j-1) = B(j,1:j-1);
B(j,1:j-1) = tempB;
end
break;
end
end

end

if (abs(A(i,i)) <=eps)
i=1i+1;
continue;

end

for j=i+l:m
B(j,1)=A(j,1)/A(,1);
AC(j,:)=A(j,:) - B(j,i)*A(i,:);

end

i=1i+1;

end

function [B,C] = SkeletovyRozklad(A, eps)

%VSTUP: A... matice

yA eps... poZadovana presnost

%VYSTUP: B...matice ze skeletova rozkladu matice A

% C...matice ze skeletova rozkladu matice A
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[m,n]=size(A);
[A,B]=SchodTvar(A);
temp = [];
for i=1:m
temp(i) = 0;
for j=1:n
if abs(A(i,j)) >= eps

temp(i) = 1;
end
end
end
temp;
temp2 = 0;
for i=1:m
if temp(i) ==
A(i-temp2,:) = [1;
temp2 = temp2 + 1;
end
end
C=A;

Priklad 3.2. Najdéte skeletovy rozklad matice A

12-11
13 42
—-10 111
27 135

A:

Vytesime tento priklad pomoci m-filu 3.1 tak, ze do Matlabu zaddame piikaz
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>> A=[12-11;1342;-10 11 1;27 13 5];
>> [B,C]=SkeletovyRozklad(A,10°-16)

Matlab nam vrati vysledné matice

B =
1 0
1 1
-1 2
2 3
C =
1 2 -1 1
0 1 5 1

Zadame pro kontrolu do Matlabu ptikaz B * C' a dostaneme puvodni matici A

>> BxC
ans =
1 2 -1 1
1 3 4 2
-1 0 11 1
2 7 13 5
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Nyni si na ptikladé ukazeme funkénost m-filu 3.1 i pro komplexni matice.

Priklad 3.3. Najdéte skeletovy rozklad matice A

? 2 1
A=12 1-2i
v -3 9

Do Matlabu zaddme piikaz

>> A=[i 2 1; 2 1-2i 5;i -3i 9];
>> [B,C] = SkeletovyRozklad(A, eps)

Matlab nam vrati vysledné matice

B =
1.0000 0 0
0 - 2.00001 1.0000 0
1.0000 -1.6000 + 0.20001 1.0000
C =
0 + 1.00001 2.0000 1.0000
0 1.0000 + 2.00001 5.0000 + 2.00001
0 0 16.4000 + 2.20001

Zadame-li pro kontrolu do Matlabu prikaz B % C, dostaneme puvodni matici A

>> B*C
ans =
0 + 1.0000i 2.0000 1.0000
2.0000 1.0000 - 2.0000i  5.0000
0 + 1.0000i -0.0000 - 3.0000i 9.0000 + 0.0000i
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Poznamka 3.1. Ackoli je m-file 3.1 vytvofen presné podle navodu, ktery je
uveden v dukazu véty 3.1, tak neni dostatecné efektivni. Pouziva se v ném ptevod
na schodovity tvar, coz u velkych matic muze byt zdlouhavé. Navic tento m-file
muze zkolabovat napiiklad na stejném problému velkych multiplikatoru jako v

piikladu 2.9. Z toho duvodu jsem v softwaru Matlab naprogramovala m-file 3.2.

M-file 3.2. Tento novy m-file na vypocet skeletového rozkladu pracuje tak, ze
zjisti vSechny linedrné nezavislé sloupce matice A a ty pritadi do matice B. Matice

C' se pak vypocte maticovym délenim C' = B\ A.

function [B,C] = NovySkeletovyRozklad(A, eps)
%VSTUP: A... matice
b eps... poZzadovani pfesnost
%VYSTUP: B...matice ze skeletova rozkladu matice A
b C...matice ze skeletova rozkladu matice A
h=rank(A);
B(:,1) = AC:,1);
[m,n] = size(A);
k=rank(B) + 1;
for i=2:n
B2 = [B, A(:,1)];
if (rank(B2) == k)
B = B2;
k=rank(B) + 1;
end
end

C=B\A;

[
Nefunkénost m-filu 3.1 a funkénost m-filu 3.2 pro konkrétni matice si ukdzeme
na nasledujicim prikladeé.
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Piiklad 3.4. Naleznéte skeletovy rozklad matice

123
A=1246
121

Nejdiive pouzijeme m-file 3.1, tj. zadame do Matlabu

>> A=[ 1 2 3;2 4 6;1 2 1];
>> [B,C] = SkeletovyRozklad(A, 10°-16)

Matlab nam vrati vysledek

B =
1 0
2 1
1 0
C =
1 2 3
0 0 -2

Pro kontrolu zaddme

>> Bx*C

ans =
1 2 3
2 4 4
1 2 3
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A vidime, ze matice BC # A. Program nam tedy nespocital skeletovy rozklad
spravneé, coz je zpusobeno tim, ze matici prevadime na schodovity tvar. Zkusime

proto m-file 3.2, tj. zadame do Matlabu

>> A=[ 12 3;246;1 2 1];
>> [B,C] = NovySkeletovyRozklad(A, 107°-16)

dostavame vysledek

B =
1 3
2 6
1 1
C =
1 2 0
0 0 1

Nyni pro kontrolu opét zadame

>> B*C

ans =
1 2 3
2 4 6
1 2 1

Nyni vidime, ze BC' = A a tedy ze m-file 3.2 ndm nasel spravny skeletovy rozklad.

A
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Poznamka 3.2.

(i) Je-li (B;C) skeletovy rozklad matice A, pak zfejmé obé matice B*B, CC*
jsou hermitovské , pozitivné definitni, hodnosti h = h(A). A to plyne z
toho, ze nerovnost z*B*Bx > 0 plati pro vSechna x a x*B*Bx = 0 tehdy
a jen tehdy, je-li Bx = 0. A pripad, kdy Bz = 0 nastava pravé tehdy, kdyz

Tr = 0.

(ii) Skeletovy rozklad matice A neni urcen jednoznacné. Zname-li vsak jeden
skeletovy rozklad, muzeme snadno popsat jiny, jak je feceno v nasledujici
vete.

Véta 3.2. Je-li (B;C) skeletovy rozklad matice A s hodnosti h, pak (By;C1) je
skeletovym rozkladem téZe matice v tom a jen v tom pripadé, existuje-li requldrni
matice Z € C), takovd, Ze
BZ = B,
Z7'C =0y

Dikaz: viz. [3], strana 98.

Nyni si ukazeme aplikaci predchozi véty 3.2. Pomoci jednoho, jiz znamého,
skeletového rozkladu najdeme druhy skeletovy rozklad.

Piiklad 3.5. Necht je ddna matice A z prikladu 3.1, kterd m4 hodnost h = 2 a

necht mame k dispozici jiz nalezené matice B a C'. Tedy

1 2 4-11 .

A 1 3 7 13 B 112 -1 - 124 -11
2 717 48 013 1 013 22
-1-1-1 31

Nyni si zvolime néjakou ¢tvercovou regularni matici Z € Cy, jejiz rozmér bude

roven hodnosti matice A. Napriklad

()
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Podle vztaht z véty 3.2 ted vypocitdme matice By a O

10 1 2
B, = BZ = 11 12 _ 4 6
23 34 11 16
—-11 2 2

-2 1 124-11 —2-3-5 40
c=re= () (ot 22) = (3 11 00)
5-3/\013 22 5 3 333

Nyni pomoci nasobeni zkontrolujeme, zda se opravdu jedna o skeletovy roz-

klad, tj.

12 12 4-11

4 6|(-2-3-5 40 1 3 7 13
B,C = =A
1 e (g 5 g—gg) 2 717 48

2 2 ~1-1-1 31

Skeletovy rozklad se s vyhodou pouziva pii uré¢ovani pseudoinverzni matice,

o cemz hovori nasledujici véta 3.3.

Véta 3.3. Necht A € C,,, je nenulovd matice a necht A = BC' je skeletovy

rozklad matice A. Potom pro pseudoinverzi matice A plati
At =CtB*

Dikaz: Je zalozen na ovéreni Moore - Penroseovych podminek. Z poznadmky
1.8 plyne, ze CCT = CC*(CC*)™' =1 a B*B = BB*(BB*)"! = I. Oznacime si

X = CTB* a zacneme ovéiovat podminky z definice 1.16
(i) AXA = BCC*B*BC = BC = A

(i) XAX = C*B*BCC+B* =C*+*B* =X
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(iii) (AX)* = (BCC*+B*)" = (BB*)" = BBt = BCC*B* = AX
(iv) (XA)" = (C*B*BC)" = (C*C)" = C+*C = C*B*BC = XA

Tedy X = AT, O

Vidime, ze diky skeletovému rozkladu muzeme snaze urcit pseudoinverzi dané

matice, jak ika véta 3.3. Ukazeme si toto vyuziti skeletového rozkladu na priklade.

Priklad 3.6. Urcete Moore - Penroseovu inverzi matice A uzitim skeletového

rozkladu.
1-1-2
A=11 1 0
3 2-1

K nalezeni skeletového rozkladu matice A, pouzijeme m-file 3.2. Dostaneme

tak matice
1 -1
B=1|1 1], C:(ég_i)
3 2

Pseudoinverzi matice B a C' vypocitame podle poznamky 1.8, tedy dostaneme:

1
116 113 1206
B* = (B*B)"'B* = =%
(5'5) ( 66) (—112) 30(—1754)

10 5 1\ 21
ct=ccc*H1t=1 01 (_1 _2) =3[ 12
11 11

Pro pseudoinverzi matice A pak plati:

2 —1 7 5 16
1 1 — 1
-1 2 —29 5 =2

[ )

M-file 3.3. V softwaru Matlab jsem naprogramovala m-file 'pseuoinverze’, ktery

za vyuziti skeletového rozkladu nalezne psedoinverzi zadané matice.
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function S = pseudoinverze(A, eps)
AVSTUP: A... matice

pA eps... pozadovana pfesnost
%VYSTUP: S...pseudoinverzni matice k matici A
[B,C] = SkeletovyRozklad(A, eps);
D=B’*B;

G=inv(D);

Bp=G*B’ ;

K=CxC’;

L=inv(K) ;

Cp=C’*L;

5=Cp*Bp;

Priklad 3.7. Najdéte pseudoinverzni matici k matici

12 2 1
—21 0-1
A—
24 -1-1
21 3 2

Vytesime tento ptriklad pomoci m-filu 3.3 tak, ze do Matlabu zadame

> A=[1221; -210-1; 24 -1-1;2132]

>> S = pseudoinverze(A, 107-16)

Matlab nam vrati vysledek
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-2.0000 0.5000 0.5000 1.5000
1.6667 -0.5000 -0.1667 -1.1667
-3.0000 1.5000 0.5000 2.5000
5.6667 -2.5000 -1.1667 -4.1667

[ )

Poznamka 3.3. V matematickém programu Matlab existuje funkce 'pinv’, ktera
vraci psedoinverzni matici k zadané matici. Vyzkousime tuto funkci na stejné

matici jako v pfedchozim piikladé 3.7. Do Matlabu tedy zadédme

> A=[1221; -210-1; 24 -1-1;213 2]
>> pinv(A)

Dostaneme vysledek

ans =

-2.0000 0.5000 0.5000 1.5000
1.6667 -0.5000 -0.1667 -1.1667
-3.0000 1.5000 0.5000 2.5000
5.6667 -2.5000 -1.1667 -4.1667

Vidime, ze obé funkce 'pseudoinverze’ i 'pinv’ vraci shodné matice.

Vlastnosti pseudoinverznich matic se vyuzivaji pii feSeni systému linearnich
rovnic s matici soustavy, kterd neni regularni nebo ¢tvercova. Duvodem je fakt,
ze pro kazdou matici (¢tvercovou, obdélnikovou, reguldrni i singularni) exis-
tuje pravé jedna Moore - Penroseova inverze. Tato pseudoinverze ma nékolik

dulezitych a podobnych rysu jako inverze ¢tvercovych, regularnich matic.
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Uvazujme nyni systém linedrnich rovnic Az = b kde A € Cy,,, z € C" a
b € C™. Vektor * = A'b se nazyva feseni systému Az = b vzhledem k nejmensim
¢tvercim. Resenfm ve smyslu metody nejmensich étvercii rozumime feseni, které
minimalizuje normu || Az —b|| a mezi vSemi takovymi vektory je v normeé nejmensi.
Pokud ma systém nekone¢né mnoho feSeni, pak najdeme to, které je v normé
nejmensi. Pokud systém feSeni neméd, pak najdeme vektor, ktery minimalizuje
normu rezidui, tj. ||Az — b|| a mezi vSemi takovymi vektory je nejmensi.

V nésledujicim prikladé si najdeme feseni systému linedrnich rovnic ve smyslu

metody nejmensich ¢tvercu pomoci pseudoinverze.

Piiklad 3.8. Najdéte feseni systému linearnich rovnic s matici

4 321
A=|(3 110
2-111
a vektorem pravé strany
1
b=11

Abychom nasli feseni ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu z* = A*b soustavy
Ax = b musime nejdiive urc¢it pseudoinverzi matice A. Vzhledem k tomu, ze jiz
mame vytvorenou funkci ‘pseudoinverze’, muzeme ji pouzit tak, ze do Matlabu

zadame

> A=[4321; 3110;2-111];

>> S = pseudoinverze(A, 107-16)

Matlab nam vrati pseudoinverzni matici k matici A
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-0.1556 0.4889 0.0444
0.2815 -0.1704 -0.3185
0.1852 -0.2963 0.1852
0.4074 -0.8519 0.4074

Nyni stac¢i provést nasobeni

—0.1556  0.4889 0.0444 ] 0.4222

o Sh— 0.2815 —0.1704 —0.3185 L) = —0.5259
0.1852 —0.2963 0.1852 9 0.2593

0.4074 —0.8519 0.4074 0.3704

Vektor x* je fesenim uvazované soustavy ve smyslu metody nejmensich ctverci.

[ )
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4 Singularni rozklad

Singuldarni rozklad matice ma vyznamné vyuziti v numerické matematice a
to predevsim pri vypoctu pseudoinverzni matice pri feSeni systému linearnich

rovnic.

Véta 4.1 (Singularni rozklad). Je-li A € C,, ., h(A) = r. Pak existuje unitdrni
matice U € C,,, a unitarni matice V € C,, a diagondlni matice D € C,. s kladnymi

diagondlnimi prvky dy,ds, ..., d, takovymi, Ze dy > dy > ... > d, tak, Ze plati

DO
A= *
v (0)v

pricemz nulové bloky doplrnugi matict D na pravé strané ma matici typu m X n.

Dukaz: viz. [2], strana 62.

0
Poznamka 4.1. Pro jednoduchost oznac¢ime matici ( ) pismenem S.

00

Poznamka 4.2. Diagonalni prvky matice D z véty 4.1 se nazyvaji singularni

¢isla matice A a jsou to druhé odmocniny vlastnich hodnot matice A*A.

Nyni si pro lepsi porozuméni singularniho rozkladu ukazeme ptiklad, ktery je

zaroven navodem k tomu, jak nalézt matice U a V.

Priklad 4.1. Najdéte singularni rozklad matice A

—11

A=1-10

12

Nejprve spoc¢itame matici AA”

—11 2 1 1

-1-11
AAT = | — = -
10 < 1 02) 1 1-1

12 1-1 5
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Nyni ur¢ime vlastni ¢isla
A—2 1 1
det(AAT —XI)=| 1 A—1 —1 |=X>—8)\* 414\
1 -1 X=5
Tedy tesenim kubické rovnice

A2 —8\2 4+ 14X =0

jsou vlastni ¢isla

M =4++2
Xy =4—2
A3 =0

Pro \; dostavame vlastni vektor u; = [0.2326, —0.1645, 0.9586]T
pro Ay dostdvame vlastni vektor uy = [0.8125,0.5745, —0.0986]7
a pro A3 dostavdme vlastn{ vektor uz = [—0.5345,0.8018, 0.2673]"

Vlastni vektory uy, us, uz tvoti sloupce matice U, ktera tedy vypada nasledovné

0.2326  0.8125 —0.5345
U= -0.1645 0.5745 0.8018
0.9586 —0.0986 0.2673

Po odmocnéni vlastnich ¢isel A\j, Ay dostavame singularni ¢isla, coz jsou diagondalni
prvky matice D. Jelikoz matice S musi mit podle véty 4.1 stejné rozméry jako

zadand matice A, ptiddme matici D jeden nulovy radek. Tedy

2.3268 0
S = 0 1.6080
0 0

Na zavér vypotéteme prvky matice V ze vztahu SV = U 'A, coz lze v Matlabu
vyfesit pifkazem V = (U71A)\S, tedy.
[ 0.3827 —0.9239
-~ \0.9239 0.3827
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Pro ovéieni, spoéitame soucin USV7T

0.2326 0.8125 —0.5345\ /2.3268 0 T
3827 —0.92
USvT = —0.1645 0.5745 0.8018 0 1.6080 (E;gggg E;28§2> =
0.9586 —0.0986  0.2673 0 0 ' '
~11
=|-10]=4
12

[

M-file 4.1. Pro nalezeni singularniho rozkladu jsem v Matlabu vytvorila m-file,

ktery najde matice U, S a V'

function [U,S,V]=singularniRozklad(A)
%VSTUP: A... matice

%VYSTUP: U...matice ze singuldrniho rozkladu matice A
yA S...matice ze singularniho rozkladu matice A
b V...matice ze singuldrniho rozkladu matice A

[k,1]=size(A);
u=min(k,1);
t=max(k,1);
S=zeros(k,1);
F=A%A";
H=A’x*A;

[D2] = eig(H);

if k1
[U,D] = eig(F);
[Vvv,D2] = eig(H);
for i=1:t/2
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temp = U(:,1);
U(:,i) = UC:,t-1+1);

U(:,t-i+1)=temp;

end
for i=1:u
S(i,i) = sqrt(D2(i,i));
end
for i=1:u/2
temp = S(i,1);
S(i,i) = S(u-i+1l,u-i+1);
S(u-i+1,u-i+1)=temp;
end

V=(inv (U)*A)\S;

[UU,D] = eig(F);
[V,D2] = eig(H);
for i=1:u

S(i,i) = sqrt(D(i,i));
end
for i=1:u/2
temp = S(i,1);
S(i,i) = S(u-i+1,u-i+1);
S(u-i+1,u-i+1)=temp;
end
for i=1:t/2
temp = V(:,1);
V(:,i) = V(:,t-i+1);

V(:,t-i+1)=temp;
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end
U=(inv(V)*A’)\S’;

end

Priklad 4.2. Najdéte singularni rozklad matice A
12
A=1|21
13
Vyftesime tento ptriklad pomoci m-filu 4.1 tak, ze do Matlabu zadame ptikaz

>> [U,S,V]=singularniRozklad([1 2;2 1; 1 3])

Matlab nam vrati vysledné matice U, S, V'

U =
0.5251 0.0998 0.8452
0.4397 -0.8821 -0.1690
0.7286 0.4604 -0.5071

g =
4.2500 0

0 1.3920
0 0
vV =

0.5019 -0.8649
0.8649 0.5019
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Poznamka 4.3. V softwaru Matlab se muzeme setkat s piikazem pro vypocet

singularniho rozkladu. Zadame-li ptikaz
(i) [U,S,V] = svd(A)
tak nam Matlab vrati diagondlni matici S a unitarni matice U a V.
(ii) s = svd(A)

tak nam Matlab vrati singularni ¢isla matice A.

Priklad 4.3. Najdéte singularni rozklad matice A

1 23
A -1 12
-1 31
1-14

Vyftesime tento piiklad pomoci pitkazu svd(A) tak, ze do Matlabu zaddme

>> A=[123;-112;-131; 1 -14];
>> [U,S,V]=svd(A)

Matlab nam vrati nasledujici matice

-0.6244 0.1363 -0.6604 -0.3943
-0.3692 0.1817 0.7201  -0.5587
-0.3277 0.7289 0.1070 0.5915
-0.6054  -0.6459 0.1840 0.4272
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5.7449 0 0
0 3.7405 0
0 0 1.4161
0 0 0

-0.0928 -0.3797 -0.9205
-0.3474 0.8787 -0.3275
-0.9331 -0.2894 0.2134

[
Jak uz bylo na zacatku této kapitoly zminéno, tak singularni rozklad 1ze vyuzit

napiiklad pfi feSeni systému linedrnich rovnic, o ¢emz hovori nasledujici véta 4.2.

Véta 4.2. Necht je ddna matice A € C,,,, a jeji singuldrni rozklad
DO
A=U v
(50)

-1
A+:v(D O)U*

Pak matice

0 0

je pseudoinverzni matici k matici A.
Dukaz: viz. [2], strana 210.

Poznamka 4.4. Ackoli rozklad matice A z véty 4.2 nemusi byt jednoznacny,
tak matice AT jednoznacnd je. Opét budeme hledat feseni x* ve smyslu metody
nejmensich ¢tvercu.
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Uved'me si nyni pifklad jak nalézt feseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu

metody nejmensich ¢tvercu pomoci singularniho rozkladu.

Priklad 4.4. Najdéte teseni soustavy ve smyslu metody nejmensich ctvercu

s matici
1 1
A=13-1
0 1
a vektorem pravé strany
1
b=1|1
3

Abychom zjistili feSeni soustavy Az = b ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu,
budeme postupovat podle véty 4.2. Nejdiive nalezneme singularni rozklad matice

A pomoci m-filu 4.1. Tedy zadame do Matlabu piikaz

>> A=[1 1; 3 -1;0 1];
>> [U,S,V]=singularniRozklad (A)

a dostaneme nasledujici matice

U =
-0.2187 0.7785 0.5883
-0.9726 -0.1251 -0.1961
0.0791 0.6151 -0.7845
g =

3.2452 0
0 1.5713
0 0
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-0.9665 0.2567
0.2567 0.9665

Matice D je matice S bez posledniho nulového radku, takze vypada nasledovné

D 3.2452 0
0 1.5713

Nyni podle véty 4.2 najdéme pseudoinverzni matici k matici A. Tedy

D710
A+: * =
v(70)v

—0.2187 0.7785 0.5883
= | —0.9726 —0.1251 —0.1961 (

0.3081 0 O) (—0.9665 0.2567)* B
0.0791 0.6151 —0.7845

00.6364 0 0.2567 0.9665

0.1923  0.2692 0.0769
0.4615 —0.1538 0.3846

Na zaver stac¢i najit feSeni zadané soustavy ve smyslu metody nejmensich
¢tvercu, které je ve tvaru

= A"b
Tedy

0.1923  0.2692 0.0769) ! _(0.6922)

v <0.4615 —0.1538 0.3846 1.4615
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Zaver

Cilem této bakalarské prace bylo obohatit své védomosti o zakladni vlastnosti
matic a predevsim vytvorit prehled o jednotlivych typech maticovych rozkladu.
V této préci jsme ukazali na jakém principu funguje Gaussova elimina¢ni metoda
a z ni plynouci LU rozklad, ktery se efektivné vyuziva u soustav linearnich rovnic
s vice pravymi stranami. Déle jsme si také ukazali, ze LU rozklad lze vyuzit také
pro vypocet determinantu a inverzni matice. Pro feSeni soustav linearnich rovnic
s hermitovskou matici jsme se naucili Choleského metodu, ktera je oproti LU roz-
tzv. Croutovu metodu, kterd se vyuziva u feSeni soustav s tiidiagonalni matici.
Skeletovy rozklad, ktery je dalsim typem soucinového rozkladu, je pouzivan
predevsim pro vypocet psedoinverzni matice. Také jsme se zminili, zZe pri feSeni
soustav linearnich rovnic se jesté muzeme setkat se singularnim rozkladem. Po-
znatky o téchto rozkladech jsme demonstrovali na piikladech a v matematickém
programu Matlab jsme sestavili m-fily, které by nam mély hledani zminovanych
rozkladu ulehcit.

Béhem tvorby této bakalarské prace jsem se blize seznamila s problematikou
numerické matematiky, ziskala mnoho zkusSenosti s ¢etbou odborné literatury a
zaroven jsem zdokonalila své dovednosti s matematickym softwarem Matlab a s
typografickym systémem KETEX, kterym je prace vysazena.

Véiim, ze usili vénované tvorbé této bakalaiské prace bude zajimavym piinosem

nejen pro mé v dalsim studiu, ale i pro vSechny ¢tenéfe této prace.
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