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Uvod

Jak jiz nazev bakalarské prace ,, Aplikace integralniho poc¢tu v ekonomii* napo-
vida, budeme se zabyvat vyuzitim matematiky v ekonomické oblasti. Konkrétné
se bude jednat o integralni pocet a jeho ekonomické aplikace v oblastech cel-
kovych a meznich veli¢in, investic, tvorby kapitalu a dalsich. K vybéru tohoto
tématu, mé vedl predevsim zajem o vyuziti matematiky v praxi. V praci je uve-
dena potiebna matematicka teorie, na kterou navazuji ekonomické aplikace a obé
casti jsou doplnény ilustrativnimi ptiklady.

Text je rozdélen do ¢tyt kapitol. Prvni tii kapitoly popisuji matematickou
teorii, kterd je potfeba v aplikacni ¢asti, tedy ve ctvrté kapitole.

Prvni kapitola nas uvede do problematiky integralniho poctu, seznami nas
se zakladnimi pojmy, jako je primitivni funkce a neurcity integral a naucime se
metody vypoctu neurcitého integralu. V druhé kapitole se seznamime s pojmem
urcity integral, predstavime si podminky integrovatelnosti, vlastnosti a metody
vypoctu urcitého integralu. Tteti kapitola pojednava o pojmu nevlastni integral.
V téchto kapitolach byla vyuzita pfedevsim literatura [12], [13], [L4], [L5]. Ptiklady
v téchto kapitolach pochéazi predevsim z [1].

Posledni kapitola je vénovana aplikacim integralniho poc¢tu v ekonomii a za-
hrnuje ¢tyti podkapitoly. Prvni podkapitola predstavuje celkové a mezni veliciny,
na nichz si predstavime aplikaci neurcitého integralu. V druhé podkapitole si uve-
deme aplikaci urcitého i neurcitého integralu v oblasti investic a tvorby kapitalu.
Ve treti podkapitole si povime o stanoveni soucasné hodnoty cash-flow, k ¢emuz
vyuzijeme aplikaci urc¢itého integralu. V piipadé, ze cash-flow trva vécéné, jedna se
o aplikaci nevlastniho integralu. Zavéreéna podkapitola pojednava o Domaroveé
modelu ristu. V aplika¢ni ¢asti byla predevsim vyuzita literatura [2], ze které
byly cerpany i ilustrac¢ni priklady.

Predpokladem k porozuménim textu je znalost diferencidlniho pocétu a za-

kladti ekonomické teorie na rovni ekonomickych kurzi vysokych skol.



1. Neurdity integral

Vznik integralniho poctu se datuje k prelomu 17. a 18. stoleti a izce souvisi
s diferencidlnim poctem. Zaklady integralniho a diferencialniho poctu polozili
védci Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz a bratii Jakob a Johann Bernoul-
liovi.

Integrace znamena proces, kdy hleddme primitivni funkci F' na intervalu [
k funkei f tak, aby platilo F” = f. Proces integrace je opa¢nou operaci k derivo-
vani, kdy hleddme k funkci f jeji derivaci f’.

Obsahem této kapitoly budou definice zakladnich pojmt integralniho poctu

a metody vypoctu.
1.1. Primitivni funkce a neurcity integral

Zékladnim pojmem integralniho poctu je primitivni funkce, proto za¢neme
s jeji definici.

Definice 1. Nechf jsou funkce f a F definovany na intervalu I C R. Rekneme,

ze funkce F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu I, jestlize
F'(z) = f(x), Vo e I

Nutno tici, Zze pokud néktery z krajnich bodti intervalu I do tohoto intervalu
patii, pak v tomto bodé x rozumime symbolem F’(z) pfislusnou jednostrannou
derivaci. Jelikoz z existence vlastni derivace funkce plyne spojitost, je primitivni

funkce ke kterékoliv funkci vzdy na odpovidajicim intervalu spojita.

Piiklad 1. Funkce F(x) = sin(z) je primitivni funkcei k f(z) = cos(z) na R,
protoze Vx € R plati, ze (sin(z))’ = cos(z). Tedy plati vySe zminény vztah
F'(z) = f(x),Vz € I.

Véta 1. Ke kazdé funkci spojiteé na intervalu I existuje primitivni funkce na I.



Véta 1 neplati naopak. Miize totiz existovat funkce, ktera neni na intervalu /

spojita a presto k ni existuje na intervalu [ primitivni funkce, naptiklad funkce

—cosi42zsind 2 #£0,
f(”)_{o z =0,

je v bodé 0 nespojita a presto k ni existuje primitivni funkce

2 i 1
xfsin=  x #0
F(x) = @ ’
(z) { 0 xz =0.
Ale plati, Ze ke kazdé elementarni funkci existuje primitioni funkce. Ovsem ne
ke kazdé funkci musi existovat primitivni funkce.
Primitivni funkce F'(x) vSak neni uréena zcela jednoznacné, coz si uvedeme
v nasledujici véte.
Véta 2. Je-li F' primitivni funkce k funkci f na I a ¢ € R libovolné ¢islo, potom

kazda funkce G(x) = F(x) + ¢, Vo € I je primitivni funkci k f na 1.

Pokud ma funkce f(z) alesponi jednu primitivni funkci F(z), pak jich ma ne-
kone¢né mnoho, protoze k primitivni funkci mtizeme pficitat a odecitat libovolné

realné ¢islo ¢ a tak ji ménit.

Definice 2. Neurcitym integralem funkce f na intervalu [ nazyvame mnozinu

vSech primitivnich funkei k funkci f na I, tj. mnozinu
/f(x) de = {F(z) + ¢;c € R, F(z) je primitivni funkce k f}.

Proces hledani primitivni funkce F k funkci f se nazyva integrovani.

Poznamka 1. Pro vypocty se vyuziva nasledujici znaceni:
f(z) ...integrované funkce nebo-li integrand,
x ...integracni proménna,

dz ...symbol, ktery urcuje, podle které proménné se integruje.



1.2. Metody vypoctu

vvvvvv

Mnohdy nejsme ani schopni urcit primitivni funkei, i kdyz existuje. Existuji zde
pouze doporucené postupy k integrovani vsech elementarnich funkci.

Ze znamych vzorcu z diferencialniho pocétu plynou tyto vzorce:

1. [adz =ax+c

xn«l»l

Q.fx”dx: o7 tec
3.fx°‘da:: "’;f:ll +c

4. [Ldz =In|z|+c

5. [e*dr=e"+c

6. [a"dz = +¢

7. [sinzdx = —cosz + ¢
8. [coszdr =sinz +c

9.fﬁdm:tanx+c

10.fsin12mdx = —cotgzr +c¢
ll.fﬁdx:arctanx—i—c

12. [ ﬁdx = arcsinz + ¢

13. [ L8 de =In|f(2)] +

acRzeR
neNzeR
aeR\{-1},z e R"
x € R\ {0}

reR

a e RV \{-1},z€eR
reR

reR

r e R\{§ +kn kecZ}
x € R\ {km k € Z}
reR

re(-1,1), kdeceR

ceR

14. [ flax+b)de =L1F(ax+b)+c c€eR

T a

Vyse zminéné vzorce budeme uzivat pii vypoctu primitivnich funkci.



Véta 3. Necht k funkcim [ a g existuji primitivni funkce na I a necht ¢ € R.

Potom funkce f + g, c- f maji primitivni funkce na I a plati

Ju@ =g [ @)@ [ g

/c-f(:v)dx:c-/f(a:)da:.

Pokud tedy integrujeme soucet funkci, miZzeme tyto funkce integrovat zvIast
a pokud se jedna o soucin funkce s konstantou ¢, mizeme c vytknout a integrovat

pouze funkci.

Piiklad 2. [Démidovi¢, pf. 2175] Najdéte primitivni funkei k funkei f(x), ktera

ma nasledujici zadani

1 z € (—00,0),
flz)=2 x+1 x€(0,1),
2z z € (1,00).

Reseni: Vipocet budeme provadét po jednotlivych intervalech.

Pro z € (—o00,0) plati /ldx =T+ ¢,

2
pro x € (0,1) plati/(x—l—l)fd:v:%—i-x—l—@

a pro x € (1,00) plati /237 dr = 2% + cs.

Vysledné feseni bude kvtili spojitosti ve tvaru

T +c z € (—00,0),
Flz)=4 Z +a+c x€(0,1),
?+3+c¢ xe(l,0).

Pov§imnéme si, Ze v intervalu (1, c0) je odlisny vysledek, nez ke kterému jsme dosli

ve vypoctech. Je tomu tak, protoZe v intervalu (0, 1) se nachézi funkce % +x+c

v bodé [1, %] a v tomto bodé je potfeba navéazat i funkei 22 + c. Proto se pri¢ita

k této funkeci %



Piiklad 3. [Démidovi¢, pf. 2178] Najdéte primitivni funkei k funkei f(z), je-li

1
fl(z®) = = Vo > 0.

~

Reseni: Uréime si tedy f'(x) = % Vx > 0 a vypoCteme neurcity integral

/—d:p— T =2z +c,ceR

2

vvvvvv

aplikace zndmych vzorci plynoucich z diferencidlniho poc¢tu. V néasledujicim textu
si predstavime metodu per partes a substitu¢ni metodu, které ovSem neopome-
neme kombinovat se znamymi vzorci.

V integralnim poctu se objevuje jedna z obtizi a to, Ze neexistuje vzorec
na primitivni funkci soucinu. Pfesto je tu ale feSeni - metoda per partes. Tato
metoda nam umoznuje prevést soucin funkei na jiny soucin funkci, coz v nékterych

pripadech usnadni hledani primitivni funkce.

Véta 4. (Metoda per partes) Necht funkce v a v maji na intervalu I deri-
vace u' a v'. Existuje-li na I primitivni funkce k jedné z funkci u'v,uv’, existuje

t k druhé z nich a plati

Piiklad 4. [Démidovi¢, pf. 2176] Najdéte primitivni funkei k funkei z f”(x).

ResSeni: /xf”(a:) dex = =af'(x /f af'(z) —

—f(x)+c,ceR.

U=z uw =1

o = () v = (@)




Piiklad 5. [Démidovi¢, pi. 2106] Najdéte primitivni funkei k / vz arctan(y/z) dz.
Reseni:

u = arctan(\/z) v = 5~

3
v =41 v =22

DO

= Sz arctan(y/z)—

/ J/Z arctan(y/z) dz =

) 3 2 1 2
— /gm dr = gx% arctan(y/z) — 5/ N f_ . dr = gx% arctan(/z)—
1 1-1 2 1 1 2
-3 / x—li_T dz = 53:% arctan(y/z) — 3 / 1-— T dz = gx% arctan(y/z)—

In|1 1
— % + w - §(2x% arctan(y/z) —z +1n|l1 +z|) +¢,c € R.

Metodu per partes je vyhodné aplikovat naptiklad na tyto typy funkei:
P(z)sin(ax), P(z)cos(ax), P(x)e*, P(x)Ilnz, P(z)arctanz, kde P oznacuje
polynom.

P1i vypoctu slozitych vyrazii se snazime situaci co nevhodnéji zjednodusit,

k ¢emuz vyuzivame metodu substituce.

Véta 5. (Proni véta o substituci) Md-li funkce ¢ : I — I derivaci v kazdém
bodé intervalu I a je-li F' primitivni funkce k funkci f : Iy — R na intervalu I,

potom na intervalu I, plati

/ﬂmmw@m:/WMutzwm

Nyni si ukdzeme pouziti prvni véty o substituci na piikladech.
Piiklad 6. [Démidovi¢, pf. 2177] Najdéte primitivni funkei k funkei f/(2z).

1, _1 _1
~ [ Sr@da=3f@) = 3720 +cce

ResSeni: /f’(Zx) de = 5

a =2
da = 2dx

10



2n—1

dzx.

Piiklad 7. [Démidovi¢, pf. 1911] Najdéte primitivni funkei k / ‘ 1
./L-n

2n—1 n,n—1 n n—1 1 n n—1
Reéeni:/x dx—/xx dx—/ﬁxm dx——/%day—
4+ 1 z" +1 nr*+1 n zm +1

:1/ @ da:l/ﬂda:l/ 1— 1 da =
n a+1 n a—+1 n a-+1

1 1 T Inlz" 41
:_(a_1n|a+1|):_(xn_1n|xn+1|):$__n|x—+’
n n n

a=2z"
da = nx" tdx

+c,ceR.
n

K vypocétim je nékdy velmi ndpomocna druhé véta o substituci, kterou si

predstavime taktéz na prikladeé.

Véta 6. (Druhd véta o substituci) Necht f je funkce definovand na intervalu
I, ¢ je funkce magici nenulovou derivaci na intervalu Is a necht o(Is) = 1.

Potom na intervalu I plati

/ f(z)de = / Fe®)F @)t t= o\ (2).

Nutno jesté poznamenat, ze metodu per partes a metody substituce lze kom-

binovat dohromady.

2sinz —
Priklad 8. [Démidovié, pf. 2054] Vypodtéte / ST TCST 4y

3sin?z + 4cos? x

2sinx — cosx

ResSeni: Funkce 5

je definovana na intervalu I; = R. Potfebu-

3sin“z +4cos?x

jeme najit funkei ¢, kterd ma nenulovou derivaci na intervalu Iz, ¢(l2) = R a
hlavné, aby Sla primitivni funkce / fp(t))¢'(t) dt urcit. V tomto piipadé bude

vhodné zvolit ¢(t) = tang, t € I, = (=7 + 2km, 7+ 2k7), kde k € Z. Plati

2t
14+ ¢2

tedy ¢(I) = R. K vypoctu primitivni funkce vyuZijeme vztahu sinz =

1 —¢?

Tl 7 uzité substituce vyjadiime z = 2arctant a do = —25 dt. Po

1442

a COST =

dosazeni

/ 2sinz — cosa / A 2 dt 1/t2+4t—1dt
T = =- [ ————dt.
3sin? x + 4 cos? x 3 (2 )2+4(ﬂ)21+t2 2) tr+t2 41

142 1442

11



4t —1 . Iy
Zlomek e lze rozlozit na parcialni zlomky

2+ 4t —1 244t —1 Us + ust Uy + ust

Byl (-t )(E2+t+1) L2—t+1 L2+t+1

Odtud vyjadiime > + 4t — 1 = (ug + ust) (> +t + 1) + (ug + ust)(t* — ¢t + 1)
a upravou ziskame soustavu rovnic

_1:u2+u47
4ZU1—|—U2+U3—U4,
1 =uy +up — uz + uy,

0=wu; +us.

. Po dosazeni

N | Ot

Resenim soustavy rovnic je uy = 1, us = %, ug = —1, ugy = —

do neurcitého integralu obdrzime

1 S+t —2 ¢ 1 3+ 2t 1 [ —5—2t
- dt = - - dt — —  dt=
2/<t2—t+1+t2+t+1 4/t2—t+1 +4/t2+t+1
_1/ 2t — 1 N 4 dt+1/ —2t—1 4 4 —
4 2—t+1 2—t+1 4 2+t+1 2+t+1 -
1 2t — 1 dt 1 —2t—1 dt
= | —dt+ | — - | ———dt — [ ———.
4 ] 2 —t+1 t2—t+1 4] 24+t+1 t2+t+1

1 2t —1
Pro integral 2 / P dt uzijeme substituci a = t* —t + 1, da = (2¢t — 1) d¢

4 ) 2+t+1

1/da+/ dt _1/db_/ dt
4 a t2—t+1 4 b 2 4+t4+1

Vyrazy t? —t+ 1 a t*+ ¢+ 1 upravime na ctverec (¢ — %)2 +3, (t+ %)2 + 3.

1 —2t—1
a podobné u integralu — / ————dt wzijeme b = >+t + 1, db = (2t + 1) dt,

dojdeme k

UZijeme substituce na upravené vyrazy ¢ =t — %, dc=dt a e=1t+ %, de = dt,

dostaneme

Lo, [ e L f e i dp e 1
4 a c2—|—% 4 b 62+%_4 a 3 %102—1—1 4 b
de

./
3 %(22—1-1

12



Provedeme-li dalsi substituce f = \/lgc, df = \%’dc a g= %e, dg = \%de, lehce

ziskame primitivni funkci

_/da 2 df _/% 2 dg —lln‘ay+iarctanf—
\/_f2+14b\/_9+14 V3

2 2
- = ln |b| — —= arctan g = ‘ + ——arctan f — — arctan g,

4 V3 \/§ V3

zpétnym dosazenim vSech uzitych substituci obdrzime

1ofs

1 ta2 —tang +1 N 2 ; 2tan g — 1 2 ; 2tan§ +1
- —arctan | ——=—— | — —=arctan | ———=—— | .
4 tan2 24+tans 4+ 1] /3 V3 V3 V3
tan? —tan g +1 2 —
Argument logaritmu 2 lze upravit na 2-simz . Protoze je funkce
S +tang +1 2+sinx

arctan(z) licha, plati — arctan(a:) = arctan(—x) a pomoci vzorce

r—Y
t tan(—y) = t
arctan(z) + arctan(—y) = arctan (1 " xy)

upravime rozdil

2 <2tang—1) 2 (2tan§+1> 2 —V3
—arctan | ———— | ——=arctan | ——— = ——arctan | ————-—- | .
V3 V3 V3 V3 V3 1+ 2tan22

2

Vyslednou primitivni funkci si ozna¢ime Fy(x)

. 2 . -3
——arctan | ————-— .
V3 1+ 2tan® %

Primitivni funkce Fy(z) je feSenim pouze na intervalech (—m + 2km,w + 2km),

Fy(x) = ~In

1 2—sinx
4

2+sinx

kde k € Z. V krajnich bodech vypocteme limity

1 2 —V3 2
t_l>1n71r Fo(t) = Zln\l]%—%arctan %j) :0+ﬁarctan0:0,

1 2 —V3 2
lim Fy(t) = —1In|l| + —= arctan —\/_> =0+ —=arctan0 = 0.

t——m— 4 \/§ 0 \/g
13




Vysledné feseni na celé mnoziné R je F(x) + ¢, c € R, k € Z, kde

1. |2—sinx
f— n —
F(x)=4q 4 |2 +sinx
0

2 V3
V3

= arctan | ——Y2 | g€ (=71 + 2%km, 7w + 2kn) |
+ —= arctan 1+2tan2%> r € (—m + 2km, 7+ 2kT)

r =7+ k.

2. Urcity integral

Vyvoj urcitého integralu prosel dlouhou cestou. Na jeho vyvoji se podilel fran-
couzsky matematik Augustin-Louis Cauchy a o to, jak ho dnes zname, se zaslouzil
predevsim némecky matematik Georg Friedrich Bernhard Riemann. Proto se ur-
City integral nazyva Riemanntv integral. Nazev ,urcity integral® stejné tak jako
nazev ,neurcity integral“ zavedl Leibniziv zak Johann Bernoulli.

V této kapitole se zaméfime na definice, podminky integrovatelnosti, vlast-

nosti a vypocet urcitého integralu.

2.1. Definice urcitého integralu

Urcity integral byl vyvijen pfedevsim za ticelem urceni obsahu plochy pod ne-
zapornou a omezenou funkci f(x) na intervalu (a,b), viz obrazek 1. Plocha
pod funkci f(z) se aproximuje pomoci Gtvart, jejichz obsah umime snadno podi-

tat - obdélniku.

Definice 3. Délenim uzavieného intervalu (a,b) nazyvame jakoukoliv koneé-
nou mnozinu bodd D = {zg,x1,...,x,} lezicich v intervalu (a,b) takovou, ze
a = 19 < 11 < ...<Tp1 <z, =b. Body xg,21,...,x, se nazyvaji dé-
lici body intervalu (a, b); interval (z;_1,x;) se nazyva i-ty délici interval; ¢islo

Ax; = x; — r;_1 se nazyva délka i-tého déliciho intervalu.

Kazdy interval (a,b) lze délit nekoneéné mnoha riznymi zpisoby. Mnozina
vSech déleni intervalu (a,b) se zna¢i D({a,b)) nebo jen D, pokud je ziejmé, ze

jde o interval (a, b).

14
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~

S

x
g b
Obrazek 1
Definice 4. Necht je funkce f omezend na intervalu (a, by anecht D = {xo, ..., x,}
je né&jaké déleni intervalu (a, b). Oznacme pro v8echna i =1,...,n

m; = inf{f(z);z € (x;_1,2:)},

M; = sup{f(z);z € (xi—1,2:)}.

Potom ¢islo

s(f, D) = imi (T —wim) = imi Az
i=1 i=1

nazveme dolnim (Riemannovym) souétem funkce f pfi déleni D a ¢islo

=1 =1

nazveme hornim (Riemannovym) souctem funkce f p¥i déleni D.

Cislo s(f, D) vyjadiuje soucet obsahti obdélnikii pod funkci f(z), kde uva-
zujeme nejmensi hodnoty m; a ¢islo S(f, D) vyjadfuje soucet obsahi obdélnikii

pod funkei f(x), kde uvazujeme nejvétsi hodnoty M;, viz obrazky 2 a 3.

15



T
0 a=x9 T To T3 T4 Ty Te T7 xg = b
Obrazek 2: s(f, D)
Y
T
0 a=x9 T To T3 T4 Ty Te T7 xg = b

Obrazek 3: S(f, D)

Z obrazku 2 a 3 je patrné, Ze dolni a horni soucty budou tim lépe aproximovat
obsah pod funkei f(x), ¢&im jemnéji rozdélime interval (a,b). Zjemnéni intervalu

(a,b) provedeme pridanim k ptivodnimu déleni dalsi délici body.
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Véta 7. Necht [ je omezend na intervalu (a,b) a necht Dy, Dy € D({a,b)). Potom
platt
m'(b_a’) < S(faDl) < S(faDQ) <M- (b_a)7
kde
m = inf{f(z);z € (a,b)},

M =sup{f(x);z € {(a,b)}.

Z véty 7 je patrné, ze funkce f na intervalu (a, b) nabyva své nejmensi hodnoty
m a své nejvetsi hodnoty M. V tomto pripadé je horni i dolni soucet funkce f

omezeny shora i zdola a to nas opraviiuje zavést definici 5.

Definice 5. Necht f je omezend na intervalu (a,b). Potom se ¢islo
b
[ #@)do = sup (s(4.D)s D € D(Ga. )}
nazyva dolni (Riemanntv) integral funkce f na intervalu (a,b) a ¢islo

/ f(z)dz = inf {s(f, D); D € D({a,b))}

se nazyva horni (Riemannuv) integral funkce f na intervalu (a, b).

Definice 6. Necht f je omezend na intervalu (a,b). Jestlize

fikdme, Ze funkce f je riemannovsky integrovatelnd na (a,b), znacime
f € R({a,b)). Spole¢nou hodnotu dolniho a hornitho Riemannova integralu na-

zveme Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a, b), znacime

/a ) de (pfipadné (R) / o) dm) |

17



Funkce, kterd neni riemannovsky integrovatelna, je napiiklad Dirichletova
funkce. Tato funkce ma dolni integral mensi nez horni integral, tudiz neni spl-
nén vztah z definice 6. Dirichletova funkce neni spojita na intervalu (a, b), proto

neexistuje Riemanntv integral.

2.2. Podminky integrovatelnosti

Abychom mohli funkci f integrovat na uzavieném intervalu (a,b), musi spl-

novat nasledujici podminky.

Véta 8. (Nutnd a postacujici podminka) Necht f je omezend na intervalu

(a,b). Potom
f€R({a,b)) < Ve>0 3D e D(a,b)):S(f,D)—s(f,D)<e.
Véta 9. Necht f spliuje jednu z podminek:
e monotonnost na intervalu {(a,b),
e spojitost na intervalu {(a,b),

e omezenost na intervalu (a,b) a necht ma na {(a,b) jen konecné mnoho bodi

nespojitosts.
Pak f € R({(a,b)).

Nutnou podminkou integrovatelnosti je, aby funkce f byla omezena na in-
tervalu (a,b). Postacujici podminkou je, aby funkce f byla na intervalu (a,b)

omezenda, monoténni nebo spojita.

Véta 10. Necht f a g jsou omezené na intervalu (a,b) a necht f # g jen v ko-

necné mnoha bodech z {(a,b). Potom
feR({a,b) = geR((ab),

pricemz se integraly téchto funkci rovnayji.
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2.3. Vlastnosti R-integralu

Vlastnosti Riemannova urcitého integralu rozliSujeme v zavislosti na funkci,
kterou budeme integrovat a v zavislosti na intervalu, pfes ktery integrujeme.
Nejprve se zamérime na zavislost na funkci a poté na zavislost na intervalu.

a) v zavislosti na funkci, kterou integrujeme

V nasledujici véteé si uvedeme vlastnosti R-integralu, které je nutné pii vypo-
¢tech zohlednovat. Integrace souc¢tu funkci nebo souc¢inu konstanty a funkce ma

podobné vlastnosti jako pro neurcity integral.
Véta 11. Necht plati f,g € R({a,b)) a c € R:

e pokud éisla k, K € R jsou takovd, Ze k < f(z) < K Vx € (a,b) plati

b
k-(b—a>s/ f@)de < K - (b—a),

b

pak f+g € R((a,b)) a / (f(2) + g(a)) dz = / f() de + / g(z)dz,

pak c- f € R({(a,b)) aplat{/bc~f(a:)dx:c-/bf(a:)d:c,

b b
a pokud f(x) < g(x) Vx € (a,b), pak plat{/ flz)dx < / g(x)de,

pak 1] € R(a.b)) a plati | [ ' fa) s < / If@)d,

plati - g € R({a,b)),

pokud ¢ > 0 tak, Ze g(z) > ¢ na (a,b) platz/g € R({a,b)).
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b) v zavislosti na intervalu, pies ktery integrujeme

V nékterych pripadech je vhodné urcity integral funkce f(z), ktera je defino-
vand na intervalu (a, b), rozdélit na soucet dvou uréitych integrald, jejichz meze
odpovidaji podintervalim (a, c) a {c, b), coZ je graficky znazornéno na obrazku 4

a popsano v nasledujici véteé.

Obrazek 4

Véta 12. Necht a < ¢ < b,a,b,c,€ R, necht f € R((a,c)) a f € R({c,D)).
Potom f € R((a,b)) a plati

/abf(x)dx _ /acf(:c)der/cbf(:c) dz.

Véta 13. Necht f € R({a,b)) a (c,d) C {(a,b). Potom f € R({c,d)).

2.4. Vypocet R-integralu

Pro vypocet urcitého integralu se pouziva substitu¢ni metoda a metoda per
partes stejné jako u vypoctu neurcitého integralu. Nejdiive si uvedeme Newton-

Leibniziiv vzorec, abychom mohli tyto metody vypoctu pouzivat.

Véta 14. (Newton-Leibnizuv vzorec) Necht f € R({a,b)) a F je primitivni
funkce k f na {(a,b). Potom plati

/ f(#)de = [F(2)]. = F(b) — F(a).
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Poznamenejme, Ze u urcitého integralu uz neuvadime konstantu c, protoze vy-
b b
sledné hodnota / f(z) dx na ni nezavisi, plati totiz / flx)de = [F(z) +d° =
a a

= (F(b)+c¢)—(F(a)+c) = F(b)+c—F(a)—c = F(b) — F(a). Pro jednoduchost

tedy volime ¢ = 0.

Véta 15. (Metoda per partes) Necht funkce u a v maji derivace na intervalu

(a,b) a necht u’',v" € R({a,b)). Potom

Piiklad 9. [Démidovi¢, pf. 2242] Vypoctéte integral / | In x| d.
1

Reseni: Integral / | Inz| dz 1ze rozdélit na soucet dvou integralu s rozdilnymi
1

1 e
mezemi / —Inxdr + / In x dz, coz ndm podstatné usnadni vypocet. Odtud
1 1

lze pouzit na oba integraly stejnou metodu per partes a jednoduse dojit k feseni

/;—lnxdx+/lelnmdx: Z‘,—:TIZ':—E - ([xlnx]ll—/;dx) +
+ ([m@;-/jm) :—((o+é) e >+((e—0)—[m]§):
:—(é—(1—%))+(e—(e—1)):—(g—1>+1:§+2:2<1—%>.

Véta 16. (Substituéni metoda) Necht md funkce t = ¢(x) spojitou derivaci

o ==

na (a,b) a necht f je spojita na H, (obor hodnot funkce ¢). Potom

tzw()
dt =

/f )dx_m—a:Mf— / ()
r=b=t=y
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Poznamka 2. Pokud ménime proménnou, napf. u substituce, tak musime upra-
vit integracni meze. U substituce mtizeme zvolit i jiny postup a vyhnout se prepo-
¢itani mezi. Lze nejprve urcit primitivni funkci, pak se vratit k ptivodni proménné

a nasledné dosadit do Newton-Leibnizova vzorce.

Poznamka 3. Pokud je a = b, pak definujeme

/abf<x>dx:

A pokud je b < a a f € R({a,b)), definujeme

/abf(x)dx:—/baf(a:)dx

3
Priklad 10. Vypoctéte integral / r(z® — 4)* dx.

—2

Reseni:
2
3 a=x°—4 5 4 5 575 4
1 1 5
/az(:z:— )dx—da—Zxdx: a—da:—/ a4d@:—|:a—:| ==

kde jsme piepocitali horni mez 3? — 4 =5 a dolni mez (—2)? — 4 = 0.

Druhou moznosti je vypocitat nejdiive primitivni funkei / r(2? —4)*dx =

= a—2xdx —/—da— /a4da:1—0+capakdosadit
dr = 1da

L, 10 2

3 2 4)57° 5 5
do Newton-Leibnizova vzorce / z(z® —4)'dw {%}
—2
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Priklad 11. [Démidovi¢, pf. 2279] Vypoctéte integral / e” cos? x du.
0

ReSeni: Nejdiive provedeme tipravu vyrazu cos®>z pomoci zndmych goniomet-
cos2x + 1
2

rickjch vzorcti na cos® x = . Dosadime-li upraveny vzorec do integralu,

dojdeme k

™ 1 ™ 1 ™ 1 ™
/ e® cos® v dr = —/ e“(cos2x +1)dxr = —/ e’dzr + —/ e’ cos2x dx.
0 2 Jo 2 Jo 2 Jo

™
Nyni se podivame blize na vypocet vyrazu / e’ cos2x dx.
0

m — " [ 1 i 1

/ e’ cos2xdr = u, ¢ Y 16 . = |=e"sin2x —/ —e’sin 2z dr =
0 v’ =cos2r v = ;sin2x 2 0 0 2
1 s 1 " z u=e" u = e*

— [ 2.0 = S — in 2 = . =

(26 0 0) 2/0 ¢ sin2rde v’=sm2mv=—%cosQw

1 Teos22]™ 1 [T -1y 1T
_ L[ etcos2e +_/ o eos2zda) — (€ __/ ¢" cos 2z dx

Vidime, ze jsme dosli zase ke stejnému vyrazu a proto

T T™_1 1 T
/ e’ cos2rdr = (e ) — —/ e® cos 2z dz,
0 4 4 Jo

5 [T m™—1
‘_l/o e cos2xdx = € 1

/ e cos2zxdx =
0
Pak tedy

1 [ 1 [
—/ e””dx—i——/ e’ cos2rdr = = |
2 Jo 2 Jo

1
2
56”—5+6’T—1_66“—6_§
10 10 5

SN
7N
®
3
=1
—_
~_
Il
®
3
A
[—Y

eIy
iy

(e"—1).



Priklad 12. [Démidovi¢, pf. 2270] Vypoctéte integral / (rlnx)*dz.
1

Reseni:
e e -1 2 / _ 2lnz 3 €
/ (:r;lnx)Qd:c—/ 2 In*rdr = z/_;l?x:j_ﬁ = [%anxl
1 1 = 3 1
e 391 3 9 e 1 r— 1
—/% nmdx:<e——0>——/x2lnxdx= / anu—éz
1 T 3 3 J1 e v=7%

e 2 /([23 © € x? e3 2 /e 2 [237°
=——Z(|=Inz| - “dr)=——-Z(=—— 1= =

3 3\[3™], ") 3 3 3\3 3131,

_63 2¢3 2 /e3 1 _63 263+2€3—2_963—663+263—2_
3 9 9\3 3/ 3 9 27 27 N
_563—2

Y

2m
; . . , dx
Priklad 13. [Démidovi¢, pf. 2276] Vypoctéte integral / —
0 SIn"x+cos*xw
Reseni: V tomto pifpadé nejdiive vysetiime primitivni funkci a poté dosadime
do Newton-Leibnizova vzorce. K vypoctu uzijeme substituce u = tan z, protoze

’LL2

zde pak plati vztahy sin®z = ——— a cos’z = . Ze substituce vyjadiime
pak p y 112 112 Y]
du
r = arctanu,dxr = . Po dosazeni
1+ u?

/ dzx / 1 du / 1+ u? q
sinx + cost x (1f:2)2 + (1+1¢2)2 1+ u? 1+ u?

1 2
Zlomek rozlozime na parcialni zlomky
1+ ut
u2—|—1_ u2+1 t2+t1u t4—|—t3u

— + .
ut+1 (2= V2u+ D)W +V2u+1)  w?—V2u+1 u?+V2u+1

Vyjadiime si u? 41 = (ty -+t u)(u? +v/2u+ 1)+ (t4 +t3u) (u*> —v/2u+1) a Gpravou
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ziskdme soustavu rovnic

1 =1ty + 14,
0=t + V2t +t5 — V2,

1= V2t 4ty — V25 + ty,

0:t1+t3.

Resenim soustavy rovnic je t; =0, ty = %, t3 =0, t, = % Po dosazeni obdrzime

/u2+1d / 1 N 1 q
u = u =
ut+1 2(u? —V2u+1)  2(u2++v2u+1)

_1/ du +1/ du
2/ w2 —v2u+1 2 w2+V2u+1

Vyrazy u? — V2u+1 a w2+ V2u+1 upravime na ¢tverec (u — \%)2 + %,

(u+ \%)2 + % Na upravené vyrazy aplikujeme substituci a = u — \%, da =du a

b=u+ -, db = du, dojdeme k

\/57
1/da+1/db_/da +/db
2) a2+1 2/ 4+l ) 22+1 202 4+ 17

Pouzijeme-li substituci ¢ = v/2a, de = v2da a e = v/2b, de = v/2db, vypocitame

primitivni funkci

1 / de N 1 / de 1 . n 1 .
— | ——+ —= | —— = —=arctanc + —= arctane.
V2 +1 V2 ) e+l 2 V2
Zpétnym dosazenim vSech uzitych substituci ziskame

1
— (arctan(x/ﬁtanx — 1) + arctan(v2tan x + 1)) ,

V2

T
vyuzitim vzorce arctan(x) + arctan(y) = arctan (1 Y ) upravime na
Y

1 . (tan 21‘)
— arctan .
V2 V2
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Primitivni funkce, ke které jsme dosli je pouze fesenim na otevienych interva-
lech (—% +k5, 7+ k%), kde k € Z. Jak je vidno, primitivni funkce neni spojita
v krajnich bodech a proto v téchto bodech vypocteme limity

Y 1 . (tan Zt) 1 . <—oo> 1 fan( ) -
11m —=arctan { —— = —=arctan { — = —=arctan{—&) = —-—,
(= 5+k )t /2 V2 V2 V2 V2 2v/2

Y 1 . <tan2t> 1 . (oo) 1 fan(co) T

im  —= arctan = —arctan | —= | = —= arctan(oc0) = ——.
= (5+E5) /2 V2 V2 V2 V2 2v/2
Aby byla primitivni funkce spojita ne celé mnoziné R je nutné tuto funkci uméle

napojit. Primitivni funkce je rovna F(x) + ¢,c € R, k € Z, kde

1 tan 2z s
—— arctan +k— wxel(-F+k5T+Ek%
Flz)={ V2 ( V2 ) V2 ( 2714 )

™

NIV,

:L‘:(—g—i-kﬂ',%—f—kﬂ').

Konecné se dostavame k vypoctu urcitého integralu. Meze urcitého integralu
se pohybuji v uzavieném intervalu (0, 27). Pro vypocet F(0) vyuZijeme pfedpis

pro k=0

1 tan( 0 1
F(0) = —= arct tan0 = 0
(0) ﬁarc an< \/_> 75 \/iarc an

a pro vypocet F(2m) vyuzijeme predpis k = 4

tan 2
an W) T arctan0+2\/_7r_2\/_7r

1
F(2r) = NG arctan (7 \/_ 7

dx

— vypadé takto
sint x + cost z P

2
Konecny vysledek urcitého integralu /
0

F(2r) — F(0) = 2v/21 — 0 = 2V/27.
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3. Nevlastni integral

V predchozi kapitole, ktera se vénovala urcitému integralu jsme predpokladali,
Ze integrujeme pres interval, ktery je uzavieny a funkce y = f(z) je omezena. Po-
kud ale neni néktery z téchto predpokladii splnén, pak mluvime o nevlastnim in-
tegralu. Mtizeme se setkat napiiklad s otevienymi intervaly typu (—oo, b), (a, c0)
nebo (—o0,00). Rozlisujeme nevlastni integral prvniho druhu a druhého druhu.
RozliSeni integralu na vlastni a nevlastni urcity integral provedl ve své habi-

lita¢ni praci Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Definice 7. Necht funkce f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu (a, z)

t
pro vSechna = > a a existuje konecna tlim f(x)dz, pak tuto limitu nazveme
— 00

nevlastnim integralem 1. druhu a piseme

/:O f(x)de = lim /atf(x) dz.

Poznamka 4. Obdobné definujeme nevlastni integral 1. druhu vzhledem k dolni

mezi

t——00

/_boof(m)dx— lim /tbf(x)dw.

Jedna-li se o nevlastni integral vzhledem k dolni i k horni mezi, pak Ize tento
integral vyjadrit jako soucet dvou integralii, z kterych je jeden nevlastni vzhledem

k dolni mezi a druhy je nevlastni k horni mezi.

Definice 8. Necht funkce f je definovand na omezeném intervalu (a,b) a neni

t

omezend na zadném levém okoli bodu b, existuje-li kone¢na lim f(z)dz, pak
t—=b~ J,

tuto limitu nazveme nevlastnim integralem 2. druhu a piSeme

/abf(x) dr = lim /atf@) d.
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Poznamka 5. Obdobné definujeme nevlastni integral 2. druhu vzhledem k dolni

mezi

/abf@) dz = lim /tbf(x) dz.

t—a™t

Jestlize se jedna o nevlastni integral, ktery obsahuje nevlastni integral prv-
niho i druhého druhu, pak takovy integral rozdélime na soucet dvou integrald,
ze kterych je kazdy nevlastnim integralem pravé jednoho druhu.

Miizeme se setkat s odliSnymi nazvy nevlastnich integralid, kdy nevlastni inte-
gral prvniho druhu byva nazyvan jako nevlastni integral vlivem meze a nevlastni

integral druhého druhu jako nevlastni integral viivem funkce.

dx
2 —2)V/1—1x

1
Piiklad 14. [Démidovié, pt. 2342] Vypoctéte nevlastni integral / (
0

Reseni: Nejprve si vypocitdme primitivni funkci

da b=Vl1ta
—la=0—1 =

:_/(2—1—a)\/1+a db: 1 da

2va+1

/(2—xc)k\v/m:

2
= —/ db = —2arctanb = —2arctanv/1 +a = —2arctanv1 — z

b2 +1

a nyni vyslednou primitivni funkci —2 arctan /1 — x dosadime zpét do nevlast-

niho integralu

/1 dz i [ dz lim [~2arctan vI—7]"
= lim = lim |—2arctanv1 —z|, =
0o 2—2)V1—2x t=1-J)y 2—2)V/1—12 1=1- 0

= —2arctan(0 + 2arctanl = 0 + 2% = g
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241

dzx.
441 .

Piiklad 15. [Démidovié¢, pi. 2341] Vypoctéte nevlastni integral /
0

2

Reseni: Nejprve si rozlozime zlomek na parcialni zlomky

zt+1

2 +1 2?2 +1 to +t1x ty + t3x

= -+ .
41 (2= V2 + )22+ V22 4+1) 22 —V2r+1 22 +V22 41

Odtud vyjadiime 22 + 1 = (ty + t12) (2% + 22 + 1) + (t4 + t32)(2® — V22 + 1)

a upravou ziskame soustavu rovnic
1 =19+ 14,
0=t + V2 + t5 — V2,
1= V2t 4ty — V25 +ty,
0=t +1s.

Resenim soustavy rovnic je t; = 0, t5 = %, t3 =0, ty = % Po dosazeni do

nevlastniho integralu obdrzime

[e%e) t

/:U2+1 d I ( 1 n 1 ) d
r = lim x,

t+1 t—00 2(x2 — V2 + 1) 222+ V2r + 1)

0 0

nevlastni integral lze rozdélit na soucet dvou nevlastnich integrali se stejnymi

mezemi a provedeme vytknuti konstanty %, tzn.

t t

1 1

li L d +11' / d

— 11m E——— O ¥ — 11m — d2X.

2t=00 | 22— 20 +1 2t-00 | 22420+ 1
0 0

Oba jmenovatele upravime na ¢tverec

t t

11, dx +11_ / dx
—lim [ ——————+ - lim [ ———————
2t—>ooo (x—\/ii)2+% 2t—>ooo (z+5)%+3
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a dale aplikujeme substituce

1 . dz 1 dz a=x— ==
2t—>ooo <$_7§) +3 2t—>ooo (x—|—7§) + 5 da = dx
t—-L
1 5 da 1 / dz u=1x+ =
=5 / T 511 / Y 1:d_—d V2| =
t—00 ) a” + = t%ooo (Qj+7§) —1—5 u = ar

V2t
i [ / e Iy
e 2a2 + 2t—> % db:\/ida N V2 t=00 b2 +1

A1 -1
V2 73
t+75 V2t—1 V241
et du v=12u 1 I / db N 1 I / dv
1m - e— — 11In —_ — 11In —_ .
o0 22+ 1 |dv=+2du| /2 imc 2+1 /2 is 2+ 1
1 —1 1
V2

Odtud uz lze lehce dopocitat primitivni funkci

7 lggo larctan b] 7 [arctan v]‘/ﬁtﬂ =
= 7 (hm (arctan(v/2t — 1)) + z) 7 <hm (arctan(v2t + 1)) — %) =

G+ 56D

Sl -
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4. Aplikace integralniho poc¢tu v ekonomii

Integralni pocet nabizi Sirokou paletu moznosti pti feseni problémt v readlném
svete, je vyuzivan predevsim ve védnich oborech, napriklad ve fyzice, matematice,
statistice, ekonomii a v mnoha dalSich.

V této kapitole se podivame na aplikaci integralniho poc¢tu v ekonomii, kon-
krétné v oblasti celkovych a meznich veli¢in, dale budeme pokracovat investicemi
a tvorbou kapitalu, souc¢asnou hodnotou cash-flow a na zavér se zamérime na Do-

maruv model rustu.

4.1. Celkové a mezni velic¢iny

Celkové a mezni veli¢iny spadaji do ekonomické teorie mezniho (margi-
nalniho, hraniéniho) uzitku, kterd se zabyva zménami nabidky a poptavky.
Zéklady této teorii polozili Carl Menger a William Stanley Jevons. Uloha o nale-
zeni celkové veli¢iny prostrednictvim mezni veli¢iny je jednou z nejcastéji fesenych
uloh pomoci neurcitého integralu v oblasti ekonomie.

Mezni veli¢ina je prirtistkova veli¢ina a vyjadfuje zménu celkové veli¢iny pfi
velmi malé zméné proménné. Mezni veli¢ina je vyjadiena jako derivace celkové

veli¢iny f(z) podle proménné z, tzn.

df(x)
de '

mezni veli¢ina =

kde predpokladame, ze celkové i mezni veli¢iny jsou spojité.
Z ptedchoziho textu a vztahu mezi diferencidlnim a integralnim pocétem vy-

plyva, ze celkovou veli¢inu f(z) ziskdme integraci mezni veli¢iny

flz) = / mezni veli¢ina dz.
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Meznich veli¢in existuje nespocet a proto si uvedeme pouze jedny z nejuziva-

néjsich:
d17cC
e mezni naklady MC = wa
dTR
e mezni prijem MR = W’
e mezni uzitek MU = @,
dzx
d
e mezni sklon ke spotiebé mpc = —C,
dY
ds
1 sklon k 1 2 =
e mezni sklon k tisporam mps N

kde jsou T'C' celkové naklady, T'R celkové ptijmy, () celkova produkce, T'U celkovy
uzitek, x statek, Y dichod, C spotifeba a S tuspora.

V jinych literaturach se mizeme setkat se zaménénim pojmu mezni veli¢iny
s pojmem marginalni veliciny, ale jedna se stale o tutéz mikroekonomickou veli-
¢inu.
Piiklad 16. [Chiang, str. 464] Necht je zadand margindlni funkce dichodu:
a) R'(Q) = 28Q — ¢,
b) R'(Q) =10(1+@Q)?
Najdéte v jednotlivych p¥ipadech celkovou funkci dichodu R(Q).

Reseni:
ad a) R(Q) ~ [ R(Q 4o~ [(30-*)d0 =35 [ Qaa- [ a0~
t:073Q 2
1 1 1
:dt:0,3dQ:28Q——— etdt:14Q2——Oet:14Q2——060’3Q—|—c,c€R
dQ t=1+Q
adb) RO /R Q/ Q= o/(HQ)Q a0
~10  —10
=1 —dt_l———:— R
0/ 0 ; 1+Q—|—cc€
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Piiklad 17. [Chiang, str. 465] Necht je zadana funkce mezniho sklonu k importu
M'(Y) =0,1 a informace, ze M = 20 pii Y = 0. Najdéte funkci importu M (Y).
Reseni:

M(Y)= /M'(Y)dY: /O,ldY:O,lY—I—c,ce R
Dosadime-li do rovnice znamé informace, vypocitame konstantu c.

M(Y)=0,1Y +¢
20=0,1-0+c
c=20

Kone¢na funkce importu je M(Y) = 0,1Y + 20.

Piiklad 18. [Chiang, str. 465] Necht je zadédna funkce mezniho sklonu ke spo-
tiebé C'(Y) = 0,840, 1Y% a informace, 7e C =Y pii Y = 100. Najdéte funkci
spotteby C(Y).

Reseni:
cy) = /C”(Y)dY:/(O,8+0,1Y_21)dY:0,8Y—i—0,2\/?+c,c€R

Dosadime-li do rovnice znamé informace, vypocitame konstantu c.
C(Y)=0,8Y +0,2VY + ¢
100 = 0,8 - 100 + 0, 2v/100 + ¢
c=100—-80—-2=18

Koneéna funkce spotfeby je C(Y) = 0,8Y +0,2VY + 18.
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4.2. Investice a tvorba kapitalu

Problematiku investici a tvorby kapitalu lze Tesit jak pomoci neurcitého, tak
urcitého integralu. Pomoci urcitého integralu budeme resit ulohy, kde potiebu-
jeme najit mnozstvi kapitalu za urcity casovy interval.

Investici rozumime cast piijmi, které jsou vlozeny do kapitalu, konkrétné
do dlouhodobych statki, které prinaseji prospéch. Tvorba kapitalu je tvorena
na zakladé investic, kde dochazi ke zméné zakladniho kapitalu. Pfedpokladem zde
ovsem je uspora penéznich prostiedki a jejich nasledné investovani do kapitalu.

Pokud tento proces budeme pozorovat spojité v case, 1ze vyjadiit zakladni ka-
pital jako funkci ¢asu K (t). Zderivujeme-li funkei zdkladniho kapitédlu podle pro-
ménné t, dostaneme se k mife tvorby kapitalu. Mira tvorby kapitalu je totozna
s mirou toku ¢isté investice v ¢ase I(t). Plati tedy

dK

a potom
K
K(t) = / I(t)dt = / it

Abychom pochopili rozdil mezi velicinami K (t) a I(t) je nutné zdiraznit, ze
kapital K ma akumulujici charakter, kdezto investice I je pritokového charak-
teru. Funkce K (t) odrazi mnozstvi kapitadlu v daném okamziku a funkce /(t) nas
informuje o rychlosti investice za rok nebo urcity ¢asovy interval.

Obcas se do modelu zahrnou i hrubé investice /,, které obsahuji amortizaci.

Pro hrubé a cisté investice plati vztah
I, =1+0K,

kde ¢ predstavuje odpisovou sazbu z kapitalu a 0 K obménu investic.

34



Piiklad 19. [Chiang, str. 465] Pfedpokladejme, Ze mira investic je popsana
funkei I(¢) = 12¢3 a plati K(0) = 25.

a) Urcete Casovy priubéh zdkladniho kapitélu.

b) Uréete mnozstvi akumulace kapitalu béhem pfislusnych casovych intervali
(0,1) a (1, 3).

Reseni:

ad a) K(t) = /I(t) dt = / 12t dt = 12%3 —9t5 +¢,ceR

Nyni srovname vysi zakladniho kapitalu v case 0, tedy ¢ = 0, a odtud zjistime
vysi konstanty c

K(0)=9-0+-c,

je zjevné, 7ze ¢ = 25 a dosadime zpét do rovnice. Casovy pribéh zakladniho

kapitélu se tedy rovnd K(t) = 9ts + 25.
b
ad b) K vypoctu zvolime ur¢ity integral ve tvaru / I(t) dt, kde za interval (a, b)

dosadime intervaly (0,1) a (1, 3).
Na intervalu (0, 1) plati

Lo, 3.4 34 3. 3
K(t):/](t)dt:/ 12tsdt =12 |-t3| =12(-13 —-0% ) =12—- =9
0 4 4 4 4

a na intervalu (1, 3) plati

K(t) = /I(t) dt = /13 1265 dt = 12 Et‘s‘r =12 G?ﬁvf - g) = 9(3V/3 - 1).
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4.3. Soucasna hodnota cash-flow

V této ¢asti vyuzijeme znalosti urcitého integralu pii stanoveni soucasné hod-
noty cash-flow ve spojitém pripadé.

Cash-flow predstavuje pohyb penéznich prostiedkt za urcité obdobi. Soucasna
hodnota je vztazena k referen¢nimu datu, které je dopfedu dané a v tomto ptripadé
lezi pred vSemi platbami. Tudiz se vSechny platby musi prevadét v case smérem

zpét k referenénimu datu pomoci diskontniho faktoru

kde 7 pfedstavuje irokovou miru vyjadienou desetinnym cislem. Referenc¢ni da-
tum Ize chapat jako soucasnou ¢asovou pozici.

Pii omezeni se na jednu budouci hodnotu V' existuji hodnotové vzorce:
A=V (1 +i)"  diskrétni pripad,

A=Ve™ spojity pripad,

kde t oznacuje pocet let a r diskontni ro¢ni sazbu.

Nyni vsak budeme predpokladat tok budoucich hodnot, naptiklad sérii vynosi
nebo pohledavek v riznych ¢asech nebo nakladové vydaje splatné v rtiznych ca-
sech.

Pro diskrétni pripad budeme pro jednoduchost uvazovat t¥i budouci prijmy
Ri(t = 1,2, 3), které jsou k dispozici vzdy na konci t-tého roku. Souc¢asna hodnota

budoucich pfijmt R; tedy bude
Ri(1+d)"", Ry(1+4)% Rs(1+4)7°

kde 7 reprezentuje roc¢ni diskontni sazbu. Tyto vztahy lze pfepsat pomoci sumy

3
T=> R(1+i)",
t=1

kde 7 oznacuje soucasnost.
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Poznamka 6. Vsimnéme si, ze pro jednu budouci hodnotu a pro tok budoucich
hodnot, je tu pouze rozdil v tom, ze V' bylo zaménéno s R; a ve vypoctu pribyla

suma.

Ve spojitém piipadé budeme uvazovat kontinualitu penézniho toku. Jestlize
ozna¢ime piijmy za rok jako R(t), pak to znamena, ze v ¢ase t = t; je prutok
pfijmi rocné roven R(ty) a pro t = t5 je prutok pfijmui ro¢né roven R(ts). Pokud
nechame casovy interval d¢ nekonecné mnohokrat projit kazdym okamzikem ¢,
pak se vySe piijmu v intervalu (¢, ¢+ dt) rovnd R(t) d¢. P¥i trvalém diskontovani
sazbou r za rok, by méla byt soucasnd hodnota rovna R(t)e " dt.

Pro ptedchozi diskontni ptfipad, kdy jsme fesili sou¢asnou hodnotu ttiletého

proudu, bychom nasli odpovéd pouzitim urc¢itého integralu

w:/imw%w. (1)

Poznamka 7. Oproti pfipadu s uvazovanou jednou budouci hodnotou jsme zde

opé€t zameénili V' s R, a pridali do vypoctu urcity integral.

Nutno poznamenat, ze pokud jsou roéni pfijmy R(t) konstantni, oznacujeme

je konstantou D, kterd vyjadiuje vysi dolarti za rok.

Piiklad 20. [Chiang, str. 465] Necht je spojity tok pfijmii pii konstantni rych-
losti ve vysi $1000/rok.

a) Jaka bude soucasna hodnota 7, jestlize tok prijmu trva 2 roky a spojita dis-
kontni sazba je 0,05 za rok?

b) Jaka bude soucasnd hodnota m, jestlize tok p¥ijmi konéi pfesné po 3 letech
a diskontni sazba je 0,047

Reseni:

ad a) Podle pfedchoziho vztahu (1) vypocitdme urcity integral s mezemi 0 a y

y y y a=—rt _Tyea
/ R(t)e_”dt:/ De_”dt:D/ e "dt =|da=—rdt|==D | —da=
0 0 0 dt = L da ,
D —Ty D =Ty 0 -y D -
= —— e = —— o _ = — T 1) =2 (1 —¢"
D gy = B ey - By~ B e



Nyni dosadime za D = 1000, » = 0,05 a y = 2 a dojdeme k soucasné hodnoté
toku prijmt

1

000 ( 1
0,05

m =

— e %%2) = §1903.

ad b) Zde bychom stejné jako v predchozim bodé vypocitali neurcity integral,
po dosazeni za D = 1000, r = 0,04 a y = 3, dojdeme k

T=—(1-e") =" (1—e %) = $2827.

4.3.1. Soucasna hodnota vééného cash-flow

Cash-flow muze také trvat vécné a to v pripadé, Ze se jedna o vlastnictvi
vééného dluhopisu nebo o pfijmy z neznicitelného majetku, jako jsou pozemky.
V tomto pripadé vyuzivame nevlastniho integralu a soucasna hodnota vécného

cash-flow je rovna

= / T R@e dt. @)

Priklad 21. [Chiang, str. 465] Urcete soucasnou hodnotu vééného penézniho
toku pri:

a) $1450 za rok a diskontni sazbé r = 5%,

b) $2460 za rok a diskontni sazbé r = 8%.

Reseni:

ad a) Podle vztahu (2) vypoc¢itdme neur¢ity integral

/ Je "t dt = /D”dt D/ et dt = da——rdt—D/ —da—
0 —1da

D D D D
=21 == <eo — lim ea) =—(1-0)=—.
a——00 r r

Po dosazeni D = 1450 a r = 0,05, vypocteme soucasnou hodnotu vécného pe-

nézniho toku
1450

~ 0,05
38

= $29000.
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ad b) Po vzoru predchoziho bodu vypocteme neuréity integral a dosadime za

D = 2460 a r = 0,08

D 2460
= 2 = 20 $30750.
T T 008 $

4.4. Domaruv model rustu

Po II. svétové valce se mnozi ekonomové snazili o dynamizaci Keynesovy
Obecné teorie, véetné Americana E. D. Domara. Ve 40. letech 20. stoleti Domar
zvetejnil svou modelovou teorii ristu, ale v témér stejny okamzik byla zverejnéna
Harrodova teorie rtistu. Tyto teorie nezavisle na sobé dosly ke stejnym zavértim
a proto se v literature casto pouziva oznaceni Harrod-Domariv model ristu.
Tento model je povazovan za zakladni makroekonomicky model a modeluje hos-
podafsky rast. O néco pozdéji nasledovali modely dynamizace od N. Kaldora,
J. Robinsonové a dalsich.

Evsey David Domar zil v letech 1914-1997 a byl zastupcem keynesidnské skoly,

ktera veéri, ze zvysSovani objemu penéz vede ke snizovani nezaméstnanosti.

Nejdrive si predstavime veli¢iny, se kterymi budeme v nasledujicim textu pra-

covat:

e Velkym pismenem / budeme oznacovat investice. Pod pojmem investice
si predstavime tu ¢ast piijmu (dichodu), které je vloZzena do kapitalu. In-

vesticim jsme se jiz vénovali v predchozim textu, konkrétné v kapitole 4.2.
e Pismeno Y oznacuje diichod, nebo-li piijem.

e Malé pismeno s je mezni sklon k tsporam, ktery vyjadiuje reakci tispor
na zménu disponibilniho dichodu. Pokud bychom chtéli zjistit celkovou
vysi vydaji, uzijeme vydajovy multiplikator, ktery bude oznac¢en zlomkem
%. Vydajovy multiplikator vyjadiuje vztah mezi velikosti ptivodniho vydaje

a nasledny prirtstkem celkovych vydaji.
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e Kapital je oznacen pismenem K, kterym rozumime vse, co je vkladané

do vyroby za tcelem vzniku dalsi hodnoty.
e « znaci kapacitu nebo potencionalni vystup pritoku za rok.
e p nam bude vyjadfovat kapacitu kapitalu.

Po zavedeni oznaceni a predstaveni veli¢in vyslovime zakladni pozadavky

na model:

e Zména v rychlosti pfilivu investic za rok I(¢) bude mit dvoji vliv a to

na agregatni poptavku a na vyrobni kapacitu ekonomiky.

1
e Pii zvyseni I(t) se zvysi rychlost pfijmi za rok Y'(t), kde Y (t) = I(t)- a s
s
vyjadfuje mezni sklon k usporam. Pfedpoklad, Ze I(t) pfedstavuje vydajovy
tok, ktery ovliviiuje rychlost pfijmového toku Y'(¢), nds opraviuje k tvrzeni,

v

ze

dy di1l

= 9

dt dt s

e Kapacitni efekt investic se méri jako zména v rychlosti potencialniho vy-
stupu, ktery dokaze ekonomika vyprodukovat. Za pfedpokladu, zZe je kapa-
cita kapitalu konstantni, mtzeme psat

E:p7

kde x znaci kapacitu nebo potencionalni vystup pritoku za rok a p oznacuje
kapacitu kapitalu. Ekonomika je potencialné schopna vyprodukovat roc¢ni
produkt nebo piijem ve vysi k = pK dolari, kde K (t) oznacuje zasoby ka-
pitalu v ¢ase t. Rovnici kK = pK nazyvame jako produkéni funkei a vyplyva

odtud, ze dk = p dK a tedy plati

dk dK

A L § 4
a Pa F (4)
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V Domarové modelu ristu je rovnovazna situace v pripadeé, ze je vyrobni ka-
pacita plné vyuzita. Pokud chceme dosahnout rovnovahy, je nutné, aby se agre-
gatni poptavka presné rovnala potencionalnimu vystupu vyrobeného v roce, kdy
plati Y = k. Jestlize zaCindme v rovnovazném stavu, je nutné pozadavek snizit
na rovnost prislusnych zmén kapacity a celkové poptavky, aby platilo

dY dk
=2 )
dt dt

Nejvétsi problém v tomto modelu je, jak stanovit ¢asovy prubéh investice
I(t), abychom dosahli rovnovahy za vSech okolnosti.

Dosadime-li vztahy (3) a (4) do rovnice (5) dostaneme vztah

dl 1 1df
—— = ps, 6
T =P8 (6)
ze kterého bychom meéli byt schopni najit rovnovahu nebo pozadovany casovy
prubéh investice.

V tomto pripadé€ je fesenim integrace obou stran druhé rovnice ze vztahu

(6) s ohledem na ¢. Skutecnost, ze obé strany jsou v rovnovaze stejné, zajistuje

1dI

kde p a s predstavuji konstanty. Po provedeni tiprav se dostaneme k

dl
/T:/psdt

In|I|=pst+c

rovnost integrali

6ln [l ePstre
[I] = eP*'e® = Aef™, kde A = e°.

Pokud bychom uvazovali investici pozitivniho charakteru, pak |I| = I a dostali
bychom I(t) = Aefs*, kde A je libovolna konstanta. Abychom se této libovolné
konstanty zbavili, stanovime ¢ = 0, pak I(0) = Ae® = A. Potom mtiZeme psat

I(t) = 1(0)e™, (7)
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kde (0) oznacuje pocate¢ni miru investice.

Priklad 22. [Chiang, str. 469] Pokud vite, Ze konstanta r v exponencialni funkci
Ae™ predstavuje rychlost ristu funkce, aplikujte tuto skutecnost a odvodte vztah
I(t) = 1(0)e”** bez pouziti integrace.

Reseni: Ze zadani je patrné I(t) = Ae™. Nyni odvodime vztah I(t) = I(0)e*,

kdy se vratime v textu ke vztahu (6) a budeme jej upravovat

dl 1
- =pl.

dt s
. . .. .. v ’ . Tt 1
Zderivujeme-li investici I(t) podle proménné ¢, dojdeme k rAe™ - — = pI, kde
S

1
je ziejmé, ze rAe™ = rI, mtuzeme tedy psat r1-— = pl. Déle pievedeme vSechny
s

1
proménné na levou stranu a srovname s nulou r/ - — — pl = 0, odtud lze vytknout
s

I a za podminky I # 0 vyjadrit r:

I(= —p) =
(5-n =0
r
- =P
S
r = ps.

rt

Pokud dosadime do ptavodni rovnice I(t) = Ae" vypocitané r, dokdzeme dany

vztah
I(t) = AeP™ = 1(0)e”,
1(0) = Ae® = A.

Piiklad 23. [Chiang, str. 469] Dokazte, Ze i kdyZz bude investice ve stejné rovnici
|I| = Aers" negativni, na definici libovolné konstanty A se stdle nic nezméni
a skon¢ime opét u feSeni I(t) = I(0)e” .

Reseni: Budeme vychézet z feseni predeslého piikladu, protoze zadani se lisf jen

v detailech.
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Ze zadani je patrné I(t) = —Ae™. Déle je postup totozny jako v priikladé 22.
Opét tedy zderivujeme investici I(¢) podle proménné ¢, prevedeme proménné
na levou stranu a srovname s nulou, vytkneme I a za podminky I # 0 vyjadiime
r. Na zavér dosadime do rovnice I(t) = —Ae™ vyjadiené r = ps a opét skoncime
u stejného feseni
I(t) = —Ae”" = 1(0)e”,
I1(0) = —Ae® = —A.

Priklad 24. [Chiang, str. 469] Dokazte, ze vysledek I(t) = I(0)e’* miizeme

alternativné ziskat nalezenim a srovnanim urcitych integralti na obou stranach

1
vztahu T s pl s ohledem na proménnou ¢ s limity integrace t =0at = t.
s
Reseni: Zlomek s pl,kde I a % jsou funkce proménné ¢, upravime na
s
EO _
I(t) '

Takto upraveny vztah zintegrujeme

/Ot %((uu)) du:/otpsdu

a na integral na levé strané uzijeme substituci w = I(u), dw = %(u)du, tzn.
I(t) 1 t
/ —dw = / ps du.
OB 0

I(t
[In wl[]5(0) = [ups]f .

Dojdeme k

In|I(t)] —In|I(0)| =tps — 0,

@‘:ws

(0)

In

odkud vyjadiime pozadovany vztah



ZAavér

Cilem prace bylo predstavit nékteré aplikace integralniho poc¢tu v ekonomii.
V préaci jsou uvedeny jak zakladni pojmy, vlastnosti a vztahy integralniho poctu,
tak i ekonomické aplikace neurcitého, urcitého i nevlastniho integralu. Aplikaci
integralniho poctu v ekonomii existuje mnohem vice nez je zde uvedeno, ale do-
poruceny rozsah této prace nedovoluje vénovat pozornost vsem.

Integralni pocet ma v ekonomii nezastupitelnou roli, predevsim urcity integral.
Pouzitim jeho integracnich mezi se daji vycislit ekonomické ukazatele za urcity
casovy interval.

Pti psani prace jsem se potykala s jedinym nedostatkem, a to s malym mnoz-

stvim literatury v oblasti aplikaci integralniho po¢tu v ekonomii.
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