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Abstrakt 
Práce se věnuje různým t y p ů m difuzních rovnic. Difuzní rovnice jsou odvozeny pro různé 
předpoklady prostředí . Blíže je pak popsáno Barenblattovo řešení rovnice pomalé difúze, 
na k terém jsou demonstrovány jeho vlastnosti. 

Summary 
This work is focused on various types of diffusion equations. The diffusion equations are 
derived for various assumptions of media. We describe in detail Barenblatt solution for 
slow diffusion equation, whose features are demonstrated. 
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1. Úvod 
Difúzni rovnice jsou součástí teorie parciálních diferenciálních rovnic. Pojmem difuzní 

rovnice nazýváme typ parabolických rovnic, ve kterých se p roměnná vyskytuje v první 
časové derivaci a ve druhých prostorových derivacích. Neznámou funkcí i/(x, t) zde bývá 
koncentrace sledované látky v místě x a čase t. Základem difuzních rovnic je jejich fyzikální 
tvar 

ut + div(w) = / , 

kde w je difuzní tok látky a / reakční člen. Konečný tvar rovnice je po té určen závislostí 
difuzního toku w na koncentraci u. Nejznámější difuzní rovnicí je lineární rovnice vedení 
tepla 

ut = Au + /, 

která popisuje lineární difúzi. 
Difuzními rovnicemi je možné modelovat i další jevy v přírodě, spadající do oblasti fyziky, 
chemie, geologie nebo i biologie. V populační biologii se difuzní rovnice používá pro mo
delování šíření populace do prostoru. V těchto případech je neznámou množství populace 
na jednotce prostoru. Rovnice, k te rá tento jev popisuje, už ovšem lineární není. 
Z rovnic nelineární difúze se budeme zabývat rovnicí rychlé difúze a rovnici pomalé difúze. 
Obě tyto rovnice mají tvar 

ut = A (V 7 ) , 

kde a je kladný parametr, který pro rovnici rychlé difúze nabývá hodnot z intervalu (0,1) 
a pro rovnici pomalé difúze je a > 1. V práci se budeme věnovat převážně rovnici pomalé 
difúze, protože o rovnici rychlé difúze zat ím není mnoho dostupných literárních zdrojů. 
V práci budou tyto difuzní rovnice odvozeny, nejdříve ve svém základním fyzikálním tvaru 
a po té podle předpokladů prostředí upraveny na konečný tvar. Dále budou na Barenblat-
tově řešení rovnice pomalé difúze demonstrovány vlastnosti řešení rovnice pomalé difúze, 
a to jak pro rovnici bez reakčního členu, tak i s ním. Demonstrace vlastností bude pod
pořena názorným grafickým znázorněním řešení s vývojem v čase. 
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2. ODVOZENÍ DIFUZNÍCH ROVNIC 

2. Odvození difuzních rovnic 
2.1. Odvození obecné rovnice difúze 
Uvažujme oblast íž v prostoru reprezentující prostředí , v němž difunduje urči tá látka. 
Neznámá i/(x, t) popisuje koncentraci, tedy množství sledované lá tky v jednotce objemu 
v místě x a čase t. Celkové množství látky v objemu V je určeno koncentrací M = Jyu dx. 
Pro libovolný objem V v časovém intervalu / = (ta,tp) označme: 

AM ... přírůstek množství lá tka v objemu V za časový interval /, 
M s ... množství látky, které během časového intervalu / difunduje z objemu přes 

povrch S = dV, 
M f ... množství látky, které jsme do objemu V během časového intervalu / dodali, 

nebo které tam vzniklo. 
Podle zákona zachování látky uvažujeme následující bilanci látky: 

AM = Mf- Ms. 

Jednotlivé hmotnosti vyjádříme pomocí koncentrace u: 

AM = Mtp -Mta= J [u(x, tp) - M ( X , ta)\ dx = J J ^ dx dí, 

Ms = J J t o ( n ; x , í ) d 5 ' d í , 

M / = / X / ( X ' Í } DXDÍ' 
kde / je daná (známá) funkce určující množství dodávané látky vztažené na jednotku 
objemu a jednotku času. Veličina w je tok difundující látky, tedy množství látky, které 
projde jednotkou plochy za jednotku času. Difúzni tok w závisí na místě x , čase t a taky 
na normále n uvažované plochy. Lze odvodit, že w = w• n , kde w = (wi,W2, W3) je vektor 
toků ve směrech souřadných os Xi,X2,Xs. 
S využit ím Gauss-Ostrogradského vzorce získáme: 

MS= í í w n d S d í = / / E ^ d x d í -
Ji Jov Ji JV S

 UXÍ 

Pak podle zákona zachování látky platí: 

/ Jv 

K dalšímu kroku budeme potřebovat větu o limitě průměru: 
Lemma: Nechť / je spoj i tá veličina v okolí bodu x. Pak platí: 

l im l r > f —í I f(x)dx = f(x) 
r->o \B(x,r) 
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2.2. ROVNICE LINEÁRNÍ DIFÚZE 

Rovnost (2.1) podělíme délkou intervalu / a mírou objemu V. V přechodu k limitě pro 
\I\ —>• 0 a | V | —>• 0 podle předchozího lemmatu získáme rovnost 

du \ -^ dw{ 

Rovnici je také možné zapsat ve tvaru 

ut + div(w) = / . (2.3) 

Dále se tvar rovnice bude odvíjet od závislosti difuzního toku w na koncentraci u. Zcela 
obecně platí , že difuzní tok je nějakou obecnou funkcí místa , koncentrace a gradientu 
koncentrace, tedy w = g(x,u, V i t ) . Pokud je prostředí homogenní, odpadá závislost na 
místě x a w = g(u, V M ) . 

2.2. Rovnice lineární difúze 
Uvažujme, že prostředí je izotropní, homogenní a nehybné. V tomto př ípadě je vztah mezi 
difuzním tokem w a koncentrací u popsán Fickovým zákonem difúze, který m á tvar 

w(n) = -Dy^-^iij. 
du 
dxi 

kde D je konstanta difuzivity. 

Do rovnice (2.2) dosadíme za difuzní tok w závislost z Fickova zákona.Získáme tak 
rovnici 

i 1 

Pro součet druhých derivací u podle prostorových proměnných použijeme elegantnější 
zápis pomocí Laplaceova operátoru A a členy se záporným znaménkem převedeme na 
pravou stranu. Získáme tak rovnici 

ut = D Au + /, 

což je rovnice l ineární di fúze . Vhodnou lineární transformací časové i prostorové ve
ličiny (normalizací) je možné dosáhnout toho, že konstanta difuzivity D nabude hodnoty 
1. Získáme tak rovnici v bezrozměrném tvaru 

ut = Au + / , (2.4) 

která je známá také jako rovnice vedení tepla. 
Linearitu rovnice n á m zaručil lineární konšti tuční vztah mezi difuzním tokem w a gradi
entem koncentrace u. 
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2. ODVOZENÍ DIFUZNÍCH ROVNIC 

2.3. Rovnice rychlé difúze 
S difúzí se můžeme setkat i ve fyzice plazmatu. I zde je možné nalézt závislost mezi 
difuzním tokem w a koncentrací u. Při jdeme tak k rovnici 

ut = A ( « C T ) + / , a e (0,1). (2.5) 

Tuto rovnici budeme nazývat rovn ic í rych lé difúze. Poznamenejme, že tato rovnice již 
není lineární. 

2.4. Rovnice pomalé difúze 
Uvažujme nyní homogenní plyn proudící homogenním pórovi tým prostředím. Předpoklá
dejme, že stavová rovnice plynu m á tvar 

7 = 7o pa, (2.6) 

kde 7 = 7(x, t) je hustota plynu, p = p(x, t) je jeho tlak a 70 je fyzikální konstanta. 
Hodnota parametru a závisí na charakteru toku, a = 1 pro izotermický, pro adiabatický 
a G (0,1). 
Proudění plynu je charakterizováno zákonem zachování hmoty 

C 7 í = - d i v (7tJ) (2.7) 

a Darcyho zákonem 
k 

v = grad p , (2.8) 
A* 

kde v je difuzní rychlost, \i je viskozita plynu, ( je pórovitost prostředí a k permeabilita 
prostředí. Všimněme si, že rovnice (2.7) je podobného tvaru jako (2.3) a kombinací rovnic 
(2.6) a (2.8) jsme schopni získat konšt i tuční vztah mezi difuzní rychlostí v a koncentrací 
7. Dosazením (2.8) do (2.7) získáme: 

f k\ k 
C7t = —div [71 ) grad p] = — div (7 grad p). 

V / v 

Ze stavové rovnice vyjádříme 

a dosadíme do předchozího vztahu: 

k - 1 - 1 

C7t = - div [7 grad (7,7" 7" )], 

^ ilt = div [7 grad (7"" 1)]-

Pos tupně budeme upravovat pravou stranu rovnice. 

zr7í = div [7 a _ 1 7 a _ 1 grad 7] = a _ 1 d i v (7" grad 7) 
^7o 



2.4. ROVNICE POMALÉ DIFÚZE 

= a-1 J2(a~' ^f"'1'1 7x,7x, + T"" ' 7x ťx ť) 
i 

K dalšímu postupu se n á m bude hodit spočí ta t si, čemu se rovná A(u^1+a ^): 

A ( i / ( 1 + a _ 1 ) ) = £ ( 1 + a " 1 ) ^ " V " " 1 " + u " - 1 ^ ) - (2.9) 

Pokud v našem odvození diferenciální rovnice zavedeme označení 7 = u, okamžitě na 
pravé s t raně rovnice vidíme právě odvozený výraz pro A(u^1+a 

/c7^ a " 1 + 1 

Označme nyní = a a rovnici volbou vhodných jednotek znormalizujme. Získáme 
tak rovnici v bezrozměrném tvaru 

ut = A (V 7 ) , (2.10) 

kde u(x,t) je neznámá vyjadřující koncentraci látky v místě x a čase t a a > 1. Tuto 
rovnici nazveme rovnici p o m a l é di fúze . 

G 



3. PRÍKLADY ŘEŠENÍ DIFUZNÍCH ROVNIC 

3. Příklady řešení difuzních rovnic 
3.1. Explicitní řešení rovnice pomalé difúze 
Nalezení obecného řešení ze t ř ídy diferencovatelných funkcí pro parciální diferenciální 
rovnice popisující fyzikální děje nebývá většinou možné. Rovnice pomalé difúze je však 
rovnicí, pro niž bylo nalezeno konkrétní explicitní řešení. Formulujme tedy Cauchyho 
úlohu. Pro jednoduchost budeme uvažovat pouze jednorozměrnou difúzi, tedy x = x G IR. 

Uvažujeme tedy difúzi v úzké trubici, jejíž průřez můžeme považovat za bod. 

Ú l o h a : Buď a > 1. Řešte rovnici 
ut = ( « * ) « (3-1) 

s počáteční podmínkou 
u(x,0) = UQ(X) . 

Nechť a a r jsou libovolné , ale pevně zvolené, kladné reálné konstanty. Řešení úlohy budiž 
navrhnuto ve tvaru 

u(x, t; a, T) 
1 

T <T+1 

2CT(CT+1) 
T <T+1 

kde [A], = m a x { 0 , A} je kladná část. Toto řešení se nazývá Barenblattovo řešení . Pro 
zjednodušení zavedeme označení 

k = 

Navržené řešení pak m á tvar 

u(x, t; a, T) 

1 

(7+1 
;C 

k(a - 1) 
2(7 

(t + rf 
x 2 1 

(t + T 2k (3 .2) 

Konstanty a a, T budou určeny později. Všimněme si, že daný návrh řešení je v pro
měnné x osově souměrný podle počá tku x = 0. Nyní ověřme, že takto navržená funkce je 
skutečně řešením úlohy (3.1) Označme ÍŽ+ oblast, na které u > 0, a ÍŽQ oblast, na které 
u = 0. Na ÍŽQ J E rovnost ut -u splněna triviálně. Na í ž + platí : 



3.1. EXPLICITNÍ ŘEŠENÍ ROVNICE POMALÉ DIFÚZE 

{u 
-2Ca 

x ~ (a- l ) ( í + r) 2 f e+C T f e 

-2Cax 1 

C | x | : 

2/v 

(a - l ) ( ŕ + r ) 2 f e + C T f e a - 1 [ (t + r 
C | x | 

\ 2/v 

-2Cx 
(í + r 2k 

-2Ca 
(a- l ) ( ŕ + r) 2 f e+C T f e 

= -* { 
(í + r) 2 f e+C T f e j 

C | x | 
(í + r ) 2 f e 

C | x | 2 

2 C | x | 

(í + r 2/v 

( a - l ) ( í + r ) 2 f c 

2 C | x | 2 

C\x\ 

( a - m + r, 2k 

(t + T, 

C\x\2 ' 
(í + r ) 2 f e . 

2k 

ut = -k 
(t + r ) f e + 1 

-fc 
= (t + r ) f e + 1 

- f c 

(í + r ) 2 f e + C T f e 

C | x | 
(í + r ) 2 f c 

C | x | 2 

(í + r ) 2 f e 

C\x\2 

(t + r)k a - 1 L ( í + r 
C | x | ^ -C\x\2(-2k) 

(t + T, 2k+l 

+ 
2Cfc|a;| 

(t + r, •2k 

a - l)(t + T)3^1 

_ 2 C | x | 2 

~ (a - l ) ( í + r ) 2 f c 

C | x | 
(í + r ) 2 f c 

2 C | X 
9 -1 — 

2 ( T - l 

(í + r 2k 

Je tedy vidět, že skutečně ut = (ua)xx i na oblasti í ž + . Položme nyní t = 0, abychom 
zjistili, jak pro dané řešení vypadá jeho počáteční podmínka UQ(X). 

u(x, 0; a, r ) 
C|a; 21 

-2A-

Je zřejmé, že 

Mo(0) 

Pro tuto hodnotu zavedeme označení UQ(0) = e. Dále označme £ nejmenší kladné x, pro 
které platí VQ(X) = 0, a pokusme se je nalézt. Řešíme tedy rovnici 

C\x\ 
2k T 

C \x\ o 

x = —^= = £ C 
Pro vykreslení naší počáteční podmínky je po t řeba konkrétní hodnota čísla a a pa rame t rů 
a a r . Uvažujme tedy, že a = 1,5 a zvolme a = 1 a r = 1. 
Pak £ = 1 a £ = 3,873. Podívejme se, jak tato počáteční podmínka vypadá. 
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3. PRÍKLADY ŘEŠENÍ DIFUZNÍCH ROVNIC 

0.8 - / \ 

0.6 - / \ 

0.4 - / \ 

0.2 - / \ 

g I i i L Z i i i \ J i i 

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 

Obrázek 3.1: Počáteční podmínka uo(x) 

Volbou pa rame t rů a a, T můžeme vhodně měnit tvar naší počáteční podmínky. Hod
nota £ zde totiž vyjadřuje "výšku"a £ zase "š í řku"počáteční podmínky. Chceme-li tedy 
vytvořit počáteční podmínku určitého tvaru, můžeme se pokusit přiblížit se jí nastave
ním pa ramet rů e a £ pomocí vhodně zvolených hodnot a a r . Jako demonstraci zvolme 
tentokrá t o = l , l a r = 8. 
Pak £ = 0,637 a £ = 9, 788. Pro porovnání si tuto počáteční podmínku vykresleme. 

Obrázek 3.2: Počáteční podmínka UQ(X) pro o = 1,1 a T = 8 

9 



3.1. EXPLICITNÍ ŘEŠENÍ ROVNICE POMALÉ DIFÚZE 

Chceme-li vytvoři t počáteční podmínku, k te rá odpovídá zadaným hodno tám e a £, je 
pot řeba vyjádřit parametry a a r v závislosti na £ a £. 

Zůstaňme nyní u příkladu, kde a = 1 a r = 1, a podívejme se, jak se bude řešení v 
čase vyvíjet. 

5 10 -10 -5 

Obrázek 3.3: t = 0 a t = 1 

Obrázek 3.4: í = 2 a í = 3 

Vidíme, že z míst s nenulovou koncentrací se lá tka šíří do míst s nižší koncentrací. 
Oblast, ve které je nenulová koncentrace, se pos tupně zvětšuje. Množství látky v celém 
prostoru zůstává nezměněné, tedy plat í J R u dx = M = konst. 
Barenblattovo řešení ovšem nemůžeme považovat za klasické řešení, protože pro a > 2 
neexistují (ua)xx ani ut pro ty hodnoty (x,t), pro které plat í a2(t + r ) 2 f e = C | x | 2 , tedy na 
hranici ÍŽ+ a Í V Bude tedy po t řeba zavést pojem slabého řešení. 
Definice: Funkci u(x,t) nazveme slabým řešením úlohy (3.1), pokud 
1. u je omezená, spoj i tá a nezáporná v íl+ 

2. ua m á ohraničenou slabou derivaci podle x na fž+ 
3. u splňuje integrální identitu 

{{ua)xvx — uvt) dxdt = / UQ(X) v(x,0)dx, 

pro všechny v G C 1 ( í ž+) takové, že v = 0 pro velké 0CI cl t. 
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3. PŘÍKLADY ŘEŠENÍ DIFUZNÍCH ROVNIC 

Vidíme, že Barenblattovo řešení první dva body splňuje. Ověřme tedy platnost integrální 
identity z bodu 3. 
Zvolme v = 0 pro t = 0. Pak 

UQ(X) V(X, 0) dx = 0 

a ověřujeme rovnost: 

0 {{ua)xvx - uvt) áxát = I [{ua)xnx-unt]váS 
i)V 

[(«*) uA váxát. 

Víme, že Barenblattovo řešení splňuje rovnici ut = (ua)xx- Proto druhý integrál bude 
roven nule. Je tedy po t řeba ověřit rovnost 

[iua)xnx - u nt] vdS = 0 => {ua)xnx = unt 

ov 
na hranici dV. 
Křivku na hranici d V označme Ts- Tato křivka je charakterizována rovnicí 

(t + r)k = h(t) . 

Pak tečný vektor křivky r$ m á tvar (h'(t), 1), vektor normály je (1, —h'(t)) a jednotkový 
vektor n 
rovnost 
vektor normály (j^j, —j^p) = (nx,nt). Chceme tedy ověřit, že na hraniční křivce T s platí 

-u h\t) . 

-2Cax 
( a - l ) ( í + r) 2 f e+C T f e 

C\x\ 
(t + T, •2k 

1 

t r - 1 1 C\x 2 1 

{t + T 
h\ť) 

(t + T)K 

Ovšem na křivce Ts plat í a2(t + r ) 2 f e = C | x | 2 , z čehož vyplývá, že (ua)x = 0 i u = 0 a 
rovnost je tedy splněna. Barenblattovo řešení je proto slabým řešením úlohy (3.1). 

P o z n á m k a 
Úlohu jsme pro názornost řešili pouze jednorozměrně, tedy x G IR. Barenblattovo řešení 
je ovšem možné snadno upravit i pro vyšší dimenzi, kde x G R , na tvar 

ti(x, t; a, T) 

Pak 
d{ua) 

dxi 

(t + T)K 

-ICOXÍ 

C | x | 
, . 2k 
(Í + T)Ň 

Ut 

(t + T] 

-k 

Ik+ak 

{a-l)(t + T 

C | x | 2 

C | x | 

(t + T) 

C | x | 2 

(Í + T)Ň 

•2k_ 
I N 

(t + T] 

2 C | x | 2 

•>k 

i 
t r - l 

(t + T)2k+°k 

Opět vidíme, že je splněno A (ua 

i 
t r - l 

N(a-l)(t + r) 

2 C | x | 2 

N(a- l ) ( í + r ) f 

C | x | 

(t + T) 

C | x | 2 

(Í + T)Ň 

N 

2-tT 
t r - l 
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3.2. ROVNICE POMALÉ DIFÚZE SE ZDROJI LÁTKY 

3.2. Rovnice pomalé difúze se zdroji látky 
Uvažujme úlohu 

ut = {iľ)xx + \xu 

u(x, 0) = UQ(X), 

(3.3) 

kde n je reálny parametr. Interpretujme jeho fyzikálni význam: V každém časovém oka
mžiku v každém místě vznikne (pokud /J, > 0) nebo zanikne (pokud \x < 0) množství 
látky přímo úměrné koncentraci v daném místě. Je tedy zřejmé, že pro /i ^ 0 se celkové 
množství lá tky v prostoru v čase mění. Úlohy tohoto typu se vyskytují i v populační 
biologii, parametr \i zde značí porodnost či úmrtnos t . Př i \i = 0 se úloha (3.3) degeneruje 
na úlohu (3.1), kterou splňuje Barenblattovo řešení. Nalezení řešení úlohy (3.3) umožňuje 
následující věta. 

V ě t a Nechť w(x, s) je řešením úlohy 

(3.4) 

Pak u(x,t) = eM w(x, ^-i) 

Důkaz: 
u(x, 0) 

Ut = yueMÍ w(x, 

w(x, 0) = Uo(x). 

' 1 i A je řešením úlohy (3.3). 

eMU w(x, e 

e p ( í T - l ) t 

w(x, 0) UQIX 

+ eM Í ws(x 
tl(<T-l) 

Hu + [(e"* wf]xx = (ua)xx + /ix 
fj,u + e fiat 

• 
Díky té to větě jsme schopni nalézt řešení úlohy (3.3), protože řešení úlohy (3.4) jsme již 
nalezli, je to Barenblattovo řešení dané vztahem (3.2). Můžeme tedy vyjádřit explicitní 
řešení úlohy (3.3), které bude ve tvaru 

u(x, t; a, T) 0nt_ 
e M ( o - - l ) i _ l 

+ T 

C 
e M ( c - l ) t _ 1 

M ( o - l ) 
+ T 

2/v 

1 

t r - 1 

(3.5) 

Toto řešení vytváří stejnou počáteční podmínku, jako řešení (3.2), kterou opět můžeme 
nastavovat pomocí konstant a a r . Uvažujme nyní, že a = 1,5 a zvolme a = 1 a r = 1. 
Protože řešení úlohy (3.3) m á m e dané explicitně, nic n á m nebrání podívat se, jak vypadá . 
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3. PŘÍKLADY ŘEŠENÍ DIFUZNÍCH ROVNIC 

1 

-10 o 

Obrázek 3.5: \x = — 1 

-10 o 

Obrázek 3.6: ji = 1 
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3.3. ŘEŠENÍ ROVNICE LINEÁRNÍ DIFÚZE 

Na obrázku (3.5) je hodnota parametru \x = — 1. Jak vidíme, koncentrace se mírně šíří 
do prostoru, ovšem zůstane pouze v ohraničené oblasti. Celkové množství lá tky v prostoru 
s rostoucím časem klesá. Obrázek (3.6) znázorňuje situaci, kdy ji > 0, konkrétně \i = 1. Ve 
srovnání s obrázkem (3.5) vidíme, že koncentrace se s časem zvyšuje a lá tka se pos tupně 
(konečnou rychlostí) rozšíří do celého prostoru. 

3.3. Řešení rovnice lineární difúze 
Vraťme se ještě k rovnici 

t^t ^XX 3 

k terá je známá jako rovnice vedení tepla a popisuje lineární difúzi 
teční podmínku 

u(x, 0) = uo(x) . 

Řešení rovnice (3.6) je známo a je dané vztahem 

1 ľ (x-y)2 

u(x,t) = — = e « u0{y)dy . (3.7) 
v 47TÍ Jm. 

Oproti řešení rovnice pomalé difúze je řešení (3.7) charakterizováno nekonečnou rychlostí 
šíření vzruchů. Jak poznamenal D. G . Aronson: Pokud bychom rovnici vedení tepla brali 
doslovně, znamenalo by to, že pokud zapálíme zápalku, tak její teplo pocí t íme dříve, než 
vůbec uvidíme světlo. Ovšem řešení rovnice pomalé difúze m á konečnou rychlost šíření 
vzruchů, což je pa t rné například z obrázku (3.3). Právě díky té to konečné rychlosti šíření 
vzruchů tuto rovnici nazýváme rovnici pomalé difúze. 

(3.6) 

Dále uvažujme počá-
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4. ZÁVĚR 

4. Zaver 
Při odvozování difuzních rovnic dojdeme k fyzikálnímu tvaru rovnice 

ut + div(w) = / , 

kde w(x, t) je koncentrace lá tky v místě x cl CclSC t. w je difúzni tok a / reakční člen. K o 
nečný tvar rovnice je pak dán závislostí difuzního toku w na koncentraci u. Zcela obecně 
je difúzni tok w nějakou funkcí mís ta x, koncentrace u a gradientu koncentrace Ví/ , tedy 
w = g(x, u, V-u). 
Nejjednodušším příkladem konsti tučního vztahu je Fickův zákon difúze, který platí v pro
středí, které je homogenní, izotropní a nehybné. Pak difuzní tok závisí pouze na gradientu 
koncentrace, a to lineárně. Pla t í 

i 
a získáme tak rovnici lineární difúze ve tvaru 

ut = Au + f. 

K rovnicím nelineární difúze ve tvaru 

ut = A(ua) 

přijdeme při předpokladech jiného prostředí . N a rovnici rychlé difúze, kde a < 1, vedou 
úlohy z oblasti fyziky plazmatu. Naopak v teorii pórovitých prostředí dojdeme k rovnici 
pomalé difúze, pro kterou je a > 1. 
Pro rovnici pomalé difúze existuje explicitní Barenblattovo řešení ve tvaru 

u(x, t; a, T) 
1 

{t + T 
az 

2 1 

(t + T, •2k 

kde a a r jsou libovolné, ale pevně zvolené konstanty, 

k i C_H*-D 
a + 1 ' 2cj 

N a tomto řešení je možné ukázat , že lá tka se pos tupně rozšiřuje do prostoru a proudí z 
míst s vyšší koncentrací do míst s nižší koncentrací. 
Barenblattovo řešení je možné upravit, aby splňovalo i rovnici pomalé difúze 

ut = (ua)xx + nu 

s reakčním členem /AU, k terý vyjadřuje, že v prostoru vzniká nebo zaniká nová lá tka přímo 
úměrně koncentraci. Pak pro LI < 0 pos tupně množství látky v prostoru klesá a lá tka se 
rozšíří pouze do ohraničené oblasti. Pro LI > 0 se množství látky v prostoru pos tupně 
zvětšuje a lá tka se rozšíří do celého prostoru. 
Zajímavou vlastností Barenblattova řešení je jeho vlastnost konečné rychlosti šíření vzru
chů. O řešení rovnice lineární difúze, tedy rovnice vedení tepla, je známo, že m á nekoneč
nou rychlost šíření vzruchů. Právě konečná rychlost šíření vzruchů Barenblattova řešení 
n á m dává důvod nazývat rovnici 

ut = A (V 7), 
kde a > 1, rovnicí pomalé difúze. 
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5. SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ 

5. Seznam použitých symbolů 
B(x,r) Otevřená koule B(xo,r) = {x G R : \x — XQ\ < r} 

V Gradient V u 

div Divergence div u = ^ f^ 1 

A Laplaceův operátor Au = t - | 
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