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Abstrakt

Prace se vénuje rtuznym typtm difuznich rovnic. Difuzni rovnice jsou odvozeny pro rizné
predpoklady prostiedi. Blize je pak popsano Barenblattovo feSeni rovnice pomalé difuze,
na kterém jsou demonstrovany jeho vlastnosti.

Summary

This work is focused on various types of diffusion equations. The diffusion equations are
derived for various assumptions of media. We describe in detail Barenblatt solution for
slow diffusion equation, whose features are demonstrated.
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1. Uvod

Difuzni rovnice jsou souc¢ésti teorie parcialnich diferencialnich rovnic. Pojmem difuzni
rovnice nazyvame typ parabolickych rovnic, ve kterych se proménna vyskytuje v prvni
¢asové derivaci a ve druhych prostorovych derivacich. Nezndmou funkei u(x,t) zde byva
koncentrace sledované latky v misté x a case t. Zakladem difuznich rovnic je jejich fyzikalni
tvar

up + div(w) = f,

kde w je difuzni tok latky a f reakéni ¢len. Konecny tvar rovnice je poté urcen zavislosti
difuzniho toku w na koncentraci u. Nejznadméjsi difuzni rovnici je linedrni rovnice vedeni
tepla

u = Au—+ f,

ktera popisuje linearni difuzi.

Difuznimi rovnicemi je mozné modelovat i dalsi jevy v ptirodé, spadajici do oblasti fyziky,
chemie, geologie nebo i biologie. V populacni biologii se difuzni rovnice pouziva pro mo-
delovani sifeni populace do prostoru. V téchto pripadech je neznamou mnozstvi populace
na jednotce prostoru. Rovnice, ktera tento jev popisuje, uz ovsem linearni neni.

Z rovnic nelinearni difuze se budeme zabyvat rovnici rychlé difuze a rovnici pomalé difuze.

Obé tyto rovnice maji tvar
up = A(u?),

kde o je kladny parametr, ktery pro rovnici rychlé difuze nabyva hodnot z intervalu (0, 1)
a pro rovnici pomalé difuze je o > 1. V praci se budeme vénovat pfevazné rovnici pomalé
difuze, protoze o rovnici rychlé difuze zatim neni mnoho dostupnych literarnich zdrojt.
V praci budou tyto difuzni rovnice odvozeny, nejdiive ve svém zakladnim fyzikalnim tvaru
a poté podle predpokladt prostiedi upraveny na konecny tvar. Dale budou na Barenblat-
tové feSeni rovnice pomalé difuze demonstrovany vlastnosti feSeni rovnice pomalé difuze,
a to jak pro rovnici bez reakéniho ¢lenu, tak i s nim. Demonstrace vlastnosti bude pod-
pofena nazornym grafickym znézornénim feSeni s vyvojem v Case.



2. ODVOZENI DIFUZNICH ROVNIC
2. Odvozeni difuznich rovnic

2.1. Odvozeni obecné rovnice difuze

Uvazujme oblast {2 v prostoru reprezentujici prostiedi, v némz difunduje urcita latka.
Neznama u(x,t) popisuje koncentraci, tedy mnozstvi sledované latky v jednotce objemu
v misté x a Case t. Celkové mnozstvi latky v objemu V je urceno koncentraci M = fv udz.
Pro libovolny objem V' v ¢asovém intervalu I = (t,,t3) oznacme:

AM ... ptirustek mnozstvi latka v objemu V za ¢asovy interval I,

My ... mnozstvi latky, které béhem casového intervalu I difunduje z objemu pies
povrch S = 9V,

My ... mnozstvi latky, které jsme do objemu V béhem casového intervalu I dodali,
nebo které tam vzniklo.
Podle zakona zachovani latky uvazujeme nasledujici bilanci latky:

AM = M; — Mg,

Jednotlivé hmotnosti vyjadiime pomoci koncentrace u:

AM = My, — M;, = /V['U,(X,tﬁ> —u(x,t,)]dx = /I/V % dx dt,

MSZ//’UJ(H;X,t)det,
1Js

Mf:/l/vf(x,t)dxdt,

kde f je dané (znédmd) funkce urcujici mnozstvi dodavané latky vztazené na jednotku
objemu a jednotku casu. Veli¢ina w je tok difundujici latky, tedy mnozstvi latky, které
projde jednotkou plochy za jednotku c¢asu. Difuzni tok w zavisi na misté x, case t a taky
na normale n uvazované plochy. Lze odvodit, Ze w = w-n, kde w = (w;, wq, ws3) je vektor
tokt ve smérech souradnych os xq, x4, 3.

S vyuzitim Gauss-Ostrogradského vzorce ziskame:

ow;
M :/ W-n det:// - dx dt.
i 1Jov I v;a%‘

Pak podle zakona zachovani latky plati:

ou ow; B
[/ (8_ o _f) dxdt— 0 2

K dalsimu kroku budeme potfebovat vétu o limité primeéru:
Lemma: Necht f je spojita veli¢ina v okoli bodu x. Pak plati:

im——— [ flz)dz = f().

r—=0 |B(l‘,?”)| B(z,r)



2.2. ROVNICE LINEARNI DIFUZE

Rovnost (2.1) podélime délkou intervalu I a mirou objemu V. V pfechodu k limité pro
|I| = 0 a |V| — 0 podle predchoziho lemmatu ziskdme rovnost

ou ow; B
CRSs S &

Rovnici je také mozné zapsat ve tvaru
u + div(w) = f. (2.3)

Déle se tvar rovnice bude odvijet od zavislosti difuzniho toku w na koncentraci u. Zcela
obecné plati, ze difuzni tok je néjakou obecnou funkci mista, koncentrace a gradientu
koncentrace, tedy w = g(x,u, Vu). Pokud je prostfedi homogenni, odpada zavislost na
misté x a w = g(u, Vu).

2.2. Rovnice linearni difuze

Uvazujme, ze prostiedi je izotropni, homogenni a nehybné. V tomto ptipadé je vztah mezi
difuznim tokem w a koncentraci u popsan Fickovym zdkonem difuze, ktery ma tvar

du
’UJ(H) = _DZ %niv
kde D je konstanta difuzivity.

Do rovnice (2.2) dosadime za difuzni tok w zavislost z Fickova zdkona.Ziskdme tak
rovnici 3 P
u u
T _pYy 2 s
ot Z Ox? /

Pro soucet druhych derivaci u podle prostorovych proménnych pouzijeme elegantnéjsi
zépis pomoci Laplaceova operatoru A a ¢leny se zadpornym znaménkem pievedeme na
pravou stranu. Ziskame tak rovnici

Ut = DAU+f,

coz je rovnice linearni difuze. Vhodnou linedrni transformaci ¢asové i prostorové ve-
li¢iny (normalizaci) je mozné dosdhnout toho, Ze konstanta difuzivity D nabude hodnoty
1. Ziskdme tak rovnici v bezrozmérném tvaru

w = Au+ f, (2.4)

ktera je znama také jako rovnice vedeni tepla.
Linearitu rovnice ndm zarucil linearni konstitu¢ni vztah mezi difuznim tokem w a gradi-
entem koncentrace u.



2. ODVOZENI DIFUZNICH ROVNIC
2.3. Rovnice rychlé difuze

S difuzi se miizeme setkat i ve fyzice plazmatu. I zde je mozné nalézt zavislost mezi
difuznim tokem w a koncentraci u. Prijdeme tak k rovnici

up=A?)+ f, o€ (0,1). (2.5)

Tuto rovnici budeme nazyvat rovnici rychlé difuze. Poznamenejme, Ze tato rovnice jiz
neni linearni.

2.4. Rovnice pomalé difuze

Uvazujme nyni homogenni plyn proudici homogennim poérovitym prostiedim. Pfedpokla-
dejme, ze stavova rovnice plynu ma tvar

Y =" p% (2.6)

kde v = 7(x,t) je hustota plynu, p = p(x,t) je jeho tlak a 7o je fyzikdlni konstanta.
Hodnota parametru a zavisi na charakteru toku, a = 1 pro izotermicky, pro adiabaticky

a e (0,1).
Proudéni plynu je charakterizovano zakonem zachovani hmoty
(e = —div (77) (2.7)
a Darcyho zakonem
k
v=——grad p, (2.8)
1

kde v je difuzni rychlost, u je viskozita plynu, ¢ je pérovitost prostiedi a k permeabilita
prostiedi. VSimnéme si, ze rovnice (2.7) je podobného tvaru jako (2.3) a kombinaci rovnic
(2.6) a (2.8) jsme schopni ziskat konstitu¢ni vztah mezi difuzni rychlosti v a koncentraci
7. Dosazenim (2.8) do (2.7) ziskame:

: k ko
(e = —div [y (—;) grad p|] = m div (v grad p).

Ze stavové rovnice vyjadiime

a dosadime do pfedchoziho vztahu:

-1

koo .
C%Z;dlv [y grad (0% 7" )],

C/”L : a_l
T = div [y grad (v* )].
k6
Postupné budeme upravovat pravou stranu rovnice.
%% =div [y a'9* ! grad 7] = o div (7% grad v) =
Yo



2.4. ROVNICE POMALE DIFUZE
_ _ a1 !
=« 1 Z(Oé ! Y ! Ya; Yzi T Y 71%%)
K dal§imu postupu se ndm bude hodit spoéitat si, Gemu se rovna A(u+e ).

1+a~? —-IN( -1, (a7t =1 -t
A(ute)) = E (1+a (o Vug uy, +u Ups,). (2.9)
i
Pokud v nasem odvozeni diferencialni rovnice zavedeme oznaceni v = u, okamzité na
7 v . c 17 /% , , -1
pravé strané rovnice vidime pravé odvozeny vyraz pro A(u!Te ")),

-1
Cp " o A(u1+a—1 )

L

Ozna¢me nyni 1+a ! = ¢ a rovnici volbou vhodnych jednotek znormalizujme. Ziskdme
tak rovnici v bezrozmérném tvaru

up = A(u?), (2.10)

kde u(z,t) je nezndmé vyjadiujici koncentraci latky v misté = a ¢ase t a ¢ > 1. Tuto
rovnici nazveme rovnici pomalé difuze.
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3. Priklady reseni difuznich rovnic

3.1. Explicitni reSeni rovnice pomalé difuze

Nalezeni obecného feseni ze tiidy diferencovatelnych funkci pro parcidlni diferencialni
rovnice popisujici fyzikalni déje nebyva vétsinou mozné. Rovnice pomalé difuze je vsak
rovnici, pro niz bylo nalezeno konkrétni explicitni feSeni. Formulujme tedy Cauchyho
ulohu. Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze jednorozmérnou difuzi, tedy x = x € R.
Uvazujeme tedy difuzi v uzké trubici, jejiz prufez mizeme povazovat za bod.

Uloha: Bud ¢ > 1. Reste rovnici

up = (u?) (3.1)

s pocatecni podminkou
u(z,0) = up(z) .

Necht a a 7 jsou libovolné , ale pevné zvolené, kladné redlné konstanty. Reseni tilohy budiz
navrhnuto ve tvaru

1
o—1 277 o—1
1 550031 17|
u(z, t;a,7) = [a2 _ 2ot T ] ,

(t+7)7 (t 4 7)o

kde [\, = max {0, A} je kladné cast. Toto feSeni se nazyvd Barenblattovo Feseni. Pro
zjednoduseni zavedeme oznaceni

1 —1
k= o= o=l
oc+1 20
Navrzené feseni pak ma tvar
1 Clz|* 171
u(z, t;a,7) = {aQ - ) (3.2)
(t+7)k (t+7)2k],

Konstanty a a 7 budou urceny pozdéji. VSimnéme si, ze dany navrh feSeni je v pro-
ménné x osové soumérny podle pocatku x = 0. Nyni ovéfme, zZe takto navrzena funkce je
skutecné fesenim tulohy (3.1) Oznacme 2, oblast, na které u > 0, a 2y oblast, na které
u = 0. Na € je rovnost u; = (u?),, splnéna trividlné. Na €, plati:

(“””:”{(Hlﬂk e } e e =t

B —2Cox 1 2 Clx|? ﬁ_
T oD+ G+ pe D Y T G|, T
B —2Cox o Clzf =
(o = 1)(t+ 7)ok (t+7)2), 7



3.1. EXPLICITNI RESENI ROVNICE POMALE DIFUZE

—2Co Clz|? =
(u”)aa = Ytk = o -
(c—1)(t+71) (t+7)%*],
B —2Cozx 1 2 Clx)? =1 o0y B
(0 —1)(t + 1)tk g — 1 (t+7)%* L (t+ )2k

Qv

e A S

ok [ ClP QT 2CkP [, ClaP |
R (t+7)%],  (o—D)(t+7)% t+m)2], [

IS {QQ_(CW }— ( 1 {QQ_(CW rf‘i—cw(—%):

U = — (t + 7)k+1 t+ 7)2k . t+7)Fo—1 t4 72 . (L + 7)1
_ k. Clf = 2Ck|z|? , Ol 177
(TR E+7)*] . (o—1)(t+ 7)3*H t+7)*],

k[ ClP T 2CRP [, ClP ]
= (t 4 r)2roR t+n)%),  (o-ne+n* " T +nF], [

Je tedy vidét, ze skuteéné u; = (u?),, i na oblasti . PoloZzme nyni ¢ = 0, abychom
zjistili, jak pro dané feSeni vypadé jeho pocateéni podminka ug(z).

L], C|1’|2 ot
U(l’,O,a,T) = ﬁ |: - ,7_2k .
Je ziejmé, ze
0) = = a5
Ug = Tk a

Pro tuto hodnotu zavedeme oznaceni u(0) = €. Déle ozna¢me ¢ nejmensi kladné z, pro
které plati vy(x) = 0, a pokusme se je nalézt. Resime tedy rovnici

1 2171
{az o Clz| ]

— — 0.
k 2k
T T +
Claf® 2
=a
7-2k
k
a T
€r = —— :g

Ve
Pro vykresleni nasi poc¢atecni podminky je potfeba konkrétni hodnota ¢isla o a parametru

a a 7. Uvazujme tedy, ze 0 = 1,5 azvolmea=1a 7 =1.
Pak ¢ =1 a £ = 3,873. Podivejme se, jak tato pocatecni podminka vypada.
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06+

0.4+

02F

a
-10

Obrézek 3.1: Pocatecni podminka ug(x)

Volbou parametrti ¢ a 7 mizeme vhodné meénit tvar nasi pocatecni podminky. Hod-
nota ¢ zde totiz vyjadiuje ”"vysku”a & zase ”Sifku” pocatecni podminky. Chceme-li tedy
vytvorit pocatecni podminku urcitého tvaru, mizeme se pokusit pfiblizit se ji nastave-
nim parametri € a £ pomoci vhodné zvolenych hodnot a a 7. Jako demonstraci zvolme

tentokrat a = 1,1 a7 =38.

Pak ¢ = 0,637 a £ =9, 788. Pro porovnani si tuto pocatecni podminku vykresleme.

02F

a
-10

Obrézek 3.2: Pocatecni podminka ug(xz) proa=1,1a7=38



3.1. EXPLICITNI RESENI ROVNICE POMALE DIFUZE

Chceme-li vytvorit poc¢atec¢ni podminku, kterda odpovida zadanym hodnotam ¢ a &, je
potieba vyjadrit parametry a a 7 v zavislosti na € a &.

80—1

a=(€VO)TF; 7

Zustanme nyni u prikladu, kde a = 1 a 7 = 1, a podivejme se, jak se bude feseni v
case vyvijet.

1 1
08 ] 08
06 ] 06
0.4 ] 0.4
02 ] 0.2
Yo K; 0 5 10 bo 5 0 5 10

Obrézek 3.3:t=0at=1

1 1

0.8 1 0.
06 : 0.6
0.4 . 0.4
0.z 1 nz
-D1D 5 EI 5 10 —D1D 5 D 5 10

Obrazek 3.4:t=2at =3

Vidime, Ze z mist s nenulovou koncentraci se latka Sifi do mist s nizsi koncentraci.
Oblast, ve které je nenulova koncentrace, se postupné zvétsuje. Mnozstvi latky v celém
prostoru zustava nezménéné, tedy plati fRudx = M = konst.

Barenblattovo feseni ovSem nemiizeme povazovat za klasické feSeni, protoze pro o > 2
neexistuji (u?),, ani u; pro ty hodnoty (x,t), pro které plati a®(t + 7)%* = C|z|?, tedy na
hranici €2, a £y. Bude tedy potieba zavést pojem slabého feSeni.

Definice: Funkci u(x,t) nazveme slabym feSenim tlohy (3.1), pokud

1. u je omezena, spojita a nezaporna v )

2. u? ma ohranic¢enou slabou derivaci podle x na €

3. u splnuje integralni identitu

(u?), vy —ury) dedt = [ uo(z) v(z,0)dx,
L. I

pro viechny v € C1(€Q,) takové, Zze v = 0 pro velké |x| a .

10



3. PRIKLADY RESENI DIFUZNICH ROVNIC

Vidime, ze Barenblattovo feseni prvni dva body spliiuje. Ovérme tedy platnost integralni
identity z bodu 3.
Zvolme v = 0 pro t = 0. Pak

/Ruo(x) v(z,0)dx =0

a ovérujeme rovnost:

O:/]R/]R+((u")zvz—uvt) dzdt = W[(u”)z s —unjuvdS— //[ . — ugvdzdt.

Vime, ze Barenblattovo feSeni spliiuje rovnici u; = (u7),,. Proto druhy integral bude
roven nule. Je tedy potieba ovérit rovnost

("), ngy —unjvdS=0 = (u), n, =umn

na hranici V.
Kfivku na hranici 0V ozna¢me I'g. Tato kfivka je charakterizovana rovnici

l‘:ﬁ(t-i-T) = h(t) .

Pak te¢ny vektor kiivky I's mé tvar (h'(t), 1), vektor normaly je (1, —Ah/(t)) a jednotkovy
1 —h/(t)>

In[> In|

vektor normaly ( = (ng,n;). Chceme tedy ovérit, ze na hrani¢ni kiivce I'g plati

rovnost
(u7), = —u l'(t) -
—2Cox [ o ClafP }ﬁ__ 1 [ o Claf ]ﬁh'(t)
(0 — 1)(t + 7)2k+ok t+7)2], — (t+7)* (t+7)%]

Ovsem na kfivce I's plati a®(t + 7)%* = C|z|?, z ¢ehoZ vyplyva, Ze (u®), = 0iu=0a
rovnost je tedy splnéna. Barenblattovo feSeni je proto slabym fesenim tlohy (3.1).

Poznamka
Ulohu jsme pro nazornost fesili pouze jednorozmérné, tedy = € R. Barenblattovo feSeni
je ovéem mozné snadno upravit i pro vys$i dimenzi, kde x € RY, na tvar

L o CxP |77
u(x,t;a,7) = - -
(t+71) (t+71)%
Pak )
o(u”) —2Coux; [ . ClxP }m
O0r;  (c—1)(t+7)¥tok t+7)2], 7
A= F s CpP |7 20 2 O |
(4 7)2+ek (t+71)% N(o —1)(t+7)% (t+7)%
—k > CxP |7 207 |, CxP |7
Ut = o oktok IS T - 3 B —T
L (A ek t+n¥|,  No-DiE+nF (t+7)¥ ]|,

Opét vidime, Ze je splnéno A (u”) = ;.

11



3.2. ROVNICE POMALE DIFUZE SE ZDROJI LATKY
3.2. Rovnice pomalé difuze se zdroji latky

Uvazujme tlohu
U = (U7) e + pu (3.3)
u(z,0) = ug(x),
kde p je redlny parametr. Interpretujme jeho fyzikalni vyznam: V kazdém casovém oka-
mziku v kazdém misté vznikne (pokud g > 0) nebo zanikne (pokud g < 0) mnoZstvi
latky pfimo timérné koncentraci v daném misté. Je tedy zfejmé, ze pro u # 0 se celkové
mnozstvi latky v prostoru v ¢ase méni. Ulohy tohoto typu se vyskytuji i v populaéni
biologii, parametr y zde znaci porodnost ¢i tmrtnost. Pfi g = 0 se tloha (3.3) degeneruje
na ulohu (3.1), kterou splituje Barenblattovo feseni. Nalezeni feseni tilohy (3.3) umoziuje
nasledujici véta.

Véta Necht w(z, s) je FeSenim tlohy

w(z,0) = up(x).

Pak u(z,t) = e w(z, 222 =1 jc feSenim tlohy (3.3).

wlo—1)
Drtikaz: o
o—1)0 __
u(z,0) = e w(x, —e“#(g_l) L) = w(w,0) = up(x)
et(lo—1)t _q e(o—1)t _q

u = pe wiw, o) + e wy(a, ) eVt = + et (W), =

= pu+[(€" W), = (U )ew + p

rxr

wlo—1)

OJ

Diky této vété jsme schopni nalézt feSeni tlohy (3.3), protoze feSeni ulohy (3.4) jsme jiz
nalezli, je to Barenblattovo feSeni dané vztahem (3.2). Muzeme tedy vyjadfit explicitni
feSeni tlohy (3.3), které bude ve tvaru

1
o—1

1 Clz|?
u(x,t;a,7) = et 1-— =1 ) (3.5)

k 2k
eplo-1t_1 eplo-1t_1
( W1 T T) ( W1 T T)
Toto FeSeni vytvari stejnou poc¢atecni podminku, jako feSeni (3.2), kterou opét mizeme

nastavovat pomoci konstant a a 7. Uvazujme nyni, ze ¢ = 1,5 a zvolme a =1 a 7 = 1.
Protoze feseni tlohy (3.3) méme dané explicitné, nic nAm nebrani podivat se, jak vypada.

+
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3. PRIKLADY RESENI DIFUZNICH ROVNIC

’f]ﬂ‘;*
i

i

Obréazek 3.5: p = —1

d 'l"l'f{l‘i ..
A,

oL LT
e

G
i L
T

Obrazek 3.6: p =1
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3.3. RESENI ROVNICE LINEARNI DIFUZE

N2

do prostoru, ovSem ztistane pouze v ohranic¢ené oblasti. Celkové mnozstvi latky v prostoru
s rostoucim ¢asem klesa. Obrazek (3.6) znézornuje situaci, kdy g > 0, konkrétné u = 1. Ve
srovnani s obrazkem (3.5) vidime, Ze koncentrace se s ¢asem zvySuje a latka se postupné
(konecnou rychlosti) rozsifi do celého prostoru.

3.3. Reseni rovnice linearni difuze
Vratme se jesté k rovnici
Up = Ugy (3.6)

ktera je znamé jako rovnice vedeni tepla a popisuje linearni difuzi. Dale uvazujme poca-
te¢ni podminku
u(z,0) = up(z) .

Resen{ rovnice (3.6) je zndmo a je dané vztahem

1 _(z—y)?
u(z,t) = \/H/Re wug(y) dy . (3.7)

Oproti FeSeni rovnice pomalé difuze je feSeni (3.7) charakterizovano nekonecnou rychlosti
Sifeni vzruchi. Jak poznamenal D. G. Aronson: Pokud bychom rovnici vedeni tepla brali
doslovné, znamenalo by to, ze pokud zapalime zapalku, tak jeji teplo pocitime diive, nez
viibec uvidime svétlo. Ovsem TfeSeni rovnice pomalé difuze mé konecnou rychlost Sifeni
vzruchii, coz je patrné napiiklad z obrazku (3.3). Pravé diky této konecéné rychlosti Sifeni
vzruchi tuto rovnici nazyvame rovnici pomalé difuze.

14



4. ZAVER
Y %
4. Zaveéer
Pti odvozovani difuznich rovnic dojdeme k fyzikalnimu tvaru rovnice

up + div(w) = f,

kde u(x,t) je koncentrace latky v misté x a case ¢, w je difuzni tok a f reakéni ¢len. Ko-
necny tvar rovnice je pak dan zavislosti difuzniho toku w na koncentraci u. Zcela obecné
je difuzni tok w néjakou funkci mista x, koncentrace u a gradientu koncentrace Vu, tedy
w = g(x,u, Vu).

Nejjednodussim prikladem konstitu¢niho vztahu je Ficktv zakon difuze, ktery plati v pro-
stiedi, které je homogenni, izotropni a nehybné. Pak difuzni tok zavisi pouze na gradientu
koncentrace, a to linedrné. Plati

a ziskame tak rovnici linearni difuze ve tvaru
uy = Au+ f.
K rovnicim nelinearni difuze ve tvaru
up = A(u?)
prijdeme pii predpokladech jiného prostiedi. Na rovnici rychlé difuze, kde o < 1, vedou
ulohy z oblasti fyziky plazmatu. Naopak v teorii pérovitych prostfedi dojdeme k rovnici

pomalé difuze, pro kterou je o > 1.
Pro rovnici pomalé difuze existuje explicitni Barenblattovo feSeni ve tvaru

1
1 Clz]? 77T
ulzr,t;a,7) = —— - ———
kde a a 7 jsou libovolné, ale pevné zvolené konstanty,

1 o k(a—l)‘

)

+

o+1’~ 20

Na tomto TeSeni je mozné ukézat, ze latka se postupné rozsitfuje do prostoru a proudi z
mist s vyssi koncentraci do mist s nizsi koncentraci.

Barenblattovo feseni je mozné upravit, aby spliiovalo i rovnici pomalé difuze

up = (U7) go + pu

s reakénim ¢lenem pu, ktery vyjadiuje, ze v prostoru vznika nebo zanika nova latka primo
umeérné koncentraci. Pak pro p < 0 postupné mnozstvi latky v prostoru klesa a latka se
rozsifi pouze do ohranicené oblasti. Pro p > 0 se mnozstvi latky v prostoru postupné
zvétsuje a latka se rozsiii do celého prostoru.

Zajimavou vlastnosti Barenblattova Teseni je jeho vlastnost konecné rychlosti Sifeni vzru-
chti. O feseni rovnice linearni difuze, tedy rovnice vedeni tepla, je zndmo, ze ma nekonec-
nou rychlost §ifeni vzruchii. Pravé konec¢na rychlost Sifeni vzruchi Barenblattova feseni
nam dava divod nazyvat rovnici

up = A(u?),

kde o > 1, rovnici pomalé difuze.
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5. SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU

5. Seznam pouzitych symbolu

B(x,r) Oteviena koule B(zg,7) ={z € R: |z —z¢| <1}
\V4 Gradient Vu = (g—;, §—§2,---, 5%)

div Divergence div u = ‘ g—;:ﬁ

A Laplacetv operator Au = iv:l giz?
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