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Abstrakt

Diplomové prace se zabyva problematikou vedeni tepla v materialech s fazovou pfeménou
(PCM) a v PCM s obsahem nanoéastic. Podrobnéji uvadi odvozeni jak stacionarnich, tak
i nestacionarnich rovnic vedeni tepla pro 1D, 2D i 3D ptipady. Pro feseni téchto rovnic je
pouzita metoda konec¢nych objemt, jejiz princip je zde také diikkladné popsan. Cilem prace
je vyvoj modelu pro 2D feSeni teplotniho pole pii vedeni tepla v PCM a posouzeni vlivu
implementace nanocastic do tohoto materidlu na dané teplotni pole. K vyvoji modelu,
vypoctim a vykresleni grafii byl pouzit software MATLAB.

Summary

This master thesis deals with problematic of the heat convection in phase change materi-
als (PCM) and PCM with nanoparticles. The derivation of stationary and non-stationary
equations for 1D, 2D and 3D heat convection are described in detail. The finite element
volume method is used for solution to these equations, of which principle is described
carefully. The aim of this thesis is model development for 2D solution to temperature
distribution at heat convection in PCM and influence assessment of nanoparticle imple-
mentation into material on given temperature distribution. Software MATLAB was used
for model development, solution and plotting graphs.

Klicova slova
Material s fazovou pfeménou (PCM), material s fazovou pfeménou s obsahem nanocastic
(NePCM), vedeni tepla, metoda koneénych objemu

Keywords
Phase change material (PCM), nanostructured phase change material (NePCM), heat
conduction, finite volume method
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1. Uvod

V moderni dobé€ technickych pokrokti a velkého mnozstvi elektrickych zafizeni se ener-
gie fadi mezi velice nedostatkové artikly. Propast mezi celosvétovou poptavkou a nabid-
kou energie neustale nartista a stava se bezprostredni hrozbou. Jednou z moznosti, ktera
alespon castecné prispiva ke snizeni této hrozby, je akumulace energie, ktera vznika prti
vyrobnich, chemickych a primyslovych procesech a ktera by v jiném piipadé nebyla efek-
tivné vyuzita.

V této praci se budeme zabyvat konkrétné tepelnou energii. Tepelna energie mize byt
uloZena jako latentni teplo, k jehoz akumulaci dochazi béhem fazové premény materialu.
K tomuto tcelu se pouzivaji materidly s fazovou pfeménou (PCM - z anglického phase
change material). Piikladem vyuziti je napiiklad integrace PCM do obvodovych zdi dom,
diky niz dochazi ke snizeni tepelné fluktuace béhem st¥idani vnéjsich teplot a tim i ke
snizeni spotieby energie a jejimu usetfeni. Touto problematikou se zabyva mnoho studii
1, [2)

Dilezitym parametrem je pravé rychlost fazové zmény materidlu. Rychlejsim roztave-
nim materidlu dojde k pohotovéjsimu a ¢inéjsimu zachyceni teplotni zmény a zabranéni
vyraznym teplotnim rozdilim. Z divodu velice nizké tepelné vodivosti PCM vznikaji stu-
die zabyvajici se jejim zvysSenim prostfednictvim implementace rtiznych druhti nanocastic
[3], [4].

Stézejnim obsahem této prace je pravé posouzeni vlivu implementace nanocastic do
PCM na c¢asové proménné teplotni pole a ¢as taveni ve srovnani s ¢istym PCM. Pro tyto
ucely byl vyvinut vypocetni program v softwaru MATLAB.



2. Cile diplomové prace

Cilem diplomové prace je vyvoj modelu pro feseni 2D teplotniho pole pii vedeni tepla
v kartézské souradné soustavé v materialu s fazovou pfeménou (tzv. PCM material). Model
ma vychazet z metody kone¢nych objemi a umoznovat feseni pro tii typické okrajové
podminky i s vnitinim zdrojem ¢i propadem tepla. Dalsi Groven modelu je zaméfena
na implementaci nanocastic do materialu a posouzeni jejich vlivu na casové proménné
teplotni pole v PCM materialu.



3. Materialy

Tato kapitola se zabyva podrobnéjsim popisem materialii, pouzitych pro feseni 2D
teplotniho pole pii vedeni tepla. Do této skupiny spadaji materidly s fadzovou pireménou,
které dale budeme nazyvat zkratkou PCM vychéazejici z anglického nazvu Phase Change
Material. Dalsimi materialy, jejichz chovani je predmétem vyzkumu, jsou PCM s obsahem
nanocastic, které budeme dale znacit NePCM z anglického nanostructure-enhanced PCM.

3.1. PCM

Materialy s fazovou preménou maji Siroké vyuziti napt. jako tepelnd ochrana sys-
tému, dale se vyuzivaji pro akumulaci energie, nebo pti aktivnim, ¢i pasivnim chlazeni
elektroniky. Velice vyznamné je pouziti tenké vrstvy PCM ve sténach domt ke snizeni
tepelné fluktuace, ke které dochézi vlivem stfidéani dennich a noé¢nich teplot [1]. Jedné se
o material, ktery s rostouci teplotou méni svou fazi z pevné na kapalnou, béhem c¢ehoz
akumuluje latentni tepelnou energii. Mezi nejznaméjsi PCM patii voda, rizné druhy pa-
rafinti, hydraty soli, mastné kyseliny a cukerné alkoholy, jejichz teplota tani se pohybuje
od -100°C do 100°C, coz poskytuje moznost pouziti jak v nizko, tak i ve vysoko teplot-
nich aplikacich. Vétsina PCM béhem zmény faze vyznamné neméni sviij objem a zaroven
nepodléhaji prechlazeni. Pro své velice zadouci vlastnosti, jmenovité vysoké skupenské
teplo tani, zanedbatelné prechlazeni, chemicka nete¢nost, komerc¢ni dostupnost ad., patii
mezi nejcastéji vyuzivané PCM parafinové vosky. Na druhou stranu maji vSak i své nedo-
statky, mezi které patii predevsim nizka tepelna vodivost. Pfi pouziti parafinovych voskt
jako lozist energie zpuisobuje jejich nizké tepelna vodivost snizeni rychlosti tepelné vy-
mény béhem tani, piip. tuhnuti, coz je nezadouci, protoze rychlot fazové zmény je jeden

vvvvvv

3.2. PCM s nanodasticemi

Nizkou tepelnou vodivost parafinovych voskit je mozno vylepsit pfidanim nanocastic
materialit s vysokou tepelnou vodivosti. Timto zptsobem vznikaji tzv. NePCM. Touto
oblasti se zabyva mnoho studii, pficemz jejich zakladni prehled je zpracovan v [3]. Jako
nanocastice pridavajici se do PCM mohou slouZit nap¥. nanocastice Cu, Al, Fe, karbonova
vlakna a mnoha dalsi. Velice diilezitym aspektem, ktery jednotlivé studie zkoumaji je
stabilita vzniklé slouc¢eniny a jeji vysledné fyzikalni vlastnosti (tepelna vodivost, tepelna
kapacita, hustota). Pro vypocet vysledné tepelné kapacity a hustoty slouceniny se ve

vvvvvv

pers = (1 = @) pec + dpa, (3.1)

kde pss znaci vyslednou hustotu, p, hustotu PCM, pg hustotu pouzitych nanocastic a ¢
objemovy podil nanocastic.
Cepr = (1 = @)ce + gea, (3.2)

kde ¢; je tepelna kapacita jednotlivych casti. Zasadnéjsi problém pfichazi s vyjadienim
hodnoty tepelné vodivosti NePCM. Existuje mnoho modelt vyvinutych pro vypocet te-
pelné vodivosti pro tzv. nanokapaliny, které je mozné v nékterych pripadech vyuzit i pro
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NePCM, jejich shrnuti je uvedeno v [6]. Nicméné nejc¢astéji vyuzivanym modelem je vztah
odvozeny Maxwellem [7]:

g+ 2A. — 2@5()\0 — )\d)

)‘e = ¢ ) .
1= N 2T 00— M) 33

kde \; odpovida tepelné vodivosti jednotlivych c¢asti.
Pro nas model byly pouZity vysledky experimentu uvedené v [4], jedna se parafinovy
vosk s obsahem nanocastic karbonu v rtiznych hmostnostich pomérech.



4. Metoda koneénych objemu pro
rovnice vedeni tepla

Tato kapitola je vénovana odvozeni diferencialni rovnice vedeni tepla a nasledné apli-
kaci numerické metody konec¢nych objemi, konkrétné na této rovnici. Tato problematika
je jiz podrobné popsana v mnoha knihach a uc¢ebnich materidlech. Tento text je zalozen
na pristupu uvedeném v [8] a [9].

4.1. Diferencialni rovnice vedeni tepla

Existuji rizné pristupy k odvozeni rovnice vedeni tepla, v této kapitole budou uve-
deny dva. Prvy z nich je odvozeni této rovnice jako rovnice matematické fyziky, zatimco
druhy piistup vyuziva zjednoduseny avsSak nazornéjsi ptistup k této problematice. Ve své
podstaté je prvni pfistup odvozeni (matematicky model) obecnym principem, ktery lze
nésledné konkretizovat pro danou potiebu (zjednoduseny model).

4.1.1. Rovnice matematické fyziky

Tento pfistup odvozeni rovnice vedeni tepla je, jak bylo jiz vySe zminéno, obecnéjsim
principem. V této kapitole se ho pokusime nazorné ilustrovat. Pro podrobnéjsi proniknuti
do této problematiky je doporuceno prostudovat skripta [10], ze kterych tento oddil ¢erpa.

Cilem je tedy vytvorit model ve tvaru diferencialni rovnice. Pro odvozeni rovnice
vedeni tepla budeme vychéazet z casoprostorové tepelné bilance a pro vyjadreni veli¢in typu
hmotnost, vnitini energie, objemova sila aj. pomoci integralti budeme pouzivat hustotu
dané velic¢iny. Hodnotu této dané obecné veli¢iny F' v objemu V' definujeme nasledovné:

F=FV)= /Vf($)dx, (4.1)

kde f(z) je pfislusna hustota.

Uvazujme téleso o objemu €2 C R3, zvolme libovolny kontrolni objem V C Q a ¢asovy
interval I = (t,,t3), dile ozna¢me okraj télesa OV = S. Neznamou u(x,t) je teplota
v misté x = (21, x2, x3) a ¢ase t. Nyni provedeme tepelnou bilanci. Dle zdkona zachovani
energie plati:

AE = Q; — Qs, (4.2)

kde AE udava prirtistek energie v objemu V' béhem casového intervalu I, Q)5 je dodané
teplo do objemu V' vnitinimi zdroji s hustotou f(x,¢) béhem ¢asového intervalu I a Qg
charakterizuje mnozstvi tepla, které vytece pres okraj S béhem I. Dale vyjadiime jednot-
livé velic¢iny rovnice (4.2).

Teplo dodané do objemu V' béhem ¢asového intervalu (t,,t3):

Qs = / ([ rxtax) a.

Piirtstek energie AF vyjadiime pomoci hustoty vnitini enerie e(x, t):

tg
AE=FE,, — E, = / (e(x,t5) —e(x,t,)) dx = / (/ %dt) dx,
1% Vv ta
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kde dx pro prostorovy piipad odpovida vektoru (dzi,dzs,dzs). Pro tpravu vyjadfeni
veli¢iny AFE bylo vyuzito néasledujiciho lemmatu:

Lemma 4.1.1.1. [/0] Necht spojita veli¢ina f md derivaci v intervalu (z,,xy). Potom
platt
Ty d](‘
zy) — f(2g) = —(z)dzx.
o)~ fw) = [ o)

Vzhledem k tomu, Ze hledanou neznamou je hodnota teploty u, je nutné popsat vztah
vnitini energie a teploty. Hustota vnitini energie e je zavisla na teploté, tj. e = e(u).
V pripadé, ze nebudou uvazovany skupenské zmény, lze tento vztah linearizovat a zapsat
ve tvaru:

e = cu + konst., (4.3)

kde konstantu ¢ nazyvame ,objemové” mérné teplo.
Mnorzstvi tepla, které vytece pres povrch S béhem casu [ lze vyjadrit jako:

Q. = /ttﬁ ( /S wdS) dr, (4.4)

kde w = w(x,t,n) je hustota tepelného toku, kterd je zavisla na poloze, ¢ase a orientaci
vnéjsi normaly n plochy S.

Analyza tepelného toku

Je potfeba podrobnéji analyzovat veli¢inu w = w(x,t,n). Jak je jiz vySe zminéno,
jedna se o mnozstvi tepla, ktera projde jednotkou plochy AS za jednotku ¢asu. Déle je
ze zapisu ziejmé, ze zavisi také na jednotkovém vektoru normély n k dané plose, ktery
urcuje smér a orientaci této plochy, viz obrazek 4.1. Pocet c¢ar prochazejicich plochou

| | . ™
] [ | -~
X - ~ T B 2 | y .~
-~ &
L - i“.{l e - | w

h "l ~F | | il
b} ™ r 4 [ |
b Y b~ — ¥ 4 |
k. Y r A —

Obrazek 4.1: Zavislost hustoty tepelného toku w na sméru a orientaci normaly n plochy

S.

udava velikost toku. V prvnich tiech pripadech se jedna o tok kladny, c¢tvrty pripad
popisuje nulovy tok a posledni tfi pripady tok zaporny. Z obrazku je tedy ziejmé, ze
w = w(n). Zavedeme nyni kartézskou soustavu souradnic a hustotu tepelného toku
vyjadfime pomoci vektoru tepelného toku w=(wy, ws, w3), kde wy, ws, w3 jsou jednotlivé
toky ve smeéru soufadnych os. Hustota tepelného toku je pak zjevné dana nasledujicim
vyrazem:

w(n) =) win; =w-n. (4.5)

Jakkoliv se tento vztah mize zdat byti zfejmym, pro Gplné objasnéni ho zde odvodime
podrobné.



Ulohu zjednodusime, budeme uvazovat homogenni a ustaleny tepelny tok, tedy pouze
w = w(n). Pfedstavme si nyni kontrolni objem jako ¢tyfstén V = Oxyxoxs, viz obrazek
4.2, ktery se sklada ze Ctyr trojuhelniku T = Axjxoxs, T1 = Ax0x3, To = Ax30x;
a T3 = Ax10z,. Tepelné bilance pro tento ¢tyistén bude vypadat nésledovné (uvazujeme
neménnou vnitini energii ¢tyFsténu a zadné vnitini zdroje):

W+ Wy + Wa + W =0, (4.6)

kde W je celkovy tok pres trojihelnik 7" a jednotlivé W; jsou celkové tepelné toky pres
trojuhelniky T;, které lze vyjadrit ve tvaru:

W =wm)|[T|, Wi = w(—e1)|T1|, W2 = w(—e2)|To|, W3 = w(—es5)|T5],

kde n je normala k plose trojihelniku 7', e; jsou jednotkové vektory soutfadnych os, viz
obrazek 4.2 a w(—e;) = —w(e;).

Obrazek 4.2: Kontrolni objem - ¢tyfstén.



Dale vyuzijeme vlastnosti podobnosti trojihelniki a to konkrétné skutecnosti, ze
T3] [T = ni,

proi=1,2 3.

Pro lepsi prestavivost této vlastnosti vyuzijme obrazku 4.3, ktery popisuje situaci
pro ¢ = 3. Trojuhelniky 73 a T maji spolecnou hranu 773, jednotlivé vysky vs a v
v trojihelnicich 73 a 7" na tuto stranu jsou znazornény v obrazku 4.3. Mizeme vidét,
ze pomér jednotlivych vysek odpovida poméru obsahi jim odpovidajicich trojihelnik:
vy : v = T3 : T. Tato vlastnost vychazi z vypoctu obsahu trojihelniku, kde zakladna
zistava stejnd a meéni se pouze velikost vysky. Protoze v Lln a v Lnges (viz obrazek 4.3),
je navic trojuhelnik urceny vyskami vz a v podobny trojihelniku uré¢enému jednotkovym
vektorem normaly n a jeji slozkou nses.

X3

N3es

V3

asz

X1, X2

Obrézek 4.3: Podobnost trojuhelniki.

Plati tedy vztah W; = w(—e;)|T;| = —w(e;)|T|n;. Tento vztah dosadime do rovnice
(4.6), upravime a pro posloupnost zmensujicich se podobnych ¢ty¥stént prejdeme k limité.
Nakonec dostavame nami pozadovanou rovnost (4.5), kde w; = w(e;).

Zavislost tepelného toku na teploté

Pro vyjadieni zavisloti tepelného toku na teploté vyuzijeme Fourieruv zakon, ktery
je pro izotropni materidl (vlastnosti materidlu jsou ve vSech smérech stejné) definovan

jako:
ou

833'1'

(4.7)
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kde i = 1,2,3 a k je tepelnd vodivost, kterd je pro izotropni material ve vSech smérech
stejna a proto je definovana konstantou.

Fouriertuv zékon lze zapsat i ve tvaru pro anizotropni material (rizné vlastnosti ma-
teridlu v riznych smérech), ktery je uveden a déle pouzivan v [10].

Odvozeni diferencialni rovnice

Analyzou tepelného toku a jeho zavislosti na teploté jsme se zabyvali z divodu potieby
vyjadieni mnozstvi tepla (5. K pfevedeni plosného integralu v rovnici (4.4) na objemovy
vyuzijeme Gauss-Ostrogradského vzorce !:

QS:/I( avw-ndS) dt:/j(/ﬁvgjwmds) dt:/j(ﬁ??ﬁ@) dt.

Vyjadfeni jednotlivych veli¢in dosadime do rovnice (4.2), kterou nésledné vydélime délkou
intervalu I a mirou objemu V a prejdeme k limité:

11 Oe ow;
lim lim —— g i flax)at=o.
150 VS IV 1(/\/ [aﬁ Oz, f] X)

Za pomoci véty o limité priméru? dostdvame rovnost:

~f=o.

Do rovnosti dosadime odvozené vztahy (4.3) a (4.7), upravime a dostavame vyslednou
diferencialni rovnici vedeni tepla:

ou 0%*u

4.1.2. Aplikace rovnice matematické fyziky

Vedeni tepla je problém difuzniho charakteru, pfi némz dochazi k pfenosu tepla mezi
dvéma riznymi body z divodu existence teplotniho spadu, jinak feceno teplotniho gra-
dientu. V tomto dtsledku vznikéa tepelny tok, ktery je pfimo imérny praveé teplotnimu
spadu. Zminénou zavislost tepelného toku popisuje Fouriertiv zakon:

. or

kde ¢, je tepelny tok ve sméru osy = a A je tepelna vodivost pouzitého materialu.

oy onidS = [, %’idx.
2[10] Necht f je spojita veli¢ina v okoli bodu z*. Potom plati

1
lim ———— flx)dx = f(x").
r—0 |B(IL’*,T)| B(z*,r) ( ) ( )
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Dale pro diferencialni rovnici vedeni tepla musi platit rovnice energetické bilance, ktera
vychézi z 1. zakona termodynamiky. Pokud budeme 1. zdkon termodynamiky formulovat
pomoci toku energie (tj. v kazdém casovém okamziku musi nastat rovnovaha mezi toky
energie), 1ze rovnici energetické bilance zapsat nasledujicim zptisobem:

dﬁbk
dt

Pfedstavme si nyni kontrolni objem tvaru krychle o stranach délky dx, dy a dz (viz
obr. 4.4), kde v nasem pfipadé bude in, popf. out, oznacovat tepelné toky vstupujici
do kontrolniho objemu vedenim ve vSech trech smérech x,y,z, popt. vystupujici, g bude
oznacovat generovanou tepelnou energii vznikajici v kontrolnim objemu, ke které mtize
dojit napt. prichodem elektrického proudu, kterou budeme déale nazyvat vnitini zdroj
energie, a dgg’“ bude oznacovat rychlost akumulace vnitini energie kontrolniho objemu, ke
které miize dojit napt., kdyz studené téleso ponotfime do horké vody s konstantni teplotou,
v tomto dusledku dojde k zah¥ivani télesa (akumulace tepelné energie), az do doby dokud
téleso nedosahne teploty okolniho prostiedi. Vidime tedy, ze hodnota teploty je nejen
funkci polohy v télese, ale je zaroven i fuknci Casu.

B+ Ey— Epy = E, = (4.10)

r 3
Qy+dy
A qz+dz
/]
qx Qz Qx+dx
—> R S
=
Y
z
F 3
¥
X v
< dx R
- . r|
dy

Obréazek 4.4: Kontrolni objem.

Pristupme nyni k sestaveni vysledné diferencialni rovnice tepla. Tepelny tok vstupujici
do kontrolniho objemu vedenim ve vSech smérech (soutadnice stén dzx, dy, dz) lze pomoci
oznaceni jednotlivych veli¢in podle obr. 4.4 vyjadrit nasledovné:

qudydz + ¢,dxdz + ¢.dzdy. (4.11)
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Zcela analogicky definujeme tepelny tok vystupujici z kontrolniho objemu vSemi sténami,
jejichz soutadnice jsou = + dx, y + dy, z + dz:

Gotdz@ydz + Gyiaydrdz + sy q.drdy. (4.12)

Vnitini zdroj energie v kontrolnim objemu je dan sou¢inem objemové energie @, a objemu
télesa V: ‘
Q.dxdydz. (4.13)

Zména vnitini energie kontrolniho objemu v ¢ase (rychlost akumulace vnitini energie) je
definovana néasledovné:

av mcdT pc@T
ot ot

Nyni mtiZze byt rovnice energetické bilnace (4.10) pfepsana za pomoci rovnic (4.11), (4.12),
(4.13) a (4.14) do nésledujiciho tvaru:

dxdydz. (4.14)

. L . : ar
(4w = Gutda) dydz + (4y — Qytay)drdz+ (¢ — Goraz ) dxdy+ Q. drdzdy = Pear drdydz. (4.15)
Po vydéleni objemem V' kontrolniho objemu a vyuziti Fourierova zakona (4.9) dostaneme
diferencialni rovnici vedeni tepla:

L0 L) () ot
Jxr \  Ox 0z ' 0z 0z \ 0 “ot
kde p je hustota a ¢ je mérna tepelna kapacita latky.

Jednotlivé velic¢iny p, ¢, A a @, mohou byt funkcemi polohy x, y, z a ¢asu t. Mize vSak
nastat i pripad, kdy jsou tyto veli¢iny zavislé navic jesté na teploté T, v tomto pripadé
fikame, ze dané tloha je nelinearni.

Diferencialni rovnice stejného tvaru jako je rovnice vedeni tepla (4.16), mohou popi-
sovat 1 jiné fyzikalni procesy, pro které je tok dané veli¢iny funkci gradientu a plati pro né
1. zdkon termodynamiky. Jedna se naptiklad o difuzi latky, potencialni proudéni, pohyb
nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli nebo proudéni tekutin poréznimi materialy [3].
Je tedy mozné analogicky odvodit diferencialni rovnici pro jakykoliv vyse zminény fy-
zikalni proces, nebo odvodit diferencialni rovnici pro obecnou veli¢inu, kterou je mozno
nasledné podle potfeby specifikovat. Tvar diferencialni rovnice pro obecnou veli¢inu je

nasledujici:
Oz, ( 8x1> i 02 (F3x2> * Oz ( 8x3) +Q: = ot (4.17)

kde ¢ je obecna veli¢ina, k je kapacita na jednotku objemu, I' je zobecnény difuzni koefi-
cient a x1, x9, x3 oznacuji pak kartézské souradnice z, y, z. Postup odvozeni je analogicky
s postupem odvozeni diferencialni rovnice vedeni tepla. Podrobnéjsi odvozeni lze nalézt
v [8].

Pro dalsi postup a numerické vypocty bude vyuzivan upraveny tvar rovnice (4.16).
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4.2. Diskretizacni rovnice vedeni tepla

K fesSeni vySe odvozené rovnice (4.16) vyuzijeme numerické metody, konkrétné me-
todu konec¢nych objemi. Podstatou numerické metody je nahrazeni spojité informace
o neznamé veli¢iné (v naSem piipadé teplota), kterd vychazi z exaktniho feSeni, diskrét-
nimi hodnotami veli¢iny v danych diskrétnich bodech, které dostaneme diskretizaci fesené
oblasti. Z tohoto diivodu se numerickym metodam iika metody diskretizac¢ni. Protoze je
tedy nasim vysledkem pouze diskrétni pole hodnot veli¢iny, je nutné zvolit, jak se nami
sledovana veli¢ina bude chovat mezi jednotlivymi uzlovymi body. Jako prvni se nabizi
predpoklad jediného algebraického vyrazu pro celou fesenou oblast, tento pristup se vSak
v praxi ¢asto nevyuziva. Vhodnéjsi je pristup pomoci po ¢astech spojitych funkei. Jako
priklad mize byt uveden po c¢astech linedrni spojity profil, coz znamena, Ze se sledo-
vana veli¢ina mezi jednotlivymi uzlovymi body méni linearné. Déle se daji vyuzit profily
exponencialni, polynomialni riiznych radi aj.

Jednotlivé numerické metody vyuzivaji pro odvozeni diskretizacnich rovnic rtizné po-
stupy, kterych je velké mnozstvi, pricemz zde budou uvedeny tii nejznameéjsi. Podrobnéji
se budeme zabyvat metodou vahovych rezidui, kterou vyuziva metoda kone¢nych objem,
jez je v této praci resena.

Jako prvni metodu pro odvozeni diskretizac¢nich rovnic uvedeme variacni pocet, ktery
vyuziva velice zndmé metoda konecnych prvki. Jadrem této metody je pouziti tzv. funk-
cionali, jejichz minimalizace je ekvivalentni s uréitym fesenim diferencialnich rovnic.

Dalsi metoda vyuziva Taylorova rozvoje. Jde o metodu, kdy jednotlivé parcialni deri-
vace aproximujeme kone¢nymi diferencemi hodnot nami zkoumané veli¢iny v jednotlivych
uzlovych bodech, které vychazi pravé z jiz zminéného Taylorova rozvoje.

Posledni zminénou metodou je metoda vahovych rezidui, které se budeme vénovat
podrobnéji. Cely koncept této metody je zalozen na jednoduché myslence. Méjme dife-
rencialni rovnici:

P(¢) = 0. (4.18)

Nyni aproximujme Teseni ¢ rovnice (4.18) pomoci polynomu s parametry a; a oznac¢me
jei ¢ B

¢ = ap+ arx + agr® + - + apr™. (4.19)
Pokud provedeme substituci polynomu (4.19) do ptivodni diferencialni rovnice (4.18) do-
staneme reziduum definované nasledovné:

R= P(5). (4.20)

Vznik rezidua je nasledkem dosazeni aproximovaného (pfiblizného) feseni do diferencialni
rovnice. Cilem je, aby toto reziduum bylo malé a nase aproximované feseni bylo co nejblize
feseni presnému. Z tohoto diivodu navrhujeme, aby:

/WRdx =0, (4.21)

kde W je vahova funkce (odtud ndzev metoda vahovych rezidui) a integrujeme pfes oblast,
ktera nas zajima.

Volbou rtiznych vahovych funkci, miizeme vygenerovat potfebné mnozstvi rovnic pro
urceni jednotlivych parametrii. Jejich naslednym reSenim ziskdme pozadované feseni di-
ferencidlni rovnice. Rlzné verze metod vyplyvaji z jednotlivych voleb hodnot vahovych
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funkci. Nasledujici varianta metody vahovych rezidui je nazyvana metodou konecnych
objem: Zvolme nejjednodussi vahovou funkci W = 1. Potfebny pocet rovnic pro vahové
reziduum obdrzime rozdélenim vypoctové oblasti na jednotlivé kontrolni objemy a nasled-
nym nastavenim vahové funkce W = 1 v daném kontrolnim objemu, ktery nas zajima,
a W = 0 v ostatnich kontrolnich objemech. Mtizeme si vSimnout, Ze v tomto pripadé musi
byt integral rezidua ptes kazdy kontrolni objem nulovy.

4.2.1. Formulace metody konec¢nych objemu

V tadé praci se odvozuji algebraické diskretizacni rovnice pomoci metody Taylorovych
fad, ktera byla zminéna vyse. V predeslé ¢asti vSak bylo ukazano, ze metoda kontrolnich
objemti mtze byt povazovana za specialni verzi metody vahovych rezidui. Zakladni my-
slenkou je rozdélit vypoctovou oblast na koneény pocet nepiekryvajicich se kontrolnich
objemu tak, Ze kazdy kontrolni objem obsahuje jeden uzlovy bod (viz. obr. 4.5). Nasledné
danou diferencialni rovnici integrujeme pres jednotlivé kontrolni objemy a k vypoctu jed-
notlivych integrali pouzijeme po c¢astech spojity profil vyjadiujici zménu veli¢iny ¢ mezi
jednotlivymi uzlovymi body. Vysledkem je diskretizacni rovnice obsahujici hodnoty ¢ pro
urcéitou skupinu uzlovych bodt, které spolu sousedi. Vyhodou této metody je, Ze zaru-
cuje splnéni zédkona zachovani hmotnosti, hybnosti a energie pro celou vypoctovou oblast
vcetné jejich jednotlivych podoblasti.

| | | I
| | | |
| | . | |
c | O ! O ! O : @]
| | | |
| | | |
——————— e o e S
|
| | | |
| | | |
| |
o @) I o I O I o
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
_______ S B
| |
| | | |
| | | |
o | O | O | O } O
| | | |
| | | |
] ] | |

Obrézek 4.5: Sit.

4.3. Stacionarni vedeni tepla

Pii stacionarnim (ustaleném) vedeni tepla nedochazi ke zméné teploty v zavislosti na
Case t, prava strana rovnice (4.16) bude v tomto piipadé tedy nulova.
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4.3.1. 1D stacionarni vedeni tepla

Podrobny postup odvozeni diskretizacni rovnice pro vedeni tepla uvedeme pro za-
kladni pripad 1D stacionarniho vedeni tepla. Postup pro odvozeni ve vicedimenzionalnich
pripadech je analogicky. Uvazujme tedy 1D stacionarni rovnici vedeni tepla ve tvaru:

d dT -
5 (5) e (422

Vypoctova oblast pro 1D pripad a jeji diskretizace je znazornéna na obrazku 4.6. Mtzeme
zde vidét kontrolni objem pro bod P a jeho prilehlé body W a E, které nazyvame soused-
nimi body (zkratky W a F pochazeji z anglického west a east point, zdpadni a vychodni
bod). Pismeny w a e jsou oznaceny hranice kontrolniho objemu nélezicimu bodu P, ktery
mé délku Azx. (6x), a (0x), pak oznacuji vzdalenost mezi jednotlivymi uzlovymi body.
Jelikoz se jednéd o 1D pfipad budeme uvazovat jednotkovou sirku ve sméru y a z. Objem
kontrolniho objemu je tedy roven V = Az x 1 x 1.

(6x) (6x)e
<
I w | €
| |
W i p i E
_Xp - Ax P

Obrazek 4.6: Vypoctova oblast pro 1D problém vedeni tepla.

Rovnici (4.22) zintegrujeme pfes ndmi popsany kontrolni objem a dostaneme:

dT dT c.
() (s -+ [ o o

Pro jednoduchost budeme dale znadit vnitini zdroj @, pouze pismenem Z. Abychom
mohli vypocitat derivace % obsazené v rovnici (4.23), musime zavést predpoklad o cho-
vani profilu nezname teploty T'. Nejjednodussim pristupem je uvazovat hodnotu teploty
T konstantni (tedy nulovou zménu teploty podél daného kontrolniho objemu) v daném
kontrolnim objemu, tak vznika tzv. skokovy profil, ktery vsak nedava informace o chovani
teploty na hranicich kontrolniho objemu. Z tohoto divodu je vhodnéjsim predpokladem
po castech spojity linearni profil, ktery predpoklada linearni zménu teploty mezi jednot-
livymi sitovymi body. Oba profily jsou zndzornény na obrazku 4.7.

S predpokladem po ¢astech linedrniho profilu miZeme jednotlivé derivace v rovnici (4.23)
prepsat do nasledujiciho tvaru:

Ae(Tg — Tp) B Mo(Tp — Tw)
(0x)e ()4
kde Z je stfedni hodnota Z pies dany kontrolni objem. Rovnici (4.24) mtZzeme zapsat
v nasledujicim tvaru, se kterym budeme dale pracovat:

+ ZAz =0, (4.24)

(lpr = CLETE + CL[/VTW + b, (425)
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Obrazek 4.7: Skokovy a po c¢astech linearni profil.

kde
J— )\6
T (6n)
Aw
aw = (1)
ap = ag -+ aw, (4.26)
b = ZAzx.

Rovnici (4.25) lze také prepsat do obecnéjsiho tvaru:

CLPTP = Z aannb + b, (427)

kde index nb znaci sousedni uzlové body a sumaci realizujeme pfes vSechny sousedy.

Odvozené diskretiza¢ni rovnice musi spliovat dva zasadni pozadavky a to jak pro
hrubou, tak i pro jemnou sif. Jmenovité to je (1) fyzikalné realné chovani feSeni a (2)
splnéni celkové bilance. Fyzikalné realné chovani mtizeme chapat tak, ze feSeni numerické
(priblizné) bude ptiblizné kopirovat trend feSeni exaktniho. Druhy pozadavek lze vylozit
jako splnéni rovnice zachovani energie, hmotnosti a hybnosti.

Zakladni pravidla

Abychom pri odvozovani diskretizacnich rovnic dodrzeli vyse zminéné dva pozadavky,
je nutné se ridit nasledujicimi ¢tyrfmi pravidly:

1. pravidlo: Konzistence na hranicich kontrolniho objemu: Uvazujme hranici spo-
le¢nou pro dva kontrolni objemy, pak musi byt tok tekouci pres tuto hranici popsan
stejnym vyrazem pro oba kontrolni objemy.

Predstavme si dva sousedni kontrolni objemy s uzlovymi body zleva £ a P a jejich
spolec¢nou hranici ozna¢me e. Dané pravidlo v praxi znamena, ze stejny tepelny tok
fl—: pritékajici z kontrolniho objemu s uzlovym bodem FE zleva pres hranici e musi
vstoupit také do kontrolniho objemu s uzlovym bodem P. Piedpoklad po c¢astech
spojitého linearniho profilu tento predpoklad spliuje. Podrobnéji se tepelné vodi-
vosti na hranici kontrolniho objemu budeme vénovat v kapitole Tepelna vodivost
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na hranici kontrolniho objemu . Jako ukizku poruseni stavajiciho pravidla, lze
uvést priklad pouziti tepelné vodivosti definové pro teplotu uzlového bodu.

2. pravidlo: Kladné koeficienty: Vsechny koeficienty a; diskretizaéni rovnice museji
mit vZdy stejné znaménko (kladné, nebo zaporné). Z hlediska fyzikalniho vyznamu
se voli kladné koeficienty.

Jedna se o logicky pozadavek, kdyz uvazime, ze ke zméné teploty v uzlovém bodé
dochéazi pouze vlivem tepelné difuze (vedenim tepla). Jedna se o to, ze konkrétni
uzlovy bod je ovlivnén pouze hodnotami teplot jeho sousednich uzlovych bodi.
A pokud tedy vzroste teplota v jednom z téchto bodi, musi nasledné dojit ke vzristu
teploty v sousednim bodé.

3. pravidlo: Zaporna smérnice linerizovaného zdroje: Pokud budeme uvazovat na-
sledujici tvar linearizovaného zdroje Z = Zo + ZpTp, pak koeficient Zp musi byt
vzdy mensi nebo roven 0. Poruseni tohoto pozadavku by mohlo vést k nesplnéni
1. pravidla. Podrobnéji se tvaru linearizovaného zdroje a tvaru zakladni diskretiza-
¢ni rovnice s timto zdojem budeme vénovat v kapitole Linearizace zdrojového
Clenu.

4. pravidlo: Suma sousedicich koeficient: ap = > ay.

Méjme diferencidlni rovnici obsahujici pouze derivace zavisle proménné T, pak funkce
T a T + ¢, kde ¢ je ndhodné konstanta, musi obé splnovat tuto diferencialni rovnici.
Abychom zajistili platnost tohoto pozadavku, je nutné splnit definici 4. pravidla.
Dané pravidlo nelze aplikovat na rovnice s linearizovanym vnitinim zdrojem (plat-
nost toho pravidla narusuje zavislost zdroje na teploté).

Tepelna vodivost na hranici kontrolniho objemu

V pripadé konstantni vodivosti A, je jeji hodnota stejna pro vSechny kontrolni objemy
i jejich hranice. Uvazujme nyni pfipad proménné tepelné vodivosti A. Tepelna vodivost
Ae uvedend v rovnici (4.24) oznacuje velikost tepelné vodivosti na hranici e daného kont-
rolniho objemu (analogicky pro \,). My vSak zndme pouze hodnoty Ay, A\g a Ap v jed-
notlivych uzlovych bodech W, E a P (pro 1D piipad). Pro vyjadfeni tepelné vodivosti
na hranicich kontrolnich objemt pouzijeme tyto jiz znamé tepelné vodivosti v danych
uzlovych bodech. Nejjednodussim zptisobem vyjadreni je linearni kombinace jednotlivych
vodivosti:

Ae = fedp + (1 — fe) g, (4.28)
kde f. je vahovy faktor, definovany jako pomér vzdalenosti dx, a dz (viz obrazek 4.8):
(51‘_},
L= — . 4.2
fo= 0 (4.29

V pripadé, ze zvolime hodnotu f. = 0,5, dostaneme vodivost na hranici e jako aritme-
ticky prameér z hodnot A\p alg. Tento zpiisob vsak neni zcela vhodny, zvlasté v pripadech,
kdy dochazi k ndhlym zménam vodivosti. Aritmeticky primeér neni schopen zohlednit vy-
razné nepoméry velikosti jednotlivych tepelnych vodivosti, coz vede k vyrazné nepiesnosti
zv1asté v pripadé, kdyz budeme mit dvé vrtsvy a jedna z nich bude izolaci, pak vysledny
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Obréazek 4.8: Definované vzdalenosti pro hranici e.

tok na tomto rozhrani musi byt nulovy, nicméné aritmeticky primeér da nenulovou hod-
notu.

K presnéjsimu vyjadieni tepelné vodivosti na hranici e vyuzijeme tepelny tok . (z rov-
nice (4.24)) tekouci pfes tuto hranici:

Ae(Tp —Tg)
fo = ——— . 4.30

Podle obrazku 4.9, kde kontrolni objem s uzlovym bodem P ma vodivost Ap a kontrolni
objem s uzlovym bodem F méa vodivost A\g, mizeme rovnici (4.30) pfepsat do tvaru
s tepelnymi odpory ve jmenovateli podle analogie s Ohmovym zadkonem:

Tp —1Tg

qe = ox)_ ox ' (431)
Tp
O q.(-’_:‘J /16 |
’ I
I TE
| 0]
|
s Ap i e Ag 1
Nt | -
P ! E
< O~ > Os >

Obrazek 4.9: Definované vzdalenosti a vodivosti pro kontrolni body a hranici e.

Pokud rovnice (4.30) a (4.31) postavime sobé rovny a pouzijeme definici vdhového
faktoru (4.29) dostaneme rovnici:

- 1_fe fe !
Ae—( - +E) . (4.32)

19



Volbou f, = 0,5 (hranice lezi pfesné uprostfed mezi uzlovymi body), dostavame definici
harmonického primeéru:

2ApA
P i (4.33)
Ap+ Mg
Pouzitim rovnice (4.32) pfejde koeficient ag z rovnice (4.25) na nésledujici tvar:
or)-  (6x) ]
ap = [( z)- | x)ﬂ . (4.34)
Ap AE

Analogicky by se postupovalo s vyjadifenim koeficientu ay,, popf. dalsich koeficientu.
Pouziti takto odvozené tepelné vodivosti na hranici kontrolniho objemu je velice efektivni,
vice v [8],[9].

Linearizace zdrojového ¢lenu

V pripadé, ze vnitini zdroj Z je zavisly na teploté T, vyjadiime tuto zavislost jako
lineadrni formu ve tvaru: )
Z =Zc+ ZpTp, (4.35)

kde Zo je konstantni ¢ast zdroje a Zp urcuje smérnici zavislosti zdroje na teploté Tp.
Rovnice (4.25) pak pfejde do tvaru:

CZPTP = GETE -+ awTW + b, (436)
kde
ap = A
P (n)
a = —)\w
YT (e
ap = aE+aW—Zpr, (437)
b = ZCAI‘

V ptipadé, ze Z je nelinearni funkce 7', musime ji linearizovat pomoci volby hodnot S¢
a Sp, které samy mohou zaviset na hodnoté 7. Musime vSak klast diraz na splnéni
3. pravidla: Zp < 0. Konkrétni ptiklady linearizaci jsou uvedeny v [9].
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4.3.2. Okrajové podminky

Vypoctovou oblast mtizeme rozdélit na vnitini a hrani¢ni uzlové body. Pro vnitini
uzlové body plati rovnice (4.25), ve dvou rovnicich se vSak objevi i teploty hrani¢nich
uzlovych bodt, diky ¢emuz dochézi k prenosu informace o okrajovych podminkach dovnitt
télesa. Okrajové podminky jsou trojiho typu:

1. Dirichletova podminka: V tomto pripadé je dana okrajova teplota.
2. Neumannova podminka: Je dan tepelny tok hranici.

3. Newtonova podminka: Je zadan tepelny tok hranici za pomoci teploty okoli a sou-
¢initele prestupu tepla.

Pokud zadédme podminku 1. druhu (Dirichletova podminka), nepotfebujeme Zadnou dalsi
rovnici. Tato potfeba vsak nastava v pripadé podminky 2. a 3. druhu. Je nutné zkonstru-
ovat rovnice pro okrajové teploty na vsSech hranicich. Odvozeni téchto rovnic je zavislé
na geometrickém pristupu rozdéleni oblasti na kontrolni objemy. Existuji dva pristupy A
a B.

Pristup A: Tento pFistup spoc¢iva v tom, ze hranice kontrolnich objemi lezi pfimo upro-
stfed mezi uzlovymi body. V tomto ptipadé jsou pro nas ustfedni uzlové body. Z obrazku
4.10 vidime, Ze tento pristup ma za nasledek, ze uzlové body nelezi ve stredu kontrolnich
objemi.

I ! | I

Obrazek 4.10: Geometricky pristup A.

Pristup B: Zde jsou pro nas stézejni kontrolni objemy. Oblast si tedy nejdfive rozdélime
na jednotlivé kontrolni objemy a do jejich stredi poté umistime uzlové body, viz obrazek
4.11. Pro vytvoreny model byl pouzit pravé tento geometricky pristup.

Detailni odvozeni jednotlivych diferencialnich rovnic pro oba vyse zminéné pfistupy
a porovnani téchto pristupt lze nalézt v [3]. Dale zminime zpracovani okrajovych podmi-
nek pro nami zvoleny geometricky pristup B. Pro nase potifeby pristup prvniho radu.
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Obrazek 4.11: Geometricky ptistup B.
Zpracovani okrajovych podminek pro geometricky pristup B

Pristup pomoci nizsiho fadu vychazi z predpokladu po castech spojitého linearniho
profilu, ktery jsme zavedli pii odvozovani rovnice (4.25). Vyjadfeni tepelného toku vstu-
pujiciho pres hranici do oblasti, viz obrazek 4.12, mé tvar:

NTh — T)

(5 )
kde jednotliva oznaceni jsou znazornéna na obrazku 4.12. Uvedeme vypocet teploty Ti
pro okrajové podminky 2. a 3. druhu.

qw = (4.38)

e Je ddna Neumannova okrajova podminka, je tedy zadan tepelny tok ¢, a hrani¢ni
teplotu 77, pak muzeme vyjadfit z rovnice (4.38):

G + FT:
=t (4.39)

el
e Je ddna Newtonova okrajovd podminka, tedy tepelny tok na hranici pomoci teploty
okoli T, a soucinitele prestupu tepla na hranici a:

G = (T — Th) = T — aT;. (4.40)
Nyni mtZeme z rovnice (4.40) vyjadrit teplotu 77:

aTy + 27T

T, =
1 %+a

(4.41)

Ptistup nizsiho fadu predpoklada konstantni tepelny tok mezi dvéma sousednimi uzlo-
vymi body, coz je dano volbou po c¢astech spojitého linedrniho profilu. Tento postup
nazyvame tzv. jednostranné schéma, protoze poskytuje neptfesnost ohledné hranice, ktera
nelezi uprostied mezi uzlovymi body. Pro nase potieby vsSak tento pristup je postacujici.

Dale existuje pfistup vyssiho fadu, ktery nékteré nedostatky predeslého pristupu od-
strafuje, vice o tomto pfistupu je mozné nalézt v [3].
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Obrazek 4.12: Oznaceni uzlovych bodi a tokd pro geometricky ptistup B.
4.3.3. 2D stacionarni vedeni tepla

Postup odvozeni diskretizac¢ni rovnice pro 2D vedeni tepla je analogicky s postupem
uvedenym pro 1D. Kontrolni objem pro 2D pfistup je znédzornén na obrazku 4.13. Pro
sitovy bod P mame tentokrat ¢tyti sousedni body, W, E pro smér v ose z a S, N ve sméru
osy 4. Vzhledem k tomu, Ze se jedné o 2D pripad, bude tloustka ve sméru osy z jednotkova
a objem daného kontrolniho objemu bude V' = Ax x Ay x 1. Oznaceni vzdalenosti mezi
jednotlivymi sitovymi body a hranicemi kontrolniho objemu jsou patrné z obrazku 4.13.
Parcialni diferencialni rovnice pro 2D stacionarni vedeni tepla ma tvar:

0 oT 0 oT
= (A== —)+Zz=0. 4.42
Ox (A(%) oy (Aay)Jr ’ “42)

Rovnici (4.42) budeme analogicky jako v 1D pfipadé integrovat, v tomto pfipadé za po-
moci dvojnych integrald, pres dany kontrolni objem:

//53:( >dxdy—|—// ay< )dydw—k/sn/:Sda:dy:()_

Po integraci dostaneme rovnici ve tvaru:

[(Ag—zj) (AZ—Z)J Ay + KA%—D (AZ—D } Az + ZAxAy = 0. (4.43)

Za predpokladu po castech linedrné spojitého profilu mezi jednotlivymi uzlovymi body
muZeme rovnici (4.43) zapsat v tomto tvaru:
AAy(Ty — T, A Ay(Tp — Tj MAx(Ty =T AsA —T. -
yTp —Tp) y(Tp W)+ (Ty —Tp)  AAz(Tp S)—l—ZAxAy:O.
(02)e (02)w (0y)n (6y)s
(4.44)

Pokud oznac¢ime skupinu AA/d jako koeficient a, mizeme zapsat vyslednou diskretiza¢ni
algebraickou rovnici ve tvaru:

aply, = agTp + awTw + anTy + asTs + b, (4.45)
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Obrazek 4.13: Kontrolni objem pro 2D vedeni tepla.

kde pro jednotlivé koeficienty plati:

O AAY
“T ().
AGAY
aw = (5£E)w )
oy = Az (4.46)
(0Y)n’ '
AN Az
as 69).
ap = ag+aw +an+as,
b = ZAzAy.



4.3.4. 3D stacionarni vedeni tepla

Parcialni diferencialni rovnice pro 3D stacionarni vedeni tepla ma tvar:

0 or 0 or 0 orT
5 (0% ) o (05 )+ 5 (V5 ) + 2 =0 (147

Kontrolnim objemem je v tomto pripadé krychle, k uzlovym bodtm z 2D pfipadu nam
jesté pribyly dva body T" a B (z anglického top a bottom). Analogicky opét provedeme in-
tegraci pres dany kontrolni objem, v tomto pripadé se bude jednat o trojné integraly. Poté
prepiSeme jednotlivé derivace za pomoci po ¢astech spojitého linarniho profilu a vyslednou
rovnici miizeme zapsat ve tvaru:

a, Ty = agTe + awTw + anTy + asTs + arTr + agTp + b, (4.48)

kde pro jednotlivé koeficienty plati;,

A AYAz
“ET TG,
 AAYAz
aw = —(5$)w )
 MAZAZ
T TGy
R (4.49)
 NAzZAy
N
_ MAzZAY
BT T 6,
ap = agtaw +any+as+ar+ag,

b = ZAzAyAz.

4.4. Nestacionarni vedeni tepla

4.4.1. 1D nestacionarni vedeni tepla

Pro nestacionarni pripad podrobnéji odvodime tvar diskretizac¢ni rovnice vedeni tepla
pro 1D rozmér, pro vyssi dimenze uvedeme nasledné jiz konecnou formu diskretizac¢ni
rovnice. Nestacionarni pripad popisuje stav, kdy je teplotni pole v ¢ase proménné. Pokud
neuvazujeme vnitini zdroj, tak mé rovnice popisujici tento pripad nasledujici tvar:

d dT oT

Déle budeme pro zjednoduseni uvazovat, Ze ¢len pc je konstantni a neni tedy zavisly na
teploté T'. Postup odvozeni diskretizacni rovnice je analogicky jako v pfipadé odvozeni
rovnice 1D stacionarniho vedeni tepla, vyjma rozdilu, Zze v nestacionarnim pripadé se
teplota T's casem méni. Chceme tedy znat teplotni pole v riiznych ¢asovych krocich, jejichz
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velikost oznaéme At. Rovnici (4.50) budeme tedy integrovat nejen ptes dany kontrolni
objem, ale také pres ¢asovy interval (¢,t + At). ,Staré” hodnoty teploty 1" (tedy v case
t) budeme oznacovat hornim indexem 0 (73,75, T3,) a ,nové” (nezndmé) hodnoty v ase
t + At hornim indexem 1 (T}, T, T}i/). Piistoupime nyni k itegraci rovnice (4.50):

t+At t+At
pc/ / a—Tdtdyc —/ / p < )dxdt (4.51)

Levou stranu rovnice je mozné prepsat pomoci vyse zminénych ,starych” a ,novych”
hodnot:

t+At
/ / a—dtdx = pcAx(ThH —Tp). (4.52)

Dale pristupme k tipravé pravé strany. Integral pres kontrolni objem lze pirepsat analogicky
jako v 1D ptipadée:

peAx(Th —T9) = /t {AQ(T&;T” - Aw(?gm)_wTW) dt. (4.53)

Nyni je nezbytné provést predpoklad o tom, jak se jednotlivé uzlové body Tp, Tk a Ty
méni v éasovém intervalu (¢, ¢+ At). Existuje mnoho pfistupti, pro nase ucely nam postaci
predpoklad o linedrni kombinaci starych a novych teplot ve tvaru:

t+At
/+ Tpdt = [fTh + (1 — f)Tp] At, (4.54)

kde f je vahovy faktor nalezici do intervalu (0, 1). Podle volby hodnoty vdhového parame-
tru f, pak rozliSujeme rtzna schemata reseni, kterym bude podrobnéji vénovana kapitola
4.4.2. Uzitim stejného principu pro uzlové body Tr a Ty mizeme rovnici (4.53) upravit
na tvar:

1 1 1 1 0 0 0 0
By~ g {w(’? Th AT T >] o [MTE )  ATE-TY)
T)e (02)w (6z)e (02)w
(4.55)
Rovnici (4.55) zapiSeme v jednodus$$im tvaru za pomoci koeficientdi ag, ag a ap, pro
jednoduchost budeme nadale vynechavat horni index 1 u ,nové” teploty. Vysledkem je
rovnice tvaru:

aplp = ap [fTE—i‘(l—f)T]%}‘f‘aW [fTw+(1_f)TSV}"‘[a(J)D_(1_f)aE_(1_f)aW] Tp,

(4.56)
kde
T G
a = )\w
YT (6x)y
pcAx
a) = A (4.57)
ap = faE—i-faW—l—a%.
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4.4.2. Schemata feSeni

Podle volby hodnoty vahového faktoru f rozliSujeme t¥i schemata Feseni: Explicitni
schema, Crank-Nicolsonovo schema a Implicitni schema. Jednotlivé volby vahovych fak-
tord jsou graficky zobrazeny na obrazku 4.14.

t t + At

Obrazek 4.14: Zména teploty v zavislosti na case pro tfi rizna schemata.

Explicitni schema

Explicitni formu rovnice (4.56) dostaneme volbou f = 0, rovnice (4.56) pak ptejde na
tvar:
CLPTP = GET]% + CLWTIE)V -+ (a(}g — g — aW)TIE), (458)

Volbou f = 0 klademe velkou vahu na staré teploty a vliv novych teplot se neuvazuje.
Jak je vidét v rovnici (4.58) hodnota Tp je zavisla pouze na predchazejicich hodnotach
teploty Tp, T}, a Tg. Z tohoto divodu se dané schema nazyvé explicitni. Na prvni pohled
se schema zda byt vyhodné hlavné pro svou jednoduchost vyjadieni teplotni zavislosti,
bohuzel méa i své nevyhody. Nejvétsi z nich je podminka omezujici volbu délky casového
kroku At, ktera vychazi z pravidla o nutnosti pozitivnich koeficientii diskretiza¢ni rovnice.
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Tvar této podminky, jinak také nazyvané jako podminka stability, mize byt vyjadien jako

(odvozeni tvaru viz. [9] nebo [8]):

pe(Ax)?
2\

Pokud dojde k poruseni této podminky zacne model davat nerealisticka feseni. Z pod-

minky vyplyva, Ze pokud budeme chtit pouzit pro nase vypocty jemnéjsi sit, budeme

nuceni zjemnit také ¢asovy krok, coz miize vyrazné prodlouzit vypoctovou dobu modelu.

At < (4.59)

Crank-Nicolsonovo schema

Crank-Nicolsonovo schema je v mnoha ohledech uvadéno jako bezpodminecné stabilni
schema. Dostaneme ho volbou f = 0,5, ¢imz dame stejnou vahu na staré a nové teploty.
Pojem bezpodminecné stability vede k dojmu, Ze Casovy krok miize byt zvolen zcela
bez ohlednu na velikost kontrolniho objemu, bohuzel tomu tak neni. I v tomto pripadé
v matematickém slova smyslu nam nezarucuje, ze vysledek bude vzdy fyzikalné realny
(podrobnéji viz. [9]). Proto pfistupujeme k poslednimu a nejpouzivanéjsimu schematu
a to implicitnimu.

Implicitni schema

Implicitni schema dostaneme volbou vahového parametru f = 1, ¢imz dame nejvétsi
vahu na nové hodnoty. Zprvu se tento pfistup nemusi zdat byti tim nejvhodnéjsim, zvlasté
kdyz Crank-Nicolsonova schema pfedpokladalo na prvni pohled rozumny predpoklad li-
nearniho priibéhu, ale uvédomme si, ze casové chovani teploty je ve své podstaté exponen-
cidlni (tj. na po¢atku dojde k prudké teplotni zméné a néasledné je teplotni priibéh rovny).
Z tohoto dtvodu se linedrni pribéh, ktery dava Crank-Nicolson, nejevi jako nejvhodnéjsi
volba. Pro hodnotu f = 1 tedy dostavame rovnici (4.56) ve tvaru:

CLPTP = aETE + awTW + b, (460)
kde
Ae
a =
v (6x)."
Aw
awy = -/
W (01)y’
0 pcAx
= 4.61
ap At ) ( )
ap = Qg+ aw + ag,

b = ZAx#—af,Tﬁ.

Vidime, ze pokud At — oo, rovnice (4.60) pfejde na stacionarni diskretiza¢ni rovnici.

4.4.3. 2D nestacionarni vedeni tepla

Odvozeni 2D diskretiza¢ni rovnice pro nestacionarni vedeni je analogické jako v 1D
pripadé, z tohoto diivodu je uvedena pouze konecna verze této rovnice v implicitni formeé:

CLPTP = CLETE + awTW + (INTN + CLSTS + b, (462)
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kde

ap
aw
an
as
ap

b

ap

_ BT (4.63)

= ZArAy+ a%Tp,

= ap+aw +ay + ag + a.

4.4.4. 3D nestacionarni vedeni tepla

kde

Implicitni forma 3D diskretiza¢ni rovnice nestacionorndho vedeni tepla ma tvar:

apTp = agTy + awTw + ayTn + asTs + arTr + agTs + b, (4.64)
O AAYAz
T T Gn).
A AyAz
ay = —(5$)w ;
M AZAZ
N O
 AAzZAT
T TGy,
ar = —Atéj)?ya (4-65)
M ATAY
BT T 6,
o pcArAyAz
‘o= At
b = ZAzAyAz +a)Ty,

ap

ag +aw +ay + as + ar +ag + a%.
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4.5. ReSeni soustavy algebraickych rovnic

Pti odvozovani jednotlivych diskretiza¢nich rovnic jsme od zacatku nepredpokladali
zadny konkrétni algoritmus, kterym vzniklé soustavy budeme dale fesit. K feseni jednotli-
ulohy, zvlasté nelinearni, je vhodné pouzit iteracni metody, které se fidi zakladnim algo-
ritmem:

e Algoritmus za¢ind odhadem hodnot teplot ve vSech uzlovych bodech (muze se jednat
o odhad nédhodny, popt. ziskany z experimentu).

e Poté za pomoci aktualnich hodnot teploty dojde k prepocitani jednotlivych koefici-
enttl vyskytujicich se v diskretizac¢nich rovnicich.

e Vyiesime soustavu algebraickych rovnic a ziskame nové teploty v uzlovych bodech.

e S novym teplotnim odhadem opakujeme krok dva do té doby, nez se hodnoty teplot
v jednotlivych iteracich vyrazné nelisi (v praxi se pouziva vhodnad norma rozdilu
teplot v jednotlivych iteracich).

4.5.1. ResSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic pro 1D

K feSeni diskretizacnich rovnic pro 1D pfipad mutze byt pouzit algoritmus TDMA
(z anglického TriDiagonal-Matrix Algorithm), coz je zjednoduSena verze Gaussova elimi-
nacniho algoritmu, ktera se pouziva pro feseni tfidiagonalniho systému rovnic.

Celou vypoctovou oblast rozdélme na jednotlivé kontrolni objemy, které ocislujme, viz
obrazek 4.15, kde body 1 a N oznacuji hrani¢ni body. Diskretiza¢ni rovnici nyni mtzeme
napsat jako:

a; Ty = 0;Tiy1 + ¢ Ty + d;, (4.66)
pro i = 1,2,3,..., N. Rovnice (4.66) popisuje zavislost teploty 7; na jejich sousednich
hodnotach T; | a T;.y. Z rovnice plyne, ze ¢; = 0 a by = 0, protoze hodnoty teplot
To a Ty1 lezi mimo FeSenou oblast. Pokud zaddme teploty na hranicich (Dirichletova
podminka), rovnice (4.66) pfejde do trividlniho tvaru napf.: zadame-li 7}, pak se tvar
rovnice z duvodu hodnot b, = 0, ¢; = 0 a a; = 0 redukuje na d; = T;. Algoritmus

- = 1
1 ) |

2 3 1-1 1 1+1 N-2 N-1 N

Obrazek 4.15: Vypoctova oblast pro 1D tlohu.

TDMA se sklada ze dvou ¢&asti: forward elimination a backward substitution (do ¢estiny
Ize prelozit jako dopfednou eliminaci a zpétnou substituci). Uloha jednotlivych fazi je
popséana v nasledujicim algoritmu (iplné odvozeni rovnic uvedeno v [9]):

Za pomoci koeficientii rovnice (4.66) spoc¢itdme nové koeficienty P; a Q;:

a;—c; P

du =1
@i = diregis i=23,...,N—1. (4.67)



o i=1
Q=) "4  .,_93  N_1L (4.68)

a;—ciPi1

Nyni pfistupme ke zpétné substituci. Pfedepiseme:
Tn = Qn.

Aproi=N—-1,N—2/...,3,2 1 spotteme nasledujici rovnici (4.69), z niz obdrzime
hOanty TN—la ZFN_Q7 N ,Tg, TQ, Tl-

T; = BT + Q;. (4.69)

Vyhodou této metody je jeji nizkd naro¢nost na velikost paméti poéitace (pocet uzlovych
bodu) a také efektivni rychlost vypocta.
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4.5.2. ReSeni soustavy algebraickych rovnic pro 2D nebo 3D

Algebraické diskretiza¢ni rovnice typu rovnice (4.25) jsou lineérni rovnice, v praxi se
vSak muzeme setkat i s rovnicemi nelinedrnimi (napf. tepelnd vodivost je funkci teploty
apod.). Pouzitim itera¢nich metod vSak tyto tlohy muZzeme Fesit jako linearni. Mezi nej-
jednodussi itera¢ni metody, které lze pouzit k feseni soustav algebraickych rovnic pro
2D, piip. 3D, patii Gauss-Seidelova iteracni metoda (podrobné v [9]). Jeji bezespornou
vyhodou je jednoduchost, ovsem tato metoda ma zasadni nevyhodu a to pomalou kon-
vergenci, zvlasté v oblasti velkého poc¢tu uzlovych bodi. Z tohoto diivodu k feseni naseho
problému pouzijeme metodu nazyvanou Liniova metoda (line by line method), ktera kon-
verguje, oproti Gauss-Seidelové iterac¢ni metodé, vyrazné rychleji.

Liniova metoda

Vysvétleme princip této metody na 2D oblasti. Na obrazku 4.16 vidime vyznacené tii
sousedici linie ve sméru osy z, z nichz si zvolime jednu. Predpokladejme, ze teploty ze sou-
sednich linii (nad a pod zvolenou linii) zndme z predchozich iteraci, pfipadné z prvotniho
odhadu teplotniho pole. Pro vypocet hodnot teploty 7" na nami zvolené linii pouzijeme
nam jiz znamy algoritmus TDMA. Timto algoritmem projdeme postupné vSechny linie
sméru x. Poté zménime smér a projdeme postupné vsechny linie sméru osy y. Tuto me-
todu miizeme jednoduse rozsitit pro 3D model, staci pouze projit jesté treti smér linii,
Smer z.

zvolena

/ linie
A

L J

Obrézek 4.16: 2D oblast pro liniovou metodu.

Pro pfedstavu uvedeme pouziti liniové metody na 2D rovnici (4.45), kterou pro vnitini
uzlové body na linii ve sméru z mizeme zapsat ve tvaru:

apyTy, = apTp + awTw + anTy + asTs + b, (4.70)

kde anTy + asTé + b popisujici teploty na sousednich linii z predeslych iteraci oznacime
jako d;. Rovnici (4.70) pak muzeme piepsat do tvaru rovnice (4.66):

a;T; = 0;T;v1 + ¢’ T4 + d; (4.71)

a nasledné aplikovat algoritmus TDMA. Analogicky mitZeme pfepsat rovnici (4.45) pro
vnitini uzlové body na linii ve sméru y. Rychlost konvergence liniové metody je rychlejsi
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na rozdil od Gauss-Seidelovy itera¢ni metody, protoze liniovd metoda pomoci algoritmu
TDMA v daném sméru vtahuje informace o okrajovych podminkéch do celého vnitiku
feSené oblasti. Z tohoto divodu byla vyuzita pro vyvoj vypoc¢tového modelu, ktery je
hlavnim cilem této prace.
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5. Vysledky

Stézejnim obsahem této kapitoly jsou vysledky vytvoreného modelu pro posouzeni
vlivu implementace nanocastic do PCM na ¢asové proménné teplotni pole (viz kapitola
5.3). Déle se tato ¢ast vénuje vykresleni vysledku pro stacionarni 2D vedeni tepla pro rtizné
okrajové podminky (viz kapitola 5.1) a také vymezeni hodnot jednotlivych parametri
dulezitych pro vypocet teplotniho pole (viz kapitola 5.2).

5.1. Vysledky pro stacionarni vedeni tepla

Tato ¢ast uvadi vysledky programu pro stacionarni 2D vedeni tepla pro rtizné kom-
binace tii zdkladnich okrajovych podminek (Dirichlet, Neumann a Newton). Vypocty
probéhly pro 2D desku o rozmeérech 10 x 10 cm. Modelovali jsme jednoduché priklady,
u kterych zname vysledné teplotni pole, abychom ovérili spravnost programu a jeho za-
vislosti na okrajovych podminkach.

5.1.1. Dirichletova okrajova podminka

Méjme modelovy ptiklad 2D desky o rozmeérech 10 x 10 cm. Strany y =0may = 0,1
m zaizolujeme(adiabatickd strana - Neumannova podminka pro tok = 0) a pro strany
r=0m ax = 0,1 m pfedepiSme Dirichletovu podminku po fadé T'= 100°C a T' = 0°C.
Startovaci odhad teplot byl nastaven na jednotnou hodnotu 7' = 0°C'. Z praxe o¢ekavame,
ze v ustaleném stavu bude teplotni profil linedrni, viz obrazek 5.1.

0.1
0.09
E
>
0.06 0

l30 0.02 0.04 .08 041
x [m]
L 1 L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100

Obrazek 5.1: Teplotni pole pro Dirichletovu podminku a adiabatické strany.
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5.1.2. Neumannova okrajova podminka

Méjme opét modelovy ptiklad 2D desky o rozmeérech 10 x 10 cm. Strany y =0 m a y =
0, 1 m opét zaizolujeme, pro stranu z = 0 m predepiSme Dirichletovu okrajovou podminku
T = 0°C a stranu x = 0, 1 m budeme zahiivat pomoci tepelného toku ¢ = 1000W/m?, coz
je Neumanntv typ okrajové podminky. Startovaci odhad teplot byl nastaven na jednotnou
hodnotu 7" = 0°C'. Opét ocekavame linearni teplotni profil, viz obrazek 5.2.

0.1

0.09
Eo
>
0 .04 0.08 0

0 0.02 0

x [m]

.08 0.1
T T T T
0 0.1 0.2 03 04 05 086 07 08

Obréazek 5.2: Teplotni pole pro Neumannovu podminku ¢ = 1000W/m?.

Vliv Neumannovy okrajové podminky ovéfime pomoci zmény tepelného toku na hod-
notu ¢ = —1000W/m?2. V daném piipadé by mélo dochazet k chlazeni, viz obrazek 5.3.

E q0s
=2y
" 006 008

% 002 004 0.1
x [m]
Il Il Il
-0.8 0.7 06 05 0.4 03 0.2 -0.1 0

Obrazek 5.3: Teplotni pole pro Neumannovu podminku ¢ = —1000W/m?.
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5.1.3. Newtonova okrajova podminka

Nyni predpokladejme znova 2D desku s rozméry 10 x 10 cm. Strany y = 0 m a
y = 0,1 m opét zaizolujeme, strana x = 0 m bude mit predepsanou teplotu 7' = 100°C'
a posledni stranu z = 0,1 m chladme za pomoci okolni teploty T, = 20°C a soudinitele
prestupu tepla a = 50%. Startovaci odhad teplot byl nastaven na jednotnou hodnotu
T = 100°C'. Opét predpokladame vysledek ve tvaru linearniho teplotniho profilu, viz

obrézek 5.4.
01
E 005
-3
0.06 0.0

00 0.02 0.04

x [m]

8 0.1
T T T
. ..
99 995 100

Il
965 97 975 98 985

w_
m2K *

Obrazek 5.4: Teplotni pole pro Newtonovu podminku 7, = 20°C a o = 50

Zvysenim soucinitele prestupu tepla o dochéazi k postupnému priblizovani teploty dané
hranice k teploté okoli T, viz obrazek 5.5.

0 0.0z 8 01
x [m]
93 94 95 9|6 97 9|B 99 100

Obrazek 5.5: Teplotni pole pro Newtonovu podminku 7, = 20°C' a o = 100%.
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5.2. Parametry

Jako vstupy pro model byly pouzity vysledky experimentu uvedené v [1], kde byl pro
pokus vyuzit ¢isty parafinovy vosk s teplotou tani 67°C, do kterého byly nasledné im-
plementovany nanoc¢astice karbonu (pro hmotnostni procenta wt% = 1,2,3,4). Vysledné
hodnoty pro tepelnou kapacitu ¢ a tepelnou vodivost A jsou zobrazeny v nasledujicich

obrazcich 5.6 a 5.7:

12000 —

10000 —

8000

NePCM 4%
——NePCM 3%
NePCM 2%

—NePCM 1%

—PCM

100

9
o]

i 6000 -
‘o

4000|~ i

2000 |- -

%0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0
teplota [°C]
Obrazek 5.6: Tepelna kapacita pro PCM a NePCM.
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Obréazek 5.7: Tepelna vodivost pro PCM a NePCM (pokojové teplota T').

Za pomoci vyjadieni zavislosti tepelné kapacity ¢ na teploté 7" v [1], byly odvozeny

vzorce pro zavislosti ¢(T") pro parafinovy vosk s rtiznymi hmotnostnimi procenty nanoc¢as-

tic karbonu:

1500 + 9848~ ((67=1)/4)”
=\ 1500 + 984711737

7y~ [ 1500+ 9409~ ((67=1/4)
“(T) =9 1500 + 9409¢(©7-T)/3)

o(T) = 1500 + 8045¢~(67-1)/4)
| 1500 + 8045~ ((67-T)/3)

2

2

2

2

pro T < 67°C
pro T > 67°C' pro Cisty parafinovy vosk.

pro T' < 67°C
pro T' > 67°C pro obsah karbonu wt% = 1.

pro T < 67°C
pro T > 67°C pro obsah karbonu wt% = 2.
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o(r) < [ 1900+ 6955¢~(67-T)/9*  pro T < 67°C (5.4)
1500 + 6955~ (67=1)/3)*  pro T > 67°C' pro obsah karbonu wt% = 3. '

o(T) = 1500 + 6000e~(67-T)/D*  pro T < 67°C (5.5)
~ | 1500 4 6000e((67-7)/3)° pro T' > 67°C pro obsah karbonu wt% = 4. '

7 dtvodu nedostatku experimentalnich vysledki budeme nadale uvazovat tepelnou
vodivost A pro jednotlivé materialy konstantni v pribéhu celého procesu zahiivani, viz
obrazek 5.7.

K vypoc¢tu hustoty vysledné smési bude vyuZit vzorec 3.1, kde p. = 866kg/m> a pg =
1600kg/m?. Abychom mohli spocitat p.s; potfebujeme jesté objemovy podil nanocastic
¢, ktery lze vypocitat z hmotnostniho procenta wt% nésledujicim zptisobem:

wt%
100 Pe

QS: wt7o wt/o :
1ggpc+(1_ 182)90{

(5.6)
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5.3. Vysledky pro PCM a NePCM

Vypocet teplotniho pole pro PCM a NePCM byl uskutecnén pro 2D desku o rozmérech
4 x 40 cm. Strany x =0 m, y = 0 m a y = 0,4 m byly zaizolovany (adiabatické strany),
zbyvajici stranu x = 0,04 m jsme zahiivali za pomoci tepelného toku ¢ = 1000W/m?, coZ
je priblizné hodnota soldrniho zareni. Jako prvotni odhad teplotniho pole byla zvolena
jednotna teplota T" = 20°C'. Oblasti naseho zajmu je Cas, za ktery dojde k iplnému rozta-
veni PCM (parafinovy vosk) a NePCM (parafinovy vosk s obsahem nanoc¢éstic karbonu),
¢ili za jak dlouho dosdhne veskery material teploty 67°C. Dale bude nésledovat analyza
vlivu obsahu nanocastic v PCM pravé na zminénou dobu taveni.

Vzledem k vyssimu poméru stran je k prezentaci vysledkd vyuzito jiné métitko pro
jednotlivé osy, pomoci ¢ehoz je zfetelnéji viditelny pribéh teploty. Pro vypocet nestacio-
narniho vedeni tepla byl v modelu pouzit ¢asovy krok At = 5s a ¢tvercova sit o rozmérech
1 x Imm.

5.3.1. PCM

Celkova doba roztaveni ¢istého PCM, v nasem piipadé parafinového vosku s vyse
zminénymi vlastnostmi, vypocitana vytvorenym modelem je 8415s, teplota na zahtivané
strané x = 0,04 m dosahuje velikosti 7' = 168, 8°C' a teplotni pole nabyva nasledujicich
hodnot, viz obrazek 5.8.

0.04 003 002 0.01 0
x [m]
70 80 S0 100 110 120 130 140 150 160

Obrazek 5.8: Teplotni pole pro roztavené PCM.
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5.3.2. NePCM

Celkovéa doba taveni pro NePCM s obsahem wt% = 1 karbonovych nanocéastic vychazi
8305s, teplota na zahtfivané strané x = 0,04 m dosahuje velikosti 7' = 162, 7°C' a teplotni
pole nabyva nasledujicich hodnot, viz obrazek 5.9.

70 80

Obréazek 5.9: Teplotni pole pro roztavené NePCM (wt% = 1).

Celkova doba taveni pro NePCM s obsahem wt% = 2 karbonovych nanoc¢éstic vychazi
7970, teplota na zahiivané strané x = 0, 04 m dosahuje velikosti T' = 156, 26°C" a teplotni
pole nabyva nasledujicich hodnot, viz obrazek 5.10.
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Obréazek 5.10: Teplotni pole pro roztavené NePCM (wt% = 2).
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Celkova doba taveni pro NePCM s obsahem wt% = 3 karbonovych nanocéstic vychazi
7720s, teplota na zahtivané strané x = 0, 04 m dosahuje velikosti T' = 146, 59°C' a teplotni
pole nabyva nasledujicich hodnot, viz obrazek 5.11.

004 0035 003 0025 002 0015 001 0005
x [m]
70 80 90 100 110 120 130 140

Obréazek 5.11: Teplotni pole pro roztavené NePCM (wt% = 3).

Celkova doba taveni pro NePCM s obsahem wt% = 4 karbonovych nanod¢éstic vychazi
7530s, teplota na zahtivané strané = = 0, 04 m dosahuje velikosti T" = 139, 98°C' a teplotni
pole nabyva nasledujicich hodnot, viz obrazek 5.12.

| IE

0.04 0.035 003 0025 002 0015 0.01 0.005
X [m]
70 80 g0 100 110 120 130

Obréazek 5.12: Teplotni pole pro roztavené NePCM (wt% = 4).
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5.3.3. Srovnani vysledku

V nasledujicim obrazku 5.13 je uvedena tabulka srovnani jednotlivych ¢ast pro PCM
a pro NePCM.

PCM PCM s nanodasticemi karbonu (uSetreni casu v %) Hmotnostni procenta
8415s 83055 (1,307%) wt1%
79705 (5,288%) wt2%
7720s (8,259%) wt3%
75305 (10,517%) wt4%

Obrazek 5.13: Jednotlivé ¢asy potiebné pro roztaveni PCM a NePCM.

Z tabulky je zfejmé, Ze postupnym zvysovanim hmotnostniho procenta nanocastic
karbonu dochéazi ke zkracovani casu potfebného pro roztaveni celého materialu, coz je
zpusobeno zvysenim tepelné vodivosti pro NePCM, viz obrazek 5.7. Vyssi tepelna vodivost
NePCM ma také za nésledek postupné snizeni teploty na hranici zahtfivané tepelnym
tokem, viz obrazky 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12.
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6. Zavér

Cilem prace bylo vytvoreni modelu pro feseni 2D teplotniho pole pfi vedeni tepla
v PCM a v NePCM spolu s naslednym posouzenim vlivu nanocastic na ¢asové proménné
teplotni pole pravé v PCM materialu. Jako PCM byl pouzit parafinovy vosk, do néhoz byly
dale implementovany nanocastice karbonu v hmotnostnich pomérech wt% = 1,2, 3, 4. Za-
mérem studie bylo sledovat vliv nanocastic v riznych hmotnostnich pomeérech na rychlost
roztaveni celého pouzitého materialu.

Vysledky jsou interpretovany v kapitole 5.3. Z nasledné analyzy vyplyva, Ze pritom-
nost nanocastic zkracuje dobu potfebnou k roztaveni celého materialu a snizuje teplotu
na zahfivané hranici materialu. Tyto u¢inky nanocastic jsou velice uzitecné v oblasti aku-

Na jednotlivych obrazcich v kapitole 5.3 si lze vSimnout, ze ackoliv bychom ocekavali
pribéh blizky linedrnimu vzhledem k danym okrajovym podminkam, tak tomu zcela
tak neni. Jednd se o malou nepfesnot na hranicich, ktera zptiisobuje, ze profil smérem
k hranicim jemné klesa a v obrazcich ptisobi, Ze chovani teploty ma naznak parabolického
prubéhu. Tato nepfesnost je s nejvétsi pravdépodobnosti zptisobena numerickou chybou
pri vypoctu a urcitymi neprestnostmi v okrajovych podminkéach. Tomuto problému bude
nadale vénovana pozornost a dojde k odlazeni v ramci dalsiho rozvoje modelu.

V ramci spoluprace bude model nadale rozvijen. Pfinosné by bylo srovnani vysledkt
modelu s experimentalnimi pokusy a dalsi zpfesnovani jednotlivych parametri, které by
co nejblize vystihovaly realné chovani daného materialu pii zahfivani.
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Seznam zkratek

Ad
Aesf
p

Pec
Pd
Peff

tepelna kapacita [J/kg.°C]

tepelna kapacita spojité ¢asti [J/kg.°C|
tepelna kapacita diskrétni ¢asti [J/kg.°C]
efektivni tepelnd kapacita [.J/kg.°C]
tepelny tok ve sméru osy i=z,y,z [W/m?]
hmotnost [kg]

vnitini energie [J]

objem [m?]

teplota [°C]

teplota okoli [°C]

cas [s]

hmotnostni procenta [%)]

soucinitel prestupu tepla [W/m?K]
objemovy podil [—] nebo [%)]

tepelna vodivost [W/m.K]|

tepelna vodivost spojité ¢asti [W/m.K]|
tepelné vodivost diskrétni ¢asti [W/m.K]
efektivni tepelnd vodivost [W/m.K]
hustota [kg/m3]

hustota spojité ¢asti [kg/m?]

hustota diskrétni ¢asti [kg/m?]

efektivni hustota [kg/m?]
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A. Zdrojové kody v MATLABu

Zdrojové texty scripti a funkci jsou ulozeny ve dvou slozkach na pfilozeném CD.

A.l1. Stacionarni ulohy

Slozka s programy pro vypocet stacionarnich tloh, uvedenych v kapitole 5.1.

Dirichlet

e Dirichlet.m: skript s nastavenim sité, odhadu pocatecni teploty materialu a nasta-
venim okrajovych teplot pro Dirichletovu podminku

e Dirichlet_f.m: funkce s algoritmem metody kone¢nych objemi a s okrajovymi pod-
minkami pro izolované strany (Neumann)

Neumann

e Neumann.m: skript s nastavenim sité, odhadu pocatecni teploty materidlu a nasta-
venim okrajové teploty pro Dirichletovu podminku

e Neumann_f.m: funkce s algoritmem metody kone¢nych objem® a Neumannovymi
okrajovymi podminkami (izolované strany a tepelny tok)

Newton

e Newton.m: skript s nastavenim sité, odhadu pocatecni teploty materialu a nastave-
nim okrajové teploty pro Dirichletovu podminku

e Newton_f.m: funkce s algoritmem metody konecnych objemi, Newtonovou a Neu-
mannovymi okrajovymi podminkami
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A.2. Nestacionarni tulohy

Slozka s programy pro vypocet teplotniho pole PCM a NePCM. Déle je zde obsazena
slozka s vlastnostmi materialu.

Vlastnosti materialu

e Properties.m: skript vykreslujici vlastnosti zvoleného materidlu (parafinovy vosk,
parafinovy vosk s obsahem nanoéastic karbonu)

PCM
e PCM.m: skript s nastavenim sité a odhadu pocatecni teploty PCM

e PCM_f.m: funkce s algoritmem metody kone¢nych objemt a Neumannovymi okra-
jovymi podminkami

NePCM
e NePCM.m: skript s nastavenim sité a odhadu pocatecéni teploty NePCM

e NePCM.m: funkce s algoritmem metody konecnych objemii, Neumannovymi okra-
jovymi podminkami a volbou hmotnostnich procent karbonu v NePCM
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