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Anotace

Tato prace se zabyva analyzou dvou modelt dynamiky infekénich nemoci. Prvni model pfedpo-
klada, Ze se v populaci §if{ jedna infekce, kterd ma dva efekty, a to proporciondlni sniZeni re-
produkce a aditivni zvySeni mortality. Druhy model predpokladd, Ze se v populaci Sifi dvé in-
fekce, kazda s jinym efektem. Déle predpoklada, Ze jedinci nemohou mit obé infekce zarover.
Cilem analyzy téchto modelt je urcit, do jaké miry jsou rizné infekéni nemoci schopné regulo-

vat velikost populace svého hostitele. Vysledky analyzy téchto modeld jsou déle diskutovany

vzhledem k moZnosti vyuZiti infekci jako néstroji regulace Skodlivych populaci.

Annotation

This thesis deals with an analysis of two models of infectious disease dynamics. The first
model assumes that in the population spreads only one infection that causes both proportional
reduction of reproduction and added mortality. The second model assumes that two infections
spread in the population, each with different effect. This model also assumes that individuals
cannot have both infections at the same time. The aim of the analysis of these models is to
determine to what extent various infectious diseases are capable of regulating the size of their
host population. The results of analysis of both models are further discussed with regard to use

the infections as a tool for pest control.
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Kapitola 1
Uvod

Matematické modelovani md v epidemiologii dilezitou roli. Epidemiologické experimenty
obvykle neni mozné navrhnout, nebo je jejich provedeni obtiZzné. Velmi Casto je nelze provést
i z etickych nebo ekonomickych divodi. Proto jsou v epidemiologii matematické modely
dilezitym nastrojem k pochopeni chovani infekénich nemoci. Diky nim midZe byt navrZen
zpusob kontroly téchto nemoci, coZ vede ke sniZeni jejich dopadu [1].

jakymi byli naptiklad Daniel Bernoulli, Sir R. A. Ross nebo A. G. McKendrick zabyvali
otdzkami kontroly infekénich nemoci. Vyznamnou praci byla prace Rosse, ktery studoval
Siteni maldrie mezi komdary a lidmi. Ross byl za tuto praci ocenén Nobelovou cenou za me-
dicinu v roce 1902. Mimo jiné sestavil matematicky model dynamiky Sifeni malarie, na jehoz
zakladé dosel ke zjisténi, Ze epidemii lze predejit, pokud je populace komart snizena pod
urc¢itou prahovou hodnotu [2].

V této praci se budeme zabyvat modely dynamiky infekcnich nemoci v populaci, které
predpokladaji, Ze se velikost populace s Casem méni. Budeme uvazovat modely typu SI, kdy
dand nemoc nemuze byt vyléCena. V téchto modelech je populace rozdélena do tiidy S (angl.
Susceptible), ktera oznacuje pocet jedincii nachylnych k infekci, jez se mohou nemoci nakazit,
a do tiidy I (angl. Infectious) oznacujici infek¢ni jedince, ktefi mohou nemoc S§ifit pii kon-
taktech s nachylnymi jedinci. Rychlost, s jakou se méni hustota jedinci v dané tfidé, je obvykle

popsana pomoci obycejnych diferencidlnich rovnic [1].



Infek¢ni nemoci mohou nemocné jedince negativné ovliviiovat tak, ze budou zvySovat je-
jich mortalitu nebo sniZovat jejich natalitu. Proto mohou byt infekce pouzity jako nastroje pfi
regulaci Skodlivych populaci. V této praci budeme uvaZovat dva modely odpovidajici dvéma
riznym kontrolnim strategiim. Prvni model pfedpoklada, Ze jsou oba efekty pfitomny v ramci
jedné infekce. Druhy model predpoklada, ze se v populaci sifi dvé infekce, kazda s jinym efek-
tem. Dale predpokladd, Ze jedinci nemohou mit obé infekce zaroven. Cilem préce je dané mo-
dely analyzovat a vysledky dale diskutovat vzhledem k moZnosti vyuZiti infekci jako nastroja
regulace Skodlivych populaci.

Struktura této prace je nasledujici: V kapitole 2 definujeme zakladni pojmy teorie obycej-
nych diferencidlnich rovnic. V kapitole 3 popiSeme prvni model §ifeni jedné infekce v populaci
a v dal$ich castech této kapitoly tento model analyzujeme, nalezneme ekvilibria modelu a bu-
deme vySetfovat jejich stabilitu. V posledni ¢asti kapitoly budeme diskutovat vyuziti infekce
ke kontrole populace Skidcu. V kapitole 4 popiSeme a analyzujeme druhy model se dvéma
infekcemi v populaci. V dalSich castech ctvrté kapitoly vySetiime stabilitu ekvilibrii modelu
a ddle budeme diskutovat moznost vyuziti uvazovanych infekci ke kontrole Skodlivych popu-

laci. Zavérecna kapitola shrnuje tuto bakalafskou préci.



Kapitola 2

Y &

Teoreticka cast

V této ¢4sti si predstavime zdkladni definice a véty z teorie diferencialnich rovnic, které bu-
deme déle pouzivat. Pokud neni uvedeno jinak, cerpdme z pfednasek Prof. RNDr. Vlastimila
Kftivana, Csc. z pfedmétu Uvod do diferenciglnich rovnic.

Modely v této praci odpovidaji soustavé autonomnich obycejnych diferencidlnich rovnic.

Tuto soustavu definujeme nasledovné.

Definice 2.1 Nechf je ddna funkce f = (fi1,..., fn), fi : D = R, D C R™ Soustavu rovnic
dz
d_tl = fl(xh L 7:["%)7

2.1)

drn
dt

nazyvdame soustavou autonomnich obycejnych diferencidlnich rovnic.

= fulz1,. .., T0),

Soustavu (2.1) miZeme zapsat ve vektorovém tvaru jako

dx
— = f(a) 2.2)

kdez = (z1,...,xn) a f = (f1,..., fn)

Definice 2.2 (ReSeni) Resenim vektorové diferencidlni rovnice (2.2) je funkce
x(t) = (z1(t), ..., z,(t)) definovand na intervalu I, kterd pro vSechna t € I spliiuje x(t) € D

ax'(t) = f(x(t)).



Existuje nekone¢né mnoho rtznych feseni diferencialni rovnice. Chceme-li urcit jedno
feseni prochazejici zadanym bodem, zadame pocateéni podminku x(ty) = zg, g € Daty € 1.
Nalézt takovéto feSeni diferencidlni rovnice s pociteCni podminkou se nazyva Cauchyova

dloha.

Véta 2.1 (Existence a jednoznaé¢nost FeSeni, [3]) Nechi D je oteviend podmnozina R" ob-

sahujici xq. Predpoklddejme, Ze f € C1(D). Potom existuje a > 0 takové, Ze pocdtecni iloha

dx
a = f(m)a
z(0) = o,

md jednoznacné feseni x(t) na intervalu [—a, a.

Déle zavedeme pojem ekvilibrium diferencidlni rovnice a definujeme lokalni asymptotickou

stabilitu ekvilibria.

Definice 2.3 (Pevny bod, ekvilibrium) Bod x*, ktery spliiuje rovnici

se nazyvd ekvilibriem (pevnym bodem) soustavy diferencidlnich rovnic (2.2),

kde x* = (x7,...,z7%).

rn

Definice 2.4 (Lokalni asymptoticka stabilita ekvilibria) Nechf z* € R" je ekvilibrium sou-
stavy diferencidlnich rovnic (2.2), tj. f(x*) = 0. Ekvilibrium x* se nazyvd lokdlné stabilni,
pokud pro vSechna ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kaZdé FeSeni z(t) soustavy (2.2)
s po&dtecni podminkou x(ty), kterd spliiuje |x(to) — x*| < 9§, plati |x(t) — x*| < € pro vSechna
t > to. Plati-li navic, Ze lim;_,, ©(t) = x*, pak Fekneme, Ze ekvilibrium je lokdlné asympto-

ticky stabilni. Neni-li ekvilibrium lokdlné stabilni, rikdme, Ze je nestabilni.

Pro urceni stability ekvilibria nelinearni soustavy diferencidlnich rovnic budeme vyuzivat
metodu linearizace. Hartmanova-Grobmanova véta ukazuje, ze blizko hyperbolického ekvi-
libria xy, ma nelinedrni systém dx/dt = f(z) stejnou kvalitativni strukturu jako linedrni

systém dx /dt = Ax,kde A = D f(xg) [3].



Véta 2.2 (Hartmanova-Grobmanova véta) UvaZujme soustavu diferencidlnich rovnic
d
— = Ax(t) + g(x).
kde g(0) = 0 a g je spojitd funkce spliiujici podminku

gl

m ——— — 0.
lzll>0 |||

Pak plati:

1. Maji-li vSechna viastni ¢isla matice A zdporné redlné Cdsti, je nulové Feseni lokdlné

asymptoticky stabilni.

s

2. Existuje-li vlastni ¢islo s kladnou redlnou casti, pak je nulové reseni nestabilni.

Urceni lokalni stability metodou linearizace

Metoda linearizace spociva v nalezeni ekvilibrii soustavy (2.2), tj. feSeni soustavy rovnic
f(z) = 0. Poté uréime matici parcidlnich derivaci, tzv. Jacobiho matici (%)j_l. Do této
matice dosadime dané ekvilibrium, jehoZ stabilitu vySetiujeme. Maji-li VéechnaJVlastnl’ Cisla
této matice zdporné realné Casti, je dané ekvilibrium lokdlné asymptoticky stabilni. Existuje-1i

vlastni ¢islo s kladnou redlnou ¢ésti, pak je dané ekvilibrium nestabilni.

Véta 2.3 (Routhovo-Hurwitzovo kritérium, [6]) UvaZujme charakteristickou rovnici
AN — Al = X2 + a1\ + ag = 0 urcujici dvé vlastni &isla \ redlné ctvercové matice A Fddu
dva, kde I je identickd matice. Potom vsechna vlastni ¢isla \ maji zdporné redlné cdsti, pokud
a; >0aaqg > 0.

UvaZujme charakteristickou rovnici [\ — A| = A3+ ag\? + a N + ag = 0 urcujici t7i
vilastni ¢isla \ redlné ¢tvercové matice A Fddu tri, kde [ je identickd matice. Potom vsSechna

s w2 2

vilastni ¢isla A\ maji zdporné redlné cdsti, pokud as > 0, ag > 0 a aya; > ay.
Nésledujici véta udava, kdy systém dvou rovnic dz/dt = f(x) nemdZze mit limitni cykly.

Véta 2.4 (Dulacovo Kritérium, [3]) Nechf je ddna soustava dvou diferencidlnich rovnic

dz/dt = f(x),z = (v1,20) € R® f: D C R* — R2

5



Necht f(x1,22) = (f1(x1, x2), f2(x1, x2)) je spojitd a md spojité parcidlni derivace 1. Fddu.
Existuje-li funkce B : D — R spojitd se spojitymi parcidlnimi derivacemi 1. iddu takovd, Ze

vyraz

I(B(w1, w2) f1(z1, 2) N I(B(w1,12) fo(w1, 72))
81’1 axQ

je v jednoduse souvislé mnoZiné S C D stdle vétsi nebo roven nule nebo stdle mensi nebo
roven nule, pricemZ neni identicky roven nule v Zddné oteviené podmnoZiné mnoZiny S, pak

v S neexistuje uzaviend trajektorie této soustavy dvou diferencidlnich rovnic.



Kapitola 3

Model s jednou infekci

Uvazujme model Sifeni infekéni nemoci v populaci. Nechf je populace rozdélena na tfidu
jedinct nachylnych k infekci (S) a tfidu infek¢nich jedinct (/). Budeme predpokladat, ze
nemoc nelze vylécit, takze infekCni jedinci zustavaji ve tiidé . Celkova velikost populace je
N = S + I. Infekce zptsobuje u infek¢nich jedinct proporcionalni sniZeni reprodukce, které
urCuje parametr o, proto 0 < o < 1. Jedinci se rozmnozuji rychlosti . Mortalita populace je
d—+d; N, je tedy hustotné zavisla. Infek¢ni jedinci umiraji kviili nemoci rychlosti a. Uvazujme

hustotné zavisly pfenos nemoci, a tedy rychlost pfenosu nemoci ve tvaru 551. Dany S model

bude tedy vypadat takto:
as
T b(S+ (1 —0)I)—pSI—(d+dyN)S,
(3.1)

dl
7 =pSI — (d+diN)I —al.

V nepfitomnosti nemoci roste hostitelskda populace logisticky:
dN N

dt b (d + d1 ) r ( K) s

kde pozadujeme r =b—d > 0a K = (b—d)/d; > 0, a tedy pfedpokladdame b > d.

3.1 Analyza modelu

v s vs

V této kapitole analyzujeme vySe popsany model (3.1). Vypocteme zakladni reprodukéni Eislo

Ry, najdeme ekvilibria modelu a ur¢ime jejich existenci.
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Nejprve budeme chtit urcit, kdy se bude infekce v populaci Sifit. Infekce se rozsiti, pokud
bude populace infekénich jedincd pro malé pocatecni mnozstvi infekénich jedinci rast, tedy
dl/dt > 0 pro jakékoli malé I. Tuto nerovnici si upravime a ziskdme vztah pro zakladni

reprodukéni Eislo Ry:

BSI — (d+ dyN)I — ol > 0,
I(8S — (d+ d,N) — @) >0,

88 >d+dN +a,

3S

— > 1.
d+d1N+O(

ProtoZe v nepfitomnosti nemoci je pocet nachylnych jedinci S = N = K, je zakladni repro-

Y s vs

dukéni ¢islo rovno
B BK _ BK
T d+dK+a bta

Zakladni reprodukéni Cislo urcuje stfedni pocet jedinctl, které nakazi jeden infekcni jedinec
v pIn€ nachylné populaci béhem doby, po kterou je infekéni [5].

Pro nalezen{ ekvilibrif transformujeme model do novych proménnych: i = [/Na N = S+ 1.
Proménna ¢ pfedstavuje prevalenci nemoci, coZ je proporce infekénich jedinci v populaci,
proto 0 < ¢ < 1. Rovnice pro di/dt a dN/dt vyjadiime jako:

N

= — — 7 —

N2 N N’

di I\' I'N—IN'" ' N
dt B

AN dS I
dt dt — dt

Transformovany model pak vypada takto:

% —i[BN(1 =) — o — b(1 — o) + avi],
(32)
% = N[b(1 — io) — (d + dyN) — avi].

Pravé strany obou rovnic modelu (3.2) poloZime rovny nule a nalezneme tak tii ekvilibria:

extinkéni ekvilibrium E; = (0,0) a ekvilibrium bez nemoci E, = (0, K), tato ekvilibria



existuji vzdy, a ddle endemické ekvilibrium E3 = (i*, N*), pro které plati ndsledujici rovnice:

BN(1—i) —a—>b(l—ioc)+ «ai=0, (3.3)
b(1—ioc)—d—dN —ai=0. (3.4)

Rovnice seCteme a vyjadiime ¢ pomoci /V jako:

. d + le + «
1=1— ——.
BN
Tento vztah dosadime do rovnice (3.3) a ziskame tak kvadratickou rovnici, kterd ma dva
koreny:
1
Nio = (—6(d—b+ba+a)+d1(ba+oz):i:
2d, 3

VI[B(d—b+bo+a) —dy(bo + )] + 4di B(boa + bod + o2 + ad) )

Z biologického hlediska musi byt obé slozky endemického ekvilibria F3 = (i*, N*) kladné.

Protoze kofen N, se znaménkem minus je zaporny, mohou slozky ekvilibria F5 byt pouze:

L1
N —2d16<—B(d—b—|—ba+a)+d1(ba+a)+ 45)
\/[ﬁ(d—b+ba+a)—dl(bo—iroz)]?+4d1ﬂ(b0a+bad+a2+ad)>,
. _d—{-le*—l-CY
e e (3.6)

Problém existence endemického ekvilibria vyfesime graficky nize.
Nyni se podivame na specidlni pfipad 0 = 1. Po dosazeni za ¢ = 1 pfepiSeme soustavu

rovnic (3.2) na:

L DN —a 1),
3.7)
CZ_]X = N(b(1 —i) — (d+ diN) — ai).

Opét polozime pravé strany obou rovnic (3.7) rovny nule a nalezneme dvé alternativni ekvi-
libria: ekvilibrium E,; = (1,0), které odpovida vyhynuti hostitelské populace kvili nemoci

a misto ekvilibria F5 endemické ekvilibrium FEs, které ma tvar:

_(Bb—d)—di(b+a) b+a
&_( Bota) B)'

9




B(b—d)—di(b+ «)
B+ )

Po tpravé prvni podminky dostaneme S K /(b+«) > 1. Vyraz na levé strané nerovnice je roven

b—d dyN* <1

b+a b+a

Z této nerovnice vyjadiime N* a ziskdme podminku N* > —(d+«)/dy, kterd je vZdy splnéna.

Toto ekvilibrium existuje pravé tehdy, kdyz 3(b—d)—d; (b+a) > 0 a < 1.

&islu Ry. Upravou druhé podminky dosazenim za N* = (b+a)/f3 ziskiame

Proto podle prvni podminky ekvilibrium FE5 existuje, pokud je Ry > 1.

Existence endemického ekvilibria F;

Endemické ekvilibrium se nachazi v priseciku nulklin modelu (3.2), kter€ jsou popsany témito

rovnicemi:

BN(1— i) —a—b(1 —io) +ai =0, (3.8)
b(1 —io) — (d+ diN) — i =0. (3.9

Existenci tohoto ekvilibria vyfeSime graficky. Vyjadienim N z rovnice (3.8) jako funkce

proménné ¢,

a+b—i(bo+ «)
p—i) 7

ziskame hyperbolickou funkci. Jeji prusecik s osou i je i = (a + b)/(bo + «) a prusecik

N:

(3.10)

sosou NV je N = (a + b)/S. Funkce ma vertikalni asymptotu ¢ = 1 a horizontdlni asymptotu

N = (bo + «)/ 3. Z rovnice pro druhou nulklinu (3.9) vyjadiime N jako funkci proménné i:

N:b—d—bia—ai:K_i(ba—i—oz). G.11)
d1 dl
Ziskame tak klesajici linedrni funkci, kterd ma priseéiky s osami i = (b — d)/(bo + «)

aN =K.

Obé tyto funkce (3.10) a (3.11) jsou zndzornény na obriazku 3.1. Endemické ekvilibrium
hledame v oblasti N > 0 a0 < 7 < 1. Z obrazku vidime, Ze toto ekvilibrium bude existovat,
pokudje (b+ «)/8 < K, tedy BK/(b+ «) > 1. Proto za pfedpokladu 0 < ¢ < 1 endemické
ekvilibrium existuje, pokud je Ry > 1. Zaroven vidime, Ze se funkce protnou v dané oblasti

jen v jednom bodé. Tedy endemické ekvilibrium, pokud existuje, je jediné.

10



b—d
bo +

Obrazek 3.1: Existence endemického ekvilibria E3 modelu (3.2). Hyperbolickd krivka od-

povidd nulkliné (3.8) a klesajici linedrni kiivka odpovidd nulkliné (3.9).
3.2 Stabilita ekvilibrii

V této kapitole se budeme zabyvat stabilitou nalezenych ekvilibrii. Stabilitu budeme urCovat

pomoci Jacobiho matice modelu (3.2), kterd ma tento tvar:
BN(1—2i) —a—>b(l—2ic)+ 2ai i6(1 —1)
—N(bo + «) b(1—io) —d—2diN — «i
Nyni vyjadfime Jacobiho matici v jednotlivych ekvilibriich.
1. Ekvilibrium E; = (0,0):

—(b+a) O
0 b—d

Jg, =

Jednd se o diagondlni matici, vlastni Cisla se tedy nachédzeji na diagondle. Realné ¢4sti
obou téchto ¢isel musi byt zaporné, aby ekvilibrium bylo stabilni. Protoze predpokladame,

ze b — d > 0, je ekvilibrium £ nestabilni.
2. Ekvilibrium E; = (0, K):

BK —a—b 0
—K(bo+a) b—d—-2d K

Jg, =

11



U dolni trojihelnikové matice jsou vlastni ¢isla prvky na diagondle. Redlné Casti téchto
¢isel musi byt opét zaporné, aby ekvilibrium bylo stabilni. Do druhého vlastniho ¢isla
dosadime K = (b — d) / dy, ziskdme tak —(b — d). Toto vlastni ¢islo bude tedy vzdy
zaporné. Proto ekvilibrium bude stabilni, pokud i prvni vlastni ¢islo bude zaporné, tedy
BK — a — b < 0. Po upraveni dostaneme, ze K /(b + «) < 1. Proto je ekvilibrium Ej

stabilni pro Ry < 1 a nestabilni pro 7y > 1.

. Ekvilibrium E3 = (i*, N*):
Jacobiho matici upravime pomoci rovnic (3.8) a (3.9), kterym toto ekvilibrium odpovida:
—i*(BN* —bo —a) i*B(1 — %)
—N*(bo + «) —d;N*

Jg, =

Pro urceni stability vypoCteme determinant detJg, a stopu tr.Jg, matice Jg,. Ekvilib-

rium je stabilni, pokud je stopa zdpornd a determinant kladny.
trJg, = — (" (BN* —bo—«a)+d;N¥), (3.12)

detJg, = dN**(BN* —bo —a)+ BN *(1 —i*)(bo + ).  (3.13)

bo + «

B

je vyraz SN* — bo — « vzdy kladny. Z toho vyplyva, Ze stopa je zaporna a determi-

Z obrazku 3.1 lIze vidét, Ze pokud ekvilibrium FEj3 existuje, je N* > , a proto

nant kladny, a tedy endemické ekvilibrium FEj3 je stabilni, pokud existuje ( By > 1

al <o <.
. Ekvilibrium E; = (1,0):
b+« 0

0 —(d+aw

Prvni vlastni &islo b + « je kladné a druhé —(d + «) je zdporné, ekvilibrium je tedy

Jg, =

nestabilni.

. Ekvilibrium E5 = (ﬁ(b —d) —di(b+a) b+oz>:

Bb+ ) LB

Dosazenim za 0 = 1 a upravenim Jacobiho matice pomoci rovnic:
BN —a—b=0,
b(1—i)— (d+diN — i) =0,
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které toto ekvilibrium spliuje, ziskdvame:

0 #*B(1 —i*)
~N*(b+a) —dN*

Jg, =

Vypocteme stopu a determinant. Protoze

t?”JE5 = —le*<O,

detJg, = BN**(b+ a)(1—i*) >0,

je ekvilibrium FEj stabilni, pokud existuje, tedy o = 1 a Ry > 1.

Dulacovo kritérium Kromé ekvilibrii mohou v systému daném modelem (3.1) existovat

také limitni cykly. Pomoci Dulacova kritéria miZzeme existenci limitnich cykla vyloucit a dokazat,

ze endemickd ekvilibria jsou globalné stabilni. Kritérium uréime ze soustavy rovnic (3.1), kte-

rou si pfepiSeme na:

d
d_f — bS+bI —blo — BST —dS — dyS® — dy SI,
dr

S = BSI—(d+dS+ A -al.

Nyni zvolme funkci B = 1/S1. Mame tak:

dS_ldS_b+b bo 3 d d,S p
a ~sra 1 s s it T™
(3.14)
Bﬁ:iﬁzﬁ_d-i-dbs-i-dﬂ_g
dt — SIdt S S

Vypocteme parcidlni derivace (3.14) podle proménnych S a I a seCteme je:

%(BE) +W(BE) __<T+T+§)‘

Ziskdme vyraz, ktery je pro S > 0 a [ > 0 vzdy zdporny, proto v této oblasti neexistuje
74dna uzavienad trajektorie a endemické ekvilibrium Fs5 je globélné stabilni (pfitahuje vSechny
trajektorie s S(0) > 0 a [(0) > 0), pokud existuje. Pokud ekvilibrium FE3 neexistuje, je
globdlné stabilni ekvilibrium Ej. ProtoZe pravé provedeny vypocet plati i pro o = 1, Ize totéz

fici i o endemickém ekvilibriu FE.
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3.3 Kontrola populace Skudcu

Infekéni nemoci mohou byt vyuzity ke kontrole populace sktudci. Cilem kontroly je sniZit ve-
likost populace Sktiidct prostfednictvim zvySeni mortality nebo sniZeni natality jedincd v po-
pulaci [4]. V této Casti budeme posuzovat Gcinnost kontroly v zdvislosti na zménach urcitych
parametrd, konkrétné parametrii o a «.

Budeme uvazovat endemické ekvilibrium E3 = (i*, N*), které je urCeno vztahy (3.6)
a (3.5). Do vrstevnicového grafu zakreslime funkci U (o, «v), kterd vyjadfuje G¢innost kont-

roly sktidce. Funkci u¢innosti budeme definovat jako:

N*(a,a).

Ulo,o) =1— (3.15)

Utinnost je tedy maximdlni, U = 1, pokud N* = 0, a minimalni, U = 0, pokud N* = K.
Utinnost kontroly je vykreslena na obrazku 3.2. Na obrizku 3.2a vidime, Ze nejefektivn&jsi
bude ucinnost kontroly pfi vysokych hodnotéch o, tedy pokud je vysoké proporciondalni sniZeni
reprodukce, a pfi nizkych hodnotéach «, kdy je nizka amrtnost populace kvili nemoci. Pokud

vvvvv

bude sniZovat pii nizkych hodnotach o 1 «, nebo pfi vysokych hodnotach « a pro jakékoliv o.

Z obrazku 3.2b, kdy jsme zvySili hodnotu pfenosového parametru /3, je patrné, Ze dc¢innost
bude vysoka pro malé o a vysoké o, nebo pro stfedni « a jakékoliv 0. Naopak mald acinnost
bude pro malé a a malé o, nebo pro velké « a libovolnou hodnotu o.

Zvysime-li hodnotu parametru /3 jesté vice (obrazek 3.2¢), vidime, Ze G¢innost v podstaté
zavisi pouze na parametru «. Nejucinéjsi bude kontrola pro malé «. Naopak tc¢innost bude
mala pro velmi malé «, nebo pro o vysoké.

Se zménou ostatnich parametrti ziskdme kvalitativn¢ podobné vysledky, coz je patrné na
obrazku 3.2d, kde i v tomto pfipad€ bude mit ti¢innost kontroly vysoky efekt pfi vysoké hod-
not& parametru o a malé hodnoté «. U¢innost pak bude mald pro malé o a malé o, nebo pro
vysoké «v a jakékoliv o.

Z predchoziho popisu mizeme tedy fici, Ze pokud je pfenosova rychlost 5 mald, je pro
kontrolu vhodné vnést do populace infekci s vysokou hodnotou parametru o a malou hodnotou

Vv

a. Pro vyssi koeficient S by také bylo vhodné pouZit infekci s vysokym ¢ a malym «, nebo

14



se stfedni hodnotou « a s jakymkoliv ¢. Pro vysokou hodnotu koeficientu 5 potom tucéinnost
zavisi pouze na parametru «, kdy je vhodné pouzit infekci se stredné velkym a.

Na obrazku 3.3 jsou zndzornény jednotlivé slozky :* a N* endemického ekvilibria E3 jako
funkce parametrti o a . Z obrazku je patrné, Ze nejvétsi procento nemocnych bude pfi nizkych

hodnotich o a pomérné malém « a hustota populace bude malé pro malé « a velké o.
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Obrizek 3.2: Ucinnost U kontroly skiidce dand vztahem (3.15) jako funkce proménnych o a o.
Hodnoty parametrii: b = 0.01,d = 0.005, K = 500, (a) § = 0.0001, (b) B = 0.0008,
(c) B = 0.08. Pro panel (d) pak b = 0.1,d = 0.05, K = 500, 8 = 0.002. V oblasti parametrii

0 a «a zobrazené na jednotlivych panelech plati Ry > 1.
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Obrazek 3.3: Funkce (a) i* a (b) N* proménnych o a «.
(a) z obrdzku 3.2: b = 0.01,d = 0.005, K = 500, 8

zobrazené na jednotlivych panelech plati Ry > 1.
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Kapitola 4

Model se dvéema infekcemi

V predchozim modelu jsme uvazovali Sifeni jedné infekce v populaci. Je také mozné vnést
do populace dvé infekce, kde kazda bude mit jeden efekt, tedy proporciondlni sniZeni repro-
dukce o a aditivni zvySeni mortality «. Pfedpokladame, Ze jedinci nemohou mit zaroven obé
infekce. Populaci rozdélime do tfi tfid. V prvni tfidé S jsou nachylni jedinci a ve zbylych dvou
ttidach jsou infek¢ni jedinci rozdéleni podle typu infekce. Ve tfidé I; jsou jedinci, ktefi umiraji
kvili nemoci rychlosti o > 0, a ve tiidé /5 jsou jedinci, ktefi maji sniZenou reprodukci kvili
nemoci, 0 < o < 1. Celkova velikost populace bude N = S + I; + [,. Predpokldddme,
Ze nemocni jedinci se neuzdravuji a zlstavaji ve tfidach [; a I,. Nepredpokladame mozZnost
superinfekce. Jedinci se rozmnoZuji rychlosti b. Pfirozena mortalita jedinct je d + d; N, ¢ili
opét uvazujeme hustotni zavislost. Rychlosti pfenosu jednotlivych infekei jsou 51511 a 25 1.

Model bude vypadat takto:

% — WS+ + (1= o)D) — BiST — BoSI, — (d+ diN)S,
% = pSI — (d+ dyN)I, — aly, 4.1)
% = [(9SIy — (d+ dN) 1.
V nepfitomnosti nemoci roste hostitelska populace logisticky:
Cii_]: =bN — (d+ d;N)N =rN (1 — %) : (4.2)

kde uvazujeme r =b—d > 0a K = (b — d)/d, > 0, pfedpokladame tedy b > d.
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4.1 Analyza modelu

V této Casti analyzujeme model (4.1). Vypocteme zdkladni reprodukéni Cislo Ry, najdeme
ekvilibria modelu a zjistime jejich existenci.

Zacneme s vypoctem zdkladniho reprodukcniho ¢isla Ry modelu (4.1). K jeho vypoctu
napiiklad v préci [1].

Nechi vektor x = (I, 15, S)’ je vektor stavovych proménnych, které jsou usporddany
tak, aby prvni dvé odpovidaly infekénim jedinctim. Nynf sestavime vektor F(x), ktery urCuje

rychlost, s jakou se objevi nové infekce v dané tridé:

ST
F(x) = B2515
0

Déle sestavime vektor V(z), jehoZ slozky odpovidaji rozdilu rychlosti odchodu a piichodd

(jinym zptsobem nez infekci) do dané tiidy:

(d+dyN)I + aly
V(z) = (d+diN)Iy
B1SI + BoSIy + (d+ diN)S —b(S + I + (1 — o)1)
Potom muzeme urcit matice F' a V, jejichZ dimenze odpovida poctu infek¢nich tiid a jejichz
slozky jsou parcidlni derivace F(x) a V(z) podle proménnych [; a I v bodé ekvilibria bez

nemoci (0, 0, K), které jsme ziskali z rovnice (4.2). Mame tedy:

» 6K 0 v d+di K+ « 0 b+a 0
Potom ur¢ime matici
LK
FV—t=| bt . (4.3)
0 B2 K
b
Vlastni ¢isla této matice jsou:
K K

b+ «



Zakladn{ reprodukéni &islo Ry je spektralnim polom&rem matice £’V ! a pro model (4.1) je

tedy rovno nejvétsimu z t€chto vlastnich &isel v absolutni hodnoté [1]: Ry = max{R;, Ra}.

Obvykle se matice F'V ! nazyv4 ,matice pfisti generace’ (angl. next generation matrix) [1].
Nyni transformujeme model (4.1) do novych proménnych. Zavedeme tfi proménné:

ip = 1/N,is = I,/NaN = S+ 1) + I, kde iy, iy € [0, 1]. Transformovany model pak

vypada takto:
dip . S : :
i i [FIN(1 =iy —i9) — a — b(1 —is0) + aiq],
dig . o : :
= = i2[BaN (1 — iy —ig) — b(1 — iy0) + «viy], 4.4)
N

Pravé strany vSech rovnic modelu (4.4) poloZime rovny nule a nalezneme tato ekvilibria:
extinkéni ekvilibrium E; = (0,0,0) a ekvilibrium bez nemoci Fy, = (0,0, K), kterd exis-
tuji vzdy, déle sténova ekvilibria E5 = (0,43, N*) a £, = (i},0, N*) a nakonec endemické
ekvilibrium E5 = (i}, 45, N*). Pokud bude o = 1 nalezneme nové ekvilibrium Egs = (0, 1,0)
a misto ekvilibria £ nalezneme ekvilibrium E; = (0,45, N*). Konkrétni hodnoty ekvilibrii
déle vypocteme a vyfeSime jejich existenci. (Poznamenejme, Ze slozky ekvilibrii 7], i5 a N* se
vzdy vztahuji k jinému ekvilibriu, maji tedy pokazdé jiné hodnoty).

V ptipadé sténovych ekvilibrii F3 a 4 prejde systém (4.4) na predchozi systém se dvéma
rovnicemi (3.2) a bude pro néj platit, Ze pokud je 7; = 0, bude o« = 0 a pokud je 75 = 0, bude
o =0.

Ekvilibrium Ej3 vyjadiime z této soustavy rovnic:

BoN(1 — i) = b(1 —iz0) = 0, (4.5)
Bude mit tedy tvar:
. 1
N* = (—ﬁz(d—b+bo)+d1ba)+
2 52 @.7)

VIBa(d — b+ bo) — dibo? + Ad, fabord) )
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‘ d+ diN*
y=1——— 4.
(5 B, N* (4.8)

Pomoci pfedchozi grafické analyzy existence endemického ekvilibria modelu (3.2) ur¢ime
i existenci ekvilibria E3. Prinik nulklin (4.5) a (4.6) je znazornén na obrazku 4.1a. Aby tento
pranik existoval, musi byt K > b/fs. Proto ekvilibrium E3; = (0,5, N*) bude existovat,
pokud bude Ry > 1lao € (0,1).

Druhé sténové ekvilibrium £ vyjadiime z této soustavy rovnic:

BIN(L—iy) —a — b+ ai, =0, (4.9)
b—d—dN — ai; = 0. (4.10)
Jeho hodnoty jsou:
L1
N* = (—51(d—b+a)+ad1)+
21 B @.11)

VIB(d=b+a) —adiP + ddiBrafa+d) ),

. d+d1N*+a
e — 4.12
i v (4.12)

Existenci uréime stejné jako v predchozim piipad€. Priinik nulklin (4.9) a (4.10) je znazornén
na obréazku 4.1b. Opét pro existenci ekvilibria musi platit, ze K > (b + «)/f;. Proto ekvi-
librium E,; = (¢7,0, N*) bude existovat, pokud je R; > 1ao € (0,1).

Také v pripadé ekvilibrii Fg a F; piejde ptivodni systém na systém rovnic z predchoziho

modelu (3.7), kde 0 = 1. Nova soustava rovnic pro studium ekvilibria g bude:

y
o =izl — i2) (BN ~b),

(4.13)
% = N[b(1 —iz) — (d + d,N)].

Ekvilibrium Fs = (0,1,0) existuje, pokud je o = 1. Ekvilibrium E7 uréime ze soustavy
rovnic:
BQN —b= 07

(4.14)
b(1 —iz) — (d+diN) = 0.
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Obrazek 4.1: Existence sténovych ekvilibrii (a) Es, (b) E4y modelu (4.4). Hyperbolické krivky
odpovidaji nulklindm (a) (4.5), (b) (4.9). Klesajici linedrni krivky odpovidaji nulklindm
(a) (4.6), (b) (4.10).

Toto ekvilibrium ma4 tvar:

a2l ' B

Aby ekvilibrium E; existovalo, musi byt splnény tyto podminky: fo(b — d) — d1b > 0
. Po(b—d) —dqib
Bab

ziskdame N* > —d/d, coz plati vzdy. Po dpravé prvni podminky dostaneme 5, K /b > 1.

B (0’52(b_d)_d1b g).

< 1. Druha podminka je splnéna vzdy, protoze po dosazeni N* = b//3,

Vyraz na levé strané je roven Cislu R, proto ekvilibrium FE; existuje, pokud je Ry > 1
(aoc = 1.
Endemické ekvilibrium F5 = (i3, 45, N*) se nachazi v pruseciku téchto nulklin:
51N(1—21 —22) —a—b(l—i20)+oz2'1 :0,
BaN(1 — iy —ig) — b(1 — iy0) + aiy = 0, (4.15)

b(l —’iQU) - (d+d1N) —Oéil = 0.
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Hodnoty endemického ekvilibria ziskdme vyfeSenim této soustavy tii rovnic se tfemi neznamymi:

1 (a b Oéle i /BQCY ) . Oédl
a — bo Boa —d(B1 — B2) P — [ Boor — d(fy — B2)’

= 1 (a—b— o?dy n Pacx )
> a—bo foor —d(Py — Ba) P —P2)

. Boa—d(B1 — Ba)
V=TG-

Aby ekvilibrium FEs5 existovalo, musi byt N* > 0. To je splnéno, pokud 1 < % <1+7.

o

(4.16)

Protoze urcit podminky, kdy je 0 < 77 < 1a0 < i3 < 1 je obtizné, budeme existenci a stabi-
litu endemického ekvilibria E5 zkoumat soucasné pomoci numerickych simulaci v néasledujici

Casti.

4.2 Stabilita ekvilibrii

V této Casti vyfeSime stabilitu nalezenych ekvilibrii pomoci Jacobiho matice systému (4.4),

ktera ma tvar:

BiIN(1 = 2iy —i9) — b(1 — i) — (1 — 2i4) i1(bo — B1N) 1181(1 — iy — ia)
J = is(o — BoNN) BaN(1 — iy — 2iy) — b(1 — 2iy) + iy inBa(1 — iy — iy)
—alN —Nbo b(l - 12) —d - 2(]1;‘7\] - (}ll

Diéle vyjadiime Jacobiho matici v konkrétnich ekvilibriich.

1. Ekvilibrium E; = (0,0, 0):

I
=
+
£
o
o

0 0 b—d

Vlastni ¢isla se nachdzeji na diagondle. ProtoZe pfedpokladdme, Ze b — d > 0, bude toto

ekvilibrium vzdy nestabilni.

2. Ekvilibrium E, = (0,0, K):

ﬁlK—b—Oé 0 0
JE2 - O /BQK - b 0
—aK —Kbo b—d-—-2d1K
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Treti vlastni ¢islo mizeme upravit dosazenim za K = (b — d)/d; na —(b — d). Toto
vlastni ¢islo je zdporné. Ekvilibrium £ bude tedy stabilni, pokud bude 51 K —b—a < 0
a zaroven oK — b < 0, tedy pokud je R; < 1 a Ry < 1. Pokud bude alespoii jedno

z Cisel Ry nebo R, vetsi nez jedna, bude ekvilibrium F, nestabilni.

. Ekvilibrium E; = (0,5, N*):

Jacobiho matici upravime pomoci rovnic (4.5) a (4.6) na

—b(1 — i30) 0 0
Jpy = —i38aN*  —i5(B2N* —bo) i50a(1 — i3)
0 — N*bo —dyN*

Determinant A/ — Jg,| rozvineme podle prvniho fadku. Ziskame tak jedno vlastni ¢islo
ve tvaru —b(1 — i30), které je zdporné, pokud ekvilibrium FEj5 existuje, protoZe jisté
plati i50 < 1 proi5 € (0,1) ao € (0,1). Aby ekvilibrium FE3 bylo stabilni, mus{
mit zbyld dvé vlastni ¢isla zaporné redlné cCasti. Tyto vlastni Cisla odpovidaji kofenim

charakteristické rovnice \? 4+ a; A + ag = 0, kde

a; = Z;(/BQN*_bO->+d1N*,

Podle Routhova-Hurwitzova kritéria jsou redlné ¢asti vlastnich ¢isel zdpornd, pokud jsou
koeficienty a; a ag kladné. Koeficient —a; odpovida (aZ na a = 0) stop€ Jacobiho
matice (3.12) pro endemické ekvilibirium modelu (3.2). Vime tedy, Ze koeficient a;
je kladny. Koeficient ay odpovidd determinantu Jacobiho matice (3.13), proto je také

kladny. Ekvilibrium Fj3 je tedy stabilni, pokud existuje (Ry > 1l ao € (0,1)).

. Ekvilibrium E; = (if,0, N*):

Jacobiho matici upravime pomoci rovnic (4.9) a (4.10) na:

—i{(BIN" — ) —iiBN* iifi(1 — i)
Jg, = 0 —b+ ai} 0
—aN* 0 —d, N*
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Stabilitu vyfesime stejné jako u pfedchoziho ekvilibria. Determinant |\ — Jg, | rozvi-
neme pomoci druhého fadku. Ziskdme jedno vlastni ¢islo —b + ai, které je zdporné,
protoze i < (b —d)/a < b/a pro i} € (0,1), coz je vidét z obrazku 4.1b. Zbyla dvé

vlastni ¢isla odpovidaji kofentim charakteristické rovnice A2 + a; A + ag = 0, kde

a; = ZT(@IN*_Q>+le*7

ag = le*ZT(ﬂlN* — a) + BlN*ZTOz(l — ’LT)

Koeficienty —a; a ag opét odpovidaji stopé (3.12) a determinantu (3.13) Jacobiho matice
pro endemické ekvilibrium modelu (3.2), tentokrat pro o = 0. Vime tedy, Ze koeficienty
a1 a ag jsou kladné, a tedy i zbyld dvé vlastni Cisla maji zdporné redlné Casti. Proto je

ekvilibrium F stabilni, pokud existuje (R; > 1, 0 € (0,1)).
. Ekvilibrium E5 = (4,45, N*):

i@ — BIN*) ii(bo — BIN®) i3B(1 — i — i)
To, = | i3(a—BaN") i3(bo — uN*) isBa(1— it — i3)
—aN* —N*bo —dyN*
Na urceni stability bychom i zde mohli urcit koeficienty charakteristického polynomu
trettho stupné a pouzit Routhovo-Hurwitzovo kritérium. ProtoZe jsou vSak vysledné
podminky sloZité a neumoznuji jasny vhled na chovani systému, vySetiime stabilitu nu-
mericky a ur¢ime, kdy pro dané parametry bude endemické ekvilibrium existovat a kdy
bude stabilni (obrdzek 4.2). Existenci a stabilitu jsme urcili v zdvislosti na paramet-
rech o a «, ostatni parametry jsou dané, ménime jen koeficienty pfenosu u obou infekci
B1 a By. Ve vSech pripadech uvazujeme R; > 1 a Ry > 1, coZ znamend, Ze sténova
ekvilibria £5 = (0,45, N*) a £y = (i1,0, N*) jsou stabilni a naopak E; = (0,0,0)
a By = (0,0, K) jsou nestabilni.

Na obrazku 4.2a Ize vidét, Ze pokud je koeficient 5, vétsi nez koeficient 5, bude en-
demické ekvilibrium existovat a bude stabilni pro malé o a o € (0, 1), se zvySujicim
se « bude stabilni pro stdle mensi interval pro o, a pro vysoké hodnoty « endemické

ekvilibrium neexistuje. Podobny pfipad je také na obrazku 4.2b, pouze s nizsi hodno-

tou koeficientu [3;. Na obrazku 4.2¢ jsou oba koeficienty 3, a 5, malé, v tomto pripadé
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endemické ekvilibrium neexistuje bud pro malé «, nebo pro velké . Stabilni bude pro
sttedni « a 0 € (0, 1), pro vétsi a bude stabilni pro mensi o. Na obrazku 4.2d 1ze vidét,
ze pro vysoké o a malé o endemické ekvilibrium existuje, avSak je nestabilni, kdeZto
pro malé o a malé « bude stabilni. Pro vysoké hodnoty o potom endemické ekvilib-
rium neexistuje. V ptfipadé obrazku 4.2d byly koeficienty (3, a 35 o trochu zvySeny neZ
v predchozim piipad€. Pokud jsou obé hodnoty 1 a B2 vysoké (napiiklad 5; = 0.008
a fs = 0.007), nebo obé nizké (napfiklad 5, = 0.0001 a S, = 0.00007), endemické
ekvilibrium neexistuje pro Zadnou kombinaci parametrii « a o, pro které je R; > 1

aRy,>1.

. Ekvilibrium Eg = (0, 1,0):

—a 0 0
Jgs = a b 0
0 0 —d

Vlastni ¢isla se nachdzeji na diagondle. Protoze b > 0, je toto ekvilibrium nestabilni.

L Ba(b—d) — dib b)
. Ekvilibrium E7; = | 0, el B
! ( Bsb Ba

Jacobiho matici upravime pomoci rovnic (4.14) na:

b1—i3) 0 0
g, = | —i55N* 0 5021 —1i5)
0 _N*b  —d,N*

Determinant |\ — Jg,| rozvineme podle prvniho fadku a ziskdme jedno vlastni ¢islo
—b(1—13), které je zaporné. Zbyla dvé vlastni &isla odpovidaji kofenim charakteristické
rovnice A2 + a1\ +ap = 0, kde a; = diN* a ay = i5N*bBy(1 — i%). Oba koefi-
cienty a; a ag jsou kladné, proto maji zbyla dvé vlastni ¢isla zdporné redlné Casti, a tedy

ekvilibrium E7 je stabilni, pokud existuje (R > 1ao = 1).
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4.3 Kontrola populace skudcu

V této Casti budeme diskutovat moznost vyuziti dvou infekci s riiznymi efekty ke kontrole
populace skiidci. Strategie kontroly v tomto pfipadé bude spocivat v nalezeni vhodnych pa-
rametrli o a « a také v urCeni, jakd nemoc se v populaci ustéli, zacneme-li simulaci s danymi
pocatecnimi podminkami.
Pfi tvorbé obrazku 4.3 jsme simulaci spoustéli s poc¢ate¢nimi podminkami N = 500,

11 = 19 = 0.002, ukoncili v ¢ase 1000 a urcili hodnotu ekvilibria N* pro dané parametry o a c.
Simulaci systému (4.4) jsme provedli v programovém prostiedi R pomoci knihovny deSolve.
Poté jsme vykreslili vrstevnicovy graf funkce U vyjadfujici u€innost kontroly, kterd ma tvar

N*(o, )

:1—
U(o, ) P

(4.17)

kde N* je dosazené ekvilibrium (¢as ¢ = 1000 se ukdzal dostateny pro urceni dosaZzené¢ho
ekvilibria). Mize se jednat o ekvilibrium E3 = (0,75, N*), £, = (i7,0, N*) nebo F5 = (i},i5, N*).
Ve vsech pfipadech byly totiZ parametry nastaveny tak, ze Ry > 1 a Ry > 1, tedy sténova
ekvilibria F3 a F4 existuji a jsou stabilni.

K jakému ekvilibriu se populace v daném case blizi, je zakresleno v obrazku 4.4. (Upo-
zoriiujeme, Ze diky multistabilité se pfi jinych nastavenich pocatecnich podminek mohou
vysledky lisit).

Nyni popiSeme, pro jaké parametry bude ucinnost kontroly nejefektivné;jsi (obrazek 4.3)
a z obrazku 4.4, ur¢ime o jaké ekvilibrium se pro dany piipad jedna.

. V tomto piipadé se jednd o ekvilibrium F,. Uéinnost bude nizkd pro velmi malé cv. Pro velké
« zavisi ucinnost jen na o, pro vSechna takova o bude ti€¢innost mala.

Na obrazku 4.3b vidime, Ze ucinnost bude opét nejvyssi pro stfedné malé o a vSechna o.
V tomto piipadé se pro tyto parametry jednd bud o sténové ekvilibrium £}, nebo o endemické
ekvilibrium F5. Efektivita a¢innosti pak klesa s klesajicim «. Se zvySujicim se o bude zaviset
ucinnost jen na hodnoté o a bude nizkd pro malé o a vysokd pro o velké. V obou ptipadech se
jednd o ekvilibrium Fs.

Vv,

Na obrazku 4.3c vidime, Ze t¢innost kontroly bude nejvyssi pro stfedné malé o a vy-
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soké 0. Se zvySujicim se « pak ucinnost bude opét zdviset jen na hodnoté o a bude vysoka
pro o velké. V obou piipadech se jednd o sténové ekvilibrium Fs. Uéinnost bude vysokd i pro
malé o a malé o v oblasti endemického ekvilibria 5. Naopak mala t¢innost bude pro malé «
a jakékoliv o, nebo pro malé o a jakékoliv velké a.

V prvnim pripadé jsme zjistili, Ze pro ucinnou kontrolu by bylo vhodné do populace vnést
infekci s pfidanou mortalitou odpovidajici ekvilibriu £, = (i}, 0, N*), kterd ma stfedni hod-
notu parametru «. I v druhém ptipadé€ by bylo vhodné vnést do populace tuto infekci s pfidanou
mortalitou. Nebo také pouZit infekci s obéma efekty odpovidajici ekvilibriu E5 = (i7,i5, N*).
Ve tfetim piipade je vhodnéjsi vnést do populace infekci s proporciondlnim sniZenim repro-
dukce odpovidajici ekvilibriu £5 = (0,45, N*), kterd ma vysoky parametr o. V tomto piipadé
by bylo moZné pouZit i infekce s obéma efekty, které maji malé hodnoty obou parametrti o a o.

Jednotlivé ptipady se liSily v parametrech (3, a (3.
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Obrazek 4.2: Existence a stabilita endemického ekvilibria Es (Cernd barva - ekvilibrium

existuje a je stabilni, Sedd - ekvilibrium existuje a je nestabilni, bild - ekvilibrium neexis-

tuje). PouZité parametry: b = 0.03,d = 0.008, K = 500, (a) 1 = 0.008, 5, = 0.0001,

(b) B, = 0.0007, B, = 0.0001, (¢) 3, = 0.0003, B, = 0.0001, (d) B; = 0.00035, 35 = 0.0002.
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Obrizek 4.3: Ucinnost kontroly Skiidce U jako funkce (4.17) proménnych o a . PouZité pa-
rametry: b = 0.03,d = 0.008, K = 500, (a) g1 = 0.0007, 8, = 0.0001, (b) $; = 0.0003,
By = 0.0001, (¢) B1 = 0.00035, B2 = 0.0002. Pro oblast parametrii o a o zobrazenou na jed-

notlivych panelech plati Ry > 1 a Ry > 1. Simulace systému (4.4) zastavena v case 1000,

pocdtecni podminky: i1 = 0.002, 15 = 0.002, N = 500.
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Obrazek 4.4: DosaZené stabilni ekvilibrium z pocdtecnich podminek N = 500,
iy = iy = 0.002: dernd barva - endemické ekvilibrium Es = (if,i5, N*), bild barva -

ekvilibrium E5 = (0,5, N*), Sedd barva - ekvilibrium E, = (i},0, N*). PouZité parametry:
b=0.03,d = 0.008, K = 500, (a) 5, = 0.0007, B2 = 0.0001, (b) 5, = 0.0003, 5, = 0.0001,
(c) 1 = 0.00035, B3 = 0.0002. Pro oblast parametrii ¢ a o zobrazenou na jednotlivych

panelech plati Ry > 1a Ry > 1.
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Kapitola 5
Zavér

V této préci jsme se zabyvali dvéma modely Sifeni infekénich nemoci v populaci. U prvniho
modelu jsme uvazovali $ifeni jedné infekce v populaci zpisobujici proporciondlni sniZenf re-
produkce a aditivni zvySeni mortality. U druhého modelu jsme uvazovali Sifeni dvou infekci
v populaci, kazdou s jednim efektem. Pfedpokladali jsme, Ze jedinci nemohou mit obé infekce
zaroven ani nemuZze dojit k superinfekci. Tyto modely jsme analyzovali, ur€ili jsme ekvilibria
danych modelil a vysetfili jejich existenci a stabilitu.

Dale jsme pak diskutovali moZnost vyuziti infekci jako néastroji ke kontrole skodlivych po-
pulaci. Ur¢ili jsme, pro jaké parametry je vhodné vnést do populace danou infekci a kdy bude
mit d¢innost kontroly nejvétsi efektivitu. U prvniho modelu jsme tc¢innost kontroly posuzovali
pro endemické ekvilibrium daného modelu. U druhého modelu jsme postupovali tak, Ze jsme
posuzovali u¢innost kontroly vzhledem k ekvilibriu, ke kterému se populace blizila v uréitém
Case. Mohlo se tak jednat o jedno ze sténovych ekvilibrii, nebo o endemické ekvilibrium.

Zatimco u prvniho modelu se ve vétsiné piipadl ukazalo, jako efektivnéjsi pro kontrolu
vnést do populace infekci s vysokym ucinkem sterilizace a malym efektem pfidané mortality.
U druhého modelu bylo vhodné volit infekci s pomérné malym efektem pfidané mortality,
kterd odpovidala st€énovému ekvilibriu £, pficemz na tcinku sterilizace nezalezelo. Byl zde
ale 1 pripad, kdy bylo vhodnéjsi volit infekci s vysokym ucinkem sterilizace, ktera odpovidala
sténovému ekvilibriu Fs.

V préci jsme pouzili programy R a GeoGebra.
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