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Anotace

Tato práce se zabývá analýzou dvou modelů dynamiky infekčnı́ch nemocı́. Prvnı́ model předpo-

kládá, že se v populaci šı́řı́ jedna infekce, která má dva efekty, a to proporcionálnı́ snı́ženı́ re-

produkce a aditivnı́ zvýšenı́ mortality. Druhý model předpokládá, že se v populaci šı́řı́ dvě in-

fekce, každá s jiným efektem. Dále předpokládá, že jedinci nemohou mı́t obě infekce zároveň.

Cı́lem analýzy těchto modelů je určit, do jaké mı́ry jsou různé infekčnı́ nemoci schopné regulo-

vat velikost populace svého hostitele. Výsledky analýzy těchto modelů jsou dále diskutovány

vzhledem k možnosti využitı́ infekcı́ jako nástrojů regulace škodlivých populacı́.

Annotation

This thesis deals with an analysis of two models of infectious disease dynamics. The first

model assumes that in the population spreads only one infection that causes both proportional

reduction of reproduction and added mortality. The second model assumes that two infections

spread in the population, each with different effect. This model also assumes that individuals

cannot have both infections at the same time. The aim of the analysis of these models is to

determine to what extent various infectious diseases are capable of regulating the size of their

host population. The results of analysis of both models are further discussed with regard to use

the infections as a tool for pest control.
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4 Model se dvěma infekcemi 18
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Kapitola 1

Úvod

Matematické modelovánı́ má v epidemiologii důležitou roli. Epidemiologické experimenty

obvykle nenı́ možné navrhnout, nebo je jejich provedenı́ obtı́žné. Velmi často je nelze provést

i z etických nebo ekonomických důvodů. Proto jsou v epidemiologii matematické modely

důležitým nástrojem k pochopenı́ chovánı́ infekčnı́ch nemocı́. Dı́ky nim může být navržen

způsob kontroly těchto nemocı́, což vede ke snı́ženı́ jejich dopadu [1].

Infekčnı́ onemocněnı́ se v lidské populaci vyskytujı́ již po staletı́. Už v historii se lékaři,

jakými byli napřı́klad Daniel Bernoulli, Sir R. A. Ross nebo A. G. McKendrick zabývali

otázkami kontroly infekčnı́ch nemocı́. Významnou pracı́ byla práce Rosse, který studoval

šı́řenı́ malárie mezi komáry a lidmi. Ross byl za tuto práci oceněn Nobelovou cenou za me-

dicı́nu v roce 1902. Mimo jiné sestavil matematický model dynamiky šı́řenı́ malárie, na jehož

základě došel ke zjištěnı́, že epidemii lze předejı́t, pokud je populace komárů snı́žena pod

určitou prahovou hodnotu [2].

V této práci se budeme zabývat modely dynamiky infekčnı́ch nemocı́ v populaci, které

předpokládajı́, že se velikost populace s časem měnı́. Budeme uvažovat modely typu SI, kdy

daná nemoc nemůže být vyléčena. V těchto modelech je populace rozdělena do třı́dy S (angl.

Susceptible), která označuje počet jedinců náchylných k infekci, jež se mohou nemocı́ nakazit,

a do třı́dy I (angl. Infectious) označujı́cı́ infekčnı́ jedince, kteřı́ mohou nemoc šı́řit při kon-

taktech s náchylnými jedinci. Rychlost, s jakou se měnı́ hustota jedinců v dané třı́dě, je obvykle

popsána pomocı́ obyčejných diferenciálnı́ch rovnic [1].
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Infekčnı́ nemoci mohou nemocné jedince negativně ovlivňovat tak, že budou zvyšovat je-

jich mortalitu nebo snižovat jejich natalitu. Proto mohou být infekce použity jako nástroje při

regulaci škodlivých populacı́. V této práci budeme uvažovat dva modely odpovı́dajı́cı́ dvěma

různým kontrolnı́m strategiı́m. Prvnı́ model předpokládá, že jsou oba efekty přı́tomny v rámci

jedné infekce. Druhý model předpokládá, že se v populaci šı́řı́ dvě infekce, každá s jiným efek-

tem. Dále předpokládá, že jedinci nemohou mı́t obě infekce zároveň. Cı́lem práce je dané mo-

dely analyzovat a výsledky dále diskutovat vzhledem k možnosti využitı́ infekcı́ jako nástrojů

regulace škodlivých populacı́.

Struktura této práce je následujı́cı́: V kapitole 2 definujeme základnı́ pojmy teorie obyčej-

ných diferenciálnı́ch rovnic. V kapitole 3 popı́šeme prvnı́ model šı́řenı́ jedné infekce v populaci

a v dalšı́ch částech této kapitoly tento model analyzujeme, nalezneme ekvilibria modelu a bu-

deme vyšetřovat jejich stabilitu. V poslednı́ části kapitoly budeme diskutovat využitı́ infekce

ke kontrole populace škůdců. V kapitole 4 popı́šeme a analyzujeme druhý model se dvěma

infekcemi v populaci. V dalšı́ch částech čtvrté kapitoly vyšetřı́me stabilitu ekvilibriı́ modelu

a dále budeme diskutovat možnost využitı́ uvažovaných infekcı́ ke kontrole škodlivých popu-

lacı́. Závěrečná kapitola shrnuje tuto bakalářskou práci.
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Kapitola 2

Teoretická část

V této části si představı́me základnı́ definice a věty z teorie diferenciálnı́ch rovnic, které bu-

deme dále použı́vat. Pokud nenı́ uvedeno jinak, čerpáme z přednášek Prof. RNDr. Vlastimila

Křivana, Csc. z předmětu Úvod do diferenciálnı́ch rovnic.

Modely v této práci odpovı́dajı́ soustavě autonomnı́ch obyčejných diferenciálnı́ch rovnic.

Tuto soustavu definujeme následovně.

Definice 2.1 Necht’ je dána funkce f = (f1, . . . , fn), fi : D → R, D ⊂ Rn. Soustavu rovnic

dx1
dt

= f1(x1, . . . , xn),

...

dxn
dt

= fn(x1, . . . , xn),

(2.1)

nazýváme soustavou autonomnı́ch obyčejných diferenciálnı́ch rovnic.

Soustavu (2.1) můžeme zapsat ve vektorovém tvaru jako

dx

dt
= f(x), (2.2)

kde x = (x1, . . . , xn) a f = (f1, . . . , fn).

Definice 2.2 (Řešenı́) Řešenı́m vektorové diferenciálnı́ rovnice (2.2) je funkce

x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) definovaná na intervalu I , která pro všechna t ∈ I splňuje x(t) ∈ D

a x′(t) = f(x(t)).
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Existuje nekonečně mnoho různých řešenı́ diferenciálnı́ rovnice. Chceme-li určit jedno

řešenı́ procházejı́cı́ zadaným bodem, zadáme počátečnı́ podmı́nku x(t0) = x0, x0 ∈ D a t0 ∈ I.

Nalézt takovéto řešenı́ diferenciálnı́ rovnice s počátečnı́ podmı́nkou se nazývá Cauchyova

úloha.

Věta 2.1 (Existence a jednoznačnost řešenı́, [3]) Necht’ D je otevřená podmnožina Rn ob-

sahujı́cı́ x0. Předpokládejme, že f ∈ C1(D). Potom existuje a > 0 takové, že počátečnı́ úloha

dx

dt
= f(x),

x(0) = x0,

má jednoznačné řešenı́ x(t) na intervalu [−a, a].

Dále zavedeme pojem ekvilibrium diferenciálnı́ rovnice a definujeme lokálnı́ asymptotickou

stabilitu ekvilibria.

Definice 2.3 (Pevný bod, ekvilibrium) Bod x∗, který splňuje rovnici

f(x∗) = 0,

se nazývá ekvilibriem (pevným bodem) soustavy diferenciálnı́ch rovnic (2.2),

kde x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n).

Definice 2.4 (Lokálnı́ asymptotická stabilita ekvilibria) Necht’ x∗ ∈ Rn je ekvilibrium sou-

stavy diferenciálnı́ch rovnic (2.2), tj. f(x∗) = 0. Ekvilibrium x∗ se nazývá lokálně stabilnı́,

pokud pro všechna ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé řešenı́ x(t) soustavy (2.2)

s počátečnı́ podmı́nkou x(t0), která splňuje |x(t0)−x∗| < δ, platı́ |x(t)−x∗| < ε pro všechna

t > t0. Platı́-li navı́c, že limt→∞ x(t) = x∗, pak řekneme, že ekvilibrium je lokálně asympto-

ticky stabilnı́. Nenı́-li ekvilibrium lokálně stabilnı́, řı́káme, že je nestabilnı́.

Pro určenı́ stability ekvilibria nelineárnı́ soustavy diferenciálnı́ch rovnic budeme využı́vat

metodu linearizace. Hartmanova-Grobmanova věta ukazuje, že blı́zko hyperbolického ekvi-

libria x0, má nelineárnı́ systém dx/dt = f(x) stejnou kvalitativnı́ strukturu jako lineárnı́

systém dx/dt = Ax, kde A = Df(x0) [3].

4



Věta 2.2 (Hartmanova-Grobmanova věta) Uvažujme soustavu diferenciálnı́ch rovnic

dx

dt
= Ax(t) + g(x),

kde g(0) = 0 a g je spojitá funkce splňujı́cı́ podmı́nku

lim
‖x‖→0

‖g(x)‖
‖x‖

→ 0.

Pak platı́:

1. Majı́-li všechna vlastnı́ čı́sla matice A záporné reálné části, je nulové řešenı́ lokálně

asymptoticky stabilnı́.

2. Existuje-li vlastnı́ čı́slo s kladnou reálnou částı́, pak je nulové řešenı́ nestabilnı́.

Určenı́ lokálnı́ stability metodou linearizace

Metoda linearizace spočı́vá v nalezenı́ ekvilibriı́ soustavy (2.2), tj. řešenı́ soustavy rovnic

f(x) = 0. Poté určı́me matici parciálnı́ch derivacı́, tzv. Jacobiho matici
(
∂fi
∂xj

)n
i,j=1

. Do této

matice dosadı́me dané ekvilibrium, jehož stabilitu vyšetřujeme. Majı́-li všechna vlastnı́ čı́sla

této matice záporné reálné části, je dané ekvilibrium lokálně asymptoticky stabilnı́. Existuje-li

vlastnı́ čı́slo s kladnou reálnou částı́, pak je dané ekvilibrium nestabilnı́.

Věta 2.3 (Routhovo-Hurwitzovo kritérium, [6]) Uvažujme charakteristickou rovnici

|λI − A| = λ2 + a1λ + a0 = 0 určujı́cı́ dvě vlastnı́ čı́sla λ reálné čtvercové matice A řádu

dva, kde I je identická matice. Potom všechna vlastnı́ čı́sla λ majı́ záporné reálné části, pokud

a1 > 0 a a0 > 0.

Uvažujme charakteristickou rovnici |λI − A| = λ3 + a2λ
2 + a1λ + a0 = 0 určujı́cı́ tři

vlastnı́ čı́sla λ reálné čtvercové matice A řádu tři, kde I je identická matice. Potom všechna

vlastnı́ čı́sla λ majı́ záporné reálné části, pokud a2 > 0, a0 > 0 a a2 a1 > a0.

Následujı́cı́ věta udává, kdy systém dvou rovnic dx/dt = f(x) nemůže mı́t limitnı́ cykly.

Věta 2.4 (Dulacovo kritérium, [3]) Necht’ je dána soustava dvou diferenciálnı́ch rovnic

dx/dt = f(x), x = (x1, x2) ∈ R2, f : D ⊂ R2 → R2.
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Necht’ f(x1, x2) = (f1(x1, x2), f2(x1, x2)) je spojitá a má spojité parciálnı́ derivace 1. řádu.

Existuje-li funkce B : D → R spojitá se spojitými parciálnı́mi derivacemi 1. řádu taková, že

výraz
∂(B(x1, x2)f1(x1, x2)

∂x1
+
∂(B(x1, x2)f2(x1, x2))

∂x2

je v jednoduše souvislé množině S ⊂ D stále většı́ nebo roven nule nebo stále menšı́ nebo

roven nule, přičemž nenı́ identicky roven nule v žádné otevřené podmnožině množiny S, pak

v S neexistuje uzavřená trajektorie této soustavy dvou diferenciálnı́ch rovnic.
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Kapitola 3

Model s jednou infekcı́

Uvažujme model šı́řenı́ infekčnı́ nemoci v populaci. Necht’ je populace rozdělena na třı́du

jedinců náchylných k infekci (S) a třı́du infekčnı́ch jedinců (I). Budeme předpokládat, že

nemoc nelze vyléčit, takže infekčnı́ jedinci zůstávajı́ ve třı́dě I . Celková velikost populace je

N = S + I . Infekce způsobuje u infekčnı́ch jedinců proporcionálnı́ snı́ženı́ reprodukce, které

určuje parametr σ, proto 0 < σ ≤ 1. Jedinci se rozmnožujı́ rychlostı́ b. Mortalita populace je

d+d1N , je tedy hustotně závislá. Infekčnı́ jedinci umı́rajı́ kvůli nemoci rychlostı́ α. Uvažujme

hustotně závislý přenos nemoci, a tedy rychlost přenosu nemoci ve tvaru βSI . Daný SI model

bude tedy vypadat takto:
dS

dt
= b(S + (1− σ)I)− βSI − (d+ d1N)S,

dI

dt
= βSI − (d+ d1N)I − αI.

(3.1)

V nepřı́tomnosti nemoci roste hostitelská populace logisticky:

dN

dt
= bN − (d+ d1N)N = rN

(
1− N

K

)
,

kde požadujeme r = b− d > 0 a K = (b− d)/d1 > 0, a tedy předpokládáme b > d.

3.1 Analýza modelu

V této kapitole analyzujeme výše popsaný model (3.1). Vypočteme základnı́ reprodukčnı́ čı́slo

R0, najdeme ekvilibria modelu a určı́me jejich existenci.
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Nejprve budeme chtı́t určit, kdy se bude infekce v populaci šı́řit. Infekce se rozšı́řı́, pokud

bude populace infekčnı́ch jedinců pro malé počátečnı́ množstvı́ infekčnı́ch jedinců růst, tedy

dI/dt > 0 pro jakékoli malé I . Tuto nerovnici si upravı́me a zı́skáme vztah pro základnı́

reprodukčnı́ čı́slo R0:

βSI − (d+ d1N)I − αI > 0,

I(βS − (d+ d1N)− α) > 0,

βS > d+ d1N + α,

βS

d+ d1N + α
> 1.

Protože v nepřı́tomnosti nemoci je počet náchylných jedinců S = N = K, je základnı́ repro-

dukčnı́ čı́slo rovno

R0 =
βK

d+ d1K + α
=

βK

b+ α
.

Základnı́ reprodukčnı́ čı́slo určuje střednı́ počet jedinců, které nakazı́ jeden infekčnı́ jedinec

v plně náchylné populaci během doby, po kterou je infekčnı́ [5].

Pro nalezenı́ ekvilibriı́ transformujeme model do nových proměnných: i = I/N aN = S + I .

Proměnná i představuje prevalenci nemoci, což je proporce infekčnı́ch jedinců v populaci,

proto 0 ≤ i ≤ 1. Rovnice pro di/dt a dN/dt vyjádřı́me jako:

di

dt
=

(
I

N

)′
=
I ′N − IN ′

N2
=
I ′

N
− i N

′

N
,

dN

dt
=

dS

dt
+
dI

dt
.

Transformovaný model pak vypadá takto:

di

dt
= i[βN(1− i)− α− b(1− iσ) + αi],

dN

dt
= N [b(1− iσ)− (d+ d1N)− αi].

(3.2)

Pravé strany obou rovnic modelu (3.2) položı́me rovny nule a nalezneme tak tři ekvilibria:

extinkčnı́ ekvilibrium E1 = (0, 0) a ekvilibrium bez nemoci E2 = (0, K), tato ekvilibria
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existujı́ vždy, a dále endemické ekvilibrium E3 = (i∗, N∗), pro které platı́ následujı́cı́ rovnice:

βN(1− i)− α− b(1− iσ) + αi = 0, (3.3)

b(1− iσ)− d− d1N − αi = 0. (3.4)

Rovnice sečteme a vyjádřı́me i pomocı́ N jako:

i = 1− d+ d1N + α

βN
.

Tento vztah dosadı́me do rovnice (3.3) a zı́skáme tak kvadratickou rovnici, která má dva

kořeny:

N1,2 =
1

2d1β

(
− β(d− b+ bσ + α) + d1(bσ + α)±√

[β(d− b+ bσ + α)− d1(bσ + α)]2 + 4d1β(bσα + bσd+ α2 + αd)
)
.

Z biologického hlediska musı́ být obě složky endemického ekvilibria E3 = (i∗, N∗) kladné.

Protože kořen N2 se znaménkem mı́nus je záporný, mohou složky ekvilibria E3 být pouze:

N∗ =
1

2d1β

(
− β(d− b+ bσ + α) + d1(bσ + α)+√

[β(d− b+ bσ + α)− d1(bσ + α)]2 + 4d1β(bσα + bσd+ α2 + αd)
)
,

(3.5)

i∗ = 1− d+ d1N
∗ + α

βN∗
. (3.6)

Problém existence endemického ekvilibria vyřešı́me graficky nı́že.

Nynı́ se podı́váme na speciálnı́ přı́pad σ = 1. Po dosazenı́ za σ = 1 přepı́šeme soustavu

rovnic (3.2) na:

di

dt
= i(1− i)(βN − α− b),

dN

dt
= N(b(1− i)− (d+ d1N)− αi).

(3.7)

Opět položı́me pravé strany obou rovnic (3.7) rovny nule a nalezneme dvě alternativnı́ ekvi-

libria: ekvilibrium E4 = (1, 0), které odpovı́dá vyhynutı́ hostitelské populace kvůli nemoci

a mı́sto ekvilibria E3 endemické ekvilibrium E5, které má tvar:

E5 =

(
β(b− d)− d1(b+ α)

β(b+ α)
,
b+ α

β

)
.
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Toto ekvilibrium existuje právě tehdy, když β(b−d)−d1(b+α) > 0 a
β(b− d)− d1(b+ α)

β(b+ α)
< 1.

Po úpravě prvnı́ podmı́nky dostaneme βK/(b+α) > 1. Výraz na levé straně nerovnice je roven

čı́sluR0. Úpravou druhé podmı́nky dosazenı́m zaN∗ = (b+α)/β zı́skáme
b− d
b+ α

− d1N
∗

b+ α
< 1.

Z této nerovnice vyjádřı́meN∗ a zı́skáme podmı́nkuN∗ > −(d+α)/d1, která je vždy splněna.

Proto podle prvnı́ podmı́nky ekvilibrium E5 existuje, pokud je R0 > 1.

Existence endemického ekvilibria E3

Endemické ekvilibrium se nacházı́ v průsečı́ku nulklin modelu (3.2), které jsou popsány těmito

rovnicemi:

βN(1− i)− α− b(1− iσ) + αi = 0, (3.8)

b(1− iσ)− (d+ d1N)− αi = 0. (3.9)

Existenci tohoto ekvilibria vyřešı́me graficky. Vyjádřenı́m N z rovnice (3.8) jako funkce

proměnné i,

N =
α + b− i(bσ + α)

β(1− i)
, (3.10)

zı́skáme hyperbolickou funkci. Jejı́ průsečı́k s osou i je i = (α + b)/(bσ + α) a průsečı́k

s osou N je N = (α + b)/β. Funkce má vertikálnı́ asymptotu i = 1 a horizontálnı́ asymptotu

N = (bσ + α)/β. Z rovnice pro druhou nulklinu (3.9) vyjádřı́me N jako funkci proměnné i:

N =
b− d− biσ − αi

d1
= K − i(bσ + α)

d1
. (3.11)

Zı́skáme tak klesajı́cı́ lineárnı́ funkci, která má průsečı́ky s osami i = (b − d)/(bσ + α)

a N = K.

Obě tyto funkce (3.10) a (3.11) jsou znázorněny na obrázku 3.1. Endemické ekvilibrium

hledáme v oblasti N > 0 a 0 < i < 1. Z obrázku vidı́me, že toto ekvilibrium bude existovat,

pokud je (b+ α)/β < K, tedy βK/(b+ α) > 1. Proto za předpokladu 0 < σ < 1 endemické

ekvilibrium existuje, pokud je R0 > 1. Zároveň vidı́me, že se funkce protnou v dané oblasti

jen v jednom bodě. Tedy endemické ekvilibrium, pokud existuje, je jediné.
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Obrázek 3.1: Existence endemického ekvilibria E3 modelu (3.2). Hyperbolická křivka od-

povı́dá nulklině (3.8) a klesajı́cı́ lineárnı́ křivka odpovı́dá nulklině (3.9).

3.2 Stabilita ekvilibriı́

V této kapitole se budeme zabývat stabilitou nalezených ekvilibriı́. Stabilitu budeme určovat

pomocı́ Jacobiho matice modelu (3.2), která má tento tvar:

J =

 βN(1− 2i)− α− b(1− 2iσ) + 2αi iβ(1− i)

−N(bσ + α) b(1− iσ)− d− 2d1N − αi

 .

Nynı́ vyjádřı́me Jacobiho matici v jednotlivých ekvilibriı́ch.

1. Ekvilibrium E1 = (0, 0):

JE1 =

 −(b+ α) 0

0 b− d

 .

Jedná se o diagonálnı́ matici, vlastnı́ čı́sla se tedy nacházejı́ na diagonále. Reálné části

obou těchto čı́sel musı́ být záporné, aby ekvilibrium bylo stabilnı́. Protože předpokládáme,

že b− d > 0, je ekvilibrium E1 nestabilnı́.

2. Ekvilibrium E2 = (0, K):

JE2 =

 βK − α− b 0

−K(bσ + α) b− d− 2d1K

 .
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U dolnı́ trojúhelnı́kové matice jsou vlastnı́ čı́sla prvky na diagonále. Reálné části těchto

čı́sel musı́ být opět záporné, aby ekvilibrium bylo stabilnı́. Do druhého vlastnı́ho čı́sla

dosadı́me K = (b − d) / d1, zı́skáme tak −(b− d). Toto vlastnı́ čı́slo bude tedy vždy

záporné. Proto ekvilibrium bude stabilnı́, pokud i prvnı́ vlastnı́ čı́slo bude záporné, tedy

βK − α− b < 0. Po upravenı́ dostaneme, že βK/(b+ α) < 1. Proto je ekvilibrium E2

stabilnı́ pro R0 < 1 a nestabilnı́ pro R0 > 1.

3. Ekvilibrium E3 = (i∗, N∗):

Jacobiho matici upravı́me pomocı́ rovnic (3.8) a (3.9), kterým toto ekvilibrium odpovı́dá:

JE3 =

 −i∗(βN∗ − bσ − α) i∗β(1− i∗)

−N∗(bσ + α) −d1N∗

 .

Pro určenı́ stability vypočteme determinant detJE3 a stopu trJE3 matice JE3 . Ekvilib-

rium je stabilnı́, pokud je stopa záporná a determinant kladný.

trJE3 = − (i∗(βN∗ − bσ − α) + d1N
∗) , (3.12)

detJE3 = d1N
∗i∗(βN∗ − bσ − α) + βN∗i∗(1− i∗)(bσ + α). (3.13)

Z obrázku 3.1 lze vidět, že pokud ekvilibrium E3 existuje, je N∗ >
bσ + α

β
, a proto

je výraz βN∗ − bσ − α vždy kladný. Z toho vyplývá, že stopa je záporná a determi-

nant kladný, a tedy endemické ekvilibrium E3 je stabilnı́, pokud existuje ( R0 > 1

a 0 < σ < 1).

4. Ekvilibrium E4 = (1, 0):

JE4 =

 b+ α 0

0 −(d+ α)

 .

Prvnı́ vlastnı́ čı́slo b + α je kladné a druhé −(d + α) je záporné, ekvilibrium je tedy

nestabilnı́.

5. Ekvilibrium E5 =

(
β(b− d)− d1(b+ α)

β(b+ α)
,
b+ α

β

)
:

Dosazenı́m za σ = 1 a upravenı́m Jacobiho matice pomocı́ rovnic:

βN − α− b = 0,

b(1− i)− (d+ d1N − αi) = 0,
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které toto ekvilibrium splňuje, zı́skáváme:

JE5 =

 0 i∗β(1− i∗)

−N∗(b+ α) −d1N∗

 .

Vypočteme stopu a determinant. Protože

trJE5 = −d1N∗ < 0,

detJE5 = βN∗i∗(b+ α)(1− i∗) > 0,

je ekvilibrium E5 stabilnı́, pokud existuje, tedy σ = 1 a R0 > 1.

Dulacovo kritérium Kromě ekvilibriı́ mohou v systému daném modelem (3.1) existovat

také limitnı́ cykly. Pomocı́ Dulacova kritéria můžeme existenci limitnı́ch cyklů vyloučit a dokázat,

že endemická ekvilibria jsou globálně stabilnı́. Kritérium určı́me ze soustavy rovnic (3.1), kte-

rou si přepı́šeme na:

dS

dI
= bS + bI − bIσ − βSI − dS − d1S2 − d1SI,

dI

dt
= βSI − (d+ d1S + d1I)I − αI.

Nynı́ zvolme funkci B = 1/SI . Máme tak:

B
dS

dt
=

1

SI

dS

dt
=
b

I
+
b

S
− bσ

S
− β − d

I
− d1S

I
− d1,

B
dI

dt
=

1

SI

dI

dt
= β − d+ d1S + d1I

S
− α

S
.

(3.14)

Vypočteme parciálnı́ derivace (3.14) podle proměnných S a I a sečteme je:

∂

∂S

(
B
dS

dt

)
+

∂

∂I

(
B
dI

dt

)
= −

(
b(1− σ)
S2

+
d1
I

+
d1
S

)
.

Zı́skáme výraz, který je pro S > 0 a I > 0 vždy záporný, proto v této oblasti neexistuje

žádná uzavřená trajektorie a endemické ekvilibrium E3 je globálně stabilnı́ (přitahuje všechny

trajektorie s S(0) > 0 a I(0) > 0), pokud existuje. Pokud ekvilibrium E3 neexistuje, je

globálně stabilnı́ ekvilibrium E2. Protože právě provedený výpočet platı́ i pro σ = 1, lze totéž

řı́ci i o endemickém ekvilibriu E5.

13



3.3 Kontrola populace škůdců

Infekčnı́ nemoci mohou být využity ke kontrole populace škůdců. Cı́lem kontroly je snı́žit ve-

likost populace škůdců prostřednictvı́m zvýšenı́ mortality nebo snı́ženı́ natality jedinců v po-

pulaci [4]. V této části budeme posuzovat účinnost kontroly v závislosti na změnách určitých

parametrů, konkrétně parametrů σ a α.

Budeme uvažovat endemické ekvilibrium E3 = (i∗, N∗), které je určeno vztahy (3.6)

a (3.5). Do vrstevnicového grafu zakreslı́me funkci U(σ, α), která vyjadřuje účinnost kont-

roly škůdce. Funkci účinnosti budeme definovat jako:

U(σ, α) = 1− N∗(σ, α)

K
. (3.15)

Účinnost je tedy maximálnı́, U = 1, pokud N∗ = 0, a minimálnı́, U = 0, pokud N∗ = K.

Účinnost kontroly je vykreslena na obrázku 3.2. Na obrázku 3.2a vidı́me, že nejefektivnějšı́

bude účinnost kontroly při vysokých hodnotách σ, tedy pokud je vysoké proporcionálnı́ snı́ženı́

reprodukce, a při nı́zkých hodnotách α, kdy je nı́zká úmrtnost populace kvůli nemoci. Pokud

se α o něco zvýšı́, bude lepšı́ účinnost kontroly při střednı́ až vysoké hodnotě σ. Účinnost se

bude snižovat při nı́zkých hodnotách σ i α, nebo při vysokých hodnotách α a pro jakékoliv σ.

Z obrázku 3.2b, kdy jsme zvýšili hodnotu přenosového parametru β, je patrné, že účinnost

bude vysoká pro malé α a vysoké σ, nebo pro střednı́ α a jakékoliv σ. Naopak malá účinnost

bude pro malé α a malé σ, nebo pro velké α a libovolnou hodnotu σ.

Zvýšı́me-li hodnotu parametru β ještě vı́ce (obrázek 3.2c), vidı́me, že účinnost v podstatě

závisı́ pouze na parametru α. Nejúčinějšı́ bude kontrola pro malé α. Naopak účinnost bude

malá pro velmi malé α, nebo pro α vysoké.

Se změnou ostatnı́ch parametrů zı́skáme kvalitativně podobné výsledky, což je patrné na

obrázku 3.2d, kde i v tomto přı́padě bude mı́t účinnost kontroly vysoký efekt při vysoké hod-

notě parametru σ a malé hodnotě α. Účinnost pak bude malá pro malé α a malé σ, nebo pro

vysoké α a jakékoliv σ.

Z předchozı́ho popisu můžeme tedy řı́ci, že pokud je přenosová rychlost β malá, je pro

kontrolu vhodné vnést do populace infekci s vysokou hodnotou parametru σ a malou hodnotou

α. Pro vyššı́ koeficient β by také bylo vhodné použı́t infekci s vysokým σ a malým α, nebo
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se střednı́ hodnotou α a s jakýmkoliv σ. Pro vysokou hodnotu koeficientu β potom účinnost

závisı́ pouze na parametru α, kdy je vhodné použı́t infekci se středně velkým α.

Na obrázku 3.3 jsou znázorněny jednotlivé složky i∗ a N∗ endemického ekvilibria E3 jako

funkce parametrů σ a α. Z obrázku je patrné, že největšı́ procento nemocných bude při nı́zkých

hodnotách σ a poměrně malém α a hustota populace bude malá pro malé α a velké σ.
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 3.2: Účinnost U kontroly škůdce daná vztahem (3.15) jako funkce proměnných σ a α.

Hodnoty parametrů: b = 0.01, d = 0.005, K = 500, (a) β = 0.0001, (b) β = 0.0008,

(c) β = 0.08. Pro panel (d) pak b = 0.1, d = 0.05, K = 500, β = 0.002. V oblasti parametrů

σ a α zobrazené na jednotlivých panelech platı́ R0 > 1.
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(a) (b)

Obrázek 3.3: Funkce (a) i∗ a (b)N∗ proměnných σ a α.Hodnoty parametrů odpovı́dajı́ panelu

(a) z obrázku 3.2: b = 0.01, d = 0.005, K = 500, β = 0.0001. V oblasti parametrů σ a α

zobrazené na jednotlivých panelech platı́ R0 > 1.
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Kapitola 4

Model se dvěma infekcemi

V předchozı́m modelu jsme uvažovali šı́řenı́ jedné infekce v populaci. Je také možné vnést

do populace dvě infekce, kde každá bude mı́t jeden efekt, tedy proporcionálnı́ snı́ženı́ repro-

dukce σ a aditivnı́ zvýšenı́ mortality α. Předpokládáme, že jedinci nemohou mı́t zároveň obě

infekce. Populaci rozdělı́me do třı́ třı́d. V prvnı́ třı́dě S jsou náchylnı́ jedinci a ve zbylých dvou

třı́dách jsou infekčnı́ jedinci rozděleni podle typu infekce. Ve třı́dě I1 jsou jedinci, kteřı́ umı́rajı́

kvůli nemoci rychlostı́ α > 0, a ve třı́dě I2 jsou jedinci, kteřı́ majı́ snı́ženou reprodukci kvůli

nemoci, 0 < σ ≤ 1. Celková velikost populace bude N = S + I1 + I2. Předpokládáme,

že nemocnı́ jedinci se neuzdravujı́ a zůstávajı́ ve třı́dách I1 a I2. Nepředpokládáme možnost

superinfekce. Jedinci se rozmnožujı́ rychlostı́ b. Přirozená mortalita jedinců je d + d1N , čili

opět uvažujeme hustotnı́ závislost. Rychlosti přenosu jednotlivých infekcı́ jsou β1SI1 a β2SI2.

Model bude vypadat takto:
dS

dt
= b(S + I1 + (1− σ)I2)− β1SI1 − β2SI2 − (d+ d1N)S,

dI1
dt

= β1SI1 − (d+ d1N)I1 − αI1,

dI2
dt

= β2SI2 − (d+ d1N)I2.

(4.1)

V nepřı́tomnosti nemoci roste hostitelská populace logisticky:

dN

dt
= bN − (d+ d1N)N = rN

(
1− N

K

)
, (4.2)

kde uvažujeme r = b− d > 0 a K = (b− d)/d1 > 0, předpokládáme tedy b > d.
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4.1 Analýza modelu

V této části analyzujeme model (4.1). Vypočteme základnı́ reprodukčnı́ čı́slo R0, najdeme

ekvilibria modelu a zjistı́me jejich existenci.

Začneme s výpočtem základnı́ho reprodukčnı́ho čı́sla R0 modelu (4.1). K jeho výpočtu

použijeme metodu pro složitějšı́ epidemiologické modely, jejı́ž postup je detailně vysvětlen

napřı́klad v práci [1].

Necht’ vektor x = (I1, I2, S)
′ je vektor stavových proměnných, které jsou uspořádány

tak, aby prvnı́ dvě odpovı́daly infekčnı́m jedincům. Nynı́ sestavı́me vektor F(x), který určuje

rychlost, s jakou se objevı́ nová infekce v dané třı́dě:

F(x) =


β1SI1

β2SI2

0

 .

Dále sestavı́me vektor V(x), jehož složky odpovı́dajı́ rozdı́lu rychlostı́ odchodů a přı́chodů

(jiným způsobem než infekcı́) do dané třı́dy:

V(x) =


(d+ d1N)I1 + αI1

(d+ d1N)I2

β1SI1 + β2SI2 + (d+ d1N)S − b(S + I1 + (1− σ)I2)

 .

Potom můžeme určit matice F a V , jejichž dimenze odpovı́dá počtu infekčnı́ch třı́d a jejichž

složky jsou parciálnı́ derivace F(x) a V(x) podle proměnných I1 a I2 v bodě ekvilibria bez

nemoci (0, 0, K), které jsme zı́skali z rovnice (4.2). Máme tedy:

F =

 β1K 0

0 β2K

 , V =

 d+ d1K + α 0

0 d+ d1K

∣∣∣∣∣
b=d+d1K

=

 b+ α 0

0 b

 .

Potom určı́me matici

FV −1 =

 β1K
b+α

0

0 β2K
b

 . (4.3)

Vlastnı́ čı́sla této matice jsou:

R1 =
β1K

b+ α
a R2 =

β2K

b
.
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Základnı́ reprodukčnı́ čı́slo R0 je spektrálnı́m poloměrem matice FV −1 a pro model (4.1) je

tedy rovno největšı́mu z těchto vlastnı́ch čı́sel v absolutnı́ hodnotě [1]: R0 = max{R1, R2}.

Obvykle se matice FV −1 nazývá ”matice přı́štı́ generace“ (angl. next generation matrix) [1].

Nynı́ transformujeme model (4.1) do nových proměnných. Zavedeme tři proměnné:

i1 = I1/N , i2 = I2/N a N = S + I1 + I2, kde i1, i2 ∈ [0, 1]. Transformovaný model pak

vypadá takto:

di1
dt

= i1[β1N(1− i1 − i2)− α− b(1− i2σ) + αi1],

di2
dt

= i2[β2N(1− i1 − i2)− b(1− i2σ) + αi1],

dN

dt
= N [b(1− i2σ)− (d+ d1N)− αi1].

(4.4)

Pravé strany všech rovnic modelu (4.4) položı́me rovny nule a nalezneme tato ekvilibria:

extinkčnı́ ekvilibrium E1 = (0, 0, 0) a ekvilibrium bez nemoci E2 = (0, 0, K), která exis-

tujı́ vždy, dále stěnová ekvilibria E3 = (0, i∗2, N
∗) a E4 = (i∗1, 0, N

∗) a nakonec endemické

ekvilibrium E5 = (i∗1, i
∗
2, N

∗). Pokud bude σ = 1 nalezneme nové ekvilibrium E6 = (0, 1, 0)

a mı́sto ekvilibria E3 nalezneme ekvilibrium E7 = (0, i∗2, N
∗). Konkrétnı́ hodnoty ekvilibriı́

dále vypočteme a vyřešı́me jejich existenci. (Poznamenejme, že složky ekvilibriı́ i∗1, i
∗
2 a N∗ se

vždy vztahujı́ k jinému ekvilibriu, majı́ tedy pokaždé jiné hodnoty).

V přı́padě stěnových ekvilibriı́ E3 a E4 přejde systém (4.4) na předchozı́ systém se dvěma

rovnicemi (3.2) a bude pro něj platit, že pokud je i1 = 0, bude α = 0 a pokud je i2 = 0, bude

σ = 0.

Ekvilibrium E3 vyjádřı́me z této soustavy rovnic:

β2N(1− i2)− b(1− i2σ) = 0, (4.5)

b(1− i2σ)− d− d1N = 0. (4.6)

Bude mı́t tedy tvar:

N∗ =
1

2d1β2

(
− β2(d− b+ bσ) + d1bσ)+√

[β2(d− b+ bσ)− d1bσ]2 + 4d1β2bσd)
)
,

(4.7)
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i∗2 = 1− d+ d1N
∗

β2N∗
. (4.8)

Pomocı́ předchozı́ grafické analýzy existence endemického ekvilibria modelu (3.2) určı́me

i existenci ekvilibria E3. Průnik nulklin (4.5) a (4.6) je znázorněn na obrázku 4.1a. Aby tento

průnik existoval, musı́ být K > b/β2. Proto ekvilibrium E3 = (0, i∗2, N
∗) bude existovat,

pokud bude R2 > 1 a σ ∈ (0, 1).

Druhé stěnové ekvilibrium E4 vyjádřı́me z této soustavy rovnic:

β1N(1− i1)− α− b+ αi1 = 0, (4.9)

b− d− d1N − αi1 = 0. (4.10)

Jeho hodnoty jsou:

N∗ =
1

2d1β1

(
− β1(d− b+ α) + αd1)+√

[β1(d− b+ α)− αd1]2 + 4d1β1α(α + d)
)
,

(4.11)

i∗1 = 1− d+ d1N
∗ + α

β1N∗
. (4.12)

Existenci určı́me stejně jako v předchozı́m přı́padě. Průnik nulklin (4.9) a (4.10) je znázorněn

na obrázku 4.1b. Opět pro existenci ekvilibria musı́ platit, že K > (b + α)/β1. Proto ekvi-

librium E4 = (i∗1, 0, N
∗) bude existovat, pokud je R1 > 1 a σ ∈ (0, 1).

Také v přı́padě ekvilibriı́ E6 a E7 přejde původnı́ systém na systém rovnic z předchozı́ho

modelu (3.7), kde σ = 1. Nová soustava rovnic pro studium ekvilibria E6 bude:

di2
dt

= i2(1− i2)(β2N − b),

dN

dt
= N [b(1− i2)− (d+ d1N)].

(4.13)

Ekvilibrium E6 = (0, 1, 0) existuje, pokud je σ = 1. Ekvilibrium E7 určı́me ze soustavy

rovnic:

β2N − b = 0,

b(1− i2)− (d+ d1N) = 0.
(4.14)
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(a) (b)

Obrázek 4.1: Existence stěnových ekvilibriı́ (a) E3, (b) E4 modelu (4.4). Hyperbolické křivky

odpovı́dajı́ nulklinám (a) (4.5), (b) (4.9). Klesajı́cı́ lineárnı́ křivky odpovı́dajı́ nulklinám

(a) (4.6), (b) (4.10).

Toto ekvilibrium má tvar:

E7 =

(
0,
β2(b− d)− d1b

β2b
,
b

β2

)
.

Aby ekvilibrium E7 existovalo, musı́ být splněny tyto podmı́nky: β2(b− d)− d1b > 0

a
β2(b− d)− d1b

β2b
< 1. Druhá podmı́nka je splněna vždy, protože po dosazenı́ N∗ = b/β2

zı́skáme N∗ > −d/d1, což platı́ vždy. Po úpravě prvnı́ podmı́nky dostaneme β2K/b > 1.

Výraz na levé straně je roven čı́slu R2, proto ekvilibrium E7 existuje, pokud je R2 > 1

(a σ = 1).

Endemické ekvilibrium E5 = (i∗1, i
∗
2, N

∗) se nacházı́ v průsečı́ku těchto nulklin:

β1N(1− i1 − i2)− α− b(1− i2σ) + αi1 = 0,

β2N(1− i1 − i2)− b(1− i2σ) + αi1 = 0,

b(1− i2σ)− (d+ d1N)− αi1 = 0.

(4.15)
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Hodnoty endemického ekvilibria zı́skáme vyřešenı́m této soustavy třı́ rovnic se třemi neznámými:

i∗1 = 1− 1

α− bσ

(
α− b− α2d1

β2α− d(β1 − β2)
+

β2α

β1 − β2

)
− αd1
β2α− d(β1 − β2)

,

i∗2 =
1

α− bσ

(
α− b− α2d1

β2α− d(β1 − β2)
+

β2α

β1 − β2

)
,

N∗ =
β2α− d(β1 − β2)
d1(β1 − β2)

.

(4.16)

Aby ekvilibrium E5 existovalo, musı́ být N∗ > 0. To je splněno, pokud 1 < β1
β2

< 1 + α
d

.

Protože určit podmı́nky, kdy je 0 < i∗1 < 1 a 0 < i∗2 < 1 je obtı́žné, budeme existenci a stabi-

litu endemického ekvilibria E5 zkoumat současně pomocı́ numerických simulacı́ v následujı́cı́

části.

4.2 Stabilita ekvilibriı́

V této části vyřešı́me stabilitu nalezených ekvilibriı́ pomocı́ Jacobiho matice systému (4.4),

která má tvar:

J =


β1N(1− 2i1 − i2)− b(1− iσ)− α(1− 2i1) i1(bσ − β1N) i1β1(1− i1 − i2)

i2(α− β2N) β2N(1− i1 − 2i2)− b(1− 2i2) + αi1 i2β2(1− i1 − i2)

−αN −Nbσ b(1− i2)− d− 2d1N − αi1

.
Dále vyjádřı́me Jacobiho matici v konkrétnı́ch ekvilibriı́ch.

1. Ekvilibrium E1 = (0, 0, 0):

JE1 =


−(b+ α) 0 0

0 −b 0

0 0 b− d

 .

Vlastnı́ čı́sla se nacházejı́ na diagonále. Protože předpokládáme, že b− d > 0, bude toto

ekvilibrium vždy nestabilnı́.

2. Ekvilibrium E2 = (0, 0, K):

JE2 =


β1K − b− α 0 0

0 β2K − b 0

−αK −Kbσ b− d− 2d1K

 .
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Třetı́ vlastnı́ čı́slo můžeme upravit dosazenı́m za K = (b − d)/d1 na −(b − d). Toto

vlastnı́ čı́slo je záporné. Ekvilibrium E2 bude tedy stabilnı́, pokud bude β1K−b−α < 0

a zároveň β2K − b < 0, tedy pokud je R1 < 1 a R2 < 1. Pokud bude alespoň jedno

z čı́sel R1 nebo R2 většı́ než jedna, bude ekvilibrium E2 nestabilnı́.

3. Ekvilibrium E3 = (0, i∗2, N
∗):

Jacobiho matici upravı́me pomocı́ rovnic (4.5) a (4.6) na

JE3 =


−b(1− i∗2σ) 0 0

−i∗2β2N∗ −i∗2(β2N∗ − bσ) i∗2β2(1− i∗2)

0 −N∗bσ −d1N∗

 .

Determinant |λI−JE3| rozvineme podle prvnı́ho řádku. Zı́skáme tak jedno vlastnı́ čı́slo

ve tvaru −b(1 − i∗2σ), které je záporné, pokud ekvilibrium E3 existuje, protože jistě

platı́ i∗2 σ < 1 pro i∗2 ∈ (0, 1) a σ ∈ (0, 1). Aby ekvilibrium E3 bylo stabilnı́, musı́

mı́t zbylá dvě vlastnı́ čı́sla záporné reálné části. Tyto vlastnı́ čı́sla odpovı́dajı́ kořenům

charakteristické rovnice λ2 + a1λ+ a0 = 0, kde

a1 = i∗2(β2N
∗ − bσ) + d1N

∗,

a0 = d1N
∗i∗2(β2N

∗ − bσ) + β2N
∗i∗2bσ(1− i∗2).

Podle Routhova-Hurwitzova kritéria jsou reálné části vlastnı́ch čı́sel záporná, pokud jsou

koeficienty a1 a a0 kladné. Koeficient −a1 odpovı́dá (až na α = 0) stopě Jacobiho

matice (3.12) pro endemické ekvilibirium modelu (3.2). Vı́me tedy, že koeficient a1

je kladný. Koeficient a0 odpovı́dá determinantu Jacobiho matice (3.13), proto je také

kladný. Ekvilibrium E3 je tedy stabilnı́, pokud existuje (R2 > 1 a σ ∈ (0, 1)).

4. Ekvilibrium E4 = (i∗1, 0, N
∗):

Jacobiho matici upravı́me pomocı́ rovnic (4.9) a (4.10) na:

JE4 =


−i∗1(β1N∗ − α) −i∗1β1N∗ i∗1β1(1− i∗1)

0 −b+ αi∗1 0

−αN∗ 0 −d1N∗

 .
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Stabilitu vyřešı́me stejně jako u předchozı́ho ekvilibria. Determinant |λI − JE4 | rozvi-

neme pomocı́ druhého řádku. Zı́skáme jedno vlastnı́ čı́slo −b + αi∗1, které je záporné,

protože i∗1 < (b − d)/α < b/α pro i∗1 ∈ (0, 1), což je vidět z obrázku 4.1b. Zbylá dvě

vlastnı́ čı́sla odpovı́dajı́ kořenům charakteristické rovnice λ2 + a1λ+ a0 = 0, kde

a1 = i∗1(β1N
∗ − α) + d1N

∗,

a0 = d1N
∗i∗1(β1N

∗ − α) + β1N
∗i∗1α(1− i∗1).

Koeficienty−a1 a a0 opět odpovı́dajı́ stopě (3.12) a determinantu (3.13) Jacobiho matice

pro endemické ekvilibrium modelu (3.2), tentokrát pro σ = 0. Vı́me tedy, že koeficienty

a1 a a0 jsou kladné, a tedy i zbylá dvě vlastnı́ čı́sla majı́ záporné reálné části. Proto je

ekvilibrium E4 stabilnı́, pokud existuje (R1 > 1, σ ∈ (0, 1)).

5. Ekvilibrium E5 = (i∗1, i
∗
2, N

∗):

JE5 =


i∗1(α− β1N∗) i∗1(bσ − β1N∗) i∗1β1(1− i∗1 − i∗2)

i∗2(α− β2N∗) i∗2(bσ − β2N∗) i∗2β2(1− i∗1 − i∗2)

−αN∗ −N∗bσ −d1N∗

 .

Na určenı́ stability bychom i zde mohli určit koeficienty charakteristického polynomu

třetı́ho stupně a použı́t Routhovo-Hurwitzovo kritérium. Protože jsou však výsledné

podmı́nky složité a neumožňujı́ jasný vhled na chovánı́ systému, vyšetřı́me stabilitu nu-

mericky a určı́me, kdy pro dané parametry bude endemické ekvilibrium existovat a kdy

bude stabilnı́ (obrázek 4.2). Existenci a stabilitu jsme určili v závislosti na paramet-

rech σ a α, ostatnı́ parametry jsou dané, měnı́me jen koeficienty přenosu u obou infekcı́

β1 a β2. Ve všech přı́padech uvažujeme R1 > 1 a R2 > 1, což znamená, že stěnová

ekvilibria E3 = (0, i∗2, N
∗) a E4 = (i1, 0, N

∗) jsou stabilnı́ a naopak E1 = (0, 0, 0)

a E2 = (0, 0, K) jsou nestabilnı́.

Na obrázku 4.2a lze vidět, že pokud je koeficient β1 většı́ než koeficient β2, bude en-

demické ekvilibrium existovat a bude stabilnı́ pro malé α a σ ∈ (0, 1), se zvyšujı́cı́m

se α bude stabilnı́ pro stále menšı́ interval pro σ, a pro vysoké hodnoty α endemické

ekvilibrium neexistuje. Podobný přı́pad je také na obrázku 4.2b, pouze s nižšı́ hodno-

tou koeficientu β1. Na obrázku 4.2c jsou oba koeficienty β1 a β2 malé, v tomto přı́padě
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endemické ekvilibrium neexistuje bud’ pro malé α, nebo pro velké α. Stabilnı́ bude pro

střednı́ α a σ ∈ (0, 1), pro většı́ α bude stabilnı́ pro menšı́ σ. Na obrázku 4.2d lze vidět,

že pro vysoké σ a malé α endemické ekvilibrium existuje, avšak je nestabilnı́, kdežto

pro malé σ a malé α bude stabilnı́. Pro vysoké hodnoty α potom endemické ekvilib-

rium neexistuje. V přı́padě obrázku 4.2d byly koeficienty β1 a β2 o trochu zvýšeny než

v předchozı́m přı́padě. Pokud jsou obě hodnoty β1 a β2 vysoké (napřı́klad β1 = 0.008

a β2 = 0.007), nebo obě nı́zké (napřı́klad β1 = 0.0001 a β2 = 0.00007), endemické

ekvilibrium neexistuje pro žádnou kombinaci parametrů α a σ, pro které je R1 > 1

a R2 > 1.

6. Ekvilibrium E6 = (0, 1, 0):

JE6 =


−α 0 0

α b 0

0 0 −d

 .

Vlastnı́ čı́sla se nacházejı́ na diagonále. Protože b > 0, je toto ekvilibrium nestabilnı́.

7. Ekvilibrium E7 =

(
0,
β2(b− d)− d1b

β2b
,
b

β2

)
:

Jacobiho matici upravı́me pomocı́ rovnic (4.14) na:

JE7 =


−b(1− i∗2) 0 0

−i∗2β2N∗ 0 i∗2β2(1− i∗2)

0 −N∗b −d1N∗

 .

Determinant |λI − JE7| rozvineme podle prvnı́ho řádku a zı́skáme jedno vlastnı́ čı́slo

−b(1−i∗2), které je záporné. Zbylá dvě vlastnı́ čı́sla odpovı́dajı́ kořenům charakteristické

rovnice λ2 + a1λ + a0 = 0, kde a1 = d1N
∗ a a0 = i∗2N

∗bβ2(1 − i∗2). Oba koefi-

cienty a1 a a0 jsou kladné, proto majı́ zbylá dvě vlastnı́ čı́sla záporné reálné části, a tedy

ekvilibrium E7 je stabilnı́, pokud existuje (R2 > 1 a σ = 1).
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4.3 Kontrola populace škůdců

V této části budeme diskutovat možnost využitı́ dvou infekcı́ s různými efekty ke kontrole

populace škůdců. Strategie kontroly v tomto přı́padě bude spočı́vat v nalezenı́ vhodných pa-

rametrů σ a α a také v určenı́, jaká nemoc se v populaci ustálı́, začneme-li simulaci s danými

počátečnı́mi podmı́nkami.

Při tvorbě obrázku 4.3 jsme simulaci spouštěli s počátečnı́mi podmı́nkami N = 500,

i1 = i2 = 0.002, ukončili v čase 1000 a určili hodnotu ekvilibriaN∗ pro dané parametry σ a α.

Simulaci systému (4.4) jsme provedli v programovém prostředı́ R pomocı́ knihovny deSolve.

Poté jsme vykreslili vrstevnicový graf funkce U vyjadřujı́cı́ účinnost kontroly, která má tvar

U(σ, α) = 1− N∗(σ, α)

K
, (4.17)

kde N∗ je dosažené ekvilibrium (čas t = 1000 se ukázal dostatečný pro určenı́ dosaženého

ekvilibria). Může se jednat o ekvilibriumE3 = (0, i∗2, N
∗),E4 = (i∗1, 0, N

∗) neboE5 = (i∗1, i
∗
2, N

∗).

Ve všech přı́padech byly totiž parametry nastaveny tak, že R1 > 1 a R2 > 1, tedy stěnová

ekvilibria E3 a E4 existujı́ a jsou stabilnı́.

K jakému ekvilibriu se populace v daném čase blı́žı́, je zakresleno v obrázku 4.4. (Upo-

zorňujeme, že dı́ky multistabilitě se při jiných nastavenı́ch počátečnı́ch podmı́nek mohou

výsledky lišit).

Nynı́ popı́šeme, pro jaké parametry bude účinnost kontroly nejefektivnějšı́ (obrázek 4.3)

a z obrázku 4.4, určı́me o jaké ekvilibrium se pro daný přı́pad jedná.

Z obrázku 4.3a je patrné, že nejvyššı́ účinnost kontroly bude pro středně malé α a jakékoliv

σ. V tomto přı́padě se jedná o ekvilibriumE4. Účinnost bude nı́zká pro velmi malé α. Pro velké

α závisı́ účinnost jen na σ, pro všechna taková σ bude účinnost malá.

Na obrázku 4.3b vidı́me, že účinnost bude opět nejvyššı́ pro středně malé α a všechna σ.

V tomto přı́padě se pro tyto parametry jedná bud’ o stěnové ekvilibrium E4, nebo o endemické

ekvilibrium E5. Efektivita účinnosti pak klesá s klesajı́cı́m α. Se zvyšujı́cı́m se α bude záviset

účinnost jen na hodnotě σ a bude nı́zká pro malé σ a vysoká pro σ velké. V obou přı́padech se

jedná o ekvilibrium E3.

Na obrázku 4.3c vidı́me, že účinnost kontroly bude nejvyššı́ pro středně malé α a vy-

27



soké σ. Se zvyšujı́cı́m se α pak účinnost bude opět záviset jen na hodnotě σ a bude vysoká

pro σ velké. V obou přı́padech se jedná o stěnové ekvilibrium E3. Účinnost bude vysoká i pro

malé α a malé σ v oblasti endemického ekvilibria E5. Naopak malá účinnost bude pro malé α

a jakékoliv σ, nebo pro malé σ a jakékoliv velké α.

V prvnı́m přı́padě jsme zjistili, že pro účinnou kontrolu by bylo vhodné do populace vnést

infekci s přidanou mortalitou odpovı́dajı́cı́ ekvilibriu E4 = (i∗1, 0, N
∗), která má střednı́ hod-

notu parametru α. I v druhém přı́padě by bylo vhodné vnést do populace tuto infekci s přidanou

mortalitou. Nebo také použı́t infekci s oběma efekty odpovı́dajı́cı́ ekvilibriu E5 = (i∗1, i
∗
2, N

∗).

Ve třetı́m přı́padě je vhodnějšı́ vnést do populace infekci s proporcionálnı́m snı́ženı́m repro-

dukce odpovı́dajı́cı́ ekvilibriu E3 = (0, i∗2, N
∗), která má vysoký parametr σ. V tomto přı́padě

by bylo možné použı́t i infekce s oběma efekty, které majı́ malé hodnoty obou parametrů σ a α.

Jednotlivé přı́pady se lišily v parametrech β1 a β2.
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Obrázek 4.2: Existence a stabilita endemického ekvilibria E5 (černá barva - ekvilibrium

existuje a je stabilnı́, šedá - ekvilibrium existuje a je nestabilnı́, bı́lá - ekvilibrium neexis-

tuje). Použité parametry: b = 0.03, d = 0.008, K = 500, (a) β1 = 0.008, β2 = 0.0001,

(b) β1 = 0.0007, β2 = 0.0001, (c) β1 = 0.0003, β2 = 0.0001, (d) β1 = 0.00035, β2 = 0.0002.
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Obrázek 4.3: Účinnost kontroly škůdce U jako funkce (4.17) proměnných σ a α. Použité pa-

rametry: b = 0.03, d = 0.008, K = 500, (a) β1 = 0.0007, β2 = 0.0001, (b) β1 = 0.0003,

β2 = 0.0001, (c) β1 = 0.00035, β2 = 0.0002. Pro oblast parametrů σ a α zobrazenou na jed-

notlivých panelech platı́ R1 > 1 a R2 > 1. Simulace systému (4.4) zastavena v čase 1000,

počátečnı́ podmı́nky: i1 = 0.002, i2 = 0.002, N = 500.
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Obrázek 4.4: Dosažené stabilnı́ ekvilibrium z počátečnı́ch podmı́nek N = 500,

i1 = i2 = 0.002: černá barva - endemické ekvilibrium E5 = (i∗1, i
∗
2, N

∗), bı́lá barva -

ekvilibrium E3 = (0, i∗2, N
∗), šedá barva - ekvilibrium E4 = (i∗1, 0, N

∗). Použité parametry:

b = 0.03, d = 0.008, K = 500, (a) β1 = 0.0007, β2 = 0.0001, (b) β1 = 0.0003, β2 = 0.0001,

(c) β1 = 0.00035, β2 = 0.0002. Pro oblast parametrů σ a α zobrazenou na jednotlivých

panelech platı́ R1 > 1 a R2 > 1.
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Kapitola 5

Závěr

V této práci jsme se zabývali dvěma modely šı́řenı́ infekčnı́ch nemocı́ v populaci. U prvnı́ho

modelu jsme uvažovali šı́řenı́ jedné infekce v populaci způsobujı́cı́ proporcionálnı́ snı́ženı́ re-

produkce a aditivnı́ zvýšenı́ mortality. U druhého modelu jsme uvažovali šı́řenı́ dvou infekcı́

v populaci, každou s jednı́m efektem. Předpokládali jsme, že jedinci nemohou mı́t obě infekce

zároveň ani nemůže dojı́t k superinfekci. Tyto modely jsme analyzovali, určili jsme ekvilibria

daných modelů a vyšetřili jejich existenci a stabilitu.

Dále jsme pak diskutovali možnost využitı́ infekcı́ jako nástrojů ke kontrole škodlivých po-

pulacı́. Určili jsme, pro jaké parametry je vhodné vnést do populace danou infekci a kdy bude

mı́t účinnost kontroly největšı́ efektivitu. U prvnı́ho modelu jsme účinnost kontroly posuzovali

pro endemické ekvilibrium daného modelu. U druhého modelu jsme postupovali tak, že jsme

posuzovali účinnost kontroly vzhledem k ekvilibriu, ke kterému se populace blı́žila v určitém

čase. Mohlo se tak jednat o jedno ze stěnových ekvilibriı́, nebo o endemické ekvilibrium.

Zatı́mco u prvnı́ho modelu se ve většině přı́padů ukázalo, jako efektivnějšı́ pro kontrolu

vnést do populace infekci s vysokým účinkem sterilizace a malým efektem přidané mortality.

U druhého modelu bylo vhodné volit infekci s poměrně malým efektem přidané mortality,

která odpovı́dala stěnovému ekvilibriu E4, přičemž na účinku sterilizace nezáleželo. Byl zde

ale i přı́pad, kdy bylo vhodnějšı́ volit infekci s vysokým účinkem sterilizace, která odpovı́dala

stěnovému ekvilibriu E3.

V práci jsme použili programy R a GeoGebra.
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