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1. Uvod

V mé diplomové praci jsem se zabyvala typy rozdéleni pravdépodobnosti
na simplexu, ktery predstavuje vybérovy prostor pro kompozi¢ni data. Tento
prostor je specificky, jelikoz kompozi¢ni data popisuji relativni prispévky casti
na daném celku, bez jehoz znalosti tato data ztraceji sviij vyznam. Z tohoto
divodu musi byt statisticky pristup ke kompoziénim dattim odlisny od klasické
statistické analyzy.

Cilem mé prace bylo predevsim zjistit, zda jsou modely Dirichletova rozdéleni,
posunutého Dirichletova rozdéleni a posunutého skalovaného Dirichletova rozdé-
leni vhodné pro praci s kompozi¢nimi daty jako alternativa k tzv. normalnimu
rozdéleni na simplexu. Do soucasné doby nebyly tyto pfistupy komplexné po-
psany a nebyla zavedena jednotna terminologie. K rozdélenim na simplexu jsem
pristupovala pomoci funkce hustoty, a to vzhledem k Aitchisonové mife na sim-
plexu a vzhledem k Lebesgueové mife v prostoru ortonormélnich soutadnic. Sou-
casti prace bylo sjednoceni terminologie a vyhodnoceni praktické vyuzitelnosti
Dirichletova rozdéleni pro popis kompozic¢nich dat.

Prace je ¢lenéna do tii kapitol. V prvni ¢asti jsem se zabyvala popisem uzi-
vanych spojitych mnohorozmérnych rozdéleni. Zvlastni pozornost byla vénovana
normalnimu a Dirichletovu rozdéleni, z jejichz principi vychazi i formy téchto
rozdéleni definovanych na simplexu. Druha ¢ast je zamérena na popis kompozic-
nich dat a specifikaci Aitchisonovy geometrie na simplexu, na kterém jsou tato
data definovana. Zavérecna kapitola je vénovana typtm rozdéleni pravdépodob-
nosti na simplexu. Podstatna ¢ast kapitoly popisuje chovani Dirichletova rozdeé-
leni, posunutého Dirichletova rozdéleni a posunutého skalovaného Dirichletova
rozdéleni na simplexu.

Prace byla vysazena pouzitim typografického softwaru TEXLive. Grafy a ob-

razky vznikly ve statistickém softwaru R.



2. Uzivana mnohorozmeérna rozdéleni

Existuje mnoho mnohorozmérnych modelii rozdéleni pravdépodobnosti
pouzivanych pro popis rozdéleni ndhodného vektoru, resp. rozdéleni prislusného
nadhodného vybéru. Mezi nejpouzivan€jsi patii normalni rozdéleni. Déle se ve spo-
jitém piipadé vyuziva také Studentovo mnohorozmérné rozdéleni nebo (pro dis-
krétni vektory) multinomické rozdéleni [6].

Tato diplomova prace se zabyva rozdélenim pravdépodobnosti na simplexu,
ktery tvori prirozeny vybérovy prostor pro kompozi¢ni data. Z tohoto dtvodu se
nasledujici kapitola vénuje popisu dvou vyznamnych mnohorozmérnych rozdéleni,
normalnim a Dirichletovym, které se k popisu rozdéleni kompozi¢nich dat mohou

teoreticky vyuzivat.

2.1. Normalni rozdéleni

Normaélni rozdéleni patii v jednorozmérném pripadé mezi nejpouzivanéjsi a
normalni rozdéleni oznac¢uje jako Gaussovo rozdéleni nebo zékon chyb. Siroka
skala vyuziti norméalniho rozdéleni plyne z faktu, Ze vétsina nahodnych déjd,
které se vyskytuji v prirodé nebo ve spolecnosti, se modeluje pravé normalnim
rozdélenim. Jako pfiklad uvedme tieba vysku jedinci v populaci nebo chyby mé-
feni. Diilezitost normélniho rozdéleni je vidét i z toho, Ze jsou z néj odvozena
jiné ¢asto pouzivand rozdéleni jako je x?, Studentovo ¢i Fisherovo rozdéleni [3,6].
V praxi byva téz normalni rozdéleni pouzivano jako aproximace jinych pravdeé-
podobnostnich rozdéleni spojitého i diskrétniho typu [3,6].

V nasledujici kapitole jsou shrnuty zakladni poznatky o jednorozmérné i mno-

horozmérné formé normaélniho rozdéleni.

2.1.1. Jednorozmérné normalni rozdéleni

Jednorozmérné normalni rozdéleni je spojité rozdéleni pravdépodobnosti

nahodné veli¢iny X, které je charakterizovano pomoci dvou parametrid. Prvni
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f(x)

parametr odpovida stiedni hodnoté p € R a druhy rozptylu o2 € R{. Rikame, Ze

nédhodna veli¢ina X m4 jednorozmérné normalni rozdéleni s parametry u a o2,

jestlize jeji hustota ma tvar

2

1 (z —p)
f(l') - \/Wexp{ - 202

Maé-li nahodna veli¢ina X jednorozmérné normalni rozdéleni, symbolicky tuto

}, x e R.

skutecnost zapisujeme X ~ N (u,0?), kde p = EX a 0? = varX [3].
Hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni je symetrické kolem své stfedni
hodnoty, kde funkce nabyva svého maxima. Stfedni hodnota jako parametr po-
lohy nam udévéa, kde se budou hodnoty nejcast€ji pohybovat, budeme-li nahodné
opakovat pokus Tidici se norméalnim rozdélenim. Naopak rozptyl predstavuje pa-
rametr variability a znaci, v jak izkém okoli stfedni hodnoty se naméiené hodnoty
vyskytuji. Body inflexe funkce jsou dany jako p — o a u+ o (obréazek 1).
Distribu¢ni funkci norméalniho rozdéleni ziskame, kdyz zintegrujeme funkci

hustoty, tj.

_ 1 ’ (t —p)
F(x)—\/m/ooexp{—T‘z}dt, reR.

0.4
I
1.0

0.3
0.8

0.2
1
F(x)
0.4 0.6

0.1
L

0.2

0.0
0.0

Obrazek ¢. 1: Funkce hustoty f(z) a distribu¢ni funkce F'(x) jednorozmérného

normalniho rozdéleni s parametry =2 a 02 = 1.
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Specialnim typem jednorozmérného normalniho rozdéleni je tzv. normované
normdlni rozdéleni. Jestlize Y ~ N (i, 0?), pak ndhodna veli¢ina

Y —p
g

X =

2

mé& normované normalni rozdéleni s parametry p = 0 a ¢° = 1, znacime

X ~ N(0,1). Dosazenim hodnot parametrti ziskdme funkci hustoty

a distribu¢ni funkci

1 [ t2

Normované normalni rozdéleni se ve statistice pouziva jako casté rozdéleni
vybérovych funkci, uzivanych ke konstrukci intervalovych odhad nebo k tes-

tovani parametrickych hypotéz [3].

2.1.2. Mnohorozmérné normalni rozdéleni

Mezi nejpouzivané€jsi spojita rozdéleni v oblasti vicerozmérné matematické
statistiky patfi mnohorozmérné normalni rozdéleni, téz oznacované jako mnoho-
rozmérné gaussovské rozdéleni [3].

Mnohorozmérné normalni rozdéleni ndhodného vektoru X je zobecnénou for-
mou jednorozmérného mnormalniho rozdéleni ndhodné veli¢iny X. Necht
X = (X1, Xs,...,X,) je p-rozmérny nahodny vektor, kde p > 2 a jehoz slozky
jsou ndhodné veliciny.

K definici mnohorozmérného normalniho rozdéleni mizeme vyuzit toho, zZe
dokazeme urcit rozdéleni ndhodného vektoru, pokud zname rozdéleni kazdé jeho

line4rni kombinace.

Definice 2.1. Necht je ddn ndhodny vektor X = (X1, Xo,...,X,), ddle necht
o= (pa,..., 1) je ciselny vektor stiednich hodnot a ¥ = (0;;) € RP*P je sy-

metrickd pozitivné definitni matice. Vektor X mad p-rozmeérné normdalni rozdelent
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s parametry p a X, jestlize pro libovolny vektor ¢ € RP plati, Ze ¢/'X ma jedno-

rozmérné normalni rozdéleni s parametry (c'p, c'Sc).

Hodnost matice h(X) se nazyva fad rozdéleni. V ptipadé, Zze je matice ¥
regularni, tj. jeji determinant je nenulovy, hovofime o reguldrnim p-rozmérném
normalnim rozdéleni. V pripadé, Ze je determinant matice ¥ nulovy, pak mluvime
o singuldrnim  p-rozmérném  norméalnim  rozdéleni.  Podobné = jako
u jednorozmérného normaéalniho rozdéleni miizeme symbolicky zapsat, ze
X ~ N,(p, X). Poznemenejme, Ze p je zéroven stiedni hodnotou a ¥ varianéni
matici tohoto rozdéleni [3].

Jiny zptsob, kterym muizeme definovat vicerozmérné normalni rozdéleni, je
pomoci funkce hustoty [3]. Rekneme, Ze ndhodny vektor x ma p-rozmérné

normalni rozdéleni, ma-li jeho hustota tvar

() = (2) P22 exp | - %(x /S (x-w).

kde X € RP, p € RP je vektor stfednich hodnot a |¥| je determinant varian¢ni
matice X € RP*P. Na obrazku 2 je znazornéna hustota dvourozmérného normal-
niho rozdéleni, k jejimuz vykresleni bylo vyuzito softwaru R (zdrojové kédy jsou
k dispozici na pfilozeném CD).

Funkce hustoty existuje pouze v piipadé, ze je p-rozmérné normalni rozdé-
leni regularni. Pro singularni mnohorozmérné rozdéleni funkce hustoty vzhledem
k Lebesgueové mite neexistuje [3,6]. Miizeme ji ale vyjadfit na nadroviné dimenze
m < p, kde m = h(X) predstavuje fad rozdéleni. Dalsi moznosti pfistupu k vi-
cerozmérnému normalnimu rozdéleni je pracovat s tzv. charakteristickou funkei,

ktera existuje i pro singularni rozdéleni [6].



10 -10

Obrazek ¢. 2: Funkce hustoty dvourozmérného normalniho rozdéleni s parametry

py = 0,15 =0,07 =05 =25,p=0.5.

Déle pfredpokladejme, ze X = (Xi,...,X,) je nahodny vektor,
p = (p1,...,14,) = EX = (EXy,...,EX,)" je vektor stfednich hodnot a

¥ = varX = cov(X;, Xj) je varian¢ni matice.

Véta 2.1. Necht je ddn vektor a € R™ ! matice B € R™*? q ddle plati, Ze
nahodny vektor X = (X1, Xs,...,X,) md normdini rozdéleni X ~ N,(p,X).
Pak pro nahodny vektor Y = a + BX plati

Y ~ N, (a+ Bu, BEB).

Dikaz. viz [3], str. 64 O

Necht mé ndhodny vektor X n-rozmérné normalni rozdéleni N,(u, X) a k je

celé cislo, pro které plati 1 < k < p. Polozme

X, K1 Y1 Yo
X: = 2:
(Xz)7 o <Il2>’ (221 222)7



kde X; € R*! py € R a B, € R¥*, Pak vektor X, slozeny z prvnich k
slozek vektoru X md marginalni rozdéleni N (1, X11), jelikoz vime, Ze linedrni
transformace zachovava normalitu [3].

Déle uvazujme ndhodny vektor X = (X3, Xs, ..., X,)’, ktery je sloZen nejméné
ze dvou slozek. Oznacme X; = (X1, Xo, ..., Xi) a Xo = (Xpt1, Xpso, .-, Xp)/,
kde 1 <k < p.

Véta 2.2. Necht X = (X, X5) ~ N, (1, X). Jestlize plati cov(Xy,X2) = 0, pak

jsou nahodné vektory Xy a Xg vzdjemné nezdvislé.

Diikaz. viz [3], str. 66 O

Oznac¢me vektor X% = (X?, ... X?) kde X?,..., X? jsou nezdvislé ndhodné
veli¢iny s normovanym norméalnim rozdélenim N (0, 1), tedy ndhodny vektor X°

mé r-rozmérné normalni rozdéleni N,.(0,1,.).

Véta 2.3. Necht X = (X1, Xo, ..., Xp) ~ N,(p,X). Necht h(£) =r > 1 a necht
B € RP*" kde h(B) = a plati ¥ = BB'. Pak

i+ BXO ~ Ny (1, 2).

Diikaz. viz [3], str. 65 O

Mnohorozmérné normalni rozdéleni hraje v matematické statistice zasadni
roli. Predpoklad normality je soucasti vétSiny statistickych metod a postupi.
Proto je nutné predpoklad normalniho rozdéleni ndhodného vybéru otestovat.
K tomu vyuzivame napiiklad v jednorozmérném piipadé chi kvadrat test dobré
shody, Kolmogorov-Smirnoviv test [3,6], v mnohorozmérném piipadé lze pouzit

tfeba Anderson-Darlingiv test [6].

2.2. Dirichletovo rozdéleni

Dalsim typem spojitého mnohorozmérného rozdéleni pravdépodobnosti je Di-
richletovo rozdéleni [6]. Dirichletovo rozdéleni je odvozeno pomoci gamma a beta

rozdéleni.
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2.2.1. Gamma rozdéleni

Gamma rozdéleni je rozdéleni pravdépodobnosti, které je jednoznacné urceno
dvéma parametry. Prvnim z nich je parametr méritka o a druhym je parametr
tvaru 8. Gamma rozdéleni patii do rodiny exponencialnich rozdéleni.

Gamma rozdéleni definujeme pomoci tzv. gamma funkce, ktera je dana jako
INa) = / y* e Vdy
0
pro vSechna « > 0 a nabyva pouze kladnych hodnot. Ziejmé bude-li a = 1, pak
1) = / e Ydy = 1.
0
Jestlize je a > 1, pak pouzitim metody per partes dostaneme vztah
I'a) = (a— 1)/ y* e Vdy = (o — 1)[(a — 1).
0
Pro prirozena ¢isla o > 1 tedy plati
INa)=(a—1)(a—2)---3-2-1-T(1) = (a — 1)L
Provedeme-li substituci y =

o= [ (5) ()

Pomoci odpovidajicich ekvivalentnich aprav poté dostaneme

& 1
1= 2 e /By,
|,

Za predpokladu, ze o > 0, > 0 a I'(a) > 0, je funkce

, kde f > 0, mizeme gamma funkci I'(«) vyja-

™Iy

dfit ve tvaru

I'a)Be

L_yo-le=2/B () < 4 < 00
flz) = .
0 jinak.
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(x)

hustotou rozdéleni pravdépodobnosti spojité nahodné veliciny X. O takovéto
nadhodné veli¢iné fikdme, ze ma gamma rozdéleni s parametry a a 3. Symbolicky

zna¢ime X ~ I'(a, f).

020
1

0.15
1

010
1

0.05
I

0.00
I

Obrazek ¢. 3: Funkce hustoty gamma rozdéleni s parametry @ = 2, § = 2
(Cervend kiivka), a = 2, § = 4 (zelend kiivka), a = 2, § = 6 (modra kiivka) a

a = 0.5,  =0.5 (hnéda kiivka).

Funkce hustoty gamma rozdéleni je asymetricka. Jeji pribéh v zavislosti
na volbé parametri « a 3 je zndzornén na obrazku 3. Gamma rozdéleni se pouziva

napiiklad v teorii front nebo v teorii spolehlivosti.

2.2.2. Beta rozdéleni

Dalsim dilezitym rozdélenim potfebnym k definici Dirichletova rozdéleni je
beta rozdéleni [6]. Beta rozdéleni je spojité rozdéleni pravdépodobnosti definované
na intervalu (0, 1). Je jednoznaéné uréeno dvéma kladnymi parametry, které oba
urcuji jeho tvar.

Beta rozdéleni odvodime z dvojice nezavislych gamma nahodnych promeén-

nych. Necht tedy X; a X, jsou dvé nezavislé ndhodné veli¢iny, které maji gamma
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rozdéleni a sdruzenou funkci hustoty pravdépodobnosti ve tvaru

1 a-1,8-1 _g g
h(z1,29) = Tar@*t T2 € 2 )<z <00, 0<xy<o00,
0 jinak,
kde a > 0,5 > 0. Polozme
le = Xl + X27
X
Yy = —1
Xl +X2

Pomoci transformace ndhodného vektoru (viz pfiloha) lze dokazat, ze Y7 a Y5
jsou nezavislé.

Uvazujme tedy dvojnasobny integral

// h(SCl, xg)d.ZCldl’g,
A

kde integrujeme pfes mnozinu A, kterd vymezena prvnim kvadrantem roviny

(21, 22) bez bodt, které lezi na soutadnicovych oséch, tj.
A={(z1,22) : 0 < x; < 00,1 =1,2}.

Funkce

Y1 = ur (21, T2) = 1 + X9,

(o1, 22) = —1
= ug(1, 22) = ,
Yo 2\T1, T2 71 + 7o
miizeme vyjadrit inverzné jako
L1 = Y1Y2,

T2 = y1(1 — o).
Odtud spocitame jakobian

Y2 Y1

' L=y —th n#

13



Tato transformace predstavuje zobrazeni z A do mnoziny B, kde
B={(y1,y2) : 0 < y; <00,0<ys <1},

tj. do roviny (y1,y2). Sdruzend funkce hustoty pravdépodobnosti pro ndhodné

veliciny Y] a Y5 ma tedy tvar

1 1
= o— 1_ B_l —y1
9(y1. 12) YT ) (y192)* [ir (1 — y2)]P e,
tedy
ST 1—y2)P 7 atf-1
9(Y1,y2) = %yl e i<y <oo,0<y <1,
0 jinak.

Marginalni funkce hustoty pro veli¢inu Y5 je funkce

a—1 _ B—1 oo
1 atB—1 —
92(y2):y2 (1~ y2) / y1+5 Ye v dy,,
0

I'(a)T(B)
neboli
T(atB) ,a—1(1 _ . \B-1
G2(y2) = T()I'(8) Y2 (1 —12) 0<yy <1,
0 jinak.

Tato funkce je pak hustotou pravdépodobnosti beta rozdéleni s parametry « a
B. Veli¢iny Y; a Y3 jsou nezavislé, protoze plati g(y1,v2) = g1(y1)92(y2), pritom

hustota Y; ma tvar

[yt e 0 <y < oo
91(n1) = ..
0 jinak.

Jedna se o hustotu gamma rozdéleni s hodnotami parametri o + 5 a 1.
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|

0.0

00 0.2 04 06 08 10

Obréazek ¢. 4: Funkce hustoty beta rozdéleni s parametry a = 2, 8 = 2 (¢ervena
kiivka), a = 2, § = 4 (zelena kiivka), « = 2, f = 6 (modra kiivka) a o = 0.5,
= 0.5 (hnéda kiivka).

Priabéh funkce hustoty beta rozdéleni je znazornén na obrazku 4. Parametry

jsou urceny stejné jako u gamma rozdéleni.

2.2.3. Dirichletovo rozdéleni

Dirichletovo rozdéleni pravdépodobnosti patii mezi spojitd vicerozmérna
rozdéleni pravdépodobnosti [6]. Obecné se jednd o mnohorozmérné zobecnéni
beta rozdéleni. Dirichletovo rozdéleni byva velmi ¢asto pouzivano jako apriorni
rozdéleni pravdépodobnosti v bayesovské statistice.

Dirichletovo rozdéleni je stejné jako beta rozdéleni odvozeno pomoci transfor-
mace gamma ndhodnych veli¢in (viz pfiloha).

Necht Y1, Y5, ..., Y41 jsou nezavislé nahodné velic¢iny, které maji gamma roz-
déleni s parametrem 3 = 1. Sdruzenou funkci hustoty pravdépodobnosti mtizeme
zapsat ve tvaru

p+1 1
i=1 T(a)

Y le Vi 0 < y; < 00

h(yl; Y2, .- 7yp+1) = { 0 jinak

15



Necht

B Y;
Y4 Yot H Yy

Xz' 7::1,27...,]),

Xpp=Y1+Yo+---+Y,

oznacCuji nové nahodné veliCiny, kterych je celkem p + 1. Pouzijeme-li stejnou

transformaci jako u beta rozdéleni, pak mame zobrazeni z mnoziny
A={(y1,. .., ypt1) 1 0<y; <o0,i=1,...,p+1}
do mnoziny
B={(z1,...,20p,%ps1) : 0 < zj,i=1,...,p,x14+T2+ - +2, < 1,0 < 2,41 < 00}
Odpovidajici inverzni funkce maji tvar
Y1 = T1Tp+1,

Yp = TpTp+1,
Ypt1 = Tpr1(l — 21 — -+ — ).

Nyni miizeme sestavit Jakobian

Tpt1 0 L 0 T
0 Tpt1 - 0 i)
o . . . . P
J = : : : : = Tpt1s
0 0 - xpn Tp
—Tpr1 —Tpr1 o —Tpyr (L= @1 — 0 — 1)

tedy ze vztahu

/. .. /A h(yh Yo,y ... ,yp+1)dy1dyz T d?/p+1

:/--~/h[a:lxp+1,3:2xp+1,...,acp+1(1—xl—~~—xp)]|J\dx1dx2~-dxp+1.
B
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dostavame simultanni funkci hustoty velicin Xy, ..., X, X1, jako

g(zy Ty Tpp1) = :L’;_li_Jlr-.-qLap-H*lx?l*l .. .x;p—l(l — X = — xp)ap+1_1e_xp+l
’ »pyUp P(Oél) . F(ap)F(Oép+1) ,
za predpokladu, Ze (z1,...,%p, Tp11) je z mnoziny B. V ostatnich pfipadech je

hodnota funkce hustoty nulova.

SdruZzenou hustotu pravdépodobnosti pro veliciny Xi,...,X, pak
obdrzime ve tvaru
Tlar &+ -+ o
g(xla'--vxp) - ( L i p+1)l‘?1_1"'{1)gp_1(1—1‘1—-.._xp)o‘prl_l (1)

Plar)---Tlaps)

prox; > 0,kdei=1,...,paz; + -+ 1z, < 1. V opacném piipadé je funkce
g(xq,...,z,) nulova. O ndhodnych veli¢inach X;, ..., X, které maji funkci hus-
toty (1), fikdme, Ze maji Dirichletovo rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem
a = (ai,...,ap11) . Pro specidlni ptipad p = 1 odpovidd Dirichletova funkce
hustoty predpisu hustoty pravdépodobnosti pro beta rozdéleni.

Z tvaru simultanni funkce hustoty pro Xi,..., X, X,+1 lze déle vyvodit, ze
nahodné veli¢ina X,;; m4 gamma rozdéleni s parametry oy + -+ 4+ o, + api1 a

B =1 a navic je veli¢ina X,;; nezédvisla na Xi,...,X,.

1.0

02
1.000

Obrazek ¢. 5: Funkce hustoty Dirichletova rozdéleni s parametrem a = (3,6, 7)".
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Obrazek ¢. 6: Funkce hustoty Dirichletova rozdéleni s parametrem a = (3,3, 3)".

Obréazek ¢. 7: Funkce hustoty Dirichletova rozdéleni s parametrem a = (7, 3,6)".

18



1.0

02
1000

Obrazek ¢. 8: Funkce hustoty Dirichletova rozdéleni s parametrem a = (5, 2,2)".

Obrazky 5 - 8 ukazuji, jak se hustota Dirichletova rozdéleni méni pii rizné

volbé parametru a.

2.2.4. Ciselné charakteristiky Dirichletova rozdéleni

Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny je ve spojitém pripadé popsano
jeji distribucni funkei a jeji hustotou. Takovy popis byva nékdy komplikovany, a
proto se k popisu rozdéleni ndhodnych veli¢in ¢asto pouzivaji ¢iselné charakte-
ristiky, nejcastéji stfedni hodnota a rozptyl [3,6]. Stejné je tomu i u Dirichletova
rozdéleni. Predtim, nez si je uvedeme, si ovsem vyjadiime Dirichletovo rozdéleni

ve tvaru, ktery se Casto uziva v aplikacich.

Definice 2.2. Ndhodny vektor X = (Xi,...,Xp) md Dirichletovo rozdéleni

s parametrem & = (o, ..., ap)’, jestlize ma hustotu pravdépodobnosti

P(Oz.,.) D ai-1
T1,...,0p) = ———| |
g( 1 D) Hz’il F(Ozi)lel

prox; >0,i=1,...,D, 21+ ---+zp=1, a g(xy,...,zp) =0 jinak.
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Je zFejmé, Ze je tato definice ekvivalentni s (1) pro D =p+ 1.

Necht tedy X = (X1, Xs, ..., Xx) je ndhodny vektor, ktery mé Dirichletovo
rozdéleni s parametrem a = (o, ...,ap)" a oznaéme oy = Zzpzl «;. Stfedni hod-
nota pro Dirichletovo rozdéleni je dana ve tvaru

E<x>:<ﬂ © a_)

o ’ Qo ’ ’ Qo
tj. vektorem stifednich hodnot jednotlivych nahodnych veli¢in X;, pro které plati

BE(X,)= 1,  i=1,...,D.
Qy

Modus ndhodného vektoru X je vyjadien obdobné

d S(X) 041—1 leg—l aD—l !
modu = :
a,—D a,—D"" a,—-D

Momenty druhého fadu, rozptyl a kovariance, jsou definovany nasledovné

Oéi<04+ - ai) E(Xi)(l - E(Xz>)

VaI‘(Xi> = Oz+2(06+ + 1) - (a+ + 1) )
B a;a; _ E(XH)E(X;)
cov(Xi, Xj) = C(ap)(ay+1) (ay+1)

Ze vztahu urcujiciho kovariance je patrné, ze korela¢ni koeficienty u Dirichletova
rozdéleni budou vzdy nekladné.

Dilezitou roli pii interpretaci charakteristik hraje parametr a.; ¢im vice
vzroste jeho hodnota, tim vice bude rozdéleni koncentrovano kolem své ocekéa-

vané hodnoty.

2.2.5. Vlastnosti Dirichletova rozdéleni

Dirichletovo rozdeéleni je z praktického hlediska relativné malo pouzivanym
typem vicerozmérného rozdéleni pravdépodobnosti, i kdyz se standardné uvadi

jako jediné znamé rozdéleni ndhodného vektoru s konstantnim souctem slozek.
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Divodem je predpoklad nezavislosti jednotlivych gamma rozdélenych ndhodnych
veli¢in, uzitych pii jeho konstrukei [1]. Jiz v definici Dirichletova rozdéleni je
pritom jedna nadhodnd proménnd vyjadfena pomoci ostatnich. Tudiz je logické
ocekavat alespon slabou formu zavislosti mezi ndhodnymi veli¢inami.

Dalsi slabinou pouziti Dirichletova rozdéleni je predpoklad, ze vzajemnéa kova-
riance dvou nadhodnych veli¢in je z definice zaporna. Z tohoto divodu se tak toto
rozdéleni mize zdat vhodné pouze pro data, kterd vykazuji negativni korela¢ni
strukturu (!).

Ptesto Dirichletovo rozdéleni nabizi i nékteré vyhodné matematické vlast-
nosti. Mezi né patii napiiklad vlastnosti, ze podminéné a marginalni rozdéleni

k Dirichletovu je opét Dirichletovo rozdéleni [12].

Dirichletovo rozdéleni se proto prakticky pouziva predevsim v bayesovské sta-
tistice. Jednd se o moderni odvétvi matematické statistiky, které je zalozeno
na praci s podminénymi pravdépodobnostmi. Principem bayesovské statistiky
je, ze pravdépodobnost vychozi hypotézy je postupné zpfesnovana na zakladé
predchozich zkusenosti ¢i vysledktt nahodného pokusu. Jeji matematicky aparat
je postaven na Bayesové véte, podle které ziskala i sviij nazev. Dirichletovo rozdeé-
leni je zde pouzivano jako apriorni rozdéleni pravdépodobnosti napft. pii testovani
zivotnosti [12].

Hlavni pri¢inou ”selhani” Dirichletova rozdéleni se ovSem zda nevhodnost
pouziti standardni Lebesgueovy miry pro modelovani dat s konstantnim souc¢tem
(tzv. kompozi¢nich dat). Alternativni ptistup k zavedeni Dirichletova rozdéleni,
ktery by mohl pomoci uvedeny nedostatek eliminovat, je rozebran ve ¢tvrté ka-

pitole této prace.
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3. Kompozic¢ni data

Ve statistice se pod pojmem kompozi¢ni data rozumi data nesouci pouze
relativni informaci, naptiklad proporce ¢i procentualni ¢asti celku. Od ostatnich
dat se lisi predevsim tim, ze se vztahuji k danému celku a bez jeho znalosti ztraceji

sviyj vyznam [1,14].

3.1. Definice a zakladni vlastnosti

Definice 3.1. D-slozkovym kompozicnim vektorem, nebo také kompozict,
rozumime kladngy redlny vektor x = (x1,...,xp)", jehoZ slozky nesou vyhradné

relativni informaci.

Kompozi¢ni data jsou tedy charakteristicka tim, zZe informace, kterou nesou,
je obsazena v podilech mezi slozkami. Dalsim specifickym znakem téchto dat je

moznost reprezentovat je jako data s konstantnim souctem.

Definice 3.2. Uzdvérem kompozice x = (x1,...,2p) € Rf vzhledem ke kon-

stantnimu souctu k nazveme vektor

k i '
C) = (__> |
Zi:l T Zi:l T

Povsimnéme si, ze definice 3.2. predstavuje pouze reprezentaci kompozic¢nich
dat (pro & = 1 dostaneme piipad z piedchozi kapitoly). Jejich zavedeni pomoci
(obecnéjsi) definice 3.1. umoziiuje rozvinout uceleny pristup k jejich stochastic-
kému modelovani.

Jelikoz je charakter kompozi¢nich dat odlisSny od standardnich
mnohorozmérnych pozorovani, je prirozené, ze i jejich vybérovy prostor bude

specificky.

Definice 3.3. Vybérovy prostor kompozicnich dat je simplex, ktery je definovan

vztahem
D
SP = {(xl,:cg,...,xp)':xl >0,29>0,...,2p > O;Zmi :k}.
i—1
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Uvazujeme-li, Ze vektor x = (x1,...,xp) predstavuje proporciondlni ¢asti
daného celku, tj. Zi’il x; = 1, pak vybérovym prostorem téchto dat bude jednot-
kovy simplex.

V praxi ¢asto nemusime mit k dispozici vsechny slozky kompozice, proto ¢asto

pracujeme pouze s jejich podkompozicemi.

Definice 3.4. Podkompozici x, dané kompozice X nazveme wvektor
(iys -y xi,), ktery predstavuje urcéitou cdst kompozice x. Indexy iy, ..., is,

1<idy < -+ <y < D, urcwgi, ktere slozky byly do podkompozice vybrdany.

U slozek kompozice se predpoklada, ze nabyvaji pouze kladnych realnych
hodnot. V praxi se ovSem muZe stat, Ze nékteré slozky mohou byt nulové [7].
Vyskytnout se mohou dva typy nul. Jednim piipadem jsou nuly vzniklé zao-
krouhlovanim, mame-li (skutecné) hodnoty slozek velmi blizké nule. Druhym ty-
pem jsou tzv. strukturalni nuly (napiiklad vydaje za cigarety ve spotfebnim kosi

nekufaki).

3.2. Aitchisonova geometrie na simplexu

Pti praci s mnohorozmérnymi daty jsme zvykli pracovat v realném vektorovém
prostoru, na kterém je definovana standardni euklidovska geometrie. To znamena,
Ze v tomto prostoru existuji operace sc¢itani vektort a nasobeni vektoru skalarem,
které nam praci s vektory umoznuji. Chceme-li v takovémto prostoru spocitat
vzdalenost dvou vektori, vyuzivame k tomu euklidovskou metriku.

Euklidovské geometrie neni ovSem vhodné pro kompoziéni data [14]. Z toho
divodu je nutné zavést jinou geometrii, kterda by vedla ke spravnym vysledkiim
pri statistickém zpracovani kompozi¢nich dat. Je tedy nutné zadefinovat operace,

které by byly analogické ke s¢itani a nasobeni skaldrem v redlném prostoru [14].

!/

Definice 3.5. Perturbaci kompozice x = C(x1,...,2p) € SP kompozici

y = C(y1,...,yp) € SP nazveme kompozici x 'y € SP, kterd je definovdna
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vztahem

k- (fflyl,ifzy% o 7$DyD)
XDy = = C(x1y1, T2Y2, .- ., T
Y T1Y1 + ToYa + - -+ TpYp (@191, 2212 pYp)

/

Operace perturbace na simplexu predstavuje analogii s¢itani dvou vektori

v realném prostoru.

Definice 3.6. Mocninnou transformaci kompozice x = C(xy,...,zp) € SP re-

dlngm ¢islem o € R nazveme kompozici o ® x € SP, kterd je ddna predpisem
a®x=Caf, x5, ..., 25).

Mocninna transformace na simplexu je obdobou nasobeni vektoru skaldrem
v realném prostoru.

Simplexovy prostor spole¢né s operacemi perturbace a mocninna transformace
tvoii realny vektorovy prostor (SP,@,®), a proto tyto operace spliiuji stejné
vlastnosti, které plati pro operace s¢itani a nasobeni skalarem v prostoru realném.

Pro libovolné kompozice x,y,z € S? vzhledem k operaci perturbace plati:

i) komutativita: x Dy =y D x;

ii) asociativita: (x ®y) ®z=x® (y ® z);

iii) existuje neutralni prvek: n = C(1,1,...,1) = (%, %, ce %)/, kde n

Vv

. e . _ - _ /
iv) existuje inverzni prvek x—! ke kompozici x: x ! = C(—1 T & ) , pro
Tp

ktery plati x @ x~! = n, ekvivalentné x © x = n.

Podobné vzhledem k operaci mocninnéa transformace pro libovolné kompozice

x,y € SP a konstanty o, 3 € R plati:
i) asociativita: « ® (8 @ x) = (a- ) @ x;
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ii) distributivita: « ® (xPy) = (@ ©x) ® (@ O y);
iii) distributivita: (a® 8) Ox = (¢ O %) ® (L Oy);

iv) existuje neutralni prvek: 1 ® x = x.

Definice 3.7. Aitchisoniiv skaldrni soucin kompozic x,y € SP je ddn vztahem

D
1 Ty Yi Z; Yi
xy),==» h—Ih—==» In——In—r,
D; Tj Y ; 9(x)  9(y)

kde g(x) = Hil(xi)%, resp. g(y) = Hf:l(yi)% predstavuje geometricky primér

sloZek kompozice x, resp. y.

Zavedenim vyse uvedenych operaci a skalarniho soucinu muzeme tvrdit, ze
prostor (S, ®,®) tvoii (D — 1)-rozmérny euklidovsky linearni vektorovy pro-
stor. V oblasti kompozi¢nich dat hovoiime v souvislosti s timto prostorem jako
o Aitchisonové geometrii na simplexu [14].

S existenci Aitchisonova skalarniho souc¢inu jsou zavedeny pojmy Aitchisonovy

normy a vzdalenosti.

Definice 3.8. Aitchisonova norma kompozice x € SP je definovdna vztahem

“ X Ha = <X7 X>a'

Definice 3.9. Aitchisonovu vzddlenost mezi kompozici x a kompozici y € SP

definujeme predpisem

d,(x,y) = \/%Z (2 _1nz_;>2.

i<y J

Aitchisonova vzdéalenost mé standardni vlastnosti jako vzdalenost euklidov-

ska. Je invariantni vii¢i permutaci

do(x,y) =do(POX,PDY),
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invariantni na zménu skaly
do(a ©x, 0 O y) = |alda(x,y)
a nezavisi na poradi slozek kompozice, tj.
d.(Px,Py) = d,(x,y),

kde P je libovolna permutacni matice.

3.3. Logratio transformace kompozi¢nich dat

Aitchisonova geometrie na simplexu je vhodnou volbou typu geometrie pro praci
s kompozi¢nimi daty. Problém ale nastéava pti samotné interpretaci vysledku [14].
Z toho duvodu se snazime data z Aitchisonovy geometrie pfevést do standardni
euklidovské geometrie, ve které je ostatné zkonstruovana drtiva vétsina mnoho-
rozmérnych statistickych metod. K tomu vyuzivame tzv. logratio transformace
[4,14].

D-slozkové kompozice obvykle vyjadiujeme ve tvaru kanonické béaze
{e1,€,...,ep} prostoru RY pouzitim operaci s¢itdni a nasobeni skalarem. Libo-

volnou kompozici x € S” mtizeme zapsat ve tvaru
x = (z1,Z2,...,2p) = x1(1,0,...,0) +22(0,1,0,...,0) +---+2p(0,...,0,1)

neboli
D

i=1

Kanonickéd baze prostoru R” ovsem neni béazi prostoru S” a toto vyjad-
feni neni linedrni kombinaci na simplexu vzhledem k jeho vektorové struktute.
Nicméné vime, ze prostor SP je vektorovy prostor dimenze D — 1, coz ndm exis-
tenci baze zarucuje.

Nejprve je potieba zadefinovat mnozinu, ktera prostor S generuje, tu ozna-
¢ime jako

B* = {Wl, Wo, ... 7WD},
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kde
w; =C(exp(€;)) =C(1,1,...,e,...,1), i=1,...,D,

kde e znaci Eulerovo ¢islo a tvori ¢-tou slozku kompozice w;.

Libovolnou kompozici x € S Ize tedy vyjadfit ve tvaru
D
x=(InzyOwy) @& (lnze ©we) ® -+ @ (lnxp ©®wp) = @lnxi O w;,
i=1

kde symbol € predstavuje opakovanou perturbaci.
Analogicky mizZeme pouzit k vyjadifeni kompozice x kviuli nejednoznacnosti

koeficient vzhledem ke generujicimu systému i vztahu

X = <ln@®wl>@<lnm®W2>@...@(hﬂm@WD) = Z6:?111 g(;()QWi,

kde g(x) = HlD(xZ)% = exp (% Zi’;l In xl) je opét geometricky primér kompo-

zice X.
Méame-li danou kompozici x € S, moZnym vyjadienim vektoru koeficientt

(soufadnic) vzhledem ke generujici mnoziné B* je tak

/

X1 T2 D
cr(x) = (¢1,¢9,...,¢p) = In——,In——, ..., In—~ | ,
) = (e on .-, 60) <g<x> ey g<x>)

¢imz jsme ziskali tzv. centrovanou logratio (clr) transformaci kompozice x [1].
Tato transformace je sice izometrickd a symetricka ve slozkach, ale soucet jejich
slozek je roven nule, coz vede k singularité ptislusné varianéni matice.

Dimenze prostoru S” je D — 1, miizeme tedy vypustit libovolnou kompo-
zici z mnoziny B*, abychom obdrzeli bazi prostoru S”. Vypustime-li posledni

kompozici wp, dostaneme novou bazi ve tvaru
B = {Wl,Wg, Ce ,WD_l}.

Nyni mtizeme kazdou kompozici x € SP vyjadiit jako linedrni kombinaci

D—1
X = lnﬂ(awl &) lnﬁcawz DD In D1 OWp_1 | = @lnﬁ(Dwi.
Ip ID ID - D
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Soutadnice kompozice x vzhledem k bazi B tvoii aditivni logratio (alr) transfor-
maci [1].
L1 L2

alr(x) = (ay,az2,...,ap_1) = In—,In—=,... In
D D D

Tp-1

Mizeme ale také vypustit z baze B* libovolnou jinou kompozici w;
pro¢ = 1,...,D — 1, coz znamena, Ze jsme schopni vytvorit tolik rtiznych alr
transformaci, kolik mame slozek kompozice. Alr transformace neni izometricka
ani symetricka ve slozkéch.

Zavedeni skalarniho soudinu a normy v prostoru SP nam zarucuje existenci
ortonormdlni béze. Mnozina B = {w;,Ws,...,Wp_1} vSak ortonormalni bézi
neni. Pomoci Gram-Schmidtovy ortonormaliza¢ni metody jsme z ni schopni ob-
drzet bazi {ej, ey, ...,ep_1}, kterd uz ortonormalni bude. Kompozici x jsme nyni

schopni vyjadrit ve tvaru linearni kombinace
x = ({x,e1)s ©e1) ®((x,€2), O €) ©---® ((X,ep_1)a ©€p_1).

Soufadnice jakékoliv kompozice x vzhledem k ortonormdalni béazi
{e1,es,...,ep_1} tvoii izometrickou logratio (ilr) transformaci kompozice x [4],

tj.

ilr(x) = ((x,e1),, (x,€2),,...,(x, eD_1>a)/.

Stejné jako v redlném prostoru, i na S” existuje nekone¢né mnozstvi ortonor-
malnich bazi, coz znamena, ze i ilr transformaci jsme schopni vytvorit nekonecné
mnoho. Ilr transformace je izometricka stejné jako alr, ale narozdil od ni nema
problém se singularitou prislusné varian¢ni matice. Jednou konkrétni volbou or-

tonormalni baze dostaneme ilr soufadnice [5]

' y Hi':1 L
ilr(x) = (21,...,2p), 2 = Z_j_lln $‘j+1 : i=1,...,D—1.
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Inverzni ilr transformaci vyjadiime ilr soutfadnice zpét na simplexu tak, Ze

x = ilr !(z), konkrétné
T; = exp ; % - lz
i — - : i—1 |
= Vili+1) ?

kde zo =zp=0proi=1,...,D.

Mame-li soufadnice vzhledem k ortonormalni bazi, mizeme na né pouzit stan-
dardni pouzivané metody. Operace perturbace €& a mocninné transformace ©
jsou ekvivalentni ke klasickym operacim souc¢tu a nasobeni skaldrem pouzitych
na soutadnicich vzhledem k libovolné bazi, kterd nemusi byt nutné ortonormalni.
V pripadé, ze mame souradnice vzhledem k ortonormalni bazi, lze na né aplikovat
standardni skaldrni soucin i euklidovskou vzdalenost v prostoru RP—1.

Vztahy mezi jednotlivimi transformacemi alr, clr a ilr miizeme interpreto-
vat jako zménu baze nebo generujiciho systému, které souviseji se souradnicemi
alr(x), clr(x) a ilr(x) [9]. Plati

alr(x) = Felr(x);  clr(x) = F*alr(x);
clr(x) = Uilr(x); ilr(x) = U'clr(x);
alr(x) = FUilr(x); ilr(x) = U'F*alr(x).
Matice U € RP*(P=D je matice, jejiz sloupce tvoii vektory clr(e;)

proi = 1,...,D — 1. Matice F € RP-DxD 5 F* ¢ RP*(P-1) yypadaji nasle-

dovné:
10...01 D_—11D—_11... j
01...01 - 1
- ss."ss ) _5 :1 :1 "D: 1
00...11 1 1

3.4. Grafické zobrazeni kompozi¢nich dat

Vybérovym prostorem kompozi¢nich dat je simplex, na kterém je zavedena

Aitchisonova geometrie. Z toho je evidentni, Ze kompozi¢ni data nelze zobrazovat
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standardnim zpusobem, jelikoz se pohybujeme v geometrii s odliSnymi vlast-
nostmi [14].

U grafického zobrazeni kompozi¢nich dat je zvykem, Ze dvojslozkové kompo-
zice (reprezentované pomoci operace uzavéru jako data s konstantnim
sou¢tem k) zobrazujeme jako body na intervalu (0, k) a trojslozkové kompozice
x = (21, %9, 23)", T1 + X2 + 3 = k (nejastéji k = 1) vykreslujeme do tzv. ternér-
niho diagramu. Terndrni diagram je rovinny rovnostranny trojthelnik s vrcholy
X1, Xs, X3. Kazda kompozice je zobrazena jako bod, ktery se nachazi uvniti
trojihelniku, a hodnoty jednotlivych slozek predstavuji vzdalenosti tohoto bodu

od jednotlivych stran (obrazek 9).

X3 X3

Obrazek ¢. 9: Ternarni diagram pro kompozi¢ni data. Vlevo zakreslena kom-

pozice x = C(1,1,1)’, vpravo kompozice y = C(0.26,0.1,0.64)".
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4. Rozdéleni na simplexu

4.1. Uvod

V matematické statistice existuje Siroka skala statistickych modelt. Cilem
kazdé analyzy dat je najit takovy model, ktery by co nejpfesnéji odpovidal zkou-
manym datim a feSenému problému. Vétsina statistickych metod pfitom pfed-
poklada, ze nase data jsou realizace redlného ndhodného vektoru, tj. Ze pochazeji
z redlného prostoru s euklidovskou geometrii. V tom pfipadé (uvazujeme-li spo-
jity ndhodny vektor) jsou hustoty rozdéleni pravdépodobnosti vyjadfeny vzhle-
dem k Lebesgueové pravdépodobnostni mire. V nékterych piipadech se ovsem
geometricka struktura daného vybérového prostoru muze lisit a bude tedy nutné
pracovat s jinou mirou nez s Lebesgueovou. Jako priklad prostoru s jinou geome-

trii uvedme realny prostor R, nebo simplex S [13].

Uvazujme ndhodnou veli¢inu ¢i vektor, ktery ma omezeny vybérovy prostor
E c RP, pak by aplikace metod pouzivanych v realném prostoru mohla vést
k absurdnim a zkreslenym vysledktim, napt. nepravé korelaci mezi jednotlivymi
proporcemi (viz kapitola 2.2.4.).

Jestlize vime, ze E je vektorovy prostor, na kterém je zaveden skalarni sou-
¢in, mizeme zde zavést pravdépodobnostni miru Ag, jez bude s danou struktu-
rou prostoru kompatibilni, prostfednictvim Lebesgueovy miry na ortonormélnich
soufadnicich. Funkce hustoty fg, ktera je definovana na FE, je dana jako Radon—
Nikodymova derivace pravdépodobnostni miry P vzhledem k mite Ag. Mira \g
ma v prostoru E stejné vlastnosti jako Lebesgueova mira v readlném prostoru.

Hlavni problém nastavd v okamziku, kdy bychom chtéli spocitat

pravdépodobnost nahodného jevu A, tj.

P(A) = / Fo()dAp(x),

jelikoz se nejednéd o standardni integral, ktery bychom byli zvykli bézné fesit.

Tuto komplikaci je mozné obejit tak, ze budeme pracovat v souradnicich, protoze
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vlastnosti prostoru soutradnic lze prenést do prostoru E. Naptiklad jsme nyni
schopni z funkce hustoty fg na prostoru E ziskat funkci f, hustotu v soufadnicich,

a odtud spocitat pravdépodobnost libovolného jevu A C E jako

P(A) = /V FOV)AA).

Pfitom V' a v jsou reprezentace A a x v ortonorméalnich soufadnicich a A\ je

Lebesgueova mira v prostoru soutradnic.

4.1.1. Geometricka struktura prostoru R,

Jednoduchym piikladem, jak se mize geometricka struktura prostoru lisit, je
vybérovy prostor R, tj. kladné redlna primka. Pokud se podivame na geometrii
prostoru R?, vime, ze je na ném zaveden skaldrni soucin a euklidovska vzdale-
nost kompatibilni s operacemi séitani vektort a nasobeni vektoru skaldrem [13].
Otézkou ovSem zustava, zda je tato geometrie vhodné i pro prostor R, [8].

Uvazujme, ze dva dny po sobé méfime obsah oxidu sifi¢itého SOy v ovzdusi na
dvou rtznych mistech. Dostavame dvé dvojice vzorkt; {25,50} a {200,225}, kde
jsou naméfené hodnoty udévany v pg/m3. Vidime, Ze absolutni rozdil mezi hod-
notami je stejny, konkrétné 25. V prvnim ptipadé ale mtzeme Tici, Ze byl naméien
dvojnasobek SO,, zatimco v druhém ptipadé bylo oxidu uhli¢itého v ovzdusi sice
mnohonésobné vice, ale zména byla nepatrna.

Pfi tomto ¢i jiném podobném méfeni predpokladame, ze méfeni rozdilu je
relativni. Tento predpoklad ovSsem neni kompatibilni se zndmou operaci s¢itani,
jelikoz neni invariantni viici posunuti. Navic, pokud bychom pficetli ke kladnému
¢islu jiné kladné ¢i zaporné redlné cislo, nebo jej nasobili libovolnym realnym
¢islem, mohlo by dojit k situaci, ze se vysledky budou nachézet mimo prostor
R,.

Necht mame dva prvky z,y € R,. Analogii ke s¢itani v R zde predstavuje
standardni soucin

rPy=x-y
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a analogii k nasobeni skalarem je zde operace
a®r =7z

pro kazdé a € R. Dale pak definujeme skalarni soucin, normu a relativni miru

rozdilu neboli vzdalenost
(r,y), =Inz-Iny,
|zl =[Inzl,
dy(z,y) = [Inz —Inyl.

Prostor R, je jednorozmeérny, a proto mé pouze dvé ortonormalni baze, jed-
notkovy vektor e a jeho inverzni prvek vzhledem k operaci @, tedy e™!. Kazdy

prvek z € R, miizeme vyjadrit ve tvaru

r=Inzr®e=e""

coz znamend, ze Inx je souradnici prvku x vzhledem k ortonormalni bazi e.

Pro dany interval (a,b) C R lze definovat miru prostoru R, jako
Ai(a,b) = AN(Ina,Inb) = |Inb — Inal,

a odtud plyne, ze Jakobian je d\, /d\ = 1/x.

V praxi vyjadiujeme libovolny vektor z € R, vétsinou jako x = x-1. Problém
ovSem je, Ze 1 je sice baze prostoru R, ale neni bazi v R, (ma nulovou normu). Lze
oviem vyuzit kanonické baze R, a psét, ze x = €%, kde soufadnice vzhledem
k bazi je pravé Inx. Prace s ortonormalnimi bazemi nam tedy umoznuje pou-
zit standardni statistickou analyzu v souradnicich. Je ziejmé, Ze vyse zavedené
operace (které evokuji perturbaci a mocninnou transformaci pro kompozice) jsou

ekvivalentni k operacim s¢itani a nasobeni skalarem na souradnicich, neboli

_ Inz©

lnazelny — elnx—&-lny, a®r = 7% — e —e

alnz

roy=x-y==e

Stejné tak muzeme aplikovat standardni skalarni soucin a euklidovskou

vzdalenost v R na soufadnice vzhledem ke kanonické bazi v R, tj.

(r,y), =Inz-Iny = (Inz,Iny),,
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d+($,y) = “IlZE - 1ny| = de(lnxalny)v

kde index e zde znaci, Ze se jedna pravé o standardni operace v R.

4.2. Aitchisonova mira na simplexu

Pti praci s kompozi¢nimi daty pouzivame prostor, jehoz pfirozenou mirou neni
mira Lebesgueova. Z tohoto diivodu byla definovana alternativni mira, ktera je
simplexovému prostoru vlastni, a byla nazvana Aitchisonova mira A, [15]. Tato
mira je relativni a odpovida geometrické struktufe na simplexu. Jednoduchym
zpusobem, jak tuto miru zavést, je prevést Lebesgueovu miru v prostoru orto-
normalnich soufadnic na simplex [12].

Jak jsme zminili jiz v kapitolach 2.2.5 a 3.1, v praxi se ¢asto uvazuji pod po-
jmem kompozi¢ni data kladné vektory s konstantnim souc¢tem rovnym jedné. Pak
piedpokldddme, %e mame danou kompozici x = (z1,...,zp)" € SP, kterou mii-
zeme reprezentovat pomoci jiného vektoru, napiiklad x_ = (xy,22,...,2p_1)"
Vektor x_ pochéazi z (D — 1)-rozmérného prostoru, jelikoz slozku xp z kompozice

x je mozné vyjadrit ve tvaru

D—1
rp=1-— E ;.
i=1

Vektor x_ tak povazujeme za prvek prostoru R”~! kde pracujeme s Lebesgueo-
vou mirou A.

My ovsSem déle s vyhodou vyuZijeme obecnéjsi definice kompozic a Aitchiso-
novy geometrie na simplexu. Necht jsou dany kompozice e; proi = 1,2,...,D—1,
které tvoii ortonormalni bazi prostoru S, a kompozice x € S”, pak soufadnice
této kompozice vzhledem k uvedené béazi oznac¢ime ilr;(x), kdei = 1,2,..., D —1.
V prostoru soufadnic RP~! mame déan vicerozmérny rovnobé&znostén R, ktery je
uréen dvéma body, a = (aj,as9,...,ap_1) a b = (b1,bs,...,bp_1). Jeho Le-

besgueova mira je pak vyjadiena jako soucin délek hran ve sméru jednotlivych
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soufadnic, tj.
D—1

Ap—1(R) = ] 1bi — ail,

i=1
kde Lebesgueovu miru v RP~! zna¢ime dolnim indexem D — 1, abychom ji od-
lisili od pfedchozi Lebesgueovy miry A. Rozdil mezi mirami A a Ap_; neni dan
prostorem, na kterém jsou definovany, ale zptisobem, jakym jsou prvky R”~! in-
terpretovany. Pro miru A je to D — 1 slozek kompozice x_ a pro miru Ap_; jsou
to ilr soufadnice kompozice x. Pouzitim inverzni transformace ilr™' je mozné

definovat Aitchisonovu miru mnoziny S = ilr *(R) C S”, kde R € RP~1, jako
Aa(S) = A(ilr H(R)) = Ap_1(R).

Aitchisonova mira je absolutné spojita vzhledem k mife Lebesgueové.
Uvazujme pravdépodobnostni miru P definovanou na simplexu. Jestlize je P

absolutné spojita vzhledem k mife A a \,, pak Radon-Nikodymovou derivaci P

dP

vzhledem k obéma mirdm dostaneme funkci hustoty pravdépodobnosti, tj. %,

resp. %. Jejich integraly pies méfitelnou mnozinu S C SP odpovidaji pravde-

podobnostem

ap dp
P(S)_/Sad)\_/sd—/\ad)\a.

Vztah mezi obéma hustotami pravdépodobnosti je dan nasledovné

dP _dP i\,
d\  d\, d)\’

kde dd’\/\“ je Jakobian, ktery popisuje vztah mezi Lebesgueovou mirou pro slozky

kompozice na simplexu a mirou Aitchisonovou. Tento Jakobian je dan vztahem

dh, 1
A\ Day-2p

Poznamenejme, Ze stejnym zptisobem se da definovat Lebesgueova mira libo-

volného euklidovského prostoru.
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4.2.1. Stred kompozice a jeji variabilita

Pracujeme-li se souborem dat, ktera pochézeji z néjakého rozdéleni
pravdépodobnosti, zajimaji nas také jejich ¢iselné charakteristiky. V pripadé kom-
pozi¢nich dat jsou to zejména stied kompozice a metricky rozptyl.

Stredni hodnota ndhodné kompozice je definovana pomoci geometrické inter-
pretace stfedni hodnoty ndhodného vektoru [2]. Pfedstavuje kompozici cen(x),

ktera minimalizuje vyraz E[d?(x, cen(x))]. Stied kompozice je tak dan jako
cen(x) = C(exp(E[Inx])),

nebo ekvivalentné

cen(x) = €(‘exp (B[ In %})) — C(exp(E[clr(x)))).

S vyuzitim predchozi rovnosti a vzajemnych vztaht, které plati pro logratio trans-

formace ziskame nasledujici vztahy
alr(cen|x|) = E[alr(x)],

clr(cen[x]) = Elclr(x)],
ilr(cen[x]) = E[ilr(x)].

To znamend, Ze jsme schopni spocitat stfedni hodnoty E[alr(x)], E[clr(x)]
a Elilr(x)] pouzitim standardni definice a nésledné skrze odpovidajici linearni
kombinace a aplikaci exponentu ziskat kompozici cen(x). Mtzeme tak tvrdit, ze
pouziti standardni statistické metodiky na soutradnice vzhledem k bazi je ekviva-
lentni s praci pfimo na kompozicich. Obecné Ize Tici, ze k urceni stfedu kompozice
cen(x) plati rovnost

h(cen[x]) = E[h(x)]

pro libovolny izomorfismus h. Jinymi slovy, miizeme pouzit koeficienty alr, clr
nebo ilr bez rozdilu pro vysledek na simplexu.
Podivame-li se i na celkovy rozptyl ndhodného vektoru z hlediska jeho geome-

trické interpretace, jedna se o stiedni hodnotu ¢tvercové euklidovské vzdalenosti
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od jeho ocekavané hodnoty. Variabilita ndhodné kompozice se nazyva metricky

rozptyl a je tedy definovan jako
Mvar[x| = E[d?(x, cen[x])].

Vzhledem k tomu, ze metricky rozptyl definujeme pomoci euklidovské
vzdalenosti, mizeme jej vyjadrit pouze pomoci souradnic ilr a clr, jelikoz baze
B alr soufadnic neni ortonormaélni. Aitchisonova vzdalenost mezi x a cen(x) a
euklidovské vzdalenost mezi prislusnymi alr soutradnicemi si nejsou rovny. Pro me-

tricky rozptyl tak plati
Mvar(x] = E[d(ilr(x), ilr(cen[x]))]
Mvar[x] = E[d?(clr(x), clr(cen[x]))].
Obecné opét muzeme zapsat jako
Mvar([x] = E[d (h(x), E[h(x)])]

pro kazdé h predstavujici izometrické zobrazeni, a jak vime, alr transformace

izometricka neni.

Metricky rozptyl ndhodné kompozice se dé zadefinovat i jinym zptisobem [12].

Predpokladejme existenci dvou log-kontrastii (standardnich kontrast logaritmo-

vaného vektoru) ndhodné kompozice x s koeficienty z%j ), zéj ), e ,zg) takovych,
ze
ZU)(x) = Zzi(]) log x;, Zzim =0, j=1,2.
i=1 i=1

Variabilita ndhodné kompozice x je popsana jako bilinearni forma, které pfitazuje
kovarianci kazdé dvojici log-kontrastt Z)(x), Z(?)(x). Bilinearni forma miiZe byt
vyjadiena rtiznymi zpiisoby, které jsou ovSem vzajemné provazany, zalezi na re-

prezentaci Z(V(x), Z(?)(x). Napiiklad lze log-kontrasty vyjadfit ve tvaru

D

D
ZU)(x) = Zzi(j) log J (Zx) = Zz?)clri(X), J=12,
i=1 m i=1

X
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odtud pro z = (2, ... 20y az® = (2, . By
cov(ZW, Z23) = [zWr2® | [[);; = cov(clri(x), clr;(x)), 4,5 =1,2,...,D.

Log-kontrasty mtzeme rovnéz vyjadrit jako linedrni kombinace D — 1
soutadnic ilr(x) ndhodné kompozice x vzhledem k ortonormalni bazi na simplexu
e1, e, ...,ep_1. Potom dostavame varianéni matici T = var(ilr(x)) € R(P-Dx(P=1)
ktera predstavuje druhy moment kompozice x. Analogicky lze odvodit matici
¥ = var(alr(x)) stejného fadu jako matice T, kde jsou log-kontrasty vyjadieny
pomoci linearni kombinace alr soufadnic. Vztahy mezi varianénimi matice ¥, I" a
T jsou nésledujici

' = F*XF",
T = (UF)X(UF") =UTU,
kde matice U € RP*(P=1) 5 F* ¢ RP*(P~1) byly definovany v kapitole 3.3.

Metricky rozptyl mtzeme nasledné spocitat také jako
Mvar[x] = trace(T') = trace(Y).
Jelikoz alr transformace neni izometrickd, plati trace(I') # trace(X), tedy
trace(T") = trace(X) — D '1),_,E1p_4,

kde 1p_; predstavuje sloupcovy vektor jednicek o D — 1 slozkach.

4.3. Normalni rozdéleni na simplexu

Nasledujici kapitola se vénuje problematice mnohorozmérného normaéalniho
rozdéleni na simplexu. Zakladni myslenkou je transformovat ndhodnou kompo-
zici ze simplexu do realného euklidovského prostoru. V tomto prostoru pak stan-
dardnimi metodami definujeme hustotu transformovaného vektoru, kterou poté

prevedeme zpét na simplex [9)].

Definice 4.1. Ndhodny vektor x md normdini rozdéleni na simplexu SP prdvé
tehdy, kdyz vektor ortonormdlnich soutadnic, ilr(x), md mnohorozmérné nor-

mdlni rozdéleni na RP~1,
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Normaélni rozdéleni na simplexu lze definovat pomoci funkce hustoty [9].

Definice 4.2. Rekneme, Ze ndhodnd kompozice md normdini rozdéleni na S”
s parametry & a X, jestliZe funkce hustoty souradnic vzhledem k ortonormdalni

bdzi SP md tvar

Falx) = (2m) PR 2 exp | — %(ilr(X) =&Y (ir(x) - &) (2)

X

Zapisujeme x ~ N2 (&, 7). Dolni index S ndm ik, Ze se jedna o model defi-
novany na simplexu, a horni index D udava pocet slozek kompozice. Parametry
& a Y odkazuji na vektor stfednich hodnot a varian¢ni matici vektoru soutradnic
ilr(x).

Hustota fi(x) opravdu odpovidd hustoté pravdépodobnosti normélné
rozdéleného ndhodného vektoru v RP—1.

fX(x) je hustota soufadnic x vzhledem k ortonormalni bazi na S” a proto se
jedna o Radon-Nikodymovu derivaci vzhledem k Lebesgueové miie v RP~1, ktery
predstavuje prostor soufadnic. Tato znalost nam umoziiuje spocitat

pravdépodobnost libovolného jevu A C S” pomoci obycejného integralu jako
1
P(A) = / (20) P D210 exp [ — 2 (lr(x) — )T (ilr(x) — ) dApa ir(x),

kde A* predstavuje soufadnice A vzhledem k dané ortonormalni bazi a Ap_;
je Lebesgueova mira v prostoru RP~1) tedy pro ilr(x) = z = (z1,...,2p-1)

obdrzime
1
P(A) = / (27r)_(D_1)/2]T\_1/2 exp [ — §(z — 5)’T_1(z - f)]dzl <--dzp_1.

Funkce hustoty pravdépodobnosti tzv. aditivné logistického modelu [1] odpo-
vid4 Radon-Nikodymové derivaci vzhledem k Lebesgueové mife A v RP~!. Pak
1ze tedy pravdépodobnost libovolného jevu A C SP spoéitat standardnim inte-

gralem

—1/2 D 7 -1 - —1 .
P(A) = /A (i)(éq;/:;’,r‘)lm exp | — %(ﬂr(x) &)Y (ilr(x) — {)] dry---drp_q.
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Prestoze je interpretace hustoty v tomto piipadé jind, vyznamy parametri £ a
Y zlstavaji stejné. Tuto hustotu jsme vzhledem k diskuzi v itvodu kapitoly 4.2
obdrzeli s vyuzitim Jakobianu % = D*1/2(H£1 z;) L.

Pravdépodobnost jevu A C SP je stejnd nezavisle na tom, ktery model po-
uZijeme, zda normalni na S” & logisticky normalni. Oba tyto modely jsou tedy
ekvivalentni na S” z hlediska v§poétu pravdépodobnosti. Naopak model norma-
lity na S” a model normality aditivng logistické nejsou ekvivalentni vzhledem
ke geometrii daného prostoru.

Obrézek 10 ukazuje chovani vrstevnic hustoty normélniho rozdéleni na S3,

jak v prostoru ortonormalnich soufadnic, tak na simplexu.

Obrazek ¢. 10: Hustota normalniho rozdéleni na simplexu s parametry
& = (0,0), Ty3 = Ty = 0.3 a T15 = Yoy = 0.15. Vlevo vzhledem k Lebes-
gueové mife v prostoru ilr soufadnic R?, vpravo vzhledem k Aitchisonové miie

na simplexu.

Vé&ta 4.1. Necht x ~ NP(€,Y) je D-slozkovd ndhodnd kompozice. Necht a € SP
je kompozice konstant a b € R je skalar. Pak D-sloZkovd kompozice

x* =a® (b®x) md rozdéleni NP (ilr(a) + b€, b>Y).

Diikaz. Ilr souradnice kompozice x* ziskdme pomoci linearni transformace ilr sou-
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fadnic kompozice x, protoze ilr(x*) = ilr(a) + b-ilr(x). Miizeme pracovat s funkei
hustoty ilr koeficientti x jako s hustotou v redlném prostoru. Tedy v pripadé, ze se
jedna o funkci hustoty v readlném prostoru, mizeme pouzit vétu o linearni trans-
formaci (véta 2.1) a dostaneme tak hustotu ndhodného vektoru ilr(x*). Stfedni

hodnotu a varianéni matici vektoru ilr(x*) ziskdme standardnim vypoctem

Elilr(x*)] = Elilr(a) + bilr(x)] = ilr(a) 4+ bE[ilr(x)] = ilr(a) + b€,
varlilr(x*)] = varlilr(a) + bilr(x)] = b?var[ilr(x)] = b*Y.

Tedy x* ~ NP (ilr(a) + b€, 0?7 ). O

Véta 4.2. Necht mdame ndhodnou kompozici x ~ NP(&€,YX) a vektor konstant
a € SP. Pak fio(a®x) = fi(x), kde fizy a f% 2naci hustoty pravdépodobnosti

ndhodnych kompozic X a a ® x.

Diikaz. 7 predchozi véty vime, ze a ® x ~ NP (ilr(a) + &, ). Proto
Frox(a %) = (20) P2 |1
X exp [— %(ilr(a ®x) — (ilr(a) + &)Y (ilr(a ® x) — (ilr(a) + 5))}
_ (27T)7(D71)/2|T|71/2
X exp [ - %(ilr(a) File(x) — (ilr(a) + €)Y (ile(a) + ilr(x) — (ilr(a) + 5))]

= (2m) Y exp [~ J(iie(x) — )T (ie(x) — €)] = F2().

]

Véta 4.3. Necht x ~ NP (€, Y) je D-slozkovd ndhodnd kompozice. Necht
xp = Px je kompozice, jejiz sloZky jsou usporaddny permutacni matici P. Potom
xp md rozdéleni NP (€p, Xp), a plati

¢, =UPUE  Yp=(UPU)Y(UPUY,

RDX(D—l)

kde sloupce matice U € jsou vektory clr(e;), 1 =1,2,...,D — 1.
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Dikaz. Abychom zjistili, jak vypadd rozdéleni nahodné kompozice xp,
potfebujeme znat maticovy vztah mezi ilr soufadnicemi obou kompozic x a xp.
Pracujeme-li s clr koeficienty, pouzivame vztah clr(xp) = Pclr(x). S vyuzitim
znalosti  vztahtt  mezi  logratio  transformacemi  ziskdAme  rovnost
ilr(xp) = (U'PU)ilr(x). Jestlize ma vektor ilr(x) normalni rozdéleni, mizeme
opét aplikovat vétu 2.1 o linearni transformaci norméalniho rozdéleni v realném
prostoru, abychom dokézali, Ze ndhodna kompozice xp méa normalni rozdéleni

NDP(U'PUE, (U'PU)Y (UPUY). O

Jako disledek zminime vétu o rozdéleni podkompozice, jejiz diikaz je uveden

v [9].

Véta 4.4. Necht x ~ NP(&,YX) je D-slozkovd ndhodnd kompozice. Necht
s = C(Sx) je C-slozkovd podkompozice, kterou jsme ziskali ze selekéni matice
S € RY*P . Pritom matice S md C proki rovngjch jedné (jeden v kazdém vddku a

nejuys jeden v kazdém sloupci) a zbyvagici prvky rovny nule. Pak s md rozdéleni

NS (&5, Xs), a plati
£, =U"SU¢ Y5 = (UYSU)Y(U*SUY,

kde U € RP*(P=1) e sloupci tvorengmi vektory clr koeficientdi ortonormdlni bdze
SP, a4 U* € RE*CED e sloupci tvorenymi vektory clr koeficienti odpovidagict

ortonormdlni bdze S€.

Vé&ta 4.5. Necht x ~ NP (&,Y) je D-slozkovd ndhodnd kompozice a necht mdame
€= (£,8,...,8p-1)". Pakcen(x) = ({1 0e)) D (520e) @ -+ @ (§p-1 ©®ep_1),

kde {ei,e,,...,ep_1} je ortonormdini baze SP.

Dikaz. Sttedni hodnota kazdého nadhodného vektoru je prvek daného prostoru.
Pouzijeme-li standardni definici o¢ekavané hodnoty na soutadnice kompozice x
vzhledem k ortonormalni bazi {ej,es,...,ep_1} s vyuzitim hustoty (2), dosta-

neme soufadnice kompozice cen(x) vzhledem k uvazované ortonormalni bazi.
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Aplikaci vztaht z kapitoly 4.2.1 ziskdme ilr(cen(x)) = Elilr(x)] = &. Kompo-
zici cen(x) pak obdrzime jako linedrni kombinaci ({5 © e1) @ (&, @ e)) B -+ &
(€p-1©ep-1). O

Vé&ta 4.6. Necht x ~ NP (&,Y) je D-slozkovd ndhodnd kompozice. Pak metricky
rozptyl Mvar[x| = trace(T).

Diikaz. Metricky rozptyl je definovén jako Mvar[x] = E[d?(x, cen[x])]. Aitchiso-
nova vzdalenost d, mezi dvéma kompozicemi je stejna jako euklidovska vzdale-
nost d, mezi odpovidajicimi soutradnicemi vzhledem k ortonormalni bazi. Mizeme
tedy psat Mvar[x] = E[d?(ilr(x), E[ilr(x)])]. Tato hodnota je rovna stopé matice
var(ilr(x)), a tedy pouzitim varianéni matice normalniho rozdéleni v redlném

prostoru dostavame vztah Mvar[x| = trace(Y). O

4.4. Dirichletovo rozdéleni na simplexu

Dirichletovo rozdéleni se na prvni pohled jevi jako vhodny néastroj pro praci
s kompozi¢nimi daty. Pfedpoklada simplex jako vybérovy prostor, neboli soucet
slozek kompozice je roven 1. Zacneme-li se timto rozdélenim zabyvat trochu vice,
zjistime, Ze skutecnost je jina.

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 1.2, konstrukce Dirichletova rozdéleni vyza-
duje nezavislost prislusnych kompozic¢nich slozek. Tato vlastnost ovsem neni pou-
zitelna z hlediska popisu kompozic dle definice 3.1, kdy je nezavislost jednotlivych
slozek nemyslitelna. Pfedpoklad nezavislosti, ktery plati pro kazdou slozku kom-
pozice u Dirichletova rozdéleni vzhledem k Lebesgueové mifte, je ovSem i v tomto
standardnim ptipadé velmi silny a v praktické situaci témér neaplikovatelny. Ci-
lem je tedy najit obecnéjsi t¥idu Dirichletova rozdéleni, navic vzhledem k Aitchi-
sonové mife na simplexu, kdy jiz predpoklad nezavislosti slozek kompozice neni

klicovy.

4.4.1. Dirichletovo rozdéleni na simplexu

Ptipomenme si definici Dirichletova rozdéleni z kapitoly 2.2.4 [10,11,12].
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Definice 4.3. Ndhodny vektor X € SP md D-rozmérné Dirichletovo rozdéleni

s parametrem a = (ay,...,ap) € RY jestlize jeho hustota pravdépodobnosti md
tvar
dP F(OJ+> D ai—1
X)) = —"IX) = —F/7/—— €T o s 3

kde P je Dirichletova pravdépodobnostni mira, o, = Zf:l a;, a I' je gamma

funkce. Znacime X ~ DP(a).

Rovnice (3) pfedstavuje funkei hustoty jako Radon—Nikodymovu derivaci vzhle-
dem k Lebesgueové mite prostoru o D — 1 slozkadch kompozice. KdyZz zménime
miru a vyjadiime hustotu vzhledem k Aitchisonové mire \,, dostaneme funkci

hustoty Dirichletova rozdéleni ve tvaru

dP, . T(@)VD P
fa(x) = (%) = mni_lxi :

Explicitni vyjadfeni hustoty Dirichletova rozdéleni vzhledem k Lebesgueove
mife v prostoru ilr soutfadnic je znac¢né komplikované, tudiz i interpretace jednot-
livych parametru a = (aq,...,ap)" je téméf nemozna.

Obrazky 11 a 12 znazornuji vrstevnice funkce hustoty Dirichletova rozdéleni
v prostoru ortonormalnich soutadnic a na simplexu s rtiznou volbou parametru

a (zdrojové kédy k softwaru R jsou k dispozici na prilozeném CD).
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Obrazek ¢. 11: Funkce hustoty Dirichletova rozdéleni s parametrem
a = (1,1,1). Vlevo vzhledem k Lebesgueové mife v prostoru ilr soufadnic R?,

vpravo vzhledem k Aitchisonové mife na simplexu.

Obrazek ¢. 12: Funkce hustoty Dirichletova rozdéleni s parametrem
a = (2,3,5). Vlevo vzhledem k Lebesgueové mife v prostoru ilr soufadnic R?

vpravo vzhledem k Aitchisonové mife na simplexu.

Pokud zaménime dvé libovolné ndhodné veliciny X; a X; proi,j =1,...,D,
i # j a zaroven zaménime i odpovidajici parametry «; a o, pak funkce hustoty

zustava stejna. O hustoté Dirichletova rozdéleni tedy mizeme tvrdit, Ze je abso-
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lutné permutacné symetricka. Nésledujici véta opét pfimo navazuje na kapitolu

2.2.4.

Vé&ta 4.7. Necht X ~ DP(a), pak modus a stredni hodnota Dirichletova rozdéleni
vzhledem k mite \, maji ndsledujici tvar:
/
modus,(X) = (%’ ey Z—f) ,

/
?

E(X), = C(ew(o‘l), . ,ew(O‘D)) (4)

kde (t) = al”al;(t) je digamma funkce a C je operdtor uzdveru.

Zatimco urceni modu kompozice X je velmi podobné a vypocetné snadné
vzhledem k mife Lebesgueové i Aitchisonové, u stiedni hodnoty je to mnohem
komplikovanéjsi. Stfedni hodnota vzhledem k Lebesgueové mife je stejna jako
modus vzhledem k mire \,. Nejjednodussim zplisobem, jak urc¢it ocekavanou
hodnotu kompozice X vzhledem k Aitchisonoveé mite spociva ve vyjadfeni funkce
hustoty Dirichletova rozdéleni pomoci souradnic vzhledem k ortonormalni bazi
a nasledné aplikovat standardni definici stfedni hodnoty na vektor ilr(x) [10].
Vysledkem jsou soufadnice kompozice E,(X) vzhledem k dané ortonormalni bézi
a pouzitim vztaht z kapitoly 4.2.1 se dostaneme k (4).

Ke zjisténi variability, napt. k vypoc¢tu metrického rozptylu, je nutné praco-
vat pfimo na soufadnicich, tedy s (D — 1)-slozkovymi vektory, jelikoz metricky
rozptyl neni prvkem simplexu [12]. Je to pouze numericky urc¢end hodnota, ktera
vyjadiuje miru celkové disperze kompozice. Dosud nebyl zjistén zadny zpiisob,
kterym bychom ziskali explicitni vyjadieni, aniz by bylo nutné volit ortonormalni

bazi pro reprezentaci kompozice.
Vé&ta 4.8. Predpoklddejme, Ze mdme ndhodny vektor X ~ DP(a) definovany
na jednotkovém simplexu SP, pak metricky rozptyl X je

Mvar(X) = %(1//(041) + -+ ¢/ (ap)),

kde ¢'(t) prot > 0 je trigamma funkce.
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4.4.2. Posunuté Dirichetovo rozdéleni na simplexu

Posunuté Dirichletovo rozdéleni ziskame tak, ze pouzijeme operaci perturbace
na nahodnou kompozici, kterda ma funkci hustoty pravdépodobnosti Dirichletova

rozdéleni [11,12].

Definice 4.4. Ndhodnyj vektor X € S md posunuté Dirichletovo rozdéleni s pa-
rametry & = (aq,...,ap) € RP a B = (B1,...,0p) € RY, jestlize jeho funkce

hustoty pravdépodobnosti md tvar

adpP, . T(og) [T,
P00 =) T T (52, B

kde P je Dirichletova pravdépodobnostni mira, oy = Zil a;, a I' je gamma

funkce. Znacime X ~ SD” (a, B).

Pocet parametri je 2D. Jestlize poloZzime parametr B roven (1,...,1),
C(1,...,1) nebo C(5,...,B), obdrzime klasicky Dirichletiv model. Stejnym
zpusobem jako u Dirichletova rozdéleni miizeme vyjadrit hustotu posunutého

Dirichletova rozdéleni vzhledem k mire A,

dP . T(a)VD I

Ful) = 3% 7, D) (20, B

Véta 4.9. Posunuté Dirichletovo rozdéleni vznikne normovdnim wvektoru cel-
kem D nezdvislych nahodnych velicin W; ~ T'(ay, ;)i = 1,...,D, tj. jestliZe
X = C(W), pak X ~ SD"(a, B).

Mame-li ndhodnou kompozici X ~ D definovanou na S” a kompozici
p € SP, pak nahodnd kompozice X = p & X mé rozdéleni SDP(a, = p7?).
Parametr B8 je v tomto piipadé prvek prostoru S”, tj. kompozice, a tedy po-
¢et parametri v modelu je 2D — 1, navic, proporcionélni reprezentace 8 vedou
ke stejnému rozdéleni. Vzhledem ke geometrické struktufe na simplexu je po-
sunuté Dirichletovo rozdéleni posunem Dirichletova rozdéleni v ramci simplexu.
Mizeme tedy Tici, ze tato dvé rozdéleni patii do stejné t¥idy rozdéleni.
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Pokud je D = 2, budou mit odpovidajici funkce hustoty tvar

_dP B 1 Bitaa—1852(1 — z)e2!
Julx) = K(X) ~ Blag,az) (Biz + Bo(1 — x))ertee”’

dP . V2 (1) (Bo(1 — )2

1) = 30 0) = Blar,ap) (e + Bl —a))mrer’

Vime, ze pro D = 2 se jedna o beta rozdéleni, a proto i v tomto pfipadé mluvime

o posunutém beta rozdéleni.

1.0

08
1

0.4
1

0.2
1

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek ¢. 13: Funkce hustoty posunutého Dirichletova rozdéleni
pro D = 2. Na levém obrazku vzhledem k Lebesgueové mife A\, na pravém ob-
razku vzhledem k Aitchisonové mife \,. Pro parametry a = (1,1),8 = (1,1)
Cervend kiivka, a = (7,3),8 = (0.6,0.3)" modra kiivka, pro a = (0.4,0.25),
B = (0.4,0.8)" zelena kiivka.

Na obrazku 13 je znazornéna hustota vzhledem k Lebesgueové mife A na in-
tervalu (0,1) a hustota vzhledem k Aitchisonové mife )\, na S V piipadé
hustoty vzhledem k mire A\, dostavame vzdy unimodalni funkci. Pro posunuté
beta rozdéleni vzhledem k mife A tato vlastnost neplati. Z obrazku je patrné, ze
proa = (1,1) a 8 = (1,1)’ je funkce hustoty konstantni a pro a = (0.4,0.25)" a
B = (0.4,0.8)" obdrzime funkci hustoty, kterdA ma v bodech 0 a 1 vertikalni
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asymptoty. Analogicky se funkce hustoty posunutého Dirichletova rozdéleni chova
ipro D > 2.

Vénujme se situaci D = 3. Na obrazku 14 jsou modrou barvou znézor-
nény vrstevnice posunutého Dirichletova rozdéleni s parametry a = (2,3,5)" a
B = (1,1,1). Charakter parametri ndm poukazuje na to, Ze se jednd o Di-
richletovo rozdéleni. Pouzijeme-li operaci perturbace na toto rozdéleni, ziskame
posunuté Dirichletovo rozdéleni. Vrstevnice hustoty vzniklé perturbaci kompozici
p = (0.93,0.05,0.02)" jsou vykresleny ¢ervenou barvou. V pravé ¢asti obrazku
je ternarni diagram, ktery hustoty vyjadiuje vzhledem k Aitchisonové mite A,
v prostoru 83, vlevo jsou ty stejné vrstevnice vyobrazeny v prostoru soufadnic
vzhledem k ortonormalni bazi.

Z prvniho obrazku je vidét, ze pouziti operace perturbace na hustotu Dirichle-
tova rozdeéleni ve skutec¢nosti predstavuje posun pivodni neperturbované hustoty

na simplexu. Tato vlastnost plyne z invariance hustoty vzhledem k perturbaci.

-3
L

X2

Obrazek ¢. 14: Funkce hustoty posunutého Dirichletova rozdéleni pro D = 3.
Vlevo vzhledem k Lebesgueové mife v prostoru ilr soufadnic R?, vpravo vzhledem
k Aitchisonové mife na simplexu. Pro parametry a = (2,3,5) a
B = (1/0.93,1/0.05,1/0.02)" ¢&ervené kiivky, pro parametry a = (2,3,5)" a
B = (1,1,1) modré k¥ivky.
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Ze znalosti této vlastnosti mizeme pomoci perturbace jednodusse urcit i mo-

dus a stfedni hodnotu pro posunuté Dirichletovo rozdéleni.

Véta 4.10. Modus a stiedni hodnotu X ~ SDP(a, B) vzhledem k mire N\, vyjd-
drime jako

modus,(X) = (68) ® modus,(X), (5)

E,(X) = (08) @ E.(X), (6)

kde X ~ DP(a) a © je inverzni operace k perturbaci.

Pro kompozici X ~ SDP (a,B) neexistuje zadné explicitni vyjadieni
pro modus(X) a E(X) vzhledem k Lebesgueové mife A v realném prostoru. Pokud
bychom tyto charakteristiky chtéli spocitat, museli bychom pouzit numerickou in-
tegraci.

Z rovnic (5) a (6) plyne, ze vektor parametri 8 se podili na umisténi kom-
pozice X a nikoli na mé¥itku. Pokud je navic parametr a vektorem konstant, tj.

a = (q,...,«a), tak modus i stiedni hodnota vzhledem k Aitchisonové mite splyva

s neutralnim prvkem simplexu n.

Véta 4.11. Metricky rozptyl pro kompozici X ~ SDP(a, B) se shoduje s metric-
kym rozptylem pro kompozici X ~ DP(a).

Metrické rozptyly jsou si rovny, jelikoz plati

da(X, Y) = da(p ¥ X,p ¥ Y)7

coz znamena, ze Ciselna charakteristika metrického rozptylu je invariantni vici

perturbaci.

4.4.3. Posunuté sSkalované Dirichletovo rozdéleni

Tato kapitola se zabyva rozdélenim ndhodné kompozice, kterou obdrzime pou-
Zitim operace perturbace a mocninné transformace na nahodnou kompozici s Di-
richletovym rozdélenim [12]. Jinak feceno, budeme se zabyvat tvarem hustoty
pro kompozici X = p @ (a ® X), kde p € S, a € R, a X ~ DP(a).
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Definice 4.5. Ndhodny vektor X € SP md posunuté skdlované Dirichletovo
rozdéleni s parametry a = (o, ..., ap) € RP, p=(p1,...,pp) € SP aa e Ry,

jestlize jeho funkce hustoty pravdépodobnosti md tvar

fps(x) = Q(X) __T(ay) 1 [[2, pes/ag,le/a-1
P07 T 2 ra) T (SR )

kde P je Dirichletova pravdépodobnostni mira, o, = Zfil a;, a ' je gamma

funkce. Znacime X ~ pSDP (e, p, a).

Pocet parametrt je 2D. Pro a = 1 se jedna o model skalovaného Dirichletova
rozdéleni s parametry a a ©p. Jestlize a = 1 a vektor p = C(1,...,1) nebo
p = C(p,...,p)" pro n&jakou konstantu p, pak dostaneme klasicky Dirichlettiv
model, protoze parametry odpovidaji neutralnim prvkim vzhledem k provede-
nym operacim.

Stejné jako v predchozich pripadech mtzeme vyjadrit funkci hustoty vzhledem

k Aitchisonové mife A,

dP,,

o (@i /ps (ai/a)
) = (= YDLlew) 1 L (i/p)

Hle I'(oy) aP! (Zi:l (zi/pi) (1/a) )

Na obrazcich 15 a 16 jsou vykresleny hustoty posunutého skalovaného Di-
richletova rozdéleni pro D = 2 vzhledem k Lebesguové mife A na intervalu (0, 1)
a Aitchisonové mife )\, na S2. Stejné jako u posunutého Dirichletova rozdéleni
plati, Ze pfi praci s hustotou vzhledem k Aitchisonové mite \, je tato funkce vzdy
unimodalni. V tomto ptipadé hraje roli parametru méritka parametr a, ktery ur-
¢uje jak bude rozdéleni koncentrovano kolem stfedni hodnoty, tj. ¢im vétsi bude
parametr a, tim vice bude rozdéleni koncentrovano kolem ocekavané hodnoty.
Podivame-li se ovSem, jak se chova funkce hustoty vzhledem k mife Lebesgueové,
vidime, ze pfi vysokych hodnotach parametru ¢ ma funkce vertikalni asymptoty
v bodech 0 a 1.

Na obréazku 15 jsou vyobrazeny hustoty vzhledem k mirdm A a A\, pfi para-

metrech @ = (1,1) a p = (1,1)". Z levého obrazku je patrné, Ze pro a € (0,1)
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je funkce hustoty unimodalni a pro a =1 je konstatni, zatimco pro a > 1 zac¢ina
mit funkce konkavni tvar. P¥i pohledu na pravy obrazek je jasné, ze funkce hus-
toty vzhledem k Aitchisonové mife se s riznou volbou parametru a chova uplné
opacné. Na obrazku 16 lze pozorovat analogické vlastnosti v pfipadé rtizné volby

parametri a a p.

1.0

0.8

1 D I DN
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0
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Obrazek ¢. 15: Funkce hustoty posunutého skalovaného rozdéleni pro D = 2
s parametry @ = (1,1) a p = (1,1)". Na levém obrézku vzhledem k Lebesgueové
mife A, na pravém obrazku vzhledem k Aitchisonové mite \,. Pro a = 0.5 modra

kiivka, a = 1 Cervend kiivka a a = 2 zelena krivka.
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Obrazek ¢. 16: Funkce hustoty posunutého skalovaného rozdéleni
pro D = 2 s parametry @ = (0.5,0.6)" a p = (0.7,0.3)". Na levém obrazku
vzhledem k Lebesgueové mife A, na pravém obrazku vzhledem k Aitchisonové

mire \,. Pro a = 0.5 modra kfivka, a = 1 cervena kiivka a a = 2 zelena ktivka.

Podobné chovani hustoty posunutého skalovaného Dirichletova rozdéleni
miuzeme sledovat i pro D = 3. Na obrazku 17 jsou vykresleny vrstevnice hus-
tot pro tii rizna nastaveni parametrii. Na pravém obrazku je znazornén ternarni
diagram a hustota vzhledem k Aitchisonové mite \,, zatimco na levém obrazku
mame hustotu vzhledem k Lebesgueové mire, vykreslenou v prostoru ilr sourad-
nic, tj. v R?. Modré kfivky odpovidaji posunutému skalovanému Dirichletovu
rozdéleni s parametry a = (2,2,2), p = C(1,1,1) a a = 1. Hustota s takto na-
stavenymi parametry ve skutecnosti predstavuje hustotu Dirichletova rozdéleni,
které ma stfedni hodnotu i modus pfimo ve stiedu (tezisti) ternarniho diagramu.

Zelené krivky predstavuji vrstevnice hustoty se stejnymi parametry a a p
jako v predchozim ptipadé, parametr a byl ale zmensen na a = 0.2. Jinak feceno,
na puvodni ndhodnou kompozici s Dirichletovym rozdélenim jsme pouzili ope-
raci mocninné transformace. Z obrazku 17 je ziejmé, ze parametr a udava miru
disperze, tj. koncentraci hodnot kolem stfedni hodnoty.

Posledni hustota, vykreslena cervenou barvou, predstavuje posunuté skalo-
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vané Dirichletovo rozdéleni s parametry a = (2,2,2)’, p = €(0.15,0.05,0.02)" a
a = 0.2. Jelikoz hodnota parametru a je stejnd, mira disperze se od predcho-
ziho pfipadu neméni. Hustotu oznacenou c¢ervenou barvou jsme obdrzeli pouzi-
tim operace perturbace na hustotu barvy zelené. Podivame-li se na levy obrazek,
je patrné, ze v prostoru souradnic je ¢ervena hustota opravdu pouze posunutim

hustoty zelené.

X3

@

X1 X2

Obrazek ¢. 17: Hustota posunutého skalovaného Dirichletova rozdéleni
pro D = 3 s parametrem a = (2,2,2)". Vlevo vzhledem k Lebesgueové mife

v prostoru ilr soufadnic R?, vpravo vzhledem k Aitchisonové mife na simplexu.

Véta 4.12. Modus a stiedni hodnotu X ~ pSDP (o, p, a) vzhledem k mire A,
vyjadrime jako

modus,(X) = p @ (e ® modus, (X)),

E.(X) = p @ (a © E,(X)),

kde X ~ DP(a).

Ke zjisténi modu a stfedni hodnoty kompozice X ~ pSDP (o, p,a) vzhledem
k Lebesgueové miife A\ v prostoru o D — 1 slozkach kompozice je opét zapotiebi

pouzit numerickou integraci.
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Véta 4.13. Pro metricky rozptyl nahodné kompozice X ~ pSDP (a, p, a) plati
Mvar(a ® (p ® X)) = Mvar(X) = a*Mvar(X),
kde X ~ DP(a).

Z uvedené definice stfedni hodnoty (vlastné centra) a modu posunutého
skalovaného Dirichletova rozdéleni je patrné, ze parametr p urcuje posunuti roz-
déleni, tudiz se jedna o parametr polohy. Druhy parametr a urcuje koncentraci
rozdéleni kolem stfedni hodnoty. Tento parametr je tedy parametrem métitka.
Cim je parametr ¢ mensi, tim je rozdéleni vice koncentrovano kolem svého cen-
tra.

Propojenost Dirichletova rozdéleni, posunutého Dirichletova rozdéleni a po-
sunutého skalovaného Dirichletova rozdéleni je dana konkrétni volbou hodnot
parametrid. Pokud v modelu posunutého skalovaného Dirichletova rozdéleni na-
stavime parametr a = 1, dostaneme model posunutého Dirichletova rozdéleni.
V pfipadé, Ze nastavime parametry a = 1 a p = C(1,1,1)’, obdrzime klasicky
model Dirichletova rozdéleni. Z této vlastnosti mizeme usuzovat, Ze vsechny tii

modely rozdéleni pravdépodobnosti pochézeji ze stejné rodiny rozdéleni.
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5. Zavér

V soucasné dobé existuje rada statistickych ptistupt ke zpracovani kompozic-
nich dat. Tato data se od ostatnich lisi tim, Ze nesou pouze relativni informaci,
prislusi danému celku a bez jeho znalosti ztraceji sviij vyznam. Z tohoto divodu
pouzité pravdépodobnostni a statistické techniky vykazuji urcité charakteristické
rysy, pricemz diraz je kladen zejména na odpovidajici geometrickou strukturu
vybérového prostoru a na ném zavedenou pravdépodobnostni miru.

Jednim z pfistupt k parametrickému modelovani kompozic¢nich dat je vedle
normalniho rozdéleni na simplexu vyuziti Dirichletova rozdéleni. Toto rozdéleni
je specifické svym vybérovym prostorem, kterym je simplex. Z tohoto diivodu se
jevi jako vhodny nastroj pro praci s kompozi¢nimi daty. Ukazuje se vsak, ze kon-
strukce Dirichletovo rozdéleni vyzaduje splnéni podminek, které se v praxi jevi
jako obtizné dosazitelné. Jednim z cilti diplomové prace tak bylo studovat alterna-
tivni vyjadfeni Dirichletova rozdéleni vzhledem k Aitchisonové mife na simplexu
a zkoumat jeho mozné zobecnéni.

P1i psani této prace jsem ziskala nové znalosti z oblasti kompozi¢nich dat
a prohloubila své védomosti z mnohorozmeérné statistické analyzy a teorie miry.
dénim ceské terminologie.

Doufam, zZe se mi podafilo vytvorit uceleny a srozumitelny pohled na rozdéleni
pravdépodobnosti na simplexu, ktery by byl pfinosny i pro dalsi zajemce o danou

problematiku.
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Priloha
Transformace nahodného vektoru

Uvazujme integral

/.../h(xl,xg,...,mn)dxldxg---dxn
A

na mnoziné A, ktera je podmnozinou n-rozmérného prostoru S. Déle necht

U1 :U,l(JTl,[L'Q,...,QTn),
Y2 :u2(x17x27"'7xn)7
Un :un(xlax%"'axn)a

a jejich inverzni funkce

T = wl(yl;y% cee 7yn),

To = w2<ylay27 o ayn)a

Tn = wn(y17y27 s 7y’rl)

predstavuji prosté zobrazeni, které zobrazuje mnozinu A z S do mnoziny B
z T, tj. do prostoru soutadnic (y1,ys,...,Yn). Necht jsou prvni parcidlni deri-

vace inverznich funkci spojité a necht je Jakobian

Ory Oz ., Qw1
oy1 O OYn
oy1 O OYn
J=|" "
Oz Ozn ., Ozn
0y1 Oy Oyn

nenulovy v prostoru 7. Pak

// h(xy, 9, ..., x,)de1dey - - - dy,
A
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://Bh[wl(y17’yn>’w2(y1’7y7l)77wn(y177yn>”<]|dyldy2yn

Jsou-li splnény vsechny vyse uvedené podminky, mtizeme urcit sdruzenou hus-
totu pravdépodobnosti pro n funkci n nahodnych veli¢in. Pak tedy sdruzena
hustota ndhodnych veli¢in Y} = ui(Xy,..., X,), ..., Yy = u,(Xy, ..., X,), kde

veli¢iny X7, ..., X, maji hustotu h(zq,...,z,), je ddna ve tvaru

9(3/1>y27 s 7yn) = ’J| : h[wl(yla s 7yn)7w2(y17 s 7yn)7 s 7wn(y17 s 7yn)]7

kde (y1,v2,.-.,Yyn) € T, a v ostatnich piipadech je nulova.
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