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Anotace

Cilem bakalaiské prace je srozumitelné feSeni pirikladi matematické olympiady
kategorie Z8, které jsou uréeny pro zaky 8. ro¢niki zakladnich Skol, pro zaky 3. ro¢niku
osmiletého gymnazia a pro zaky 1. ro¢niku Sestiletych gymnazii. Tato prace by m¢la
pomoci nejen zakim pfi pocitani uloh, ale také ulitelim s pfipravou zdkd na tuto

matematickou soutéz.

Annotation

The main aim of this bachelor thesis is the comprehensive solution of tasks concerning
a Mathematical Olympic category Z8 which are assigned to pupils of the 8" grade
in a primary school, the 3" grade at an eight-year grammar school or the 1% grade
at a six-year grammar school. This thesis should not help only pupils with practising but
also it should be helpful for teachers who are preparing pupils for this competition.
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1 Uvod

V bakalatské praci ,, Analyza reseni vybranych uloh matematické olympiady kategorie
Z8“ se zaméiuji na vlastni feSeni pifikladi matematické olympiady. Nekteré

z nich nasledn¢ porovnavam s fesenim autort ptikladu.

Tato prace muze slouzit jako u¢ebni pomucka hlavné pro zaky, jelikoz feseni uvedené
od autorti, které je vétSinou strohé a moc nepopsané, slouzi pouze pro ucely opravovani
olympiady nebo u prikladu feSeni uvedené viibec neni. Prace mize slouzit také uciteliim,
ktefi pfipravuji zaky na soutéz. Ptiklady se snazim fesit spiSe logicky, aby byly snaze

pochopitelné a feSeni podrobné popisuji krok za krokem.

Text prace, ktery je psany kurzivou, jsou mé poznamky k postupu feseni autorti zadani

ptikladu.

Prace je rozdélena na dvé casti, protoZze kategorie Z8 matematické olympiady
se odehrava ve dvou kolech. V prvni ¢asti prace feSim piiklady domaciho/skolniho kola

(1. kolo) a v druhé ¢asti priklady okresniho kola (2. kolo).



2 Matematicka olympiada

Matematicka olympiada (dale ,,MO*) je pfedmétova soutéz z matematiky pro zaky
zakladnich a stfednich $kol. MO se poiada kazdy rok a je jednotna pro celou Ceskou

republiku.

2.1 Organizace matematické olympiady

Olympiddu potfadd Ministerstvo Skolstvi, mladeze a télovychovy, Jednota Ceskych
matematik a fyzikt a Matematicky ustav Akademie véd CR. Ulohy piipravuje Ulohova
komise Matematické olympiady, ktera je spole¢na pro Ceskou i Slovenskou republiku,
tudiz jsou ulohy i terminy vSech kol pro ob& republiky stejné. Ucast zaku

a studenttl je na MO dobrovolna. (Matematicka olympiada 2016)

2.2 Kategorie matematické olympiady
MO se ¢leni do kategorii a kazda kategorie zv1ast’ do soutéZnich kol. Olympiada se
déli do nasledujicich kategorii:

a) kategorie A, ktera je urCena pro zaky 3. a 4. ro¢nika stfednich Skol, 7. a 8. ro¢nikd
osmiletych gymndzii a 5. a 6. ro¢niki Sestiletych gymnazii. Tato kategorie probiha
ve Skolnim, krajském a tstfednim soutéznim kole.

b) Kategorie B je uréena pro zaky 2. ro¢niku stfednich §kol, 6. ro¢nikti osmiletych
gymnazii a 4. rocnikl Sestiletych gymnazii. Kategorie B probiha ve $kolnim
a krajském soutéznim kole.

c) Kategorie C je urCena pro zaky 1. ro¢niki stiednich skol, 5. ro¢nikli osmiletych
gymnazii a 3. roCnikl Sestiletych gymnazii. Kategorie probihd ve Skolnim
a krajském soutéznim kole.

d) Kategorie Z9 je urCena pro zaky 9. ro¢niki zakladnich 8kol, 4. ro¢niki osmiletych
gymnazii a 2. ro¢nikl Sestiletych gymnazii. Tato kategorie probih4 ve Skolnim,
okresnim a krajském soutéZnim kole.

e) Kategorie Z8 je urCena pro zaky 8. ro¢niki zakladnich kol 3. ro¢niki osmiletych
gymndzii a 1. roénikd Sestiletych gymndzii. Kategorie B probihd ve Skolnim

a okresnim soutéznim kole.



f) Kategorie Z7 je urCena pro zaky 7. roc¢nikd zakladnich $kol a 2. ro¢niku
osmiletych gymnazii. Probiha ve Skolnim a okresnim soutéznim kole.

g) Kategorie Z6 je urCena pro zaky 6. ro¢nikt zakladnich $kol a 1. rocniki
osmiletych gymnazii. Kategorie Z6 probihd ve Skolnim a okresnim soutéznim
kole.

h) Kategorie Z5 je uréena pro zaky 5. ro¢nikl zakladnich $kol a probiha ve skolnim

a okresnim soutéznim kole. (Matematicka olympiada 2016)



3 Domaci 1. kolo

V domacim kole matematické olympiady kategorie Z8 je vzdy Sest prikladl, které se

odevzdavaji po trojicich do urcitého data.

3.1 Priklad 1
Soucet vSech déliteld jistého lichého cisla je 78. Urcete, jaky je soucet vSech déliteli
dvojnasobku tohoto neznamého ¢isla.

(K. Pazourek, 64. ro¢nik)
Vlastni feSeni:
Vybira se z lichych Cisel, ktera jsou mensi nez ¢islo 78. Jsou to ¢isla: 1, 3,5, 7,9, 11, 13,
15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61,
63, 65, 67, 69, 71, 73, 75, 77. Vétsi Cisla nez 77 by neméla smysl, jelikoz kazdé ¢islo je
délitelné samo sebou, a protoze se délitelé scitaji, tak by soucet byl vétsi nez pozadované
¢islo 78.
Jednicku a prvodisla Ize vyskrtnout, jelikoz ty jsou délitelné 1 a samy sebou, soucet by
poté byl o jednicku vétsi nez prvocislo. Nejvétsi z vypsanych prvocisel je 73, pokud se
seCtou jeho délitelé, to je 1 a 73, vyjde 73 + 1 = 74, coz neni feSenim ulohy. Potom zbydou
¢isla: 9, 15, 21, 25, 27, 33, 35, 39, 45, 49, 51, 55, 57, 63, 65, 69, 75, 77.
K vysledku Ize dojit tak, Ze se vypisi délitelé vSech Cisel a urci se, jakého ¢isla je soucet

jeho délitelt roven 78.

9..1,3,9—>1+3+9=13
15...1,3,5,15>1+3+5+15=24
21...1,3,7,21 5>1+3+7+21=32
25...1,525-51+5+25=31
27...1,3,9,27T>1+3+9+27=40
33...1,3,11,33>1+3+11+33=48
35...1,5,7,35>1+5+7+35=48
39...1,3,13,39 >1+3+13+39=56
45...1,3,5,9,15,45>51+3+5+9+15+45=78
49...1,7,49 5> 1+7+49=57
51...1,3,17,51 > 1+3+17+51=72



55...1,5/11,55 > 1+5+11+55=72
57...1,3,19,57—>1+3+19+57=80
63...1,3,7,9,21,63 >1+3+7+9+21+63=104
65...1,5/13,65—>1+5+13+65=84
69...1,3,23,69 >1+3+23+69=96
75...1,3,5,15,25,75>1+3+5+15+25+75=124
77 ... 1,7, 11,77 > 1+7+11+77=96

Soucet délitelt je roven 78 pro ¢islo 45 (1 + 2+ 5+ 9+ 15 + 45 = 78). Dvojnasobek cisla
45 je ¢islo 90. Vsichni délitelé ¢isla 90 jsou 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45, 90 a soucet
téchto deliteli je 1 +2+3+5+6+9+ 10+ 15+ 18 + 30 + 45 + 90 = 234.

Soucet délitelti dvojnasobku hledaného ¢isla je 234.

V tomto prikladu jsem zvolila vyrazovaci metodu, kdy se postupné vyskrtavaji
nevyhovujici ¢isla a ze zbylych se urci vysledek. Tento postup reSeni je sice pracny a
zdlouhavy, ale tim, Ze se vypisou a sectou délitelé vsech zbylych cisel, tak je hned videt

vysledek, i kdyby bylo vice reSeni.
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3.2 Priklad 2
Na louce se pasou kong, kravy a ovce, dohromady jich je méné nez 200. Kdyby bylo krav
45krat vic, koni 60krat vic a ovci 35krat vic, nez kolik jich je nyni, jejich pocty by se
rovnaly. Kolik se na louce pase koni, krav a ovci dohromady?

(M. Krejcova, 65. ro¢nik)
Vlastni feSeni:

Kong¢, kravy a ovce se oznaci jako nezndmé:

koné ... x
kravy ...y
ovce...zZ

Ze zadani je znamo:
X+y+2z<200
60x = 45y = 35z

Urc¢i se nejmensi spolecny nasobek Cisel 60, 45 a 35 — n (60, 45, 35). Zpusobu, jak urcit
nejmensi spole¢ny nasobek, je nékolik.
1. Jedna z moznosti, jak zjistit nejmensi spole¢ny nasobek, je vy¢tem nasobku Cisel.
Nasobky ¢isla 60 ... 60, 120, 180, 240, 300, 360, 420, 480, 540, 600, 660, 720, 780,
840, 900, 960, 1 020, 1080, 1 140, 1 200, 1260, 1320, 1380, ...
Nasobky ¢isla 45 ... 45, 90, 135, 180, 225, 270, 315, 360, 405, 450, 495, 540, 585,
630, 675, 720, 765, 810, 855, 900, 945, 990, 1035, 1080, 1125, 1170, 1 215,
1260, 1215, 1305, 1350, ...
Nasobky ¢isla 35 ... 35, 70, 105, 140, 175, 210, 245, 280, 315, 350, 385, 420, 455,
490, 525, 560, 595, 630, 665, 700, 735, 770, 805, 840, 875, 910, 945, 980, 1 015,
1050, 1085, 1120, 1155, 1190, 1225, 1260, 1295, 1330, ...
Nejmensi spolecny nasobek cisel 60, 45, 35 je ¢islo 1260.
n (60, 45, 35) = 1260

2. Nejmensi spolecny ndsobek lze najit i rozkladem cisel na soucin prvocisel: Kazdé
prirozené cislo lze rozloZit na soucin konecného poctu prvocisel.
60=2-2-3-5
45=3-3-5
35=5-7
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Vynasobime ¢isla2 -2 -3-3-5-7=1260

Pokud hledame nejmensi spolecny nasobek pomocit rozkladu na soucin prvocisel, vzdy
se vyndsobi ta cisla, ktera jsou v rozkladu zastoupena. Je-li v jednom rozkladu cislo
zastoupeno vicekrat, bere se prave tento soucin cisel. \l nasem prvociselnem rozkladu
jsou cisla 2, 3, 5 a 7, vSechna tato cisla se vyndasobi a hleda se, zda néjaké z techto
cisel nékde neni zastoupeno vicekrat. N cisle 60 je zastoupena jedna trojka a v cisle 45
Jsou trojky dve, tudiz se do soucinu (ve kterém se hledd nejmensi spolecny nasobek)
daji pravé dvé trojky. Cislo 5 je u vSech tiech cisel zastoupeno jedenkrat, proto se do

soucinu nejmensiho spolecného nasobku napise pouze jednou.

. Dal8§i moZnosti, jak najit nejmensi spole¢ny ndsobek, je pomoci jedné vlastnosti
nejmensich spoleénych nasobkl. Tato vlastnost spociva vtom, ze lze vytknout
spole¢ny délitel vSech ¢isel:
n (ax, bx, cx) =x-n(a, b, c).
Po dosazeni:
n (60, 45,35)=n(12-5,9-5,7-5)
Vsechna ¢isla maji jednoho stejného (spole¢ného) délitele, kterym je Cislo 5. Toto ¢islo
se muze vytknout pied cely vyraz:
5-n(12,9,7)
Z tohoto vyrazu je jasné, Ze pétka v sou¢inu nejmensiho spolecného nasobku cisel
bude. Dale se hleda n (12, 9, 7). Tato tfi ¢isla 12, 9 a 7 jsou ¢isla nesoudélna, jelikoz
maji pouze jednoho spoleéného kladného délitele, kterym je ¢&islo 1. Cislice 7 je
prvocislo, coz znamend, Ze se bude také vyskytovat v souc¢inu nejmensiho spolecného

nasobku. Potom se hleda pouze nejmensi spoleény nasobek ¢isel n (12, 9):
5-7-n(12,9)

Nejmensi spole¢ny nasobek n (12, 9) = 36 (viz 1. a 2. moznost, jak urcit nejmensi

spolecny nasobek). Poté se dostane soucin

5:7-36=1260
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Nalezeny nejvetsi spoleény nasobek se vydéli Cislem, o které se ma zvétsit pocet koni,
krav a ovci.
Kon¢ ... 1260:60 =21
Kozy ... 1260 : 45 =28
Ovce ... 1260 : 35 =36
X+y+2z=21+28+36=85

Na louce se dohromady pase 85 koni, koz a ovci.

Jelikoz je na louce dohromady mén¢ jak 200 zvirat, miize existovat i dalsi feSeni.

Urci se dalsi spole¢ny nasobek ¢isel 60, 45 a 35, tim je ¢islo 2 520. Tento spolecny
nasobek se vyd¢li Cisly, kterymi se ma pocet zvétsit.

Kon¢ ... 2520 : 60 = 42

Kozy ... 2520 :45 =56

Ovce ...2520:35=72

X+y+z2=42+56+72=170

Cislo 170 je mensi nez &islo 200, tudiz existuje jesté jedno feseni. Pokud by se nasel dalsi
spoleény nasobek, coz je ¢islo 3 780 bylo by na louce 255 zvifat. Tento pocet nevyhovuje
podmince, Ze zvifat je na louce dohromady méné nez 200.

Na louce se mohlo past bud’ 85, nebo 170 zvirat.

Reseni M. Krejéové:

Pomér mezi stdvajicim poctem krav a koni je 60 : 45 =4 : 3 a pomér mezi stavajicim
poctem ovci a koni je 60 : 35 =12 : 7. Prvni pomér Ize zkratit cislem 15 a druhy pomér
cislem 5. Pocet koni tedy musi byt néjakym nésobkem c¢isla 3 a soucasné Cisla 7, tedy
nasobkem C¢isla 21. Druhé cislo v pomeéru vzdy srovnava koné s ostatnimi zviraty, proto
pocet koni bude ndasobkem cisla 21. Kdyby na louce bylo 21 koni, potom by tam bylo
21 -4:3=28krava2l - 12:7 =236 ovci, celkem tedy 21 + 28 + 36 = 85 zvitat. Kdyby
na louce bylo 42 koni, potom by vSechny pocty byly dvojnasobné, celkem tedy
2 - 85 = 170 zvifat. Kdyby na louce bylo 63 koni, potom by vSechny pocty byly
trojnasobné, celkem tedy 3 - 85 = 255 zvifat, coz je ovSem vic nez 200. Na louce se tedy

paslo bud’ 85, nebo 170 zvitat.
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Druhé feseni M. Krej¢ové:

K témuz vysledku lze dojit také rozkladem danych nasobkii na souciny prvocisel:
45=3-3-5,60=2-2-3-5,35=5"-7. Aby se odpovidajici ndsobky poctl jednotlivych
zvirat rovnaly, musi byt v jejich prvociselnych rozkladech zastoupena vsechna piedchozi
prvocisla (véetné jejich nasobnosti). Nejmensi mozny pocet krav tedy je 2 - 2 - 7 = 28,

koni3-7=2laovci2-2-3-3=36,celkem 28 + 21 + 36 = 85 zvifat.

V druhém zpusobu reseni autorka prikladu nezvazuje vice moznych vysledkii prikladu.
Zaroven je nedostatecné vysvetlené, jak se dostane nejmensi pocet kusu jednotlivych
zvirat. Autorka ziskala nejmensi pocet krav tak, Ze 7 rozkladu prvocisel u koni a ovci
(60=2-2-3-5 35=25"-T7)vzala pouze ta cisla, kterd se nevyskytuji v prvociselném
rozkladu krav (45 = 3 - 3 - 5). Jelikoz se cislo pét vyskytuje ve v§ech rozkladech, tak se
S nim dal nebude operovat. V prvociselném rozkladu krav se vyskytuje u cislo tri, které
V tomto pripadé zanedbame, jelikoz se vyskytuje u rozkladu krav a koni. Tudiz zbydou
cisla 2, 2, 7a toto 2 - 2 - 7 = 28 je nejmensi mozny pocet krav na louce. Nejmensi pocet
koni autorka dostala stejnym zpiisobem, s tim rozdilem, Ze vybirala cisla z prvociselného
rozkladu krav a ovci. Pétky se zase zanedbaji a zbydou cisla 3 a 7, ¢ili nejmensi mozny
pocet koni na louce je 3 - 7 = 21. Nejmensi pocet ovci se dostane tak, Ze z prvociselného
rozkladu krav a koni se vyskrtne pouze pétka, protoze sedmicka se vyskytuje pouze u ovci

a nikde jinde neni. Proto se jejich pocet bude rovnat 2 - 2 - 3 - 3 = 36.

Poznamka:

Vice o délitelnosti, soudélnych a nesoudélnych cislech je psdano v riiznych ucebnicich
pro zdkladni, ale i stredni Skoly. V 7. kapitole této prace je to napriklad literatura
oznacena cisly [2], [4] nebo[6].
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3.3 Priklad 3
Kazda cihlic¢ka nasledujici pyramidy obsahuje jedno ¢islo. Kdykoli to je mozné, je Cislo
v kazdé cihli¢ce nejmensim spole¢nym nasobkem c¢isel ze dvou cihli¢ek lezicich pfimo

v

na ni. Které ¢islo mtize byt v nejspodné;jsi cihlicce? Urcete vSechny moznosti.

13 14

30

(A. Bohinikova, 66. ro¢nik)
Vlastni feSeni:
V cihli¢kach nad ¢islem 30 budou dva délitelé tohoto Eisla, jejichz souéin je pravé 30
(tzn. nad ¢islem 30 nemuze byt délitelé 3 a 5, sice to jsou délitelé ¢isla 30, ale jejich soucin

neni 30). Témi jsou napiiklad ¢isla 3 a 10.

13 3 10 14

30

Museji se urcit nejmensi spolecné nasobky cisel 13 a 3, 10 a 14.

n (13, 3) = 39
n (10, 14) = 70

Po doplnéni do pyramidy:

13 3 10 14

39 30 70
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Dalsi postup je stejny.

n (39, 30) = 390
n (30, 70) = 210

13 3 10 14

39 30 70

390 | 210

n (390, 210) = 2730

13 3 10 14

39 30 70

390 | 210

2730

Moznosti je vice, jelikoz ¢islo 30 ma vice déliteli nez pouze ¢isla 3 a 10. Dal§imi jsou

¢isla 5 a 6. Pro ¢isla 5 a 6 tabulka vypada nasledovné:

13 5 6 14

65 30 42

390 | 210

2730

Dalsimi déliteli ¢isla 30 jsou ¢isla 2 a 15. Pro tyto délitele vypada pyramida nasledovné:

13 2 15 14

26 30 | 210

390 | 210

2730
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Dalsi moznosti, jak doplnit pyramidu, jsou ¢isla 1 a 30.

13 1 30 14

13 30 | 210

390 | 210

2730

Dalsi moznosti jsou, ze se délitelé ¢isla 30 v cihlickach nad ¢islem 30 zaméni. V prvnim
ptipad¢ byly délitelé 3 a 10 a hledal se spolecny nasobek ¢isel n (13, 3) a n (10, 14).
Zameéna Cisel 3 a 10 nad ¢islem 30 znamena, Ze se Cisla do cihlicek napiSou v opacném
porfadi. Po pichozeni ¢isel budou v cihlickach ¢isla napsana v pofadi 10 a 3 a bude se
hledat spole¢ny nasobek ¢isel n (13, 10) an (3, 14).

13 10 3 14

130 | 30 42

390 | 210

2730

Zaméni se 1 dalsi délitelé ¢isla 30.

13 6 5 14

78 30 70

390 | 210

2730

13 15 2 14

390 | 210

2730
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13 30 1 14

390 | 30 14

390 | 210

2730

Ve vsSech dokoncCenych pyramidéach jsou cisla v cihlickach na tietim a Ctvrtém tfadku
stejné jako v prvni pyramidé.

Moznosti, jak dojit k nejspodngjsi cihli¢ce je celkem 8. Cislo 30 ma 4 délitele,
a jak bylo receno vyse, cisla v cihlickich se mohou zaménit, proto existuje
4 - 2 moznosti, jak dojit kposledni cihlicce. ReSeni existuje pouze jedno, kdy

v

Vv nejspodnéjsi cihlicee vyjde vzdy ¢islo 2 730.

Druhé vlastni feSeni:

Dalsim a rychlej$im feSenim je urcit nejmensi spolecny nasobek ¢isel 13, 14 a 30. Tato
Cisla jsou v pyramid¢ umisténa tak, ze v nejspodnéjsi cihlicce bude jejich nejmensi
spole¢ny nasobek.

Urc¢it nejmensi spole¢ny nasobek Ize vyc¢tem nasobki nebo rozkladem na prvocisla.

n(13,14,30)=2-3-5-7-13=2730
13=1-13
14=1-2-7
30=1-2-3-5

Jak urcit nejmensi spolecny nasobek je vice popsany u prikladu 2.2 Priklad 2.
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3.4 Priklad 4

Soucin tfi prirozenych ¢isel je 600. Kdybychom jednoho ¢initele zmensili o 10, zmensil

by se soucin o 400. Kdybychom misto toho jednoho Cinitele zvétsili o 5, zvétsil by se

soucin na dvojnasobek piivodni hodnoty. Ktera tfi pfirozena Cisla maji tuto vlastnost?
(L. Hozova, 62. ro¢nik)

Vlastni feSeni:

Z informaci ze zadani se vypiSou rovnice, ze kterych se bude vyjadiovat a dosazovat

do dalSich rovnic.

Ze zadani:

X-y-z=600
X-y-(z-10) =200
X-(y+5)-z2=1200

Po vyjadfeni X z prvni rovnice:

600
x= )
vz
Tato rovnice se dosadi do druhé rovnice:
600
— -y (z-10) =200
y-z

600z - 6000 =200z

400z =6 000

z=15

Do tfeti rovnice se dosadi jiz zndmé z a vyjadii X:

X - (y+5)-15=1200

X-(y+5)=280
80
X—yTS
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Do prvni rovnice se dosadi vyjadiené X a jiz zndmé z:

—80 15=600
o152
y+5
80
PET AR

80y =40y + 200
40y =200
y=5
Do prvni rovnice se dosadi y a z a dopocita se posledni neznamé cislo x:
x:5-15=600
x=38

Tuto vlastnost maji ¢isla 8, 5 a 15.

Reseni L. Hozové:

Pracujme nejprve s druhou vétou: zmenSenim jednoho cCinitele o 10 se zmen$i soucin
0 400. Ptitom 400 jsou dv¢ tretiny z 600, tedy 10 museji byt dvé tietiny ze zminéného
Cinitele. Tim je proto Cislo 15. Déle pracujme s tieti vétou: zvétSenim jednoho Cinitele
0 5 se zvétsi sou€in na dvojnasobek. Zvétsenim o 5 se tedy tento Cinitel zvétsi také
na dvojnasobek. Cinitel je proto 5. Z prvni véty zadani vime, Ze soucin viech ¢initeld je
600, dva z nich uvadime vyse, tieti je 600 : 15 : 5 = 8. Informacim ze zadani vyhovuji

¢isla 5, 8 a 15.

Druhé feseni L. Hozové:
ProtoZe ze zadani neni jasné, zda zmenSujeme/zvétSujeme jednoho a téhoz Cinitele nebo
pokazdé jiného, musime probrat obé moZnosti. V kazdém ptipad€ si hledana pfirozena
C¢isla oznacime X, y a z.
1. Predpokladejme, Ze se v zadani mluvi o dvou riznych Cinitelich. V takovém piipadé
muzeme informace ze zadani piepsat nasledovngé:
X -y -z =600,
(x-10) -y -z =200,
X-(y+5)-z=1200.

20



Druha rovnost po roznasobeni je X -y -z - 10 -y - 2= 200. Jelikoz X - y - z= 600, po Gprave
dostavame 10 -y -z =400, tj. y - z=40. Z rovnosti X -y - Z= 600 nyni plyne X - 40 = 600,
tj.

X =15.
Podobné, tfeti rovnost po rozndsobeni je X -y -2+ 5 X -z =1 200. Jelikoz X -y - z = 600,

po tpraveé dostavame 5 X -z = 600, tj. X - = 120. Protoze jiz zname X = 15, musi byt

z=8.
Dosazenim opét do rovnosti X -y - z= 600 mame 120y = 600, odkud plyne
y=5.

2. Ptedpokladejme, Ze se v zadani mluvi dvakrat o stejném Ciniteli. V takovém ptipadé
muzeme psat:
X -y -z=:600,

(x-10) -y -z =200,

(x+5)-y-z=1200.
Stejné jako vySe roznasobime druhou, resp. tfeti rovnost, dosadime X -y - z = 600 a po
upravé obdrzime 10 -y -z =400, tj. y -z =40, resp. 5 -y - z = 600, tj. y - z= 120. Jelikoz
40 # 120, vidime, ze vychozi ptedpoklad nemtize byt splnén.
V zadani se mluvi o dvou rtiznych Cinitelich; uvazovanou vlastnost maji pravée tato tfi

pfirozena Cisla: 5, 8 a 15.

V tomto prikladu nezalezi, zda se cislo 10 odecte od x, y nebo z, ale cislo 5 se musi pricist
K jiné neznamé, nez se odecitalo cislo 10. Coz je videt v postupu viastniho reSeni a
V druhém reseni L. Hozové, kdy se vidy cislo 10 odecitalo do jiné nezname a vysledek byl
stejny. Od stejnych neznamych se cisla 10 a 5 nesméji odecitat a pricitat, coz dokdzala

autorka prikladu L. Hozova ve druhém reSeni.
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3.5 Priklad 5
Déda zapomnél tyfmistny kod svého mobilu. VEdél jen, Ze na prvnim misté nebyla nula,
ze uprostied byly bud’ dvé ctyfky nebo dvé sedmicky nebo taky ctyrka se sedmickou
(v neznamém potadi) a ze Slo o ¢islo délitelné c¢islem 15. Kolik je moznosti pro
zapomenuty kod? Jaka Cislice mohla byt na prvnim misté?

(M. Volfova, 62. ro¢nik)
Vlastni feSeni:

Ze zadani vyplyva, ze Ctyiky a sedmicky maji ¢tyii moznosti pozic v kodu.

4 4 71

IS

s

[~

4

Cislo mé byt délitelné 15, to znamena, Ze musi byt délitelné trojkou a pétkou zarovei.

Péti je Cislo délitelné, je-li na misté jednotek 0 nebo 5.

4 4 0 _ ¢ 7 0O __ 4 7 0 _ 7 4 0
4 4 5 _ 1 7 5 4 7 5 7 4 5

Aby bylo ¢islo délitelné tremi, musi byt jeho ciferny soucet délitelny tfemi. To znamena,
zZe se na prvni misto kodu pfipiSe takové ¢islo, aby nasledny ciferny soucet byl délitelny
tiemi.

Pro nulu na misté¢ jednotek:

1 4 0 1 7 7 0 1 4 7 0 1 7 4 0
4 4 4 0 4 7 7 0 4 4 7 0 4 7 4 0
7 4 4 0 7 7 7 0 7 4 7 0 7 7 4 0

Pro pétku na misté jednotek:

2 4 4 5 2 7 171 5 2 7 5 2 7 4 5

Nyni je splnéna podminka, Ze PIN kod je délitelny 15, na zacatku neni &islice 0
a uprostted jsou ctyiky, sedmicky nebo obé¢ ¢islice dohromady.
Moznosti pro zapomenuty kod je 24. Na prvnim misté kodu maze byt ¢islice 1, 2, 4, 5, 7

nebo 8.
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3.6 Priklad 6
Lod’ vezla 100 pokladnic. Ve vSech byl stejny pocet perel. V prvnim piistavu pirati tajné
odebrali z 1. pokladnice n€¢kolik perel. Nikdo nic neodhalil, a tak ve 2. pfistavu tajné vzali
z 2. pokladnice dvakrat vice perel nez z prvni. Opét nikdo nic neodhalil, a tak ve 3.
pfistavu pirati odebrali ze 3. pokladnice tfikrat vice, nez vzali z prvni. Tak to §lo potad
dal, az po poslednim odebrani zlstala ve sté pokladnici jen jedina perla. Lod” dovezla
do cile jen 24 850 perel. Kolik perel bylo pivodné v kazdé pokladnici?

(Volfova, 49. ro¢nik)
Vlastni feSeni:
Jelikoz byl v kazdé pokladnici stejny pocet perel, potom v kazdé pokladnici bylo x perel
a celkovy pocet perel ve vSech pokladnicich byl 100 - x. Pirati z prvni pokladnice odebraly

y perel, z druhé 2 - y perel, ze tieti 3 - y perel atd. V jednotlivych pokladnicich zbylo:

1. pristav: X - y
2. pristav: X - 2y
3. pristav: X - 3y
4, pristav: X - 4y
5. pristav: X - by

99. pfistav: x - 99y
100. pristav: X - 100y = 1

Lod’ do cile dovezla 24 850 perel, coz je soucet perel, které zlistaly v pokladnicich. Zbytek
perel se odecte od celkového poctu perel 100x a zbyde pocet perel, které lod’ piivezla.

100x - (y + 2y + 3y + 4y + 5y + ... + 99y + 100y) = 24 850

Piedchozi soucet v zavorce (y + 2y + 3y + 4y + 5y + ... + 99y + 100y) Ize jednoduse
vypogitat pomoci Gaussovi uvahy na soucet 100 prvnich &isel. Uvaha spoé&iva v tom, ze
se sto Cisel rozd¢li na pulku (od 1 do 50 a od 51 do 100) a vzdy se sectou dvojice ¢isel

nejmensi a nejvetsi (1 + 100, 2 + 99, ...). V téchto souctech vyjde vzdy 101 (viz nize).

1 + 2 + 3 + ...+ 49 + 50
100 + 9 + 98 + ... + 52 + b1
01 + 100 + 1010 + ... + 101 + 101
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Nyni je 50 souc¢td a kazdy ma hodnotu 101, tedy celkovy soucet od 1 do 100 je roven

soucinu:
50-101=5050

Pokud by se takto scital lichy pocet cCisel, tak je postup stejny, akorat se k vysledku pricte
cislo, které zbylo. Napriklad se scitaji cisla od 1 do 101. V tomto pripadeé schéma vypada

nasledovné:
1 + 2 + 3 + ... + 49 + 50
106 + 100 + 9 + .. + 53 + B2
102 + 102 + 102 + .. + 102 + 102

Zbylo cislo 51. Je 50 scitancit a kazdy vyjde 102. To vyjadiuje rovnice:
50-102+51=5151

Poznamka:

Vice o Gaussové souctu v seznamu literatury na konci prdace, publikace ¢. [7] strana 32.

Po tipravé ma rovnice tvar:
100x - 5050y = 24 580
Nyni jsou dvé rovnice o dvou neznamych:

x-100y =1
100x - 5050y = 24 580.

Z prvni rovnice se vyjadii X ... x =100y + 1.
Toto x se dosadi do druhé rovnice:
100 - (100y + 1) - 5050y = 24580

10 000y + 100 - 5050y = 24 580
4,950y = 24 480

y=5
Je znam pocet ukradenych perel z prvni pokladnice. Dosazenim y do prvni rovnice
vyplyva, Ze X = 501.
Pivodné bylo v kazdé pokladnici 501 perel.
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3.7 Priklad 7
Myslim si 4 dvojcifernd ¢isla. Dvé jsou prvocisla a dvé jsou ¢isla slozena. Soucet
prvocisel je 100 a soucet ¢isel slozenych je také 100. Jak prvocisla, tak ¢isla sloZzena jsou
tvofend stejnou ¢tvetici riznych cifer. Jaka ¢isla si myslim?

(S. Ptackova, 53. roénik)
Vlastni feSeni:
Prvocislo je ¢islo, které je délitelné pouze jednickou a samo sebou, tudiZ ma pouze dva
délitele. Dvojciferna prvoéisla jsou: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67, 71, 73, 79, 83, 89 a 97. Z téchto prvocisel se vyberou dv¢ takova, ktera pii sCitani

davaji soucet 100.
Soucet 100 davaji prvocisla: 83 +17; 71 + 29; 41 + 59; 47 + 53.

Z téchto ptredchozich souctl se vybere takovy, ktery bude po piehozeni jeho Cislic davat
soucet 100 a scitanci budou slozena ¢isla. Slozené Cislo je takové, které ma tii a vice
délitelt (jednicku, samo sebe a alespon jednoho dal§iho délitele). Pokud se piehodi ¢isla
souctu 71 + 29, bude soucet 21 + 79. Soucet sice je roven 100, ale Cislo 79 neni ¢islo
sloZzené. To samé plati pro ptehozeny soucet 43 + 57, kde ¢islo 43 také neni Cislo slozené,
nybrz prvocislo. Jediné fesSeni je soucet 49 + 51, kde Cisla 41 a 59 jsou prvocisla a ¢isla

49 a 51 jsou cisla slozena.

Ctyti myslena &isla jsou 41, 59, 49 a 51.

Poznamka:

Vice o prvocislech a cislech slozenych v seznamu literatury cislo [3].
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3.8 Priklad 8

Najdéte vSechna Ctyfeiferna Cisla délitelna sedmi, pro kterd plati:
e soucet prvnich dvou cifer je 10,
e soucet prostfednich dvou cifer je 10,

e soucet poslednich dvou cifer je 9.

(Krallova, 49. ro¢nik)

Pozndamka: V zadani je napsano ,,pro ktera plati* a je vypsané, CO plati. Ovsem takto
formulované zadani prikladu by se nechalo chdpat jako tri riznd zaddni. Proto bych
v tomto prikladu volila spise formulaci ,, pro ktera soucasné/zaroven plati . Ve viastnim

reseni je priklad resen, aby zadani platilo soucasné.

Vlastni feSeni:
Najdou se ctyfciferna cisla takovd, aby spliiovaly podminky ze zadani. VSechna
Ctyiciferna ¢isla jsou od 1 000 do 9999, tudiz se budou vybirat pravé takova Cisla, ktera

patii do tohoto intervalu.

Prvni podminkou je, aby soucet prvnich dvou cifer byl 10 (to je soucet cifer na misté
tisicti a stovek). To plati pro ¢islice 1 +9,2+8,3 + 7,4 + 6,5+ 5a pro soucet v opacném
potadi ¢islic, jelikoz s¢itani je komutativni. Soucet 5 + 5 se zapiSe pouze jednou, protoze

je zbytecné psat dvakrat ten samy zapis.

119 2 |8 3|7
(46l | | [sfs] | | [6]4] [ |
(713 [ ] [sl2f | | [of1] | |

K prvni podmince se pfipoji druha, aby soucet prostfednich cifer byl 10. Nyni plati obé

podminky soucasné.

(tlofaf | [2]8f2] | [8]7]3] |
(4l6f4] | [5]5][5] | [6]4]6] |
(7lsl7] | [8f2]8] | [9]1]9] |
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K ptedchozim dvéma podminkam se ptipoji tfeti, aby soucet poslednich dvou cifer byl 9:

(t]of1f8] |2]8]2]7] [8]7]3]6]|
(4]6/4f5] [5[5][5]4] [6]4]6]3]
(7isl7f2) [8f2]8|1] [9]1]9]0]

Poslednich devét ¢isel soucasné spliuje tfi podminky ze zadani. Posledni podminkou je
najit z téchto &isel takova, ktera jsou délitelna sedmi. Cislo je délitelné sedmi, pravé kdyz
¢islo, které vznikne odtrzenim cifry na misté jednotek a odectenim dvojnasobku jednotek
od zkraceného Cisla, je délitelné sedmi. Podle tohoto kritéria délitelnosti jsou sedmi

délitelna ¢isla; 1918 a 8 281.

1918 ...191-2-8=175—>17-2-5=7
8281...828-2-1=826—>82-2-6=70

Resenim jsou dvé Cisla, ktera jsou délitelnd sedmi a zaroven spliluji vSechny tfi podminky

ze zadani, a to Cisla 1 918 a 8 281.

V tomto prikladu by zZaci mohli chybovat, prave kviili nepresné formulovanému zadani.
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3.9 Ptiklad 9

Myslim si ¢islo. Zaménou potadi jeho cifer dokazu vytvofit dalsich pét ¢isel. Sectu-li je
vSechny i s pivodnim c¢islem, dostanu ¢islo 4 218. Ma kamaradka Monika si mysli ¢islo
0 5 vétsi a kdyz k nému piicte vSechna Cisla ziskana zdménou poradi jeho ¢islic, dostane
soucet 5 328. Jaké cCislo si myslim ja a jaké Monika?

(Bednarova, 49. ro¢nik)

Poznamka: V zadani je napsano ,,zaménou poradi jeho cifer , coz by se nechalo pochopit
Jjako zaménou jeho libovolnych cifer. To znamend, Ze by se mohly zaménit jakékoliv cifry
a libovolny pocet cifer, napriklad by se mohli zaménit pouze dvé cifry. V tomto pripadé
by byla vhodnéjsi formulace prikladu ,,Vsemi moznymi zaménami jeho cifer nebo
., Zaménou poradi vSech jeho cifer . DuleZité je upozornit na slovo vsemi, jelikoz poté uz

je jasné, Ze se musi zaménit vSechny cifry na vSech moznych mistech.

Vlastni feSeni:
Ze zadani je ziejmé, ze po piehazeni Cislic jednoho Cisla se dostane dalSich pét Cisel,
dohromady tedy Sest Gisel. Sesti &isel se dosahne po zpiehazeni &islic tficifernych Gisel

nebo ¢isel ctyfcifernych, ktera obsahuji dvé stejna ¢isla a dveé nuly.

1. Ctyiciferna ¢isla se dvéma nulami:

Pokud se dvé nenulové Cislice oznaci jako a, potom se zptehazenim vsech cifer Cisla
dostanou ¢isla: aa00, a0a0, a00a, aa0, ala, aa. Cisel je Sest, tudiz je mozné, Ze n&jaké
ctyfciferné cislo se dvéma nenulovymi Eislicemi a se dvéma nulami bude feSenim

prikladu. Soucet Sesti ¢isel, které maji ptehazené vSechny cifry, ma byt 4 218:

aaoo0
a 0a0
a 00a

aa0

ala
_aa
4218
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Z tohoto souctu je patrné, ze toto nema feseni. Z posledniho sloupecku souctu vychazi,
ze 3 - a = 8. Kdyby se za neznamou a dosadilo jakékoliv pfirozené Cislo, nikdy se tento
soucin nebude rovnat osmi, protoze Cislice 8 neni délitelna tfemi.

Ctyfciferné Cislice nejsou fesSenim piikladu.

2. Dal$i moznosti, jak vytesit ptiklad je tedy zpfehazenim vSech cifer trojciferného ¢isla.
Pro usnadnéni se jednotlivé cifry oznaci pismeny a, b, ¢. Po zpiehazeni cifer se dostanou
nasledujici ¢isla: abc, bca, cab, acb, bac, cba.

Soucet téchto Sesti ¢isel ma byt 4 218:

abc
bca
cab
ach
bac
_cha
4218

Jelikoz ve sloupecku na misté jednotek, desitek i stovek jsou vzdy dvakrat ta sama cisla
(a, b a c), bude vzdy soucet jednotlivych sloupecki stejny a pouze se piicte z vysledku
predchoziho sloupecku €islice na misté desitek, kterd se nesepisuje, ale pticita k dalSimu

sloupecku.

Jelikoz se v kazdém sloupecku pokazdé scitaji ty samé cislice, soucet se bude vzdy lisit
pouze v tom, kolik se pficte ze s¢itani predchoziho sloupecku (Cislice, kterd vyjde na
misté desitek a nesepisuje se, ale pficita k dalSimu sloupecku). Ve vysledném souctu je
na konci (na misté jednotek) Cislice 8 a pifed ni je Cislice 1. To znamend, Ze Soucet
posledniho sloupecku je ¢ + a + b + b + ¢ + a = 38. Na misté desitek bude ¢islice 3,
protoze druhé s¢itani se zvétsi pravé o 3. Cislice 8 se sepise a Gislice 3 se pficte k vysledku
souc¢tu dalsiho sloupecku (scitani desitek). Tento soucet je také 38 plus cislice 3
z piedchoziho séitani a vysledek je 41. Cislice 1 se sepise a 4 se pficte k dal§imu s&itani.
Posledni scitani je 38 + 4 = 42, a to se sepise celé, jelikoz priklad konci s¢itanim stovek.

Celkovy vysledek je tedy 4218.
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Souet c +a+ b+ b+ c+a=38lze také zapsat jako: 2 - (a + b + ¢) = 38, odtud
a+b+c=19.

Nyni se najdou takové tfi ¢islice, které pti souctu budou rovny 19. Témi jsou: 1 +9 +9;
2+8+9;3+7+9;4+6+9;5+5+9;3+8+8,4+7+8;,5+6+8,4+8+7,;
5+7+7,6+6+7. Timto se nasla vSechna ¢isla (199, 289, 379, 469, 559, 388, 478, 568,
577, 667), ktera pti zameéné potadi maji soucet 4 218. Na portadi Cislic nezalezi, jelikoz se

¢islice budou ptfehazovat a vzdy jejich soucet bude 19.

Z jednoho c¢isla se dalSich 5 vytvoii podle vzoru abc, bca, cab, acb, bac, cha. Pokud je
&islo napt. 123, tak a =1, b = 2, ¢ = 3. Cislice se dosazuji za pismenka a dal3i &isla jsou:

bca — 231, cab —» 312, ach — 132, bac — 213, cha — 321.

Kamaradka Monika si mysli ¢islo o 5 vétsi. ReSenim budou ¢isla v zavorce, ke kterym se

pficte 5 nebo jejich prehdzené cifry plus 5.

Reseni pro &islo 199:
Promichaji se cifry ¢isla a ke kazdému se pficte 5.
199 + 5 =204 — 204 + 42 + 420 + 240 + 24 + 402 = 1 332, coz neni ¢islo, které se
hleda. Prohodi se Cislice Cisla 199 a vznikne ¢islo 919, postup bude stejny:
919+5=924 — 924 + 249 + 492 + 942 + 294 + 429 = 3330, coz také neni Cislo, které
se hleda.
Posledni mozZnost, jak namichat Cislice je 991 + 5 = 996. Pro toho Cislo je soucet
996 + 969 + 699 + 969 + 996 + 699 = 5 328. Toto je soucet, ktery daji pfehazené ¢islice
Monic¢ina mysleného ¢isla. Tudiz prvni feSeni je, Ze ja si myslim ¢islo 991 a Monika
¢islo 996. Dalsi moznosti, jak promichat ¢islice uz nejsou, jelikoZz jsou v €isle dve stejné

Cislice, tak by 1 feSeni bylo stejné.

Reseni pro &islo 289:
289 + 5 =294; 294 + 942 + 429 + 249 + 942 + 492 = 3303, toto ¢islo se nehleda.
Dalsi moznost je 892 + 5 =897; 897 + 978 + 789 + 879 + 987 + 798 = 5 328, toho ¢islo
je dalsim feSenim ptikladu. Pokud ja si myslim ¢islo 892, tak Monika si mysli ¢islo 897.
Dalsi prohozeni ¢islic je 928 + 5 = 933; 933 + 393 + 339 + 933 + 393 + 339 = 3 330,
coz neni hledané ¢islo.

Dalsi moznost je 298 + 5 =303; 303 + 330 + 33 + 303 + 330 + 33 = 1332.
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Ptedposledni moznost je 829 + 5 = 834; 834 + 348 + 483 + 843 + 438 + 384 = 3 330.
Posledni moznosti je 982 + 5 =987; 987 + 879 + 798 + 978 + 789 + 897 = 5 328. Toto
uz je tieti feSend.

Zbytek cisel se dopocita stejnym zptisobem.

Ptiklad ma celkem 10 feSeni. Pokud si ja myslim ¢islo 991, tak Monika si mysli ¢islo 996.

J& si myslim ¢islo 892 a Monika 897. J4 si myslim c¢islo 982 a Monika 987. Dale budou

vysledky zapsany nésledovné: ,,mé myslené Cislo“ — ,,Moniky myslené cislo®.

793 — 798; 973 — 978; 694 — 699; 964 — 969; 883 — 888; 784 — 789; 874 — 879.
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3.10 Priklad 10
Roboti Robert a Hubert skladaji a rozebiraji kafemlynky. Pfitom kazdy z nich kafemlynek
slozi ctyiikrat rychleji, nez jej ten druhy rozebere. Kdyz rano pfisli do dilny, nékolik
kafemlynka uz tam bylo slozeno. V 9:00 zacal Hubert skladat a Robert rozebirat, presné
ve 12:00 Hubert dokoncil skladani kafemlynku a Robert rozebirani jiného. Celkem
za tuto sménu piibylo 27 kafemlynkt. Ve 13:00 zacal Robert skladat a Hubert rozebirat,
piesné¢ v 19:00 dokoncil Robert skladani posledniho kafemlynku a Hubert rozebirani
jiného. Celkem za tuto sménu piibylo 120 kafemlynkt. Za jak dlouho slozi kafemlynek
Hubert? Za jak dlouho jej slozi Robert?

(K. Pazourek, 67. ro¢nik)
Vlastni feSeni:
V zadéni je napsano, ze kafemlynek robot slozi ¢tytikrat rychleji, nez jej druhy rozebere.
To znamenad, Ze za dobu, co jeden robot rozlozi 1 kafemlynek, tak druhy robot slozi 4
kafemlynky. Pokud X je pocet slozenych a rozlozenych kafemlynkd, potom lze oznacit
pocet vSech slozenych kafemlynkd jako 4 - x a pocet vSech rozlozenych kafemlynku jako
X. Roboti slozené kafemlynky rozkladdaji, to znamend, Ze celkovy pocet slozenych

kafemlynkt ubyva. Toto vyjadiuje rozdil 4X - X.

Za prvni sménu od 9:00 do 12:00 hodin ptibylo 27 kafemlynka.

Kolik kafemlynkl slozi nebo rozlozi za tuto sménu vyjadiuje rovnice 4x - x = 27.
Po upravé rovnice je X = 9. To znamen4, Ze Robert rozloZzil 9 kafemlynkt a Hubert sloZil
36 (4 - 9 =36) kafemlynkd.

Za jak dlouho slozi Hubert jeden kafemlynek? Sména byla dlouha 3 hodiny (od 9:00
do 12:00) a za tyto 3 hodiny Hubert slozil 36 kafemlynk{. Hodiny se pfevedou na minuty
(3 h = 180 min), které se vyd¢li poctem slozenych kafemlynki (180 : 36) a vyjde, ze
Hubert slozi jeden kafemlynek za 5 minut.

Stejné se fesi i priklad, kdy kafemlynky sklada Robert. V tomto pfipad¢ se fesi rovnice
4x - x=120. Vyjde, ze Hubert jich rozebral 40 a Robert sloZil ¢tytikrat vice ¢ili slozil 160
kafemlynkd. Druhd sména byla od 13:00 do 19:00, coz je 6 hodin. Robert tedy za 6 hodin
(360 minut) slozil 160 kafemlynkd. Jeden kafemlynek slozil za 2,25 minuty
(za2min 155).

Hubert slozi jeden kafemlynek za 5 minut a Robert za 2,25 minut.
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4 QOkresni 2. kolo

V kazdém ro¢niku okresniho kola olympiady kategorie Z8 jsou pouze tii priklady.
Zatimco v domacim kole mohli Zaci nad jednotlivymi ptiklady pfemyslet, jak dlouho

chtéli, v okresnim kole musi tfi piiklady vyiesit ve dvou hodinéch.

4.1 Priklad 1
Sifrovaci hry se zuc¢astnilo 168 hraga v 50 tymech, které mély dva az pét ¢lenti. Nejvice
bylo ¢tyiclennych tyma, trojélennych tymii bylo 20 a hry se zucastnil alesponi jeden
péticlenny tym. Kolik bylo dvoj¢lennych, ¢tyi¢lennych a péticlennych tymu?

(M. Mach, 62. ro¢nik)
Vlastni feSeni:
Hry se ztcastnilo 20 troj¢lennych tymd, tzn. 60 hracd. Tento pocet se odecte od poctu
vSech hrac¢h a vSech tymil. Zbyde 108 hraci v 30 tymech. JelikozZ ctyfélennych tymil bylo
nejvice, bude jejich pocet vEtsi nez pocet tiiclennych, dvojclennych i péticlennych tymii.

Tticlennych bylo 20, tudiz ¢tyfc¢lennych bude 21 a vice.

Jelikoz zbylo 108 hract, museji byt sudé pocty péticlennych tymu (2, 4, atd.). Pokud by
byl pocet péticlennych tymi lichy, zbylé hrace by nesSlo rozdélit do dvojclennych

a Ctyf¢lennych tymi.

Pokud budou 2 péti¢lenné tymy (tj. 10 hraci), zbyde 98 hraca v 28 tymech. Tito hradi se
rozd¢li do tymi po dvou a po Ctyiech.

- Aby bylo ctyf¢lennych tymil nejvice, musi jich byt 21 a vice (84 a vice hracua).
Dvojclennych tymil bude tedy 7 (14 hrach).

- Pokud by bylo ¢tyiclennych tymi 22 (88 hraci) na dvojclenné tymy zbyde 10 hraci
(5 tymu). Toto ale nevyhovuje, protoze hry se zucastnilo 50 tymi a v tomto piipadé je
pouze 49 tymu (20 + 2 + 22 + 5).

- MiZe byt i 23 ¢tyiclennych tymi (92 hrach), potom tymy po dvojicich budou 3. Tento
ptipad také nevyhovuje, protoze by bylo pouze 48 tymu.

- Kdyby bylo 24 ¢tyi¢lennych tymi, dvojclenny tym bude pouze 1. V tomto piipadé by
bylo 47 tymu.
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Pokud byly 4 péticlenné tymy (20 hrac¢li), na dvojclenné a ctytélenné tymy zbyde 88 hract
Vv 26 tymech.
- Ctyi¢lennych tymi bude 21 (84 hracd), potom na dvojélenné tymy zbydou 4 hraéi.
Tento ptipad také neplni podminku, aby se hry zac¢astnilo 50 tyma.
- 22 ¢tyiclennych tymii byt nemize, protoze potom by nezbyl ani jeden hrac
na dvojclenny tym.
Moznost je tedy pouze jedna. A to takova, ze se hry zucastnilo 7 dvojclennych, 20

trojclennych, 21 ¢tytclennych a 2 péticlenné tymy.
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4.2 Ptiklad 2
Monika ptemysli o ctyfmistném cisle, které ma nasledujici vlastnosti:

* soucin dvou krajnich cislic je 40,

* soucin dvou vnitinich Cislic je 18,

+ rozdil dvou krajnich ¢islic je stejny jako rozdil dvou vnitinich €islic,

» rozdil mysleného ¢isla a opa¢né napsan¢ho cisla (tj. Cisla napsaného stejnymi

Cislicemi, ale v opa¢ném potadi) je nejvEtsi mozny.
Urcete Monicino myslené ¢islo.
(L. Hozova, 66. rocnik)

Vlastni feSeni:
Cislice na jednotlivych pozicich (tisicovek, stovek, desitek a jednotek) se pro
zjednoduSeni oznaci pomoci pismen.

Al B|C|D

A-D=40
B-C=18
A-D=B-C

Aby se soucin dvou krajnich ¢isel rovnal 40, v tivahu ptipadaji nasledujici ¢tyfi moznosti:
40-1,20-2,10-4,8 5.

Rozdily téchto cisel jsou: 40 -1=39,20-2=18,10-4=6,8-5=3.

Aby soucin dvou vnitinich ¢islic byl 18, mohou to byt souciny ¢isel: 9 - 2,6 - 3.
Rozdily ¢isel jsou: 9-2=7,6-3=3.

JelikoZ se maji rozdily vnéjSich a vnitinich ¢isel rovnat, vhodna jsou ¢isla 8, 5, 6 a 3.

A=8,B=6,C=3,D=5
8 6 3 5

Monika ptemyslela o ¢isle 8635.

Pro zrychleni a zjednoduseni reseni tohoto prikladu, lze vyuZzit toho, Ze v zadani se pise
o krajnich a vnitinich cislicich. Cislice jsou pouze 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9. Potom by
u vlastnosti mysleného cisla, aby se soucin dvou krajnich cislic rovnal 40, pripada
V uvahu pouze soucin 8 - 5, tudiz krajni cislice jsou vyreSené. Ostatni souciny nejsou

pouze z cislic, ale i Z ¢isel. Ddle je Feseni stejné.
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4.3 Priklad 3

Na karticku jsem napsala dvojmistné ptirozené ¢islo. Soucet ¢islic tohoto ¢isla je d€litelny

ttemi. Odectu-1i od napsaného Cisla Cislo 27, dostanu jiné dvojmistné ptirozené cislo,

psané tymiz Cislicemi, ale v opacném potadi. Ktera Cisla jsem mohla napsat na karticku?
(L. Hozova, 60. ro¢nik)

Vlastni feseni:

Napsané dvojmistné pfirozené ¢islo: ab. Soucet a + b je délitelny 3. Odectenim ¢isla 270d

&isla ab vyjde ¢&islo ba (ab - 27 = ba). Cislice 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Jakych dvou ¢&islic a + b bude soucet délitelny 3?
0+3,0+6,0+9,1+2,1+5,1+8,2+1,2+4,2+7,3+0,3+3,3+6,3+9,4+2,
4+54+8,5+1,5+4,5+7,6+0,6+3,6+6,6+9,7+2,7+5,7+8,8+1,8+4,
8+7,9+0,9+3,9+6,9+09.

Ma-li po odeéteni ¢isla 27 vyjit Cislo s ¢islicemi v opaéném potadi, musi byt ab > 27,
jinak by vysledek byl zaporny nebo rovny nule. Poté ptichdzeji v uvahu soucty Cislic
3+0,3+3,3+6,3+9,4+2,4+5,4+8,5+1,5+4,5+7,6+0,6+3,6+6,6+9,
7+2,7+57+8,8+1,8+4,8+7,9+0,9+3,9+6,9+09.

Dalsi podminkou je, aby ¢islo a bylo vétsi nez b. Jelikoz po odeéteni budou tato ¢isla
vyménéna. NemuZou to byt ani Cisla stejna, protoze po odeéteni ¢isla 27 nikdy nebude
vysledek stejny. Zbydou soucty 3+0,4+2,5+1,5+4,6+0,6+3,7+2,7+5,8+1,
8+4,8+7,9+0,9+3,9+6.

Soucet s Cislici 0 to také byt nemtize. Sice naptiklad 3 + 0 (Cislo 30) je délitelné tfemi
a po odecteni Cisla 27 vyjde €islo opacné (30 - 27 = 03), ale uZ se nejedna o dvojciferné
¢islo. Zbydou cisla: 42, 51, 54, 63, 72, 75, 81, 84, 87, 93 a 96. Od téchto zbylych ¢isel se
postupné odecte Cislo 27.

42 - 27 = 15; 51 - 27 = 24; 54 - 27 = 27; 63 - 27 = 36; 72 - 27 = 45; 75 - 27 = 48;
81-27=54,84-27=57;87-27=060; 93 - 27 =66, 96 - 27 = 69.

Reseni jsou dvé, a to ¢isla 63 (63 - 27 = 36) a 96 (96 - 27 = 69).
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Reseni L. Hozové:

Cislice mysleného dvojmistného &isla ozna¢ime takto: X je na misté desitek a y na misté
jednotek. V zadani se pozaduje, aby souCet X + y byl délitelny tfemi
al0x +y-27 =10y + X, coz po Uprave dava 9x - 9y = 27, x - y = 3. ProtoZe rozdil ¢islic
ma byt tfi a soucasné soucet ma byt délitelny tfemi, musi byt i ob¢ ¢islice x a y délitelné
ttemi. (To zjevné vidime, pokud si soucet Cislic X + y vyjadiime ve tvaruy + 3 +V.)
Autorka prikladu si z rovnice X - y = 3 vyjadrila x = 3 + y a dosadila do souctu x + y.
Jediné moznosti tedy jsou x =9, y = 6 nebo x = 6, y = 3, tj. hledané ¢islo mize byt 96

nebo 63. (Moznost 30 neni pfipustnd, protoze 03 neni dvojmistné pfirozené Cislo.)
Jelikoz uz se jednd o druhé kolo soutéze, kdy Zaci resi priklady v urcitém case, tak reseni

L. Hozové je vhodnéjsi, protoze neni dlouhé jako viastni reseni. V tomto pripadé je vlastni

reseni pro lepsi pochopeni prikladu.
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4.4 Priklad 4
Mat kopal jamu. Pat se ho zeptal, jak bude jama hluboka. Mat odpovédél hadankou:
,»Me&fim 90 cm a pravé mam vykopanu polovinu jamy. Az vykopu jamu celou, bude vrsek
moji hlavy pod povrchem zem¢ tak hluboko, jak je nyni nad povrchem zemé.* Jak
hlubokou jdmu Mat kopal?

(L. Hozova, 66. ro¢nik)

Vlastni feSeni:

%0 cm

Obr. 1: Mat ma vykopanou Obr. 2: Mat ma vykopanou
polovinu jamy celou jamu

Podle zadani se naértnou pomocné obrazky (obr. 1 a obr. 2). Na obrazkach neznama x
znaci celkovou hloubku jamy a neznama y je délka od Matova temene k povrchu zem¢,
kdy je Mat nad nebo pod povrchem zemé. Pomoci téchto obrazki se sestavi dve rovnice.

Z obr. 1 vyplyva rovnice:
%x +90=x+y
a z obr. 2 rovnice:
0+y=x.
Rovnice se daji do soustavy.
%x +90=x+y
N0+y=x

Vsechny neznamé se prevedou na levou stranu a zbytek na pravou stranu.
1
2% +y=90
Xx-y=90
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S¢itaci metodou se vypocita X.

3. _
5x—180
x=120

Pat kopal jamu hlubokou 120 cm.

Reseni L. Hozové:
Z Matova vysvétleni plyne, ze jeho vySka je pfesné mezi hloubkou celé jamy a jeji
polovinou. Tedy 90 c¢cm je rovno tiem Ctvrtinam hloubky celé jamy. Mat kopal jamu

hlubokou % - 90 = 120 (cm).

Druhé feseni L. Hozové:
Pokud oznaéime | hloubku celé¢ jamy, potom podle Matova vysvétleni mizeme

vzdalenost vrsku Matovy hlavy od povrchu zemé vyjadrit jako

. 1,

j-90=90- )
Odtud dostavame % j =180, tedy j = 120. Mat kopal jamu hlubokou 120 cm.
U tohoto prikladu bych volila spise reseni pomoci rovnic, které jsou vice nazorné. Autorka
prikladu u druhého reseni sice vyresila priklad rovnici, ale myslim, Ze tento priklad je
nejlepsi resit nakreslenim obrazku podle Matovi hadanky a ndsledné z obrazku udelat

soustavu rovnic (viz vlastni FeSeni). Pomoci obrazku si zZdci lépe priklad predstavi a je

pro né snazsi sestavit rovnice.
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4.5 Priklad 5
Majka vytvoftila posloupnost ¢isel, ve které je kazdé nasledujici ¢islo souctem druhych
mocnin Cislic pfedchazejiciho ¢isla. Vypiste prvnich 10 ¢lent této posloupnosti, pokud je
jeji prvni Clen Cislo 29. Které Cislo je v posloupnosti na 2 006. miste?
(M. Dillingerova, 55. ro¢nik)

Vlastni feSeni:
Prvni €len posloupnosti je znam, takze se dopocitéa dalsSich devét ¢lenti posloupnosti. Dalsi
Cleny se vypocitaji jako soucet druhych mocnin ¢islic. Pokud se ¢isla oznadi jako ab,
potom se dalsi ¢leny budou poéitat nasledovné: a? + b2 = dalsi ¢len posloupnosti.

1l.¢len ... 29

2.¢len...22+92=4+81=85

3.¢len ... 82+ 52 =89

4.¢len ... 82+ 9% =145

5.¢len ... 12+ 42+ 52=42

6.¢len ... 42+ 22=20

7.¢len...22+0%=4

8.¢len ... 42=16

9.¢len ... 12+ 62 =37
10.¢len ... 32+ 72 =58

Dalsi ¢leny posloupnosti:
11.¢len ... 5% + 82 =89
12.¢len ... 82+ 92 =145
13.¢len ... 12+ 42 + 52 = 42
14.¢len ... 42+ 22 =20
15.¢len ... 22+ 02=4

Od ¢isla 89 (11. €len) se posloupnost zacala opakovat, protoZe 2. a 10. ¢len jsou sice rizna
Cisla, ale pokud se maji scitat mocniny ¢islic daného ¢isla, tak na potadi nezélezi, jelikoz
s¢itani je komutativni.

Opakuje se pouze osm ¢isel, 1. a 2. ¢len posloupnosti se neopakuje. Jestlize se prvni dva
¢leny posloupnosti vynechaji, tak by se hledalo ¢islo posloupnosti na 2 004. misté. Pokud
se toto Cislo vyd¢li 8 (2004 : 8 = 250 a zbytek 4), potom je na 2 004. misté Cislo, které je
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¢tvrté v poradi ¢ili ¢islo 20. Pokud se k posloupnosti vrati prvni dva ¢leny, tak stale bude
na 2 006. misté¢ posloupnosti ¢islo 20.

Ptiklad lze tesit i bez vynechani prvnich dvou ¢lent posloupnosti. Pokud se k 10. ¢lenu
bude stale pficitat ¢islo 8 (pocet opakujicich se Clent), tak se posloupnost piiblizi k 2 006.
mistu (pfesnéji na 2 000. misto). Do 2 006. ¢lenu chybi 6 ¢lent (2 006 : 8 = 250 a zbytek
6) a 6. ¢len v potadi je ¢islo 20.

V posloupnosti je na 2 006. misté ¢islo 20.
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4.6 Priklad 6

Kolik existuje Sestimistnych ptirozenych ¢isel, kterd maji na misté statisicti ¢islici 1, na

miste tisicu Cislici 2 a na misté desitek Cislici 3 a jsou beze zbytku délitelna ¢islem 45?
(L. Simtinek, 59. ro¢nik)

Ze zadani je znamo:

1 2 3

Dal$i podminkou je, aby bylo toto esticiferné ¢islo délitelné ¢islem 45. Cislo je délitelné
45, pravé kdyz je délitelé pétkou a devitkou zaroveti. Cislo je délitelné péti, kon¢i-li &islici

0 nebo 5.

1 2 3 0
1 2 3 5

Nyni je jisté, ze je Cislo délitelné péti. Deviti je dé€litelné tehdy, pokud je ciferny soucet
Cisla délitelny deviti. To znamend, Ze se chybéjici kolonky musi dopocitat tak, aby ¢islo

splitovalo kritérium délitelnosti deviti.

Pro nulu na konci ¢isla:

1 2 3 0

Zatim je ciferny soucet 1 +2 + 3 + 0 = 6. Aby bylo ¢islo déliteln¢ deviti, musi byt soucet
nasobkem deviti, to jsou ¢isla 9 nebo 18. VEtsi Cislo to nebude, jelikoZ nejvetsi Cislice je
9 a pokud by se do obou prazdnych policek dosadila pravé ¢islice 9, tak by ciferny soucet

byl 24, coz neni nasobkem deviti.

1. Kdy se bude ciferny soucet rovnat 9? Staci najit takové dvé cislice, které budou
davat soucet 3, protoze uz nyni je ciferny soucet 6. To bude splnéno, pokud se

dosadi 0 a 3 nebo 1 a 2 v libovolném potadi. Po dosazeni:

N

0 2 3 3 0
3 2 0 3 0
1 2 2 3 0
2 2 1 3 0
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2. Kdy se bude ciferny soucet rovnat 18? Jelikoz je soucet bez dosazeni zbylych Cislic
6, tak staci najit takové dvé ¢islice, jejichz soucet bude 12. Jsou to ¢islice 3 a 9,

4a8,5a7,6a6 Vv libovolném potadi. Po dosazeni:

L [ [ [ [ N
o (N (o [0 [ o |w
NN NN N
o ([0 [N [ |0 |w |©
w (W [w [w [w |w |w
o O o o o o ©

Pro nulu na konci ¢isla existuje celkem 11 feSeni.

Pro pétku na konci vypada ¢islo nasledovné:

1 2 3 5

S pétkou na konci ¢isla je ciferny soucet 1 + 2 + 3 + 5 = 11. Aby bylo ¢islo délitelné
deviti, musi byt jeho ciferny soucet nasobkem deviti. Zatim je ciferny soucet roven 11,

tudiz nésobky deviti musi byt vétsi, nez je ¢islo 11. To spliuji ndsobky 18 nebo 27.

1. Kdy bude ciferny soucet roven 18? Nyni je soucet 11, tudiZ se hledaji takové dvé
Cislice, které¢ budou mit soucet 7. To spliuji Cislice 0 a 7, 1 a 6,2 a 5,3 a4

Vv libovolném potadi. Po dosazeni:

N i e e i )
A jlw (0N o kN o
NN NN NN
w N Ok o o N
w (W [w [w |w [w jw |w
(32 TN 13 2 T 13 2 T 13 2 T (3 2 TN 13 2 A 13, IR 35
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2. Kdy bude ciferny soucet roven 27? Staci, pokud se najdou takové ¢islice, které maji
soucet 16, protoze zatim je ciferny soucet 11. Jimy jsou 7 a 9, 8 a 8 v libovolném

poradi. Po dosazeni:

Pro pétku na konci cisla existuje 11 feSeni.

Celkem je tedy 11 feSeni s nulou na konci a 11 feSeni s pétkou na konci, dohromady

existuje 11 + 11 = 22 teSeni, kdy je hledané Sesticiferné ¢islo délitelné 45 beze zbytku.
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4.7 Ptiklad 7
Znaminko * zna¢i operaci @ * b = ab - 4a - 4b + 16. Urcete cislo x tak, aby
B*x)*(3*x)=0.

(Ulohy matematickej olympiady zakladnej $koly, 42. ro¢nik, str. 21)
Vlastni feSeni:
Nejprve se vyiesi (3 * x), kde a =3, b = x a dosadi se do vyrazu ab - 4a - 4b + 16 a upravi:

3:Xx-4-3-4-x+16=3-x-12-4-x+16=-x+4

Jelikoz je s¢itani komutativni lze vyraz -X + 4 zapsat jako 4 + (-x) =4 - x

Druhy ¢initel (3 * X) je stejny. Po dosazeni do rovnice vyjde:

4-x)*(4-x)=0
—

@ * b

Nynisea=(4-x),b=(4-x), tudiza =b. Pokud se do vyrazua*b =ab - 4a-4b + 16

za b dosadi a, vyraz bude vypadat nasledovné:
a*a=a-a-4-a-4-a+16=a*-8a+16
Po dosazeni (4 - X) za a do piedchoziho vyrazu:
(4-x)?-8-(4-x)+16=0
Upravy vyrazu:

(16 - 8x + x?) - (32 - 8X) + 16 =0
16-8x+x2-32+8x+16=0
X2-8X+8x+16-32+16=0

x2-0x+0=0
Po Upravach vyrazu vyjde:
x2=0
Tato rovnice se odmocni:
x=0

Vyraz (3 * x) * (3 * X) = 0 ma feSeni pouze tehdy, pokud x = 0.
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Reseni autort:
Proa=bmaoperace *tvar:a*a=a-a-4-a-4-a+16=a’-8a-16.V tomto vyrazu
Jje tiskova chyba, kdy se vyraz md rovnat a® - 8a +16. Uz v prvnim kroku autori pocitaji
S tim, Ze a = b, jelikoz tyto vyrazy (3 *x) a (3 * x) se rovnaji.
Polozme a = 3 * x. Potiebujeme najit feseni rovnice a * a = 0.
a’-8a-16=0— (a-4)?=0—>a=4.

V tomto kroku se stdle objevuje tiskova chyba. S touto chybou by vsak predchozi rovnice
nedavaly smysl.
Nyni sta¢i vytesit rovnici 3 * X = 4.

3X-12-4x+16=4—>4-x=0—->x=0.
Pokud si rozebereme tyto predchozi tri rovnice, tak prvni rovnici autori dosadili tak, zZe
do puvodni rovnice ab - 4a - 4b + 16 dosadili za a = 3, b = X. Pokud se podivame ddl,
tak z rovnice 4 - x = 0 urcité nevyplyva, ze x = (. Misto rovnice 4 - X =0 by spravné méla

byt rovnice 4 - X = 4 a Z této rovnice plyne, ze x = 0.

Resenim je x = 0.

Resenim je cislo 0, ovsem podle chyb autorii v rovnicich by jim mélo vyjit jiné cislo.
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S5 Zavér

Cilem této bakalatské prace bylo analyzovat feseni ptikladii z matematické olympiady
z kategorie pro zaky 8. ro¢nikt zakladnich $kol, pro zaky 3. roéniku osmiletého gymnazia
a pro zéky 1. ro¢niku Sestiletych gymnazii. V praci jsem popsala, jakd feSeni jsou
pro zéky vhodnéjsi. Komentuji feSeni autorti prikladu, jelikoZ jsou Casto stroha a malo
vysvétlena, proto jsem vypracovala sva feseni, ktera jsem podrobné popsala, aby byly
feSeni ptiklada 1épe pochopitelné. Své feSeni uvadim i z toho divodu, aby Zéci vidéli, ze
jeden piiklad mtize mit nékolik feseni.

Hlavni rozdil mezi 1. a 2. kolem je ten, ze v 1. domacim kole Zaci nemaji urCeny cas
na vyfeSeni ukolti, maji ur¢ené pouze datum, dokdy musi odevzdat trojici prikladt. Proto
maji piiklady v tomto kole obsahlejsi feseni, které je ¢asoveé naro¢néjsi. Na rozdil od kola
okresniho, kde uz maji uréeny ¢as, béhem kterého musi vytesit tfi ptiklady. Pravé proto
jsou piiklady voleny tak, aby se vSechny tfi ptiklady stihly v daném case.

Prace je urcena pro zaky, ktefi se pfipravuji na matematickou olympiadu nebo jinou
matematickou soutéz, rovnéz také muze slouzit talentovanym zakam, ktefi se

o matematiku zajimaji. Praci mohou vyuzit také ucitelé, kteti vedou riizné matematické

vvvvvv
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