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Anotace

Tato diplomova prace se zabyva teorii hromadné obsluhy a jejim vyuzitim pfi navrhu modela
uzli v paketové siti. Jsou zde popsany obecné principy pro vytvareni modelt systému
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ziskat zakladni charakteristiky sité jako je zpozdéni ¢i ztratovost paketi. Byla také navrzena
laboratorni tloha, ve které se studenti sezndmi se zdklady teorie hromadné obsluhy a vyzkousi

si analyticky a simulacni pfistup k feSeni systéma hromadné obsluhy.
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Abstract

This master's thesis deals with queueing theory and its utilization in designing node models in
packet-switched network. There are described general principles of designing queueing
models and its mathematical background. Furthermore, simulator of packet delay in computer
network was created. This application implements two described models — M/M/1 and M/G/1.
Application can be used for simulation of network nodes and for obtaining basic network
characteristics like packet delay or packet loss. Laboratory training exercise was also created.
In this exercise students familiarize themselves with basic concepts of queueing theory and

examine both analytical and simulation approach to solving queueing systems.
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Uvop

Teorie hromadné obsluhy (v zahrani¢ni odborné literatufe Casto také nazyvana jako teorie
front) vznikla jako matematicka disciplina pocatkem 20. stoleti v souvislosti s rozvojem
telefonnich usteden, pro jejichz navrh byla zpocatku urcena.

Teorie hromadné obsluhy zkoumd modely, v nichz do n€jakého systému, ktery mize mit
jednu ¢i vice linek obsluhy vstupuji jednotky, které maji byt t€mito linkami obslouzeny.
Typickym piikladem pro oblast telekomunikaci jsou datové sit€, kde obsluznymi prvky jsou
predev§im prepojovaci prvky — smeérovaCe a prepinace, ale také samotné spoje mezi
prepojovacimi prvky. Tomu velmi podobna je problematika dopravy. DalSim obsluhovym
systtmem muze byt napfiklad prodejna, kam pfichazeji zakaznici a museji projit pres
nékterou pokladnu, kde zaplati, nebo zafizeni hromadného stravovani, jako jidelny ¢i
restaurace, kde mame vyvarovnu a skupinu ¢iSnikti obsluhujici, a naslo by se mnoho dalsich
piikladi. Cilem teorie hromadné obsluhy je navrhnout matematicky aparat pro popis a
naslednou analyzu systému za ucelem zjisténi vykonnostnich ukazatelti systému, jako jsou
doba, kterou poZadavek strdvi v systému, doba strivend ve frontich a v obsluZznych
jednotkach, urovné obsazenosti front, podil neobslouzenych pozadavku (ztrat) a fadu dalSich
parametr, které pak slouzi krevizi pocCateCniho navrhu a nebo k optimalizaci jiz
vybudovaného systému, aby byl systém ekonomicky, a pfitom nebyly piekroCeny klicové
parametry jako jsou zpozdéni ¢i procento povolenych ztrat.

Zpusob implementace a forma obsluhy systémua front tvofi dulezitou ¢ast modernich
telekomunikacnich systém( a jedna se o nedilnou soucast vSech modernich
telekomunikacnich zafizeni. V paketové prepinané siti zpravidla prenasené datové toky patii
raznym sluzbam s riznymi pozadavky na parametry pfenosu. Aby mohly byt jednotlivé
sluzby provozovany v odpovidajici kvalité, je nutné, aby sit, resp. jeji uzlové prvky,
zajistovaly urCitou miru garance pirenosovych parametru (kvalitu sluzeb). Kvalitu sluzeb lze
sledovat z riznych pohledl — nejbéznéji a nejcastéji sledovanymi parametry jsou zpozdéni a
chybovost (ztratovost). Sledované parametry jsou zpravidla nahodnymi veli¢inami a vysledky
mohou byt prezentovany napfiklad jejich stfedni hodnotou, rozptylem ¢i presné pomoci
distribu¢ni funkce.

Cilem této diplomové price je prostudovat problematiku datovych siti z pohledu teorie

hromadné obsluhy, navrhnout modely sitovych prvka, vytvorit simulacni program, ve kterém



jsou aplikovany ziskané poznatky a navrhnout laboratorni dlohu na téma teorie hromadné
obsluhy.

Uvodni kapitola prace je vénovana obecnym vlastnostem systémd hromadné obsluhy.
Stézejnim pilifem modelt, vyuZzivajicich teorii hromadné obsluhy jsou stochastické modely.
Ty pracuji s nahodnymi procesy a veli¢inami. Teorie hromadné obsluhy vyuziva teorii
pravdépodobnosti, matematické statistiky a teorii ndhodnych proménnych. Stézejni Casti
matematického aparatu dané problematiky — Markovovym procesim — se vénuje druha a treti
kapitola préce.

Zpusob, jakym budou modelovany sitové uzly a datové toky, je popsan ve Ctvrté
kapitole.

Aplikaci teoretickych poznatkd z pfedchozich kapitol do praxe, kterou v mé praci
predstavuje realizace programu pro simulaci parametrd uzli paketové sit€, se vénuje pata
kapitola. V prostiedi MATLAB byl vytvoren program s grafickym uZivatelskym rozhranim,
ktery umoziuje simulovat prvky sit€ z jedné, pevné dané topologie sit€. Uzivatel voli pouzity
simulac¢ni model, délku simulace a pocet cykli. Po provedeni simulace ziska fadu vystupnich
parametri ve formatu stfednich hodnot, rozptylu a smeérodatné odchylky. Také jsou
vygenerovany grafy, zobrazujici pribéh zpozdéni, rozlozeni zpozdéni a stav zaplnéni Cekaci
fronty jednotlivych uzld. V této kapitole je taktéz uveden popis toho, jak konkrétné byly
jednotlivé vypocetni funkce vytvoreny. Posledni Casti prace je ndvrh laboratorni tulohy,
ve které se studenti seznami se zaklady systémi hromadné obsluhy a vyzkousi si feSeni

takovych systému jak analyticky, tak s pomoci vytvoreného simulaé¢niho programu.



1 TEORIE HROMADNE OBSLUHY

Teorie hromadné obsluhy je matematickd disciplina, jenZ zkoumd obsluzné systémy.
Témito obsluznymi systémy muze byt napfiklad dopravni systém, obchod, telekomunikacni
sit’, telekomunikacni sluzba, opravna, jidelna a mnoho dalSich systémd. Obsluzny systém
muze mit riznou konfiguraci, obecné vSak sestava ze vstupl, kterymi prichazeji pozadavky,
dale front pro Gekani na obsluhu, bloku obsluhy pozadavki a vystuptl. Cekaci &ast mize
sestavat z jedné Ci vice vstupnich front s riznou velikosti a s riznym zptisobem fazeni nebo
obsluhou pozadavku, piipadné doplnénych i o systém ochrany pred zahlcenim. Blok obsluhy
muize mit jednu, ¢i vice obsluznych jednotek. V zavislosti na poméru intenzity piichodu
pozadavku a vykonnosti bloku obsluhy maze dochazet k pozdrzeni pozadavki ve frontach,
ptipadné dokonce 1 k odmitnuti pozadavku (ztrate), hrozi-li (nebo uz i doslo k) zahlceni fronty
¢i doba ¢ekani pozadavku na obsluhu piekrocila Casovy limit zavisly na typu sluzby.

U modelti hromadné obsluhy je Casto cilem méfeni vzajemnych vazeb mezi zakladnimi
ukazateli charakterizujicimi kvalitu a efektivitu systému hromadné obsluhy a nalezeni
optimalniho provozniho reZimu vzhledem ke zvolenému kritériu — optimalizace systému
zpravidla vede podstatnému sniZzeni mozZnosti vzniku front, nebo sniZeni celkovych ztrat
z divodu Cekani. Na druhou stranu je také nutné se zabyvat i ekonomickou strankou problému
— snizeni pravdépodobnosti vzniku front je ve vétSiné piipadi dosazeno rozsifenim kapacity
obsluzného zafizeni, tedy za cenu navrSeni prostfedkii na systém. Cilem je tedy nalézt
optimalni relaci mezi urcitou mirou kvality poskytovanych sluzeb (pfedstavovanou dobou
obsluhy, ztratami a dalSimi kvalitu sniZujicimi parametry) a ndklady na dosaZeni dané kvality
sluzby (kdy se ndklady pak promitnou do ceny sluzby pro zakaznika). Ptiklad systému

hromadné obsluhy s jednou frontou a jednim obsluZznym prvkem je uveden na obr. 1:

Fronta ¢ekajicich pozadavku Obsluha fronty
Kanal

Vstupni tok obsluhy G Vystupni tok

Obr. 1: Priklad systému hromadné obsluhy
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Se systémy hromadné obsluhy (SHO) se setkdvdme v mnoha oblastech redlného Zivota.
Prikladem systému hromadné obsluhy muze byt prodejna, kde proud pozadavkd tvori
zékaznici, ktefi prichazeji nakupovat a obsluznymi zafizenimi jsou prodavaci, ktefi je
obsluhuji. Podobného charakteru je i zpracovani informaci pouzitim vypocetni techniky,
kterym se zabyva tato prace. Mnoho tloh hromadné obsluhy se vyskytuje téZ ve vyrobé.
Prevazna Cast systému hromadné obsluhy ma stochasticky charakter. Moznosti feSeni jsou
dvojiho typu:

a) Analytické — na zdkladé znamych parametri modelu jsou pomoci nastroju teorie
pravdépodobnosti ¢i jinych matematickych odvétvi vypocteny nebo odhadnuty ty
parametry modelu, které nas zajimaji (napf. prumérny pocet zakazniki ve fronté,
apod.).

b) Simula¢ni — vyuZije se znamych parametri modelu k nasimulovani dané situace
pomoci vhodného software. Parametry modelu, které nds zajimaji, jsou odhadnuty
na zakladé téchto simulaci.

Vysledky ziskané na zdkladé aplikace urcitého modelu systému hromadné obsluhy jsou
pouZzitelné jenom tehdy, jestlize model dostatecné vérné odrazi zakladni rysy realného
systému. Vyuziti teorie pravdépodobnosti v feSeni praktickych uloh hromadné obsluhy se
objevilo v Erlangovych studiich, které feSily problematiku automatizovaného telefonniho
provozu. Systematickym zpracovanim a klasifikaci problémt hromadné obsluhy se vénoval

D. G. Kendall [12].

1.1 Zakladni prvky a parametry systému hromadné obsluhy

Pfi popisu SHO matematickym modelem je nutné vyjit z analyzy jeho chovani. V prvni
fazi se zkoumaji pfi¢inné oboustranné vazby zakladnich prvki systému — tj. specifikace
vstupniho proudu pozadavku, zpisob a mechanismus jejich pfijimani a predzpracovani
(rezim fronty) a charakter dob trvani obsluhy. Na zakladé logické analyzy a klasifikace
zkoumaného systému hromadné obsluhy je nasledné¢ mozné formulovat odpovidajici model.

Dalsi fazi modelovani systému hromadné obsluhy je statistickd analyza jeho jednotlivych
prvkl zahrnujici 1 statistické testovani vychozi hypotézy o charakteru rozdé€leni
odpovidajicich veli¢in 1 predpoklady o rezimu fungovani zkoumaného systému. Po ziskani
pottebnych statistickych dat 1ze chovani SHO popsat matematickym modelem. Vysledkem

jeho feSeni jsou hodnoty zakladnich, zpravidla primérnych charakteristik, jejichZ znalost
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umoziuje udélat si pfedstavu o kvalit¢ a efektivité provozu modelovaného systému.
Z hlediska provozovatele systému hromadné obsluhy jsou dulezitymi pramérymi
charakteristikami napfiklad vytizeni a prostoje jednotlivych zafizeni obsluhy, ¢i pocet nebo
podil pozadavkt Cekajicich na obsluhu [13]. Zakaznika zase budou zajimat parametry, jako
rozlozeni doby obsluhy, proménlivost doby obsluhy béhem jedné relace a ztratovost
pozadavku v systému.

Aby bylo mozné vypocitat zakladni charakteristiky systému hromadné obsluhy, je
potieba adekvatnim zpisobem popsat i jeho hlavni prvky. Stochasticky charakter maji
predevsim dva prvky systému — vstupni proud pozadavku a doba trvani obsluhy. Lze je proto
popsat pouze piiblizné pomoci zndmych rozdéleni pravdépodobnosti. Pfi popisu ostatnich
prvkl systému se zpravidla problémy tohoto druhu nevyskytuji. Zdkladni charakteristiky,
které sledujeme pii modelovani SHO, zpravidla zahrnuji pramérny pocet pozadavka
vsystému a ve front€, primérnou dobu stravenou v systému, pramérnou dobu Cekani
ve fronté ¢i pravdépodobnost blokovani. Matematické vztahy pouzité ke zji§téni téchto

charakteristik jsou pro jednotlivé modely uvedeny v kapitole 4.

1.1.1 Vstupni proud pozadavku

Vlastnosti a intenzita vstupniho proudu maji rozhodujici vliv na ¢innost systému
hromadné obsluhy a na jeho zakladni charakteristiky. Pozadavky pfichdzeji do SHO nejcastéji
v ndhodnych okamzicich, takZe vstupni proud pozadavka Ize obecné charakterizovat jako
stochasticky proces. Délky intervali mezi jejich ptichody predstavuji hodnoty spojitych
nahodnych veli¢in. Udaje ziskané ze SHO velmi &asto vyhovuji predpokladu Poissonova
rozdéleni poctu vstupujicich pozadavki za urCity interval. Tomuto rozlozeni poctu pozadavki
odpovida exponencialni rozdéleni intervali mezi jejich pfichody, takze systémy
s Poissonovym vstupnim proudem pozadavku se také nazyvaji exponencidlni systémy.

V praxi je v§ak mozno se setkat i s jinymi zakony rozdéleni vstupniho proudu, jako jsou
napt. Erlangovo rozdéleni, obecné rozdéleni a jina. Refeni modeld SHO s takovym vstupnim
proudem pozadavku je vSak analyticky obtiznéjsi.

Pokud je zdroj, ze kterého pfichazeji pozadavky do systému obsluhy omezeny (konecny),
jde o uzavieny systém, v opacném piipadé se jednd o otevieny systém. Zdroj pozadavku je
povazovan za neomezeny i v piipad€, ze nelze s jistotou urcit, kolik pozadavki si muze

vyzadat obsluhu.
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1.1.2 Doba obsluhy

Stejné jako v pfipadé vstupniho proudu, je pifi modelovani systému obsluhy potfeba
popsat i dobu obsluhy jednotlivych pozadavki. Dobu obsluhy jednotlivych pozadavki lze
také pokladat za ndhodnou veliCinu, ktera se téz obvykle fidi exponencidlnim rozdélenim

[13].

1.1.3  Cekéni ve fronté

Podle ,trpélivosti“ pozadavki na obsluhu se SHO dé€li na systémy bez Cekani a systémy
s cekanim. Prvni typ je charakterizovan tak, ze pokud jsou vSechna zafizeni obsluhy
obsazena, pozadavek do systému nevstoupi a rezignuje na obsluhu. Ve druhém typu systému
kazdy pozadavek, ktery vstoupi, bud’ ¢eka tak dlouho, dokud neopusti systém po UspéSném
ukonceni obsluhy, nebo Ceka alespon urcitou dobu a teprve pak, neni-li béhem této doby
obslouZen, opousti systém.

Mezi systémy obsluhy s Cekanim patfi jak systémy s neomezenou délkou fronty, tak
systémy s omezenou kapacitou fronty (popt. systému). Je-li pocCet mist ve fronté a tim
v systému omezen, pak pii jejich plném obsazeni neni dalSim pozadavkim pfichazejicim
do systému obsluha poskytnuta. Pfi neomezené délce fronty naopak vSechny pozadavky, které
ptichazeji do systému a jsou ochotny Cekat, obslouzeny.

Systémy hromadné obsluhy, ve kterych nejsou z riznych davodi obslouzeny vSechny
ptichazejici pozadavky, se nazyvaji systémy se ztratami. Jednd se tedy jak o systémy
bez cekani, tak o systémy s ¢ekanim, které maji bud’ omezenou kapacitu, nebo pozadavky,

které nebyly uspokojeny do urcitého ¢asového limitu beéhem cekani ve front€.

1.1.4 RezZim vystupu z fronty

Zpusob, jakym se pozadavky vstupujici do systému fadi do fronty, popf. poradi, v némz
jsou Cekajici pozadavky obsluhovany, charakterizuji reZim vystupu z fronty. Spravné zvoleny
rezim fronty je také vyznamnym faktorem ovliviiujicim efektivnost obsluhy. Vét§inou jsou
pozadavky obsluhovany v pevné ureném potadi, kam patii dva zakladni rezimy:

a) FIFO (fronta) — pozadavky jsou obsluhovany podle poradi vstupu do systému

b) LIFO (zdsobnik) — pozadavky jsou obsluhovdny v obraceném poradi, nez v jakém

vstoupily do systému
Systémy obsluhy s pevné stanovenym potadim se oznacuji jako systémy s usporadanou

frontou. Neni-li stanoveno pevné poradi vstupu pozadavki do obsluhy, mize rezim fronty
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bud’ zohlednovat dulezitost pozadavk( ¢i naléhavost jejich obsluhy vyjadfenou riznym
stupném priority (PRI), anebo jsou poZadavky k obsluze pfifazovany zcela nahodné,
bez jakychkoliv pfedem danych pravidel (SIRO). V prvnim piipadé se jednd o systémy
s prioritami, v druhém o systémy s neusporadanou frontou.

Pokud jsou druhy priorit znamy pied vstupem pozadavki do systému, jde o apriorni
priority. Pfifazuje-li priority samotny systém v prubéhu Cekani pozadavkd na obsluhu, jde
o aposteriorni priority. V systémech s prioritami rozliSujeme dva druhy priorit: preemptivni
(absolutni) a nepreemptivni (relativni). Nepreemptivni priorita zajiS§tuje zvyhodnénym
pozadavkim prednostni obsluhu pied pozadavky s nizs§i prioritou. PoZadavek s uréitym
stupném nepreemptivni priority je pfi vSech obsazenych zafizenich obslouzen, jakmile se
uvolni nékteré misto v obsluze. Preemptivni priorita znamend, Ze preferovany pozadavek je
okamzité obslouzen 1 za cenu pieruSeni jiz probihajici obsluhy jiného pozadavku s nizsi
prioritou.

Z hlediska poctu front, které se v systému vytvareji, rozliSujeme jesté systémy s jednou
frontou pro vSechna zafizeni obsluhy nebo s vice frontami, kdy pro kazdé zafizeni existuje
zpravidla zvlastni fronta. V takovych pfipadech je obvykle mozno béhem ¢ekani na obsluhu

prechazet z jedné fronty do jiné fronty.

1.1.5 ReZim obsluhy

Pocet a usporadani obsluznych linek predstavuje dalsi faktor, na kterém zavisi efektivnost
provozu systému hromadné obsluhy. Probiha-li obsluha pouze na jedné obsluzné lince, jednd
se o0 systém s jednoduchou obsluhou (jednokandlovy systém obsluhy). Lze-li obsluhovat
soucasné nekolik pozadavkl, jde o systém s vicendsobnou obsluhou neboli o vicekanédlovy
systém obsluhy. Specialnim ptipadem je adaptabilni systém, jehoz pocet obsluZnych linek se
muize se ménit (napf. umémné délce fronty). V systémech s vice obsluznymi linkami se
zpravidla pouzivd paralelni uspotfadani, existuje ovSem 1 fazeni sériové. Za sebou fazena
zafizeni obsluhy se vyskytuji v systémech s vicefdizovym neboli s Erlangovym rezimem
obsluhy, kdy pozadavky prochazeji postupné nékolika riznorodymi zafizenimi obsluhy.

V praktickych dlohdch se také rozliSuje, zda je zkoumany systém obsluhy jiZ v provozu
nebo zda se teprve projektuje. V prvnim pfipadé Ize analyzou zkvalitnit fungovani SHO nebo
zlepSit jeho organizaci a fizeni, ¢imz lze naptiklad dosdhnout zkrdceni doby obsluhy.

V druhém pfipadé jde o odhad kvalitativni charakteristiky systému, ktery vychazi z riznych
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variant jeho budouci kapacity a z podminek, ve kterych bude fungovat. Zaroven se zkoumaji
pravdépodobnosti vzniku nezadoucich situaci v SHO jako jsou napiiklad rtst fronty nebo

cekaci doby ve fronté nad predem danou hranici.

1.2 Klasifikace systémi hromadné obsluhy

SHO lze klasifikovat z riznych hledisek. Nejcastéji pouzivanymi kritérii jsou charakter a
typ rozdéleni vstupniho proudu pozadavka, charakter a typ rozdéleni doby obsluhy, rezim
obsluhy, ¢ekani ve fronté, poCet mist ve fronté a rezim vystupu z fronty. Standardni
klasifikace zakladnich typl systémd hromadné obsluhy byla navrzena D. G. Kendallem.
Pouziva tfimistného kodu, zalozeného na kombinaci dvou pismen a jedné Cislice ve forme
A/B/s, kde prvni pismeno A oznaCuje rozdéleni interval mezi pfichody pozadavki, druhé
pismeno B slouzi k oznaceni rozdéleni dob trvani obsluhy a s udava pocet paralelnich zafizeni

obsluhy v systému [17]. NejCastéji pouzivanymi symboly jsou:
M — exponencialni rozdéleni (Markovova typu),
Ei — Erlangovo rozdéleni k-tého radu,
D — deterministické rozdéleni,
U — rovnomérné rozdélent,
H; — hyperexponencialni rozdéleni k-té¢ho fadu,
GI — obecné nezavislé rozdéleni,
G — obecné rozdeleni.

Naptiklad M/M/1 oznacuje SHO s exponencialnim rozdélenim intervald mezi pfichody
pozadavki i dob obsluhy sjednou obsluznou linkou. Obdobné systém typu D/H>/I je
jednokandlovy s pravidelnym vstupnim proudem pozadavki a s hyperexponencidlnim
rozdélenim druhého fadu dob trvani obsluhy. Kromé tfimistného kédu se nékdy pouziva i
rozSiteny pétimistny kod typu A/B/s/x/ly, kde x oznaCuje maximalni pocet moZnych
pozadavkl v systému (obsluhovanych + Cekajicich na obsluhu) a y rezim fronty. Méné Casto

se vyskytuje pétimistny kod, v némZ x znamend pocCet mist ve fronté a y velikost zdroje
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pozadavku. Je-1i néktery z deskriptord x nebo y vynechan, predpoklada se, ze jeho hodnota je

nekonecéné velka.
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2 STOCHASTICKE PROCESY

Stochastické modely jsou zalozeny na aplikaci poCtu pravdépodobnosti. Vychazi se
u nich z ptedpokladu, ze k uréitym zménam dochazi s ur€itymi pravdépodobnostmi — pracuje
se s ndhodnymi veli¢inami.

Hlavnim nastrojem modelovani stochastickych procest jsou nahodné procesy. Popisuji
zmény procesu v Case, které souviseji s pusobenim nahodnych faktord. Nahodny proces Ize
obecné definovat jako mnozinu nahodnych veli¢in, zavislych na uritém poctu parametrq,
z kterych je kazdy definovan na mnozing€ realnych cisel. Ndhodné procesy zdvislé na jednom
parametru (v tomto pripadé zavislé na Case) se nazyvaji stochastické procesy. Tento proces je
definovan jako mnozina nahodnych veli¢éin {X(t),t €T}, kde T predstavuje mnozinu
casovych okamzikl. V zdvislosti na charakteru mnoziny T se stochastické procesy rozdéluji
na procesy s diskrétnim Casem, jestlize T je spocetna mnozina a na procesy se Spojitym
Casem, je-li T interval. Pokud ke zménam systému muze dochazet pouze v diskrétnich
Casovych okamzicich ¢ = kT,, a mezi sousednimi okamziky je systém neménny, pak se
hovoti o Markovové fetézci, jinak se jedna o Markovav proces se spojitym Casem. Rozdé€leni
nahodnych veli¢in X(t) souvisi se stavy procesu, kterych miaze modelovany systém nabyvat.
Stavem stochastického procesu {X(t),t € T} rozumime uritou zjednoduSenou situaci,
vymezenou za ucelem studia modelu zkoumaného procesu. V urcitém okamziku se vyskytuje
situace z urcitého souboru moznosti. Hovofime o vyskytu stavu i v okamziku n, pficemz je-li
mnozina stavi sledovaného procesu spocetna, jedna se o stavové diskrétni proces, v opacném
piipadé o stavové spojity proces. V diskrétnim pfipadé se mnozina stavii ¢asto zobrazuje

do mnoziny pfirozenych Cisel, takze stavy procesu se znaci €isly 1,2,...,N.
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3 MARKOVOVY MODELY

Markovovy modely jsou funkce dvou ndhodnych proménnych — stavu soustavy a ¢asu
nebo jiné veliCiny, na jejiz zavislosti stav soustavy sledujeme. Ob¢ veli¢iny mohou byt spojité
nebo diskrétni, ¢emuz odpovidaji Ctyfi druhy modeld. V dal$im textu se budeme vénovat
dvéma modelim: Markovskému fetézci (proces s diskrétnimi stavy a diskrétnim Casem) a

Markovskému procesu (proces s diskrétnimi stavy a spojitym Casem).

3.1 Markovovy retézce

Markovovy fetézce jsou nejjednodus$im typem procest, které maji Markovskou
vlastnost. Ta fika, ze v kazdém stavu procesu je pravdépodobnost navstiveni dalSich stavi
nezavisla na dfive navstivenych stavech. To znamenad, Ze chovani v Markovovych fetézcich je
,,bezpamétové“. U Markovovych fetézct se predpoklada diskrétnost Casu i stava. Piedpoklad,
Ze v Markovském fetézci je Cas diskrétni, znamend, Ze nas stavy procesu zajimaji pouze
v urcitych okamzicich, které tvofi rostouci posloupnost. Mezi témito okamziky se
v Markovském fetézci nic nedéje, ¢as mezi témito okamziky v modelu neexistuje. Markovovy
fetézce se uplatiiuji pii popisu systémd, které se mohou nachazet v jednom z kone¢ného,
popfipadé v jednom z nekonecného, ale spocetného poCtu stavii. Konkrétnim piikladem
Markovského fetézce muze byt napt. model predpovédi pocasi.

Predpokladame, ze mame celkem M stavi (pocet miZe byt kone¢ny nebo spocetny) a ze
diskrétni Cas uvazujeme od okamziku ,,0“. Chovani systému lze popsat:

a) vektorem absolutnich (tj. nepodminénych) pravdépodobnosti v urcitém okamziku

p(n) = [p1(n), p,(n), ..., py(n)] pron = 0,1,2, ..., kde p;(n) znaéi pravdépodobnost,
Ze proces je v okamziku nT,, ve stavu i.

b) matici pravdépodobnosti ptechodu (z jednoho stavu do jiného, popt. pravdépodobnosti
setrvani vtémZe stavu) po n krocich P(n) ={p;j(n)} pro n=0,12,..,
i,j=12,..,.M

Pravdépodobnost p;j(n) se nazyva podminénou pravdépodobnosti pfechodu ze stavu i
do stavu j, k némuz dojde mezi okamziky n-1 a n. Jestlize tyto pravdépodobnosti p;;(n)
nezdvisi na tom, mezi kterymi okamZiky k pfechodu dojde, tedy pokud plati p;;(n) = p;;, pak
se prislusny Markoviv fetézec nazyva homogenni.

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o pravdépodobnosti, musi p;;(n) splfiovat podminky:
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p;j(n) = 0,proviechnai,ja (3.1)
M
Z p;j(n) = 1,pro viechnai,j. (3.2)
=1

Tedy matice pravdépodobnosti pfechodu P(n) ma nezaporné prvky a jednickové radkové
soucty.
Prechod systému ve dvou po sobé nasledujicich okamzicich lze popsat timto zakladnim

schématem
p(n+1) =p()-P, (3.3)
resp. piechod mezi dvéma (poCateCnim a aktualnim) casovymi okamziky:
p(n+1) =pm)-P=pn—1)-P>=--=p(0) P  (34)
Pro prechod od prvniho (,,0°) ke druhému (,,1*) Casovému okamziku to znamena vyjadreni

p(1) = p(0) - P. (3.5)

Podobné 1ze odvodit vztah pro absolutni pravdépodobnosti p(2), p(3), ..., p(n), takze

postupnym dosazovanim (viz lit. [13]) dojdeme ke vztahu
p(n) = p(0) - P™. (3.6)

Chovani homogennich Markovovych fetézct po n ¢asovych okamzicich je tedy popsano
mocninami matice pravdépodobnosti prechodu a vektorem vychozich absolutnich
pravdépodobnosti.

Vhodnou souhrnnou reprezentaci vSech pravdépodobnosti pfechodu po 1 kroku

pij = pij(1) je maticovd forma, pii niz matici P zapiSeme jako (7, j udava Cislo stavu)

P11 P12 " Pim
p=| P2 Pz P =12, M, (37)
Pv1 Pm2z *° Pum

ProtoZe p;; jsou pravdépodobnosti, musi byt splnény vlastnosti (3.1) a (3.2).
Na diagondle matice P™ dostavame pravdépodobnosti navratu do téhoz stavu po n
casovych perioddch. Jestlize pj; je rizné od nuly pro libovolné n, hovoiime o stavech

rekurentnich, v opacném piipadé o stavech transientnich. Pravdépodobnosti pfechodu vyssich

19



stupnit pﬁ- dovoluji rozlisit déle stavy dosaZitelné a nedosaZitelné z urcitého stavu. Stav j je
dosazitelny ze stavu i, plati-li p;j > 0, tj. existuji-li nenulové pravdépodobnosti pfechodu
ze stavu i do stavu j po n Casovych okamzicich. V opacném pftipadé je stav nedosazitelny.
Stavy vzajemné dosazitelné se nazyvaji sousledné. Skupina vzajemné souslednych stavu
predstavuje uzavienou tfidu. V piipad€, Ze je v fetézci takova tfida jedna, nazyvame jej
nerozlozitelnym. Tvofi-li v§echny stavy fetézce uzavienou tfidu a jsou ergodické, nazyvame
fetézec regularnim. Jestlize pro jeden nebo nékolik stavl plati, p;; = 1 (tedy setrvdni ve stavu
J je jev jisty) a do té€chto stavli existuje vstup, pak se jedna o stavy absorplni a fetézce
obsahujici tyto stavy nazyvame absorpCnimi. Definice jednotlivych stavi lze nelézt

v literature [16].

3.2 Markovovy procesy se spojitym ¢asem

Markovav proces se spojitym ¢asem piedpoklada, ze prechody mezi jednotlivymi stavy
se mohou uskutecnit v libovolné blizkych ¢asovych okamzicich a tedy pfipady zmén lze
vystihnout ve spojitém Case. Na rozdil od Markovovych fetézcl nas zde zajimaji nejen zmény
stavu, ale také doby, za jak dlouho ke zméné stavu dochazi. Konkrétnim piikladem muze byt
napft.: model sledujici dobu poruchy néjakého zatizeni.

Nahodné proménné X (t) nabyvaji hodnoty, které jsou pfifazené urCitym stavim (stejné
jako u Markovovych fetézct). V okamziku t; se mize vyskytnout jeden ze stava iy, iy, ... ip;
okamziky t;, t; 44, ... se lisi o veliinu At, bliZici se k nule.

Intenzita pravdépodobnosti prechodu ze stavu i do stavu j je vyjadfena pomoci limity

AI%L%—M = a;;(t) = 0. (3.8)

Intenzita vystupu ze stavu j pfedstavuje doplnék pravdépodobnosti setrvani p;;(t,t + At)

(v limitné malé dobé by se totiz pravdépodobnost setrvani blizila jedné)

lim
At—0 At

Matici pravdépodobnosti prechodu, zachycujici podminéné pravdépodobnosti vyskytu

urcitych stavii v dobé t + At, podminéné vyskytem urcitych stava v dobé ¢, 1ze zapsat
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P(t) = a21(:t)At 1- az:z (DAt a2n(:t)At (3.10)
a,, (At a,,(t)At o 1—a,, (DAL
A matice intenzit pravdépodobnosti pfechodu ma tvar
a;1(8) ap(®) - ap(d)
A(t) — a21(t) aZZ(t) aZn(t) ] ( 3.11 )
ani (t) An2 (t) o ann(t)

Jestlize proces nezavisi na dobé ¢, ktera uplynula od pocatku procesu (zdvisi pouze
na hodnoté At), jedna se opét o homogenni proces.
Vektor pravdépodobnosti 1ze vyjadfit pomoci matice intenzit pravdépodobnosti prechodu.

Pro homogenni proces plati vztah (odvozeni viz lit. [13])
p(®) =p®-A (3.12)
jenz ma feSeni ve tvaru:
p(t) = p(0) - e™". (3.13)
Z tohoto vztahu pak lze odvodit rovnici pro stacionarni pravdépodobnosti procesu ve tvaru
p-A=0, (3.14)

kde 0 znaci nulovy vektor.
Z aplikacniho hlediska jsou nejvyznamnéjsi jednoduché Markovské procesy, u kterych jsou
pfechody mezi stavy velmi omezené. Mezi tyto procesy patii Poissoniiv proces a procesy

mnoZeni a zaniku, popsané v nésledujici Casti.

3.2.1 Poissonuv proces

Poissontiv proces je asi nejdalezit€jSi a nejznaméj§im zastupcem skupiny procesu
nazyvanych bodové procesy. Poissonovo rozloZeni pfichodu pozadavkt poprvé popsal A.K.
Erlang v [11]. Pokud uvazujeme pfichod pozadavki jako Poissoniv proces, dojde
ke zjednodusSeni analyzy jinak komplexnich problémt. Ve vétSin€ piipadd je popis pomoci
Poissonova rozlozeny vhodny — ¢im komplexnéjsi proces je, tim lépe bude vystizen pomoci
Poissonova procesu, protoze Poissoniv proces je ,,nejvice ndhodny* — je charakterizovan

pouze intenzitou vyskytujicich se jeva, resp. stfedni hodnotou téchto jevi, viz dale.

21



Bodovy proces lze definovat jako vyskyt jevi X(t) v Case (0, t), které se vzajemné lisi

jen rdznym umisténim v Case. Jde tedy o posloupnost jevi, které se vyskytuji za sebou

v urcitych nahodnych Casovych okamzicich. Predpokladame piitom, Ze pocet vyskyti jevu

X(t) mize nabyvat jen nezaporné celocCiselné hodnoty i =0,1,2,3,... a jeho pfirastky

X(ty)

— X(t;) pro libovolné t,,t,, (t; <t,) mohou také nabyvat pouze nezdpornych

celociselnych hodnot.

Poissontiv proces je charakteristicky t€émito vlastnostmi [13]:

a)

b)

c)

Proces {X(t)} ma nezavislé prirustky — jevy, které se vyskytnou v nepiekryvajicich se
Casovych okamzicich, jsou navzajem nezavislé nahodné veliCiny. Tedy pocet jevu
pfipadajicich na urcity interval nezavisi na poctu jevi v jakémkoliv jiném intervalu.
Proces {X(t)} ma homogenni piiristky — intenzita vyskytujicich se jevu, tj. stfedni
hodnota poctu téchto jevii za Casovou jednotku (znalime A) je konstantni. Tato
vlastnost se oznacuje jako stacionarita.

Pro At dostatecné malé a pfi neménné hodnoté A jsou pravdépodobnosti pirechodu

ze stavu n do stavun + 1 béhem intervalu (¢, ¢ + At) rovny:

Prnir(t, t+At) = A+ At + o(At), (3.15)

kde o(At) predstavuje vyrazy (At)? a vysSich fadd, pro které plati limy,_o —O(AA;) = 0.

Pro pravdépodobnosti setrvani ve stejném stavu béhem ¢asového intervalu (¢, ¢ + At)

plati
Pon(tt+ A =1 —A- At + o(Ab). (3.16)
Pravdépodobnosti jinych pfechodll jsou v porovnéni s pfedchozimi zanedbatelné, tedy

s vyjadienim

> puytt+40 = o(a0). (3.17)

j=i+2

Z prijatych predpokladi vyplyva, ze matice intenzit pfechodu Poissonova procesu ma tvar:

A 1 0 0
A= 0 -4 4 2 (3.18)

0 0 -4
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Pro pravdépodobnosti piechodu p,, tj. pravdépodobnosti, ze systém bude v obdobi

(t,t + At) ve stavu n, budou dédny vztahy:

po(t +At) =[1 —A- At + o(At)] - po(t),pron =0 (3.19)

pp(t+At) =[1— - At + o(At)] - p,, (t) + [A - At + 0(AL)] - pp—1(£) + 0(AL),
pron > 0. (3.20)
Z vlastnosti Poissonova procesu plynou pocatecni podminky:
- béhem intervalu délky O nepiijde zadny pozadavek (jev jisty), tedy: p,(0) =1,
pron =0
- béhem nekonecné dlouhého intervalu nedojde k ptichodu zadného pozadavku (jev

nemozny): p,(0) = 0 pron > 0.

Ze vztaht ( 3.19 ) a ( 3.20 ) pak dostavame diferencidlni rovnice:

pil(tt) =—A'po(t) a (3.21)
p’;(tt) = 1 pa(t) + A+ Py (), (322)

jejichz feSenim dostdvame
pa(t) = (A;l!t)n e ™, (3.23)

coZ je tvar hustoty Poissonova rozd&leni ve vztahu k poétu zmén za Gasovy interval 7. Clen
po(t) = e~ udava pravdépodobnost toho, Ze za interval délky ¢ nedojde k zadné zméng. Je-
li rozdeleni poctu zmén systému za urCitou dobu Poissonovo, pak je pro tentyZ proces
rozdéleni dob mezi zmeénami exponencialni.

Matice pravdépodobnosti pfechodu Poissonova procesu ma tvar

1—1-At A At 0 0

0 0 1-2A-At A-At

3.2.2 Procesy mnoZeni a zaniku

Specialni proces, kterym lze efektivné analyzovat znaéné mnozstvi problémi feSenych

v modelech hromadné obsluhy, je proces mnoZeni a zdniku. Stavy procesu predstavuji
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aktualni velikost populace a existuji u nich pouze dva druhy pfechodi: narozeni predstavuje
ptichod pozadavku, zanik pak predstavuje opusténi systému obsluhy.

Zavedeme piredpoklad, Zze narozeni a zdnik v populaci jsou nezdvislé jevy.
Pravdépodobnost, ze v k-Clenné populaci dojde béhem intervalu (t,t + At) k jednomu
narozeni je A * At + o(At), tedy:

P{1 narozeni béhem doby (t, t + At), pokud populace ma k ¢leni} = A - At + o(At).
Z prvniho tvrzeni pak mizeme vyvodit:

P{0 narozeni béhem doby (t,t + At), pokud populace ma k ¢leni} =1 — A; - At +
o(At),

P{1 zaniku béhem doby (¢, t + At), pokud populace ma k Clenti} = y;, - At + o(At),

P{0 zaniki béhem doby (t,t + At), pokud populace ma k ¢leni} = 1 — p, - At +
o(At),
Ui predstavuje intenzitu umrti. ProtoZe v populaci, ktera ma O ¢lent, nemuze dojit k dmrti,
polozime pg = 0. Na druhé strané ale predpokladame, ze v nulové populaci muze dojit
ke zrozeni, takze Ay = 0. Jak vyplyva z predchoziho zédpisu, pravdépodobnosti narozeni a
zaniku vice jedinci populace jsou béhem intervalu (t,t + At) pfi At — 0 zanedbatelné,
protoZe jsou zahrnuty do parametru o(At).

Pokud oznacime p,(t) jako nepodminénou pravdépodobnost, ze populace ma
v okamziku ¢ pravé k ¢lent k = 0,1,2,3, ... pak musi platit vztah },;° o pi(t) = 1.

Pfi odvozeni vztaha pro p, (t + At) budeme vychézet z nasledujicich dvah (pro nazornost viz

obr. 2):

Ao M A1 A«
M1 M2 Mk Mic+1

Obr. 2: Proces mnoZeni a zaniku

a) Populace bude mit v okamziku t + At velikost k, k > 1pravé tehdy, kdyZ nastane
jeden z téchto disjunktnich jevi:

- populace mé v okamziku ¢ velikost k a béhem At nedojde k zadné zméné.
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- populace ma v okamziku ¢ velikost k a béhem At dojde k jednomu narozeni a
jednomu zaniku.

- populace ma v okamziku ¢ velikost Kk —1 a béhem At dojde kjednomu
narozeni a Zddnému zdniku.

- populace ma v okamziku ¢ velikost k + 1 a beéhem At nedojde k Zddnému
narozeni a k jednomu zdniku.

b) Pro pifipad k = 0 budeme uvazovat dvé moznosti:

- populace mé v okamziku ¢ velikost O a béhem At nedojde k Zddnému narozeni.

- populace mé v okamziku ¢ velikost 1 a béhem At nedojde k Zddnému narozen,
ale dojde k jednomu zéniku.

Matice intenzit pfechodu A je

_/10 /10 0 0
P —A A 0
A=]| o 1 Ay — iy A, e | (3.25)

0 0 H3 —A3 — U3

Matice pravdépodobnosti pfechodu P takto bude mit tvar:

‘LllAt 1_(/11"'.“1)At AlAt 0 v
P = 0 ‘LLZ " At 1_(12 +‘u2) " At A’Z " At AL B (3.26)

Pak lze vyjadiit hodnoty py(t + At) a po(t +At) ve formé€ soucti pravdépodobnosti
ptislusnych jevu takto:
pr(t + At) = [1— Ay - At — py - At] - pi(t) + [Ag—y - At]
Pr—-1() + [y " At] - pyr (), prok = 1a

po(t + At) = [1— A - At] - po(t) + [u1 - At] - py(8), prok = 0. (3.28)

(3.27)

Regenim soustavy rovnic ( 3.27 ) a ( 3.28 ) pak ziskdme obecny tvar (viz lit. [13]):

}lk—l " }lk—Z " /12 " /11 " /10
-  Do. (3.29)
T TRy TRy AR TR

Kromé vztahu ( 3.29 ) plati také vySe zminény vztah ).;°_; pr = 1 a pravdépodobnost p, pak

muzeme vyjadfit
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-1
}lk—l b }lk—Z et /12 b /11 b /10

Hi Hg—1" " U3 U™
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4 MODELOVANI SITOVYCH PRVKU A SITOVEHO PROVOZU

JelikoZ cilem této prace je urCit zpozdéni, proménlivost a ztratu dat v siti, je potieba
vytvorit patficné modely jednotlivych sitovych prvka a sluzeb, sjejichz pomoci budou
provedeny simulace k ziskani zminénych dat.

Zkoumany provoz bude rozdélen na dva typy — obecny TCP provoz, ktery bude
predstavovat best-effort sluzbu a VolP sluzbu, jejiz kvalita zavisi na zpozdeéni a pro jejiz
kvalitni provoz je potieba vyuzit prioritizace paketu.

Tradi¢ni internetové aplikace, jako tfeba FTP vyuZivaji TCP jako transportni protokol,
jsou v ptipadé zahlceni sité zavislé na ochrané proti zahlceni tohoto protokolu. V TCP
odesilatel postupné zvysuje rychlost odesilani paketti, dokud neza¢ne zaznamenavat jejich
ztratu, coz se pokladd za indikaci zahlceni sité. Odesilatel pak snizi rychlost odesilani, ¢cimz
rychle zareaguje na vzniklou kolizi. Z tohoto chovani vyplyva, Ze intenzita odesilani TCP
pakett je urCena stupném zahlceni v siti. Proménlivost zpozdéni ani jeho velikost pro aplikace
typu FTP a Castecné€ i HTTP nehraje vyraznou roli, klicové je doruceni vSech pakett (ztracené
pakety musi byt znovu odeslany) a spravnost dat. Naproti tomu UDP/RTP pienosy, které
pro svou funkci vyuziva naptiklad VolP nevyzaduji 100% prenos vSech paketd k cili, zato
jsou nachylné na zpozdéni i jeho promeénlivost (kolisani zpozdéni je zplsobeno praveé
rozdilnou dobou cekani ve frontach v jednotlivych mezilehlych zafizenich, a to se musi
v pfijimaci odstrariovat bufferovanim). Vzhledem ktomu, Ze z principu tohoto zpusobu
prenosu nejde uplatnit vySe popsany mechanismus pro fizeni intenzity odesilani dat, jsou data
v UDP odesildna s konstantni intenzitou a k zajis§téni jejich spravné funkCnosti je potieba
zajistit prioritu paketd zavislych na zpozdéni na jednotlivych mezilehlych prvcich sité pomoci
QoS.

Analyza modernich telekomunikacnich systémui je velmi komplexni zéleZitosti, jelikoz
vétsina standardnich postuptd pro modelovani analyzuje kazdy prvek zvlast a ne vzdy bere
v potaz vazby, které mezi jednotlivymi komponentami systému existuji. Simulace je ndstroj,
ktery se dnes bézné pouziva ke stanoveni predpokladaného chovani a vykonnosti velkych
komplexnich stochastickych systémua [10]. Vytvoreni pfesného simulacniho modelu vsak
vyzaduje rozsahlé zdroje. Pokud model neni pfesny, muze se stit, Ze na zaklade vysledku
simulace jsou vyvozeny chybné zavéry. Ziakladnim problémem je, Ze kazdy model je uz

v zdkladu do urcité miry chybny. V dusledku toho je vysledek simulace vzdy pouze tak
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dobry, jak dobfe je navrzeny model simulovaného systému. Stidle ovSem pujde pouze
o pravdépodobny odhad vysledku.

Simulaéni program, vytvofeny pro ucely této prace vyuziva dva druhy modeld -
konkrétné M/M/1 a M/G/1 dle Kendallovy klasifikace. U obou druhii modeld je mozné
nastavit dvé tfidy provozu a lze tedy simulovat aplikaci priorit pfi zpracovavani paketti (QoS)
v uzlech sité. U obou druhi modell je také mozno nastavit kone¢nou délku fronty (oznaceni
M/M/1/K a M/M/1/K dle Kendallovy klasifikace) a tim padem monitorovat ztratovost pakett.

Vétsinu teoretickych poznatkl, uvedenych u popisu modelt M/M/1, 1ze aplikovat i
na modely M/G/1. U modela M/G/1 jsou proto popsany piedevsim odlisnosti od modelu
M/M/1, aby se piedeslo opakovani stejnych informaci.

4.1 Model M/M/1

Systém M/M/1 je zakladni a nejdulezitéjsi model systému front, ktery je vyuzivan i jako
porovnavaci piipad pro ostatni modely. Z pohledu sloZitosti analyzy se jedna o nejjednodussi
a nejobecnéj§i model hromadné obsluhy, kde méa rozdéleni dob mezi ptichody a dob obsluhy
charakter exponencialniho rozdéleni a jde o otevieny systém s jednim obsluznym zafizenim.
Rezim fronty u tohoto modelu je jednoduchy a v pfipadé nedostatecné kapacity obsluzného
zafizeni pozadavky trpélivé vyckavaji ve fronté na obsluhu, kam vstupuji v poradi, v jakém
pfisly (FIFO).

Primérny pocCet pozadavku, které vstupuji do systému za urCity Casovy interval
(tj. intenzita piichodl) je oznafen A a primérny pocet pozadavki obslouzenych za Casovy

interval (intenzita obsluhy) je oznacen p.

Fronta ¢ekajicich pozadavku Obsluha fronty

> M >

Obr. 3: Schéma modelu M/M/1
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U analyzy vstupniho toku nas bude zajimat pfedevSim rozdé€leni pravdépodobnosti
pro interval mezi dvéma po sobé€ jdoucimi pfichody. Nahodnou velicinou je pocet jednotek,
které do systému vstoupily — coz je diskrétni veliCina. Vstupni tok tedy popisuje pocet
jednotek, které v ur¢itém Casovém intervalu vstoupi do systému a na zakladé predpokladi dle

[14] je mozno pravdépodobnost vstupu n jednotek v intervalu T = (0, t) vyjadiit ve tvaru

pn(T) = ('1;,) -e™M, (4.1)

Druhou veli¢inou, kterou se u analyzy vstupniho toku budeme zabyvat je rozdéleni
pravdépodobnosti pro interval mezi dvéma po sobé jdoucimi pfichody. Tento interval
predstavuje spojitou veli¢inu. Odpovida-li rozdéleni dob mezi pfichody ¢ exponencidlnimu

rozdeleni, pak distribucni funkci a hustotu rozdéleni popisuji vztahy

Fit)=1—e*, (4.2)
f(t) = de . (4.3)

Dale lze predpokladat, ze stav systému v libovolném casovém okamziku ¢, bude
jednozna¢né urCen cCislem n, které udava pocet jednotek v systému a nezavisi kromé
predchazejiciho stavu na zadném jiném predeslém stavu — tedy proces hromadné obsluhy ma
charakter Markovova procesu.

Pak lze uvazovat pouze moznost setrvani ve stavu nebo prechod mezi sousednimi stavy.
To je dusledek toho, ze pravdépodobnosti prechodi (za predpokladu exponencialniho
rozdeleni) mezi nesousednimi stavy budou nekonecné malé, nebot’ pravdépodobnosti vstupu
(popft. obsluhy) vice nez jedné jednotky v ¢asovém intervalu At jsou zanedbatelné.

Chovaéni systému odpovidd procesu mnoZeni a zdniku popsaného v kapitole 3.2.2 s tim
rozdilem, Ze pro systém M/M/1 je intenzita narozeni i intenzita zaniku nezéavisla na poctu
jednotek v systému, tj. A, = A a y, = u pro vSechna k. Soustavu pravdépodobnosti prechoda
mezi jednotlivymi stavy za dobu At pak lze vyjadfit prehledn€é pomoci matice prechodu P,
kterd ma tvar viz matice ( 3.26 ). Intenzitu pravdépodobnosti pfechodu tedy udéavaji veliciny A
a u. Na uhlopficce matice jsou vyrazy, odpovidajici pravdépodobnostem setrvani ve stejném
stavu, vpravo od ni jsou pravdépodobnosti pfichodu pozadavku a vlevo pravdépodobnosti
ukonceni obsluhy pozadavku. Ostatni prvky jsou nulové, protoze prakticky neexistuje jina

moznost pfechodu mezi nesousednimi stavy.
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Vzhledem k tomu, ze dal§i analyza takového systému by vyzadovala feSeni soustavy
linedrnich homogennich diferencidlnich rovnic (tzv. Erlangovy soustavy), budeme zkoumat,
zda je uvazovany systém hromadné obsluhy stabilni, a tedy nezavisly na ¢ase ¢ a vstupnich
podminkdch. VySe jsme dosli k zavéru, Ze proces je Markovskym procesem a aby byl stabilni,
musi byt splnéna podminka stability p < 1, kde p oznaCuje intenzitu provozu (provozni

zatizeni), kterou lze pii znalosti intenzity vstupniho toku a intenzity obsluhy definovat jako
pl y . . . c
p=z Z uvedeného vztahu plyne, Ze pro stabilitu musi platit A < p, tedy obsluha musi byt

rychlejsi nez ptichody [19]. Z hlediska zdkaznika systém bude fungovat lépe, kdyZ intenzita
provozu bude mensi, protoze se nebude tvofit tak dlouhd fronta a tak i doba cekani bude
kratsi.

Zname-li rozdéleni stacionarnich pravdépodobnosti vyjadiujicich pravdépodobnosti
poctu jednotek nachazejicich se v systému hromadné obsluhy, muazeme urcit zakladni
charakteristiky pouZivané k posouzeni efektivnosti obsluznych zafizeni. Jedna se o (odvozeni
vzorcu viz lit. [13]):

- Primérny pocet pozadavkil v systému:

E(L):L (44)
u—A

- Primérny pocet pozadavki ve fronté:
2
E(Ly) =———— (4.5)
o)==

- Primérna doba stravena v systému:

1
Ty ey (+0)
- Primérna doba cekani ve fronté:
EW) = o= (47)
Mezi témito charakteristikami plati tyto dva vztahy:
E(L)=E(Ly)+ p (4.8)
EW) = E(W,)+E(S) (4.9)

30



VySe uvedené charakteristiky SHO znazoriiuje obr. 4.

) L |
\ "
| |
I Lq R I
I‘ 'I |
A
> E——
| | P |
| |
!: Wa N K N
| | |
| |
lg w N|
I |
Obr. 4: Charakteristiky modelu M/M/1
Vztah ( 4.6 ) byl odvozen ze vztahu ( 4.4 ) na zakladé rovnice
E(L) =1-E(W), (4.10)

znamé pod ndzvem Littleova formule. Obecné znéni Littleova teorému fika, ze oCekéavany
pocet pozadavki v systému se rovna soucinu intenzity vstupniho toku a ocCekavaného Casu,
ktery pozadavky v systému stravi. Littledv teorém neplati jen pro model M/M/1, ale i

pro vétsinu ostatnich komplexnich modeltt SHO [9].

4.1.1 Model M/M/1 s prioritami (2 prioritni tridy)

Prioritni mechanismy jsou do sitovych uzli implementovany za G¢elem minimalizace
vlivu zatizeni sité na zpozdéni paketd multimedialnich sluzeb. Tyto mechanismy tedy
zmensuji zpozdéni paketd, které vyzaduji prednostni obsluhu. Pfi implementaci priorit je
nutné rozdélit provoz v siti do tzv. prioritnich tfid (neboli tfid provozu). Rozd¢€leni se provadi
s ohledem na citlivost sluzby na zpozdéni. Jednotlivym tfidam je pfifazeno Cislo, které
oznacuje prednost pii obsluze. Plati konvence, Ze paket z tfidy s nizSim Cislem je obslouzen
diive nez paket z tfidy s vysS§im cislem (tedy paket s niz§im prioritnim c¢islem ma vySsi
prioritu).

V modelu s prioritami uvazujeme, ze prichody pozadavkid obou priorit do systému
odpovidaji Poissonovu rozlozeni (navzajem nezavislych), intenzity pfichodii oznaCime jako

Aya 4,, doba obsluhy odpovidad exponencidlnimu rozloZeni s intenzitou pu a je tedy stejnd pro
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vSechny pozadavky. Aby byla splnéna podminka stability, uvazujeme p; + p, < 1, kde p,
predstavuje provozni zatizeni tvorené pozadavky prvni prioritni tfidy a p, je provozni zatizeni
tvorené pozadavky druhé prioritni tfidy.

Prioritni mechanismy je mozné rozdélit podle zpisobu, jakym nakladaji s pakety, které
jsou praveé obsluhované. RozlisSujeme preemptivni prioritu a nepreemptivni prioritu.

Preemptivni priorita zajistuje, ze pokud pfijde do systému s obsazenou linkou obsluhy
paket, ktery ma vySsi prioritu nez momentalné obsluhovany paket, je obsluha paketu s nizZsi
prioritou preruSena nebo ukonCena (preemptivni priorita lze dale délit na mechanismy
s dokoncCeni obsluhy a bez dokonceni obsluhy). Ptijde-li do systému s obsazenou obsluhovou
linkou paket se stejnou nebo niZ$i prioritou neZ ma paket v obsluze, pak je prichozi paket
zatazen do fronty a jeho dalsi zpracovani se fidi prioritou a rezimem fronty.
Nepreemptivni priorita zajistuje, ze prichozi pakety jsou v ptipadé obsazené linky obsluhy
fazeny do fronty bez ohledu na prioritu paketu ¢i pakett, které jsou momentalné obsluhovany.
Po uvolnéni linky obsluhy je nasledné obslouzen paket s nejvysSsi prioritou, ktery je podle
rezimu fronty dalSi v potadi (kazdé prioritni tfida ma vlastni logickou frontu a jak se uvolni
linka obsluhy, paket na zacatku fronty s nejvysSsi prioritou vstoupi do obsluhové linky).
V dnesnich zafizenich, vyuzivanych jako uzlové body sit€, se pouziva vyhradné
nepreemptivni priorita [18]. Uvedené vztahy plati pravé pro tento typ priority. Stfedni dobu,

kterou stravi pozadavek 1. prioritni tfidy v systému, pak uréime pomoci tohoto vztahu [15]:

1+p;

B = L (411)
1

Stredni doba, kterou stravi v systému pozadavek 2. prioritni tfidy je dana [15]

(1—pi(1—p; —py))

_ U
EW) = = pDa—p—p)

Analogicky by bylo mozné odvodit vzorce pro vice prioritnich tfid. Hodnoty ostatnich

(4.12)

parametra 1ze ziskat s vyuZitim Littleovy formule.

4.1.2 Model M/M/1 s kone¢nou délkou fronty
Vzhledem k tomu, ze pozadavek nekonecné fronty lze u realného systému jen obtizné

splnit, model typu M/M/1/K redlny systém vystihuje 1épe. Dle Kendallovy notace K oznacuje

32



maximalni poCet pozadavki, které se mohou nachazet v systému — tj. jeden poZadavek je
obsluhovan a K-1 pozadavki ¢eka ve fronté na obsluhu, viz obr. 5. ProtoZe kapacita fronty je
konecna, pozadavky, které pfijdou v dob€, kdy je systém plné obsazen, jsou ztraceny
a opousti systém bez obslouzeni. O takovych pozadavcich fikame, ze byly zablokovany a
takovy systém je oznaCovan jako systém se ztratami. Pravdépodobnost ztracenych pozadavku
(oznaCovana jako pravdépodobnost blokovani — Pp) je u systémi se ztratami jednim

z nejdulezitéjSich parametra.

Fronta o velikosti K-1

Eekajicich pozadavki Obsluha fronty

Kanal

Vstupni tok obsluhy G Vystupni tok

Neobslouzené
pozadavky

Obr. 5: Schéma modelu M/G/1/K

Pravdépodobnost, Zze pozadavek nebude obslouzen v diasledku plné fronty (4.

pravdépodobnost, ze v systému je pravé K pozadavki), je dana vztahem (odvozeni viz lit.
[13]):

(A -p)p~

PB:pK_l——pK"'l' (413)

4.2 Model M/G/1

Predchozi ¢ast popisovala systém, kde rozdéleni dob mezi pfichody odpovida Poissonovu
rozloZeni (coz se da povazovat v mnoha pfipadech za realisticky model procesu piichodu) a
rozdéleni dob obsluhy ma charakter exponencialniho rozdéleni. V praxi neni exponencialné
dana doba obsluhy piili§ bézna. Ve vétsiné systému bude koeficient variace mensi nez 1 a
proto je potieba rozsifit zakladni teorii o jiné pfipady rozlozeni dob obsluhy. Nyni se tedy
budeme zabyvat modelem, kde pfichody odpovidaji Poissonovu rozdéleni a maji obecné, i

kdyz nezavislé, rozlozeni doby obsluhy. Typ fronty je opét FIFO.

33



Charakteristiky modelu mizeme ziskat podobné jako u modelu M/M/1 pomoci stiednich
hodnot. Doba mezi pfichody je popsdna totozné jako u predchoziho modelu, doby obsluhy je
pak popsdna intenzitou obsluhy p a koeficientem variace c,,. Pravdépodobnost pfechodu mezi
stavy nyni zavisi také na dobé€, kterou jiz pozadavek v systému stravil. Noveé piichozi
pozadavek musi nejprve cekat, a to, nez bude dokoncena obsluha pravé zpracovavaného
pozadavku (pokud takovy pozadavek existuje) a dale pak ¢eka ve fronté, nez budou
zpracovany vSechny pozadavky pted nim. Vlastnost PASTA (Poisson Arrivals See Time
Averages) udava, ze procento pozadavka, které pfi prichodu naleznou systém ve stavu, kdy
prave obsluhuje pozadavek, je stejné, jako procento Casu, po ktery se systém ve stavu obsluhy
pozadavku nachdzi — systém tedy pifi pfichodu pozadavku pravé vykondva obsluhu
s pravdépodobnosti p [23]. OznaCime-li primérnou dobu obsluhy jako E(S), E(R) bude
oznacovat zbyvajici dobu obsluhy pozadavku a E(L,) znaci stiedni pocet pozadavkil ve fronté,

dostavame:
E(W,) = E(Ly)E(S) + pE(R). (4.14)

Aplikaci Littleovy formule: E (Lq) =AE (%) a vztahu p = A+ E(S) dostdvame:
E(W,) = —— (4.15)

Rovnice ( 4.15 ) se Casto oznaCuje jako Pollaczkav-Khintchinetv vzorec. Pro primérnou

zbyvajici dobu obsluhy poZadavku plati vztah [9,22]
1
E(R):A-EE(SZ), (4.16)

a pro stfedni dobu obsluhy plati
E(S?) = (1+c2)-E(S)2 (4.17)

S vyuzitim (4.15), (4.16 ) a (4.17 ) 1ze rovnici ( 4.14 ) pro pramérnou dobu ¢ekani ve fronté
zapsat jako
1+c¢2 »p

> .1—p.E(S)' (4.18)

E(Wy) =

Dalsi vztahy jsou pak ndsledujici [9,22]:

- Primérna doba stravena v systému
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1+c2 »p
EW)=1(1 —— - E(S 4.19
W) ( 2L p> ) (4.19)
- Primérny pocet pozadavki v systému
14+c¢2 p?
E(L)=p+ : 4.20
L) =p+——"7 = (4.20)
- Primérny pocet pozadavku ve fronté
1+c2 p?
E(L.) = . 4.21

—p
4.2.1 Model M/G/1 s prioritami (2 prioritni tridy)
Pro urceni stfedni doby stravené v systému s prioritami vyjdeme ze vztahu ( 4.14 ) a

aplikace Littleovy formule. Stfedni doba, kterou stravi v systému pozadavek 1. prioritni tfidy

je pak déna vztahem [15]

p1 E(Ry) +p2 - E(Ry)
1-p

EW,) = + E(S,), (4.22)

a sttedni dobu, kterou stravi v systému pozadavek 2. prioritni tfidy urcuje vztah [15]

_ P E(Ry) + p;" E(Ry)
(1 —(py + Pz))(l —p1)

Uvedeny vzorec je opét mozné zobecnit pro vice prioritnich tid.

E(W>)

+ E(S,). (4.23)

4.2.2 M/G/1/K s kone¢nou délkou fronty
Obdobné jako u systému M/M/1/K zékladni charakteristikou, kterd nds bude zajimat je

pravdépodobnost blokovani (ztrit), dand vztahem [21]:

oK

PB :—pk,
K'YiogT

(4.24)

kde k predstavuje aktualni pocet pozadavkt ve front€.
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5 PROGRAMOVA REALIZACE

5.1 Popis programu

5.1.1 Uvodni popis
Tento program vyuziva metod a poznatkl z teorie hromadné obsluhy k modelovani

sitovych prvkd. Jednotlivé uzly sité vychazeji ze dvou modeld dle Kendallovy klasifikace
obsluhovych systému a jsou doplnény o nékolik dalSich nastaveni. Modelovana sit ma pevné
danou topologii, uzivatel si mize zvolit modelovani konkrétniho uzlu ¢i ,,cesty” pies vice
uzli. Vysledkem simulace je mnozina parametrd charakterizujici dany uzel a také grafy
zobrazujici prub€h zpozdéni paket, proménlivost tohoto zpozdéni a troven zaplnéni front

(vyrovnavacich paméti) uzla.

Menu
— Topologi — Owldani
zel 1 Délka béhu: Zaviit grafy
18 . . Start
Pocet cykiu:

Stfedni intenzita provozlr

Stfedni podet paketl v systému;

Stfedni poet paketd ve visch frontéch;
Stfedni doba strévend v systému:

Stfedni doba strévend ve viech frontach:

— Prvky

EERN| Uzci2 | Uzel 3 | Uzel 4 L Uzel 5 | Uzel6 [ Uzel 7 | Uzel 8 | Uzel 8 [ Uzel 10 [ Uzel 11 [ Uzel 12 | Uzel 13 |

Wypottens hodnoty

[] Zahrnout tento uzel do vipottu

Stfednl intenzita provozu: Winimaini velikost zpoZdéni
Pouity model: - Vyberte - w s kone€nou délkou fronty s prioritami Stfedni potet paketl v uziu Maximalni velikost Zpoaéni
Koeficient variace: 0.1 -
Stfedni podet paketl ve fronté:
“atupni tok: paketlis  estusni tok (ostatni) paketliiz
Ffepinaci wykan paketlls ZIokrazeni visledkd Stfedni doba strévens v Uzl
R - (@) Primérné hodnaty
Meimalni delka fronty: paketu - o o .
Rozptyl Stfedni doba strévens ve fromté:
Smér. adchylka

Obr. 6: Hlavni okno programu

Hlavni okno programu, zobrazené na obr. 6, se sklada ze tii hlavnich ¢asti:
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- vlevé horni casti je zobrazena topologie sit€é umoziujici presnou orientaci
pfi urCovani uzll, které budou simulovany. Tato topologie je pevné dana a neménna.

- Spodni cast hlavniho okna programu zabira box s kartami jednotlivych uzla sité a
spojovacich linek. V této Casti se nastavuji vstupni parametry pro jednotlivé uzly a
zarover jsou zde také zobrazeny vysledky simulace pro konkrétni uzel.

- Posledni ¢asti je panel ovladani, ktery se nachazi v pravé horni ¢asti. Obsahuje jednak
tlacitka pro ovladani programu a také zobrazuje celkové vysledky simulace ze vSech

prvka, které byly do simulace zahrnuty.

5.1.2 Prace s programem
Po spusténi programu uzivatel nejprve s pomoci obrazku topologie urci, které uzly

budou zahrnuty do simulace. Nasledn€ témto uzlim nastavi potfebné vstupni parametry.

— Prvky
Uzel1

Wypodtené hadnoty

V| Zahrnout tento uzel do vypoltu

Provozni zatizeni: 0.9

Pougity model: MA - V| s koneénou délkou fronty s prioritami
Koeficient variace: 1.0 - Exponencisini rozioZent

W stupri tok: 2700 | paketlis

PFepinaci vwikon: 3000 paketlis Zobrazeni wysledkd

o n Primérné hodnaty
Maximalni délks fronty: 50| paketl
Rozptyl

Smér . odchylka

Obr. 7: Nastaveni vstupnich parametru uzlu

Kazdy uzel, ktery mé byt soucasti simulace, je nejprve nutné zahrnout do simulace
pomoci stejnojmenného zaskrtavaciho policka v levé poloviné zalozky kazdého uzlu, viz obr.
7. Tim se aktivuje dal§i polozka pro vybér modelu, pomoci kterého bude dany uzel
simulovan. K dispozici jsou dva modely — M/M/1 a M/G/1. U modelu M/G/1 muze uZzivatel
zvolit dopliujici charakteristiku, tzv. koeficient variace, ktery urcuje, jaké rozlozeni bude mit
doba obsluhy paketu. Spolu s modelem M/M/1 jsou tak k dispozici tfi druhy rozlozeni doby
obsluhy: Erlangovo, exponencidlni a hyperexponencidlni. Rozlozeni pifichodu paketd ma
u obou modelt shodné exponencialni charakter.

Oba typy modelu maji dva dopliiyjici parametry: prvnim je moznost zvolit kone¢nou
délku fronty (vyrovnavaci pameéti), tj. pii dosaZeni stanoveného poctu paketa ve fronté€ budou
ptipadné dalsi pfichazejici pakety zahazovany. Druhym dopliiujicim parametrem je rezim
priorit — v tom piipad¢ je vstupni tok rozdélen na dva toky a jeden z nich je upfednostriovan

pfed druhym. Je zde uplatnéna Casova nepreemptivni priorita. Vstupni parametry uzivatel
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zadava do pfislusnych poli. Vstupni tok predstavuje pocet paketd, které do uzlu piijdou
beéhem jedné vtefiny. Piepinaci vykon udava pocet paketd, které je uzel schopen béhem jedné
vtefiny obslouzit. Orientacni tabulku pfepinacich vykonl nékterych realnych sitovych prvku
lze zobrazit pomoci stejnojmenné volby v menu programu. Obecné plati, ze vstupni tok(y)
musi byt minimalné 2 pakety. Prepinaci vykon musi byt vétsi jak vstupni tok (¢i soucet
prioritniho a ostatniho vstupniho toku) — to proto, aby byla zachovdna podminka stability.
Miniméln{ délka fronty uzlu je 1 paket.

Prava polovina zdlozky kazdého uzlu obsahuje vystupni parametry kazdého uzlu. Tyto
hodnoty se zobrazi po provedeni simulace. Uzivatel ma moznost pomoci prepinace zobrazit
bud pramérné hodnoty, jejich rozptyl nebo smérodatnou odchylku. Pro kazdy uzel jsou

sledovany nésledujici hodnoty:

- Intenzita provozu — podil poctu cekajicich pakett a celkového poctu pakett

- Pocet paketu v uzlu — pocet paketd, které se nachazi v zafizeni (Cekaji ve fronté
na obsluhu a jsou pravé obsluhovany)

- Pocet paketu ve fronté — pocet paketi, které cekaji ve fronté€ na obsluhu

- Doba stravena vuzlu — doba paketu vuzlu (od pfichodu paketu az po jeho
obslouzeni a opusténi uzlu)

- Doba stravena ve fronté — doba paketu ve fronté — od pfichodu paketu po zacatek
obsluhy paketu

- Minimalni velikost zpozdéni — udava nejmensi dobu, kterou néktery z odeslanych
paketu stravi v uzlu

- Maximalni velikost zpozdéni — udava nejdels§i dobu, kterou néktery z odeslanych

paketu stravi v uzlu
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— “Wypoctens hodnoty

Stredni intenzita provozu;
0.74717

Stiedni pocet paketd v uziu:
2.5073

Stiedni pocet paketd ve fronté:
1.7632

Stfedni doba strévena v Uzl
0.0097584

minimalni velikost zpozdén:
0.002539

hacimain velikost ZpoZdéni:
0.012585

Podet zahozerych paketl v uziu
418

Firatovost paketQ v uziu:
1.3933 %

Stredni doba stravend ve fronté:
0.0072294

Obr. 8: Vypoctené hodnoty (bez priorit)

Pokud uZivatel zvolil model s kone¢nou délkou fronty, je navic zobrazen také pocet
zahozenych paketu vuzlu a ztratovoest paketu (pomér zahozenych paketi a celkem
vyslanych pakett) viz obr. 8.

— ypodtend hodnaty

Stiedni intenzita provozu:
0.87429

Minimalni velikost zpoZoéni (PRIOST BEZL*
00025015  0.012621 0.0024491

Maximalini velikost zpoZdéni (PRIOST BEI)*
0013726 0.071118 0021521

Stedni pocet paketd v uziu;
5.3667

Stiedni potet paketd ve fronté:
44851

Stredni doba stravena v uzlu (PRI QST BEZ):*
0.010704 0.048794 0.016413

Stredni doba strévena ve fronté (PRIOST BEL)*

0.0082189  0.046309  0.01393 - L) = priartind sk, DS = s =i .

BEZ = tok bez aplikace priorit

Obr. 9: Vypoctené hodnoty (s prioritami)

Pokud uZivatel zvolil model s prioritami, jsou u poloZek doby strdvené v uzlu, doby
stravené ve fronté, minimalni velikost zpozdéni a maximalni velikost zpozdéni uvedeny
hodnoty pro prioritni tok — oznacené zelen€, pro ostatni tok — oznaCené Cervené a
pro porovnani 1 hodnoty pro pfipad, ze by nebyl pouzit model s prioritami — modie oznacené
hodnoty. Tato situace je zndzornéna na obr. 9.

Pred samotnym spusténim simulace je potfeba zadat délku simulace (zadava se
v sekundach) a pocet cykla — tj. poCet opakovani nahodného pokusu. Pocet opakovani ma vliv
na dobu béhu simulace a v nékterych piipadech mutze byt omezen velikosti dostupné operacni
paméti pocitaCe, na kterém je program provozovan. Velmi vysoky pocet opakovani také muze

vést k prekroceni maximalni velikosti poli, se kterymi dokdZe program zpracovat (zavisi
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na systému, na kterém je program provozovan a na velikosti operacni paméti). Na tyto
skuteCnosti je uzivatel pted zahajenim simulace upozornén.

Tlacitko start slouzi pro zacatek simulace. Déle se zde nachazi tlacitko pro skryti
vyslednych grafi.

Po provedeni simulace jsou zobrazeny hodnoty vystupnich parametrt pro cely systém,

viz obr. 10, jejich popis odpovida popisu parametri pro jednotlivé uzly uvedenému vyse.

— Owladani
Célka béhu: 10 Zavitt grafy
. . Start
Pocet cykil: 100

Stfedni intenzita provozu:
0.9137

Stiedni podet paketd v systému;

T.7927

Stfedni pocet paketl ve vEech frontach:
6.8743

Stfedni doba stravend v systému (PRIOST BEZ):*
0.00F7769 0.048711 0.032515

Stiedni doba stravena ve vaech frantach (PRIOST BEL)*
00044413  0.045376 0029177

* PRI = priartri tak, QST = astatni tok,
BES = tok bez aplikace priont

Obr. 10: Panel ovladani a celkovych vysledku

5.1.3 Spusténi simulace
Po kliknuti na tlacitko start je spusténa simulace dle zadanych parametrd. Prabéh

vypoctu jednotlivych uzld je znazornén pomoci dialogovych oken, viz obr. 11. Kliknutim
na tlacitko Cancel v dialogovém okné zobrazujici pribéh vypoctu lze simulaci kdykoliv

zastavit.
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Cancel

Obr. 11: Zobrazeni probihajiciho vypoctu

Po dokonceni simulace je zobrazena trojice grafi:

Prvni graf zobrazuje vyvoj zpozdéni jednotlivych paketi prochazejicich uzlem (uzly).
Na vodorovné je pro leps§i prehlednost misto hodnot oznacujicich Cas zvoleno oznaceni
jednotlivych uzlt, pres které paket putuje. Pokud uzivatel u nékterého ze zvolenych uzlu
zvolil model s prioritami, pak budou v grafu zobrazeny tii kfivky — pro prioritni pakety,
pro ostatni pakety a pro vSechny pakety bez priorit. Jednotlivé kiivky jsou barevné oznaceny a
toto barevné oznaCeni odpovida i1 barvam ve vysledkové ¢asti programu. Svétlej§i plochy
vymezuji rozptyl hodnot ze vSech realizaci. Pfi velkém mnozstvi paketi vstupujicich do uzlu
nejsou v grafu znazornény vSechny pakety z davodu zachovani piehlednosti a lepsi

vypovidajici hodnoté grafu. Priklad tohoto grafu uvadi obr. 12.

Pribh zpozdéni na jednatlivich uzlech

Pribéh paketu bez priarit

Pritbéh prioritniho paketu

Priib&h neprioritniho paketu
-Rozptyl hodnot neprioritniho paketu
Rozptyl hodnot paketu bez priorit
I Razptyl hadnot priaritniho paketu |1

03

=
[N

Zpozdani [3]

o
™

01

]

uzel 5 konec obsluhy

Pribeh paketu uzly [-]

Obr. 12: Graf zpozdéni paketu
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Druhy graf zobrazuje histogram rozlozeni zpozdéni paketil na jednotlivych uzlech.
Rozlozeni zpozdéni je zobrazeno pro kazdy uzel zvlast, tedy s vétsSim poctem zvolenych uzli

je zobrazeno vétsi mnozstvi grafti. Priklad je uveden na obr. 13.

RozloZeni zpoZdéni uzlu 3

300

250 —

150 —

Poet [-]

100 —

2 4 6 8
ZpoZdéni [s]

RozloZeni zpoZdéni uzlu 5
350 T

300 —

250 —

200 —

Potet [-]

160 —

100 —

0 0.005 0.01 0015
Zpozdéni [s]

Obr. 13: Graf rozloZeni zpozdéni paketu

Treti graf znazormiuje stav zaplnéni fronty jednotlivych uzld. Je zde zachyceno
prumérné zaplnéni fronty v priabéhu Casu, svétlejsi barva ohraniCuje oblast hodnot ze vSech
realizaci. Zaplnéni fronty je opét zobrazeno pro kazdy uzel zvlast. Pokud uZivatel zvolil
model s konecnou délkou fronty, je graf doplnén o barevné odliSenou piimku predstavujici

maximalni velikost fronty. Pfiklad tohoto grafu uvadi obr. 14.
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Stav zaplngni fronty uzly
Mazxirnalni velikost fronty
I Rozptyl hodnot zaplngni fronty

Pocet paketll ve fronté [-]

T
— Stav zapln&ni fronty uzlu
I Rozptyl hodnot zaplngni fronty

40 —

Po&et paketll ve front& [-]

Obr. 14: Graf zapInéni vyrovnavaci paméti uzla

5.1.4 Dopliujici poznamky
- Program lze ukoncit vybranim polozky z menu ¢i uzavienim hlavniho okna programu

- Grafy je mozné zobrazovat a skryvat pomoci tlacitka v ovlddacim panelu.

5.2 Popis reSeni funkci, které realizuji vypocty

Zakladnim principem simulace je opakované provadéni experimentli za ucelem
pochopeni chovéni studovaného systému — ¢im vétsi pocet opakovani, tim presnéj§i bude
vysledek experimentu. V programu to znamena opakované provadéni vypoctu a nasledné
statistické zpracovani ziskanych hodnot.

Pro vSechny funkce provadéjici vypocty je tieba vytvorfit odpovidajici posloupnosti
hodnot nahodné veliCiny, které budou odpovidat danému rozdéleni pravdépodobnosti.
V piipadé tohoto programu jsou nahodnymi veli¢inami pfichod paketd a doba trvani obsluhy.
K tvorbé posloupnosti hodnot nahodné veli¢iny je vyuzito pseudondhodnych c¢isel, ktera

generuje MATLAB. Tyto pseudonahodna ¢isla maji rovnomérné rozde€leni a jsou z intervalu
<0; 1).
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5.2.1 Vypocet modelu M/M/1
Abychom ziskali posloupnost hodnot ndhodné veli€iny s odpovidajicim rozdélenim, je
vyuzito metody inverzni transformace. Podrobnéjsi popis metody viz [20]. Hodnoty ndhodné

veli€iny X s exponencialnim rozdélenim pak ziskame transformaci podle vztahu:

1
X=——In(1-1), (5.1)
U

kde u je parametr exponencialniho rozdéleni a r je vygenerované nahodné Cislo z intervalu
<0; D).

Okamziky ptichodu paketd jsou stanoveny kumulativnim nacitanim intervall mezi
ptichody.

Kurceni cCasu ukonceni obsluhy je potfeba porovnat okamzik ukonceni obsluhy
predchoziho paketu a okamzik pfichodu aktualniho paketu. Pokud aktualni paket pfisel az
po dokonceni obsluhy predchoziho paketu, je doba ukonceni obsluhy dana dobou ptichodu
aktualniho paketu, ke které je pfictena doba obsluhy aktudlniho paketu. V ptipadé, ze aktualni
paket priSel pred ukoncenim obsluhy pfedchoziho paketu, je doba ukonceni jeho obsluhy déna
dobou pfichodu aktualniho paketu, ke které je pfictena doba Cekéani (rozdil mezi dobou
ptichodu nového paketu a dobou ukonceni obsluhy pfedchoziho paketu) a doba obsluhy
aktudlniho paketu.

Pii znalosti téchto hodnot jizZ mizeme ziskat nékteré ze zakladnich charakteristik —
prumérnou dobu obsluhy paketu, pruimémou dobu Cekani ve fronté€ na obsluhu a primérnou
dobu stravenou v uzlu. Primérnou intenzitu provozu pak ziskame jako podil poctu ¢ekajicich
pakett a celkového poCtu paketa.

Pro stanoveni primérného poctu paketi ve front€¢ a v uzlu je potfeba urcit pocty
pakett v jednotlivych Casovych tsecich — tedy urcujeme dobu, po kterou se v uzlu nachdzel 1
paket, 2 pakety, atd. V této fazi se také sleduje stav zaplnéni fronty. V pfipadé, ze je pocitan
model s kone¢nou délkou fronty a nasledujici paket by prekrocil nastavenou hodnotu délky
fronty, zvysi se pocitadlo zahozenych paketti a zahozeny paket neni zahrnut do vypoctu.
Ze znalosti doby, kterou urcity pocet paketd stravil v uzlu a ze znalosti celkové sledované
doby pak podilem téchto dvou hodnot dostaneme pravdépodobnosti, sjakymi se v uzlu
nachazi praveé n paketd. Hledané hodnoty — primérny pocet paketd v systému a ve fronté jsou

pak dany sumou soucint n a pfislusnych pravdépodobnosti [8].
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5.2.2 Vypocet modelu M/M/1 s prioritami

Tento vypocet je rozSifenim vySe popsan¢ho vypoctu M/M/1. Jsou zde tedy dvé
posloupnosti intervali mezi piichody (pro prioritni a neprioritni vstupni tok) a je pfidan
mechanismus pro upfednostnéni prioritnich paketi. Program pracuje s nepreemptivni
prioritou, pokud pfijde prioritni paket béhem obsluhovani paketu s nizsi prioritou, obsluha
paketu s niz§i prioritou neni prerusena, ale je dokoncCena. V programu to tedy znamend
zajistit, aby po dokonceni obsluhy paketu byla prozkoumana fronta a nasledné byl k obsluze
vybran nejdéle Cekajici prioritni paket. V pfipadé, ze se ve fronté zadny prioritni paket
nenachazi, je obslouzen nejdéle Cekajici neprioritni paket. Pokud se ve fronté nenachazi zadny

paket, bude systém po urcity ¢as v neinnosti.

5.2.3 Vypocet modelu M/G/1

V tomto modelu je moZné nastavovat rozloZeni doby obsluhy, které se provadi pomoci
volby koeficientu variace c¢. Pokud je ¢ < 1, bude mit doba obsluhy Erlangovo rozdéleni,
pokud je ¢ > 1, bude se jednat o hyperexponencialni rozdéleni a v pfipadé, kdy se ¢ = 1, jde
0 jiz popsané exponencialni rozdéleni. Pro ziskani hodnot Erlangova a hyperexponencialniho
rozlozeni vyuzijeme faktu, Ze vSechny tyto tfi typy rozlozeni jsou specialnimi ptipady
rozdeleni fazového typu (PH). Exponencialni rozdéleni tvofi jedna faze. Erlangovo rozdéleni
je tvoreno sériovym fazenim dvou nebo vice fazi — proto lze Erlangovo rozdéleni ziskat
souctem dvou nebo vice exponencialnich rozdéleni. Pocet fazi je uren prevracenou hodnotou
koeficientu variace. Hyperexponencialni rozdé€leni je pak tvoreno dvéma nebo vice fazemi,
z nichz kazda ma urcitou pravdépodobnost vyskytu. Vyskyt jednotlivych fazi je vzajemné
vyluény, coz odpovida paralelnimu fazeni fazi [24]. Vzhledem k naro¢néjSimu ziskavani
hodnot pfi paralelnim fazeni vice fazi je hyperexponencialni rozdéleni v programu tvoreno
dvéma fazemi se shodnou pravdépodobnosti  vyskytu. Koeficient variace

pro hyperexponencialni rozdéleni uvedeny v programu byl pak ziskdn empiricky.

5.24 Vypocet modelu M/G/1 s prioritami
Tento vypoCet vyuziva postupt popsanych u vypoCtu modelu M/G/1 doplnény

o mechanismus vyfizovani priorit popsany u vypoctu modelu M/M/1 s prioritami.
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5.3 Orientacni porovnani simulace a vypoc¢tu pomoci vzorcu

V této Casti uvadim porovnani vysledkii ziskanych ze simulace pomoci popsaného

programu a pomoci vzorci uvedenych v predchozich kapitolach. Vstupni parametry jsou

nasledujici: 1 uzel, model M/M/1 s prioritami, A, = 1000, 4, = 1700, u = 3000, délka behu

10 sekund.

Tabulka 1: Vypoctené a nasimulované hodnoty

Vypocet Simulace (po&et b&hii) Rozdil

vypocltu a
simulace

Poéet béhu - 2 10 100 500 (500 b&hi)

f:;;g;?l 0,90000000 | 0,89793000 | 0,89693000 | 0,89919000 | 0,90444000 | -0,04440000

Stredni pocet | 4 1000000 | 9,53630000 | 9,08130000 | 8,77420000 | 9,01580000 | -0,01580000

paketu v uzlu

Stiedni pocet

paketu ve 8,10000000 | 8,64130000 | &,19200000 | 7,87680000 | &8,11610000 | -0,01610000

fronté

Sti‘edni doba

stravena

v uzlu

prioritni 0,00078333 | 0,00079011 | 0,00078286 | 0,00078446 | 0,00078152 | 0,00000100

neprioritni | 0,00483100 | 0,00502450 | 0,00480760 | 0,00481140 | 0,00479890 | 0,00003200

bez priorit | 0,00333000 | 0,00310300 | 0,00343190 | 0,00331060 | 0,00332400 | 0,00000600

Sti‘edni doba

stravena ve

fronté

prioritni 0,00045300 | 0,00045499 | 0,00044920 | 0,00045083 | 0,00044821 | 0,00000500

neprioritni | 0,00451000 | 0,00468930 | 0,00447390 | 0,00447780 | 0,00446560 | 0,00005000

bez priorit | 0,00300000 | 0,00277100 | 0,00309810 | 0,00297710 | 0,00299080 | 0,00000900

Z vysledu je ziejmé,

ze pro danou délku béhu a pocet opakovani je rozdil mezi

vypoctenymi a simulovanymi hodnotami niz$i nez 5%. Z tabulky je také vidét, ze simulace

dava pro tento pfipad pomérné presné vysledky uz pti deseti opakovanich.
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6 NAVRH LABORATORNI ULOHY

Navrzend laboratorni uloha je zaméfena na zdklady teorie hromadné obsluhy a jeji
aplikaci v praxi pfi navrhu potitadové sité. Uloha je urSena studentim, ktefi se
s problematikou teorie hromadné obsluhy setkdvaji poprvé — tomu odpovidd i koncepce
ulohy. Kjejimu provedeni studenti nebudou potiebovat zadné znalosti ztéto oblasti,
predpokladd se pouze elementarni znalost teorie pravdépodobnosti, se kterou se student
na této urovni jiz musel diive setkat. Potfebné teoretické zaklady a vysvétleni principa
modelt hromadné obsluhy je v dostateCné mife rozebrano v teoretickém dvodu prace. Cilem
ulohy je kromé ziskéani zékladniho povédomi o systémech hromadné obsluhy a jejich vyuZiti
pfi navrhu Ci optimalizaci paketovych siti také praktické stanoveni parametrti jednoduchého
obsluhového systému. Prakticka c¢ast ulohy je zaloZena na porovndni analytického a
simula¢niho pfistupu k dané problematice. Zatimco v prvnim ptipad€ budou studenti ur€ovat
parametry vypoctem, pomoci uvedenych vzorch, ve druhém pripadé k urCeni parametra
systémtl vyuziji simulaéniho programu. Ukolem studentdi je porovnat ob& metody a uréit
jejich vyhody a nevyhody. V zavéru ulohy je pak uvedeno nékolik ukolt zaméfenych
na experimentovani se simulacnim programem, jejichz smyslem je, aby si studenti uvédomili
¢i ovérili spravné pochopeni uvedenych principi systémt hromadné obsluhy. Samotna

laboratorni tloha je uvedena v pfiloze A.

47



ZAVER

Tato prace se zabyvala problematikou modeli hromadné obsluhy a jejimu pouzit
pii navrhu modelu pocitacové sité. Teoretické cile prace, tj. problematika datovych siti
z hlediska teorie hromadné obsluhy, prostfedky pro modelovani jednotlivych prvka sité a
navrh modelt postihovala prvni Cast prace, kde byl mimo jiné popsan obecny model systému
hromadné obsluhy a jeho nejdilezit€jsi parametry. Déle zde bylo uvedeno matematické
pozadi problematiky — pfedev§im Markovovy procesy, jejichz vyuziti umoziuje analyzovat
jinak znacné slozité realné problémy.

Praktickym cilim, kterymi bylo vytvoreni simulacniho programu a navrh laboratorni
ulohy, byla vénovana druhd polovina prace. Simulace predstavuje nastroj, ktery se dnes bézné
pouziva ke stanoveni piedpokladaného chovani a vykonnosti velkych komplexnich
stochastickych systému. Vytvofit pfesny simula¢ni model ov§em neni snadné a vyZaduje to
rozsahlé zdroje. Pokud model neni pfesny, mohou vysledky simulace vést k chybnym
zavérum. Zakladnim problémem je, ze kazdy model predstavuje urCité zjednodusSeni
skuteCnosti, a tedy uz v zakladu je do urcité miry chybny. V duasledku toho je vysledek
simulace vzdy pouze tak dobry, jak dobfe je navrZzeny model simulovaného systému.
Pro feSeni dané problematiky jsem zvolil vyuziti modeld M/M/1 a M/G/1. Oba modely
obsahuji 1 své roz§ifené varianty, aby bylo mozné simulovat i modely s kone¢nou délkou
fronty a dvéma prioritnimi tfidami. Tyto modely jsem se rozhodl vyuZit také proto, Ze je
mozné k nim odvodit vzorce pro analytické feSeni takového systému. Toho se vyuziva
v navrzené laboratorni uloze, kde maji studenti za ukol porovnavat analytickou a simulacni
metodu. V prostiedi MATLAB byl vytvoren simula¢ni program, ktery umoziuje simulovat
uzly sit€ pomoci vySe uvedenych modelti na pevné dané topologii sit€. Uzivatel ma moznost
nastavovat jednotlivé vstupni parametry a na vyslednych hodnotich a grafech pozorovat, jak
tyto vstupni parametry ovlivni vysledek. Spravnost funkci realizujicich simulace byla ovéfena
porovnanim vysledkd ziskanych programem s vysledky ziskanymi pomoci analytického
vypoctu. Pro dostate¢nou délku simulace a pocet béhi byly tyto vysledky velmi podobné a
rozdil se pohyboval pod 5%. Lze tedy usuzovat, ze realizace modelt byla provedena spravné.
NavrZena laboratorni dloha ma studentim, ktefi se s teorii hromadné obsluhy pravdépodobneé
setkdvaji poprvé, poskytnout nahled do této problematiky a do modelovani prvka pocitacové

sité. Uloha je postavena tak, aby student k jejimu provedeni nepotieboval Zadné znalosti z této
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oblasti, potfebné teoretické poznatky a vzorce nalezne v teoretickém uvodu k prici.
Primdrnim cilem dlohy je, aby student porovnal rozdil mezi analytickou a simulaéni metodou.
Dale je zde ponechan prostor pro experimentovani se simulaénim programem, pii kterém by

si mél student uvédomit ¢i ovérit nékteré ze zakladnich principt systémi hromadné obsluhy.
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SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK, VELICIN A SYMBOLU

FIFO  First In First Out, reZim fronty

FTP File Transport Protocol, protokol pro pienos soubort v siti

LIFO Last In First Out, reZim fronty

PRI Priority, rezim fronty s prioritami

QoS Quality of Service, termin uzivany pro rezervaci a fizeni datovych toka

RTP Real-time Transport Protocol, protokol pro paketizaci multimedialnich tokt
v realném Case

SHO Systém hromadné obsluhy

SIRO  Selection In Random Order, reZim fronty s nahodnym vybérem

TCP Transmision Control Protocol, transportni protokol (spolehlivy)

UDP User Datagram Protocol, transportni protokol (nespolehlivy)

VoIP Voice over Internet Protokol, internetova telefonie

A(n) Matice intenzit ptechodu

cy Koeficient variace

E(L) Primérny pocet pozadavkl v systému

E(L,) Primérny pocet pozadavkl ve fronté

E(R) Zbyvajici doba obsluhy pozadavku

E(S) Primeérna doba obsluhy

E(W) Primérna doba stravena v systému

E(W,) Primérna doba Cekani ve fronté

0 Nulovy vektor, nulovd matice

PASTA Poisson Arrivals See Time Averages, vlastnost systémi s poissonovskym

rozlozenim dob pfichodi

p(n) Vektor pravdépodobnosti v urcitém okamziku n

P(n) Matice pravdépodobnosti prechodu

po(t) Pravdépodobnost, ze v systému v Case ¢ bude 0 pozadavku

Py Pravdépodobnost blokovani

Dk Pravdépodobnost, ze v libovolném casovém okamziku je ve fronté pravé k
pozadavku
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Pal1)
pn,n+1(t;t+ Al)

Py(T)
q(t)
T
X(t)
At

)

Pravdépodobnost, ze v systému v Case ¢ bude pravé n pozadavka
Pravdépodobnost prechodu ze stavu n do stavu n+1 béhem Casového intervalu
At

Pravdépodobnost vstupnu n jednotek do systému v intervalu T

Hustota rozdéleni pravdépodobnosti dob mezi ptichody pozadavkt

Mnozina casovych okamzikt

Néhodna veli¢ina

Casovy interval

Intenzita pfichodu, intenzita vyskytujicich se jevu

Intenzita provozu (provozni zatiZeni)

Intenzita obsluhy, intenzita dmrti procesu mnoZeni a zaniku
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A.LABORATORNI ULOHA

SIMULACE ZPOZDENI V PAKETOVE SITI POMOCI TEORIE

HROMADNE OBSLUHY

Cil
Ziskat zakladni povédomi o systémech hromadné obsluhy a jejich vyuziti pfi navrhu ¢i
optimalizaci paketovych siti. Praktické stanoveni parametri obsluhového systému analyticky

a pomoci simulace.

Teoreticky avod

Se systémy hromadné obsluhy (SHO) se setkdvdme v mnoha oblastech redlného
zivota. Piikladem systému hromadné obsluhy mize byt prodejna, kde proud pozadavka tvori
zakaznici, ktefi pfichazeji nakupovat a obsluznymi zafizenimi jsou prodavaci, ktefi je
obsluhuyji. Obecné 1ze tedy SHO popsat jako modely realnych systému, jejichz funkce spociva
ve vykonavani obsluhy (tj. poskytovani urcité sluzby) pro velké pocty piichazejicich
pozadavku. Obsluhu realizuji prvky oznaCované jako kanaly obsluhy (obsluzné linky), pred
kanalem obsluhy se zpravidla vytvaii fronta pozadavkl ¢ekajicich na poskytnuti sluzby.

Hlavnim ukolem téchto modeld je urCit vykonnostni charakteristiky systému,
napft. stfedni dobu stravenou pozadavkem v systému, stiedni délku fronty apod. Zkoumaji se
tedy predev§im vlastnosti a chovani pfichazejicich pozadavkii a Casova naroCnost
na poskytované sluzby.

Pouziti SHO je typické pro modelovani komunikacnich systémt, dopravnich systému,
vyrobnich procesu, pocitacovych systéma, apod.

U modell hromadné obsluhy je cCasto cilem méfeni vzajemnych vazeb mezi
zékladnimi ukazateli charakterizujicimi kvalitu a efektivitu systému hromadné obsluhy a
nalezeni optimdlniho provozniho reZimu vzhledem ke zvolenému kritériu — optimalizace
systému zpravidla vede podstatnému sniZeni mozZnosti vzniku front, nebo sniZeni celkovych
ztrat z divodu Cekani. Na druhou stranu je také nutné se zabyvat i ekonomickou strankou
problému — snizeni pravdépodobnosti vzniku front je ve vétsiné piipadi dosaZeno rozsifenim
kapacity obsluzného zafizeni, tedy za cenu navrSeni prostfedkd na systém. Cilem je tedy

nalézt optimalni relaci mezi urcitou mirou kvality poskytovanych sluzeb (predstavovanou



dobou obsluhy, ztratami a dal§imi kvalitu sniZujicimi parametry) a ndklady na dosaZeni dané
kvality sluzby (kdy se ndklady pak promitnou do ceny sluzby pro zdkaznika).

Pokud pfijmeme urcité zjednodusujici podminky, lze SHO koncipovat jako
matematicky model, jehoZ chovani je mozné vyjadfit pomoci vzorcu (analytické feSeni).
Pro rozsahlej§i SHO a pro detailnéjsi modelovani jejich vlastnosti je vétSinou nutné feseni

pomoci simulace.

SHO, jeho prvky a parametry
Zékladni struktura a prvky modelu jednoduchého SHO jsou patrné z ndsledujiciho

obrazku.

Fronta ¢ekajicich pozadavku Obsluha fronty
Kanal

Vstupni tok obsluhy O Vystupni tok

Obr. 1: Jednoduchy systém hromadné obsluhy

Aby bylo mozné vypocitat zakladni charakteristiky systému hromadné obsluhy, je potieba
adekvatnim zpisobem popsat i jeho hlavni prvky. Stochasticky charakter maji predevs§im dva
prvky systému — vstupni proud pozadavkl a doba trvani obsluhy. Lze je proto popsat pouze
pfiblizné pomoci znamych rozdé€leni pravdépodobnosti. Pfi popisu ostatnich prvki systému se
zpravidla problémy tohoto druhu nevyskytuji. Zédkladni charakteristiky, které sledujeme
pii modelovani SHO, zpravidla zahrnuji pramérny pocet pozadavki v systému a ve fronté,
prumérnou dobu stravenou v systému, prumérnou dobu ¢ekani ve fronté ¢i pravdépodobnost

blokovani.

Vstupni proud poZadavki
Vlastnosti a intenzita vstupniho proudu maji rozhodujici vliv na Cinnost systému
hromadné obsluhy a na jeho zakladni charakteristiky. Pozadavky pfichdzeji do SHO nejcastéji

v ndhodnych okamzicich, t, <t; <t,.. takze vstupni proud pozadavki lze obecné

charakterizovat jako stochasticky proces. Délky intervalli mezi jejich prichody 7, predstavuji
hodnoty nahodnych veli¢in, pomoci které lze vstupni proud pozadavkd popsat (vétSinou
pomoci distribuéni funkce pravdépodobnostniho rozdéleni F,(t) = p(t < t)). Udaje ziskané

z SHO velmi ¢asto vyhovuji predpokladu Poissonova rozdéleni poétu vstupujicich pozadavka
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za urcity interval. Tomuto rozlozeni poCtu pozadavki odpovida exponencialni rozdéleni
intervalti mezi jejich prichody.

Pokud je zdroj, ze kterého prichazeji pozadavky do systému obsluhy omezeny
(konecny), jde o uzavieny systém, v opacném pfipadé se jedna o otevieny systém. Zdroj
pozadavku je povazovan za neomezeny i v piipadé, Ze nelze s jistotou urcit, kolik pozadavka
si muze vyzadat obsluhu.

Vstupni proud muze byt charakterizovan tfemi veli¢inami:

- distribu¢ni funkci pravdépodobnostniho rozdéleni intervalti mezi piichody - F,(t),
- stfedni hodnotou intervalu mezi pfichody - E(t) = E(4) = %, A predstavuje intenzitu
pfichodu,

O]

=z ktery Ciselné€ charakterizuje nahodilost pfichodu.

- koeficientem variace - c, 4

Pro zcela pravidelné piichody ma hodnotu 0, pro ptichody odpovidajici Poissonovu

rozloZeni ma hodnotu 1. o(t) je smérodatna odchylka intervalu mezi pfichody.

Doba obsluhy a rezZim obsluhy

Stejné jako v pripadé vstupniho proudu, je pfi modelovani systému obsluhy potieba
popsat i dobu obsluhy jednotlivych pozadavki. Dobu obsluhy jednotlivych pozadavki lze
také pokladat za ndhodnou veli¢inu, charakterizovanou opét pomoci distribuéni funkce
urCitého rozdéleni, tj. F,(t) = p(t; <t), kde tg je doba obsluhy. Obvykle se doba obsluhy
fidi exponencialnim rozdélenim

Pocet a usporadani obsluznych linek predstavuje dalsi faktor, na kterém zavisi
efektivnost provozu systému hromadné obsluhy. Probihé-li obsluha pouze na jedné obsluzné
lince, jednd se o systém s jednoduchou obsluhou (jednokandlovy systém obsluhy). Lze-li
obsluhovat soucasné nékolik pozadavkl, jde o systém s vicendsobnou obsluhou neboli
o vicekandlovy systém obsluhy. V systémech s vice obsluznymi linkami se zpravidla pouziva

paralelni usporadani, existuje ovSem 1 fazeni sériove.

Veliciny a vztahy charakterizujici jeden kanal obsluhy:

- distribu¢ni funkce pravdépodobnostniho rozdéleni doby obsluhy - F;(t),
- stfedni doba obsluhy - E(ty) = E(S) = %, U piedstavuje intenzitu obsluhy,

_oa(ts)

=) ktery Ciseln€ charakterizuje nahodilost

- koeficient variace doby obsluhy - ¢,

(resp. pravidelnost) obsluhy. Pro shodné doby obsluh ma hodnotu O, pro obsluhy
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s exponencialnim rozdélenim ma hodnotu 1. o(t;) je smérodatna odchylka doby

obsluhy.

Cekdni ve fronté a refim vystupu 7 fronty

Podle trpélivosti“ pozadavki na obsluhu se SHO déli na systémy bez Cekani a
systémy s Cekanim. Prvni typ je charakterizovan tak, ze pokud jsou vSechna zafizeni obsluhy
obsazena, pozadavek do systému nevstoupi a rezignuje na obsluhu. Ve druhém typu systému
kazdy pozadavek, ktery vstoupi, bud’ ¢eka tak dlouho, dokud neopusti systém po uspésném
ukonceni obsluhy, nebo ceka alespont urCitou dobu a teprve neni-li béhem této doby
obslouzen, opousti systém.

Mezi systémy obsluhy s cekanim patfi jak systémy s neomezenou délkou fronty, tak
systémy s omezenou kapacitou fronty (popt. systému). Je-li pocCet mist ve fronté a tim
v systému omezen, pak pii jejich plném obsazeni neni dalSim pozadavkim pfichazejicim
do systému obsluha poskytnuta — to je charakteristické pro systémy se ztratami.
Pfi neomezené délce fronty jsou naopak vSechny pozadavky, které ptichazeji do systému a
jsou ochotny Cekat, obslouzeny.

Zpusob, jakym se pozadavky vstupujici do systému fadi do fronty, popt. potadi,
v némz jsou obsluhovany, charakterizuji rezim vystupu z fronty. VétSinou jde o pevné uréené
pofadi, kam patfi dva zakladni rezimy:

a) FIFO (fronta) — pozadavky jsou obsluhovany podle poradi vstupu do systému
b) LIFO (zdsobnik) — pozadavky jsou obsluhovdny v obraceném potadi, nez v jakém
vstoupily do systému

Neni-li stanoveno pevné poradi vstupu pozadavkt do obsluhy, mize rezim fronty bud
zohlednovat dulezitost pozadavka C¢i naléhavost jejich obsluhy vyjadifenou riznym stupném
priority (PRI), anebo jsou poZadavky k obsluze pfifazovany zcela nahodné,
bez jakychkoliv pfedem danych pravidel (SIRO). V prvnim piipadé se jedna o systémy
s prioritami, v druhém o systémy s neusporadanou frontou.

K popisu fronty slouzi dva parametry:
- stfedni délka fronty - E (L), tj. stfedni pocet pozadavki ve fronté

- stfedni doba Cekani pozadavki ve fronté - E(W).

Kendallova klasifikace SHO
SHO lze Kklasifikovat zriznych hledisek. NejcCastéji pouzivanymi kritérii jsou

charakter a typ rozdé€leni vstupniho proudu pozadavkl, charakter a typ rozdéleni doby
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obsluhy, rezim obsluhy, cekani ve fronté, pocCet mist ve front€¢ a rezim vystupu z fronty.
Standardni klasifikace zakladnich typt systémt hromadné obsluhy byla navrzena D. G.
Kendallem. Pouziva tfimistného kodu, zalozeného na kombinaci dvou pismen a jedné Cislice
ve formé A/B/s, kde prvni pismeno A oznacuje rozdé€leni intervali mezi piichody pozadavk,
druhé pismeno B slouzi k oznaceni rozdéleni dob trvani obsluhy a s udava pocet paralelnich

zafizeni obsluhy v systému. Nejcastéji pouzivanymi symboly jsou:
M — exponencialni rozdéleni (Markovova typu),
E; — Erlangovo rozdéleni k-tého fadu,
D — deterministické rozdéleni,
U — rovnomeérné rozdélent,

G — obecné rozdeleni.

Naptiklad M/M/1 oznacuje SHO s exponencialnim rozdélenim intervald mezi
ptichody pozadavkt i dob obsluhy s jednou obsluznou linkou. Obdobné systém typu D/H,/1
je jednokandlovy s pravidelnym vstupnim proudem pozadavki a s hyperexponencidlnim

rozdelenim druhého tfadu dob trvani obsluhy.

Veli¢iny a vztahy pro elementdrni SHO
Na obr. 2 jsou znazornéné tyto veliiny:
E (L) — stfedni poCet pozadavkad v systému,
E(Lg) — stfedni pocet pozadavki ve fronté€,
E (W) — stfedni doba stravena v systému,
E(W,) - stfedni doba stravena v systému
Mezi témito veli¢inami plati nasledujici vztahy:

E(L)=E(Ly)+ p (1)

EW) = E(W,)+E(S) (2)
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Obr. 2: Charakteristiky modelu SHO

Intenzitu provozu lze pfi znalosti intenzity vstupniho toku a intenzity obsluhy
definovat jako p = % Aby byl systém stabilni, musi byt splnéna podminka stability p < 1.
Z uvedeného vztahu plyne, Ze pro stabilitu musi platit A < p, tedy obsluha musi byt rychlejsi
nez ptichody.

Pro elementarni SHO dale plati LittleGv teorém, ktery fika, ze ocCekavany pocet
zakaznikl v systému se rovna soucinu intenzity vstupniho toku a oCekavaného Casu, ktery
zékaznici v systému stravi.

E(L) = 2+ E(W) (3)
E(Lq) = A+ E(Wg) (4)
Dulezité je, ze staci urCit jednu (kteroukoliv) z nich a ostatni tfi lze jednoduse

vypocitat viz uvedené vztahy.

Model M/M/1
Vstupni proud pozadavka je poissonovsky, lze ho charakterizovat jedinym

parametrem - A, (jde o parametr exponencialniho rozdéleni F(t) = 1 — e=*!). Obdobné doba
obsluhy ma exponencialni rozdéleni s parametrem pu. Zatizeni SHO je potom p = %, a

pro dosazeni stacionarniho rezimu ¢innosti musi byt mensi nez 1.

Stfedni pocet pozadavkt v SHO lze urcit ze vztahu:

A
E(L) =—— (5)
u—A

Ostatni parametry 1ze odvodit pomoci vztaht uvedenych v predchozich odstavcich:
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- Primérny pocet pozadavkl ve fronté:

2

E(Ly)) = ————— (6)
(ko) up—2)
- Primérna doba stravend v systému:
W)= —— = —— (7)
p—21 pl-p)
- Pramérna doba Cekani ve fronteé:
EW,)) = ———— (8)
() up—2)

Pro model s prioritami jsou pak stfedni doby, které pozadavek stravi v systému dany pomoci

téchto vztaht (prvni a druha prioritni tfida):

1+p,

s =2 (9)

(1—pi(1—p;s — pr))

B m (10)
EW) = 000 - = o)

Model M/G/1

Vstupni proud pozadavkd je poissonovsky, lze ho charakterizovat jedinym
parametrem - A, (jde o parametr exponencialniho rozdéleni F(t) = 1 — e~*!). Doba obsluhy
muze byt specifikovana distribuéni funkci F(t) nebo hustotou f(t). Protoze priméma doba
¢ekani pozadavku zavisi na prvnich dvou momentech doby obsluhy, sta¢i nam v praxi
pro ureni stfedni doby Cekani znat stfedni dobu obsluhy (nebo intenzitu obsluhy) a koeficient

. o . yl
variace. Zatizeni SHO je potom p = "

Stredni délku fronty lze urcit ze vztahu:

1+c2 p?
Bl =—"1-,

(11)

Ostatni parametry 1ze odvodit ze vztahti uvedenych v predchozich odstavcich:

- Pramérny pocet pozadavku v systému
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1+c2 p?

E(L)=p+ 2 15 (12)
Primérna doba ¢ekani ve fronté
E(%)=1+265-1%p-E(5) (13)
Primérna doba stravena v systému
E(W):<1+1-;C5-1’+p>-E(S) (14)

Koeficient ¢, kvalifikuje nahodilost (pravidelnost) doby obsluhy:

pro exponencialni rozdéleni doby obsluhy je c,=1 (M/G/1 ptejde v M/M/1),

pro shodné (nendhodné) doby obsluhy je ¢,=0 (M/G/1 ptejde v M/D/1) a stiedni délka
fronty vyjde dvakrit mensi neZ pro M/M/1 se stejnym zatiZenim,

pro ,nepravidelné“ doby obsluhy (popsané napt. erlangovym <¢i gaussovskym
rozdélenim s danou stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou) je 0 < ¢, <1 a stfedni
délka fronty E (Lq) vychazi nékde mezi vyse uvedenymi ptipady,

pro pfipad, kdy c, > 1 (hyperexponencialni nebo diskrétni rozdéleni), mize vyjit

stftedni délka fronty , hor$i* nez pro M/M/1.

Pro model s prioritami jsou pak stfedni doby pozadavka jednotlivych priorit, které pozadavek

stravi v systému dany pomoci té€chto vztah:

pawy =2 EE T - 28D 4 ks, (15)
1

p1-E(Ry) + py  E(Ry)
E(W,) = E(S
(W2) (1 — (p1 +Pz))(1 —p1) tEG) (16)

kde E(R) znaci zbyvajici dobu obsluhy pozadavku, kterou lze vypoéist podle vztahi:

ERR) = A- %E(sz),

E(S?) = (1 +c2) - E(5)2.
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Simula¢ni program
Simulacni program umoziiuje modelovani jak jednoho konkrétniho systému (uzlu), tak

pruchod paketu siti (simulace vice sériové fazenych uzlti). Hlavni okno programu je na obr. 3.

Menu
— Topologi — Owlédani.
Délka bEhu: Zaviit grafy
. . . Start
- Pocet cyklu:

Stfedni intenzita provozu:

Sttedni pocet paketd v systému;

Stiedni pocet paketl ve viech frortéch:

Stfedni doba strévend v systému

Stfedni doba strévens ve viech fromtach:

— Prvky
EERN | Uzci2 | Uzel 3 | Uzei 4 [ Uzels [ Uzel6 | Uzel 7 | Uzel 8 | Uzel 9 [Uzel 10 [ Uzel 11

“ypoitend hodnoty
Stfedni intenzita provozu tinimalni velikost zpoZdéni

[7] Zahrnout tento uzel do vipodtu

Paouity model: - Wyberte ---  w s kone€nou délkou fronty s prioritami Stiedni podet paketil v uziu tazimalni velikost zpoZoéni

Koeficient variace: 01 -

St¥edni poet paketd ve fronté

wstupni tok paketlis  Wstupnitok (nstatny paketiis
Prepinaci vkon paketliis Zobrazeni visledid Stfedni doba stravena v uzlu
R o (@ Prim&mé hodnoty
hizximalni delka fronty: pakett - L . . N
Rozptyl Stfedni doba stravena ve fronté:
Smér. odchylka

Obr. 3: Hlavni okno simula¢niho programu

Pfi praci s programem uzivatel nejdiive vybere uzel ¢i uzly, které chce simulovat a zada jejich
vstupni parametry. Pfed spusténim simulace je potifeba zadat také délku simulace a pocet

cykll do prislusnych poli.

Po dokonceni simulace je zobrazena trojice grafu: graf zpozdéni paketd, graf rozlozeni

zpozdeéni paketil a graf zaplnéni vyrovnavaci paméti uzlu.

U kazdého uzlu jsou téZ zobrazeny vysledné parametry (lze zobrazit stfedni hodnoty, rozptyl

a smérodatnou odchylku).

Podrobnéjsi navod pro praci s programem je soucasti samotného programu.
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Zadani
1) Podle parametri, které vam zada vyucujici, urCete charakteristiky jednoduchého
systému hromadné obsluhy:
a) analyticky (tj. pomoci vztaht uvedenych v této tloze) urcete
- zatiZenf systému,
- stfedni poCet pozadavka akumulovanych v SHO a ve fronté,
- stfedni dobu trvani prichodu pozadavku SHO a stfedni dobu cekani
pozadavku ve fronté.
b) pomoci simula¢niho programu urcete
- zatiZeni systému
- stfedni délku fronty
- stfedni dobu ¢ekani pozadavku ve fronté
- stanovte pocet béhu, popt. délku simulace, pii které se ziskané udaje
nebudou li$it o vice nez 10% od analytického feSeni.
2) Podle parametri zadanych vyucujicim urCete charakteristiky systému hromadné
obsluhy s prioritami
a) analyticky urCete
- stfedni dobu trvani prachodu pozadavki obou priorit SHO a stfedni
dobu ¢ekani pozadavkt ve fronte.
b) pomoci simulac¢niho programu
- stfedni dobu trvani prachodu pozadavki obou priorit SHO a stfedni
dobu ¢ekani pozadavki ve front€,
- u simulace porovnejte ziskané hodnoty s hodnotami stfedni doby
pruchodu pozadavka a ¢ekani bez priorit
3) Experimentujte se simulacnim programem:
- porovnejte vysledky modelta M/M/1 a M/G/1, popiste rozdily,
- nasimulujte systém s konecnou délkou fronty — podle ziskanych vysledkt a s pomoci
vzorce pro pravdépodobnost blokovani vypoctéte, jak dlouhda by musela byt fronta
pro dosazeni ztratovosti < 1%, pravdépodobnost blokovani je pro M/M/1 systém dana

vztahem

b _ (1 —-p)p”
B= Pk = ket

a pro M/G/1 vztahem



pX

Py =———p,
KISK oo

co se stane, pokud bude provozni zatizeni > 1? Pokuste se dany scénaf nasimulovat. Vysledky
popiste.
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B. OBSAH PRILOZENEHO MEDIA

Na pfilozeném médiu se kromé elektronické verze tohoto dokumentu také nachazi
vytvofeny program pro simulaci zpozdéni paketd v siti. Program je umistén ve slozce
simulator.

Pro spravnou funkci programu je tfeba mit na PC nainstalovany MATLAB, nebo
nainstalovat Matlab Compiler Runtime v7.7, pomoci souboru MCRInstall.exe, ktery se
nachdzi v adresafi simulator. Samotny program se pak spousti souborem main.exe
umisténym ve slozce simulator\program. Program byl testovdn s Matlabem v7.5 a
MCR v7.7, na jinych konfiguracich nemusi byt funkéni. Zdrojové kody jsou umistény

ve slozce simulator\program\main_mcr\main.
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