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Abstrakt

Bakalarska préaca je zamerané na ndjdenie a popisanie matematického modelu, ktory reko-
nstruuje skuto¢né sti¢asné finanéné naklady na zber a zvoz odpadu na trovni obci s rozsirenou
posobnostou, ktoré nie st ina¢ dostupné a su potrebné na dalSie planovanie s vyuZzitelnym
odpadom. Na vytvorenie modelu st pouzité znalosti z optimalizacie, Statistiky a teorie grafov,
koré st v texte zhrnuté. Model je aplikovany na skutoc¢né data v prostedi GAMS. Vysledky
aplikacie st okomentované a analyzované. Na zaklade tejto analyzy st uvedené aj moznosti
vyvoja tohto modelu.

Summary

The bachelor thesis is aimed at finding and describing a mathematical model that re-
constructs the actual current financial costs of collecting and collecting waste at the level of
municipalities with expanded scope, which are not easily available and are needed for further
planning in waste management. In order to create the model, the knowledge of optimization,
statistics and graph theory are summarized in the text. The model is applied to real data
in the GAMS environment. The results of the application are commented on and analysed.
Based on this analysis, there are also possibilities to develop this model.

Kli¢ova slova
Statistika, nelinedarne programovanie, nadklady na zpracovanie odpadu, komunalny odpad,
tok v sieti

Keywords
statistics, non-linear programming, waste treatment costs, municipal waste, network flow
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1 Uvod

V Ceskej Republike sa momentélne zrecykluje len okolo 16% odpadu a a7 64% komunélneho
odpadu sa sklddkuje [14]. Motivaciou na zistenie tychto idajov na trovni celej republiky je
novela zékona [12], podla ktorej ma od 1.1.2024 platit Gplny zakaz sklddkovania neupraveného
odpadu, preto je nutné zvysit mnozstvo zrecyklovaného odpadu a najst vhodné vyuzitie pre
zvysny odpad, akym je napriklad energetické.

Pre planovanie budtcich zmien, ktoré st vyvolané touto novelou zdkona, je potrebné mat
informacie o stic¢astnych nakladoch a tokoch odpadu, ktoré nie s zname, preto vznikla baka-
larska praca Operacny vyskum v oblasti recyklacie odpadu, ktord je zamerand na vytvorenie
modelu, ktory ma slazit na rekonstrukciu finanénych nakladov za prevoz a spracovanie od-
padu, a rekonstrukciu dalgich tdajov v oblasti odpadového hospodartva (OH), ak st zndme
len ¢iastocné ekonomické informécie.

Na zvySenie podielu recyklacie je totiz potrebné nielen vzdelavat obc¢anov, ale aj vytvorit
dalsie dotriedovacie strediska, v ktorych sa odpad roztriedi na ten, ktory uz nie je dalej
vyuzitelny a ten, ktory bude dalej spracovany, a recyklacné zavody, v ktorych sa dany uz
vytriedeny odpad spracuje. Na to je potrebné najst miesta, ktoré maju nielen vyhodni poziciu
v sieti toku odpadu CR, ale aj tak, aby to bolo finanéne efektivne pre obce. Podobne na
zvySenie percenta spaleného odpadu je potrebné vybudovat nové spalovne na takych miestach,
ktoré st vyhodné aj z pohladu obci aj z pohladu investorov.

Cielom tejto prace je vytvorit zdkladny model, z ktorého by sa postupnymi modifikdciami
dali tieto informéacie odhadnit na zaklade idajov dostupnych z Institutu pro udrzitelny rozvoj
mést a obci (IMURO), Ceského Statistického tiradu(CSU), Verejného informa¢ného systému
odpadového hospodarstva (VISOH),EKO-KOM a MONITOR.

V prvych kapitoldch budua priblizené zakladné pojmy popisnej Statistiky, tedrie grafov a
optimalizacie, ktoré boli pouzité v Bakalarskej praci. Nasledne su v dalSej kapitole popisané
a na motiva¢nych prikladoch predvedené dva matematické modely, jeden zékladny a druhy
uz s implementovanymi iidajmi popisnej Statistiky.

Vypocty boli realizované v prostredi modelovacieho systému GAMS (General Algebraic
Modeling System). V zéavereénych kapitoldch préce je uskutofnend aplikdcia modelu a mo-
znosti dalSieho vyuzitia.



2 Tedria grafov

Teéria grafov je cast diskrétnej matematiky, ktord sa pouziva na zobrazenie matematickej $t-
ruktiary a vztahov medzi objektami, ktorymi st v pripade tejto bakalarskej prace vzdialenosti
medzi obcami s rozsirenou pdsobnostou (ORP) a tok odpadu medzi jednotlivymi ORP.

V nésledujticej kapitole st uvedené zakladné pojmy z tedrie grafov, s ktorymi sa dalej v texte
pracuje. Pri pisani tejto ¢asti bolo ¢erpané z [2], [5], [7] a [11].

Definicia 2.1. Neorientovany graf je trojica G = (V, E, €) tvorena kone¢nou mnozinou

V', ktorej prvky nazyvame vrcholy, koneénou mnozinou F, ktorej prvky nazyvame neoriento-
vanymi hranami a zobrazenim e oznac¢ovanym ako vztah incidencie. Toto zobrazenie priraduje
kazdej hrane e € F jednoprvkovii alebo dvojprvkovii mnozinu vrcholov hrany. Ak je €(e) jed-
noprvkovd mnoZina, je hrana nazyvana neorientovanou sluc¢kou( obr.2.1(b)).

Definicia 2.2. Orientovany graf je trojica G = (V, E, €) tvorend kone¢nou mnozinou
V', ktorej prvky nazyvame vrcholy, koneénou mnozinou F, ktorej prvky nazyvame oriento-
vanymi hranami a zobrazenim e : E — V2, nazyvanym vztfah incidencie. Toto zobrazenie
priraduje kaZdej hrane e € F usporiadanti dvojicu vrcholov e(e) = (z,y) € V2 Vrchol z je
podiatoénym vrcholom hrany e, vrchol y je koncovym vrcholom hrany e (obr.2.1(a)).

T 7

a) Orientovany graf b) Neorientovany graf

Obr. 2.1: Grafické znazornenie grafov

Definicia 2.3. Povieme, ze graf G = (V, E') sa nazyva uplny, ked pre kazdé dva uzly =,y € V,
kde = # y, existuje aspon jedna hrana e, ktora ich spéja.

Definicia 2.4. Bipartitny graf je graf, ktorého mnozinu vrcholov vieme rozdelit na dve ¢asti,
pricom z kazdého vrcholu jednej ¢asti, ide hrana iba do vrcholu druhej ¢asti a naopak. Pokial
ide z kazdého vrcholu jednej ¢asti hrana do kazdého vrcholu druhej ¢asti, hovorime o plnom
bipartitnom grafe obr 2.2.

Definicia 2.5. Graf ku ktorého hranam su priradené nejaké ¢iselné hodnoty, nazyvame Ohod-
noteny graf alebo siet. Tymto hodnotam sa hovori dizky, vahy alebo tiez ceny. Zbrazenie
a: E— R, ktoré priraduje hrandm ich hodnoty, nazyvame ohodnotenim hrén.



Obr. 2.2: Uplny bipartitny graf

Reprezentacia grafov Grafy sa znazornhuji v rovine, kde sa vrcholom grafov priradia
body roviny a hrany sa znazoriuji spojnicou prislusnych bodov. V pripade orientovanych
grafov je orientacia hrany vyznacend Sipkou v smere od pociatocného ku konec¢nému vrcholu
2.1. Okrem geometrickych prostriedkov sa daja k popisu grafov vyuzit aj matice.

Priklad 2.6. Matica vzdialenosti z motiva¢ného modelu, 5.1.2.

0 55 93 75
25 0 52 87
93 52 0 43
75 87 43 0

A:

Definicia 2.7. Nech G = (V, E, €) je orientovany graf bez slu¢iek. V pripade pevne zvoleného
poradia vrcholov a hran, je mozné grafu G priradif maticu incidencie predpisom

—1 ak v; je podiatoénym vrcholom hrany, e;
a;j = 1 ak v; je koncovym vrcholom hrany, e;
0 v ostatnych pripadoch.

Definicia 2.8. Siet je Stvorica (G, z, s, w) kde G je orientovany graf, vrcholy z,s € V(G) su
zdroj a spotrebi¢ a w : E(g) — R je kladné ohodnotenie hran, nazyvané kapacita hran.

Definicia 2.9. Tokom v sieti G, kde G je orientovany graf, rozumieme také ohodnotenie
w: E(g) — R, ktoré pre kazdy vrchol v € V(G) splha:

Vv e V(G) — {z,s}: Z w(e) = Z w(e).

e€Eg (v) e€EL (v)

Tzn. pritok do kazdého uzla odpovedéd odtoku z tohoto uzlu okrem zdroja, kde tok vznika,
a spotrebica, v ktorom rovnaké mnozstvo odpadu zanika.



3 Optimalizacia

Optimalizécia je oblast matematiky, ktora sa prudko vyvijala v obdobi druhej svetovej vojny,
odvtedy je medzi inymi pouzivana najméi vo vojenskej a priemyselnej oblasti. Linearne prog-
ramovanie a optimalizacia ziskali svoju popularitu najmé vdaka schopnosti popisat velké a
komplexné problémy a schopnosti tieto problémy rychlo a efektivne riesit pouzitim moder-
nych metdd a pocitacov. V nasledujicej kapitole si1 vysvetlené niektoré zo zakladnych pojmov
optimalizicie a linedrného programovania na zéklade zdrojov [1], [10], [6], [3].

3.1 Zaklady optimalizacie
Definicia 3.1. Vseobecne je optimaliza¢nd tloha formulovana v tvare:
min f(x) (3.1)

za podmienky
g(x) <0 (3.2)

kde x = (21,29, ..,z,)7 je vektor dimenzie n, a z;, j = 1,..,n st tzv. rozhodovacie premenné,
f : R* — R je ucelova funkcia, ktorej extrém hladdme. Funkcie g : R® — R™ nazveme
obmedzujticimi podmienkami. Potom mnozina X = {x|g(x) < 0} je oznac¢ovand ako mnozina
pripustnych rieseni.

Klasifikacia extrémov funkcie Extrémom funkcie rozumieme bod, v ktorom ma funkcia

svoje maximalne alebo minimalne hodnoty v ramci okolia tohto bodu. O existencii extrému
funkcie hovori Weierstrassova veta:

Veta 3.2. Kazda spojitd funkcia f(x)definovand na kompakinej (ohranicenej a uzavretej)
mnozine X C R™, md na nej mazrimdlnu aj minimdlnu hodnotu.

Definicia 3.3. Povieme, Ze funkcia f : R® — R ma v bode zy C R" lokdlne maximum (resp.
lokdlne minimum) prave vtedy, ked existuje ¢isté okolie O(zg) — {zo} také, ze O(xzo) — {xo} €
Domf a zaroven pre Vo € O(xo) — {xo} plati:

f(x) < f(zo), (3.3)
resp.f(x) > f(xo).



Analogicky je definované ostré lokdlne maximum (resp. ostré lokdlne minimum), pre ktoré
plati: f(z) < f(zo), resp.f(z) > f(zo).
Definicia 3.4. Povieme, ze funkcia f : R® — R ma v bode zy, C R™ globdlne maximum
(resp. globalne minimum), prave ked Vo € Domf — {z(} plati:

f(x) < f(wo) resp. f(z) > f(xo). (3.4)
Analogicky pre ostré globélne maximum (resp. ostré globalne minimum), plati: f(z) < f(xo),
resp.f(x) > f(xo)-
Definicia 3.5. MnozinaX C R"sa nazyva konvexna, ak
Ve,y € X,VA € (0,1) : Az + (1 =Ny € X. (3.5)
Mnozina { Az + (1 — \)y|0 < A < 1}tvori tsecku spajajicu body x a y.
Mnozina je teda konvexnd, ak s kazdymi dvoma bodmi obsahuje tisecku, ktora ich spéja.
Definicia 3.6. Majme redlnu funkciu f : X — R, kde X C R"™ je neprazdna konvexna

mnozina. Povieme, Ze f je konvexna funkcia na X prave vtedy, ked pre kazdé dva body x4, x»
z mnoziny X a pre Tubovolné A\, 0 < X < 1 plati:

fOz1+ (1= N)wg) < Af(21) + (1= A) f(22). (3.6)
Funkcia je teda konvexnd, pokial jej graf lezi pod Tubovolnou se¢nicou.

Definicia 3.7. Povieme, 7e tiloha f(x) je ilohou konvexného programovania prave vtedy, ked
X je konvexnd mnozina a f(z) je konvexna funkcia na X.

Veta 3.8. Nech S C R"™ je neprdizdna konvexnd mnozina a f : S — R je konvernd funkcia
na S. Ak je T bodom lokdlneho minima funkcie f, potom je tieZ bodom globalného minima

1.

3.2 Linearne programovanie

Definicia 3.9. VSeobecnou ulohou linedrneho programovania nazyvame tlohu minimalizo-
vania linedrnej (tzv. ucelovej) funkcie viacerych premennych, ktord je v Standardnom tvare
zapisana
min{c’x|Ax < b,x € X}, (3.7)
X

Dalej predpokladdme, Ze mnoZina pripustnych riefeni X # (.

Ulohy linedrneho programovania maji mnoho zapisov a zapis pouzity v definicii je len
jeden z mnohych. Zapis tcelovej funkcie, ktory budeme dalej pouzivat v texte je sumacny
zapis

fx) = Z CiT; — Man.
iel

Vsetky ulohy linearneho programovania do tohto tvaru vieme previest pomocou pouzi-
tia doplnkovych premennych (na vytvorenie rovnosti z nerovnosti), ilohu hladania maxima
prevedieme na tlohu hladania minima vynasobenim povodnej téelovej funkcie ¢islom —1:

(f(z) = maz)(—1) = — f(z) — min.



Mnozina mathb f X, ktorej prvky st rieSenim tlohy linedrneho programovania, je konvexna
polyhedrickd mnozina, vdaka ¢Gomu na rieSenie tloh linadrneho programovania mozeme pouzit
simplexovit metédu [10]

3.3 Nelinearne programovanie
Definicia 3.10. VSeobecné tloha nelinearneho programovania ma tvar:

min{f(x)|g(x) 0 0,x € X}, (3.8)

kde f: R®* - R,g: R® - R™ | a hodnoty premennych x = (xy, x5, ..., L) maji hodnoty
z mnoziny pripustnych rieSeni X C R* ;a0 € {<>=}".

V nelinedrnom programovani mozeme pouzit obdobné tpravy ako v linedrnom programo-
vani.

Definicia 3.11. Specialnym prikladom nelinedrneho programovania je kvadratické progra-
movanie, ktoré zapisujeme v tvare

min{x’ Hx + ¢"x|Ax < b,x € X}, (3.9)

kde hodnoty premennych x = (1, Zs,...,21) maji hodnoty z mnoZiny pripustnych riegen{

ey by

X C R™. Matica H je konStantna symetricka matica, ktora urcuje kvadraticka ¢ast, a vektor
¢ linearnu c¢ast modelu.



4 Statistika

Popisnéa Statistika je disciplina, ktora sa zaoberd zberom, spracovanim a prezentaciou analy-
tickych dat. Poskytuje vysledky, ktoré vystizne popisuji skupinu dat. Medzi najpouzivanejsie
prvky popisnej Statistiky patri aj nizSie spomenuty a v texte pouzity aritmeticky priemer,
rozptyl a smerodajné odchylka. Této kapitola je napisana na zéklade zdrojov [9], [13] a [1].

Definicia 4.1. Postupnost nezavislych rovnako rozdelenych nadhodnych veli¢in X;...X,, sa
nazyva prostyj nahodny vijber. Cislo n je rozsah vyberu.

Definicia 4.2. Aritmeticky priemer Aritmeticky priemer ndhodného vyberu je v tvare:

T= %Zx (4.1)

kde T je najlepsi nestranny konzistentny odhad strednej hodnoty E(X) = p nédhodného
vyberu. Tiez je pouzivany nazov Vyberovy priemer.

Definicia 4.3. Vazeny priemer

_ 1
T = v Z Ti0;, (4.2)

kde Ziezvi =V.

Véazeny priemer je podobny aritmetickému priemeru az na to, ze namiesto toho aby vSetky
data mali rovnaka vadhu v; , niektoré data ovplyvnia priemer viac (maji vicsiu vahu v;) a iné
menej (maji mensiu vahu v;).

Vlastnosti strednej hodnoty Stredna hodnota konstanty
E(c)=c

Stredna hodnota pre stcin
E(cX)=cE(X)

E(a+bX)=a+bE(X)
Stredna hodnota siuctu dvoch ndhodnych veli¢in
E(X+Y)=EX)+E(®Y)

Tieto vlastnosti strednej hodnoty boli pouzité pri tvorbe modelu 5.2.



Definicia 4.4. Rozptyl
1 n
s* = E (z; — )%, (4.3)

n—1
i=1

s? je najlepsf nestranny konzistentny odhad parametra D(X) = o2 ndhodného vyberu.

Definicia 4.5. Vazeny rozptyl
1
2= —— ZU,(I, — E)Q, (4.4)
kde Zielvi =V.

Odvodenie jednoduchs$ej formy vyuzitim poznatkov o ¢iselnych radoch :

1 1
2 _ —\2 _ 2 — =2y _
S = E vi(z; —T)* = v E vi(x; — 22,7 +7T°) =

i€l i€l
1 1 2z T2
e Z(Uzl’f — 02T + vT) = v szl’f - VI szl‘z + IV Zvi =
1€l €T €T €T
1
= VZU,]J? — 4T =8
i€
522121}‘1’2—?2 (4.5)
v i€ o '

Kde Ziel V; = V.
Tento tvar pre vypocet rozptylu bude pouzity pri tvorbe matematického modelu v kapitole
5.2.

Definicia 4.6. Smerodajna odchylka



5 Matematicky model

5.1 Motivaéna Gloha

Na zistenie nakladov jednotlivych obci vytvorime najskor jednoduchy matematicky model na
vypocet celkovych minimélnych finanénych nékladov Styroch spolupracujicich OPR za prevoz
a spracovanie odpadu. Zistime naklady odpadu medzi OPR za predpokladu, Ze pozname
interval v ktorom sa pohybuju ro¢né naklady na prevoz a spracovanie. Pozname produkciu
odpadu v OPR, mnozstvo spracovaného odpadu v jednotlivych OPR, cenu za spracovanie,
cenu za prevoz a vzdialenosti medzi OPR. Tito tlohu vyrieSime len ako motiva¢ni, zo Styrmi
uzlami. Pouzité parametre, s apoximéaciou skuto¢nych vzdialenosti, ndkladov a produkcie.

5.1.1 Oznacdenie

Na zostavenie matematického modelu musime zaviest znacenie pre mnoziny, parametre a pre-
menné a popisat ich funkciu v modeli.

MnoZiny
1,7 € Z jednotlive ORP, mnozina uzlov

Parametre
v;;  vzdialenost medzi jednotlivymi OPR v km

Di mnozstvo vyprodukovaného odpadu v jednotlivych ORP v t
w mnozstvo spracovaného odpadu v jednotlivych ORP v t
n*™  minimalne zaznamenané naklady v K¢/t

n"*  maximalne zaznamenané néklady v K¢/t

¢t cena za prevoz v Ké/km/t
c? cena spracovania v Ké/t
Premenné

z  ucelova funkcia (celkové naklady v K¢&/t)
X;jj; mnozstvo prepraveného odpadu medzi ORP v t
n; naklady jednotlivych ORP v Ké/t
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5.1.2 Matematicky model

Néasledne sme premenné a parametre pouZzili v modeli. Premenné, ktoré zistujeme, sme pre
prehladnost tu¢ne vyznadili:

minimalizuj z = Z n; (5.1)
€L
s.t. np; = Z CtXiJUZ‘J + Z Cwl’w’, Vi € I, (52)
JjeT JjeT

pi= X, VieT, (5.3)

JjET
wj = in’j’ VjeT, (54)

€L
Nmin S n; S Nmazx, Vi € I, (55)

Pomocou tohto modelu mozeme zistit naklady, ktoré ma dand ORP za prevoz a spra-
covanie odpadu z povodného intervalu za predpokladu, Zze minimalizujeme celkové naklady
vSetkych ORP a zistime aj to, aké mnozstvo odpadu z; ; sa medzi ORP prepravi.

Rovnica (5.2) popisuje naklady jednotlivych ORP ako stcet ceny za prevoz a za spracova-
nie odpadu. Cena za prevoz je sti¢inom vzdialenosti ORP, medzi ktorymi odpad prepravujeme,
prepraveného mnozstva a ceny za prevoz jednej tony na jednom kilometri. Cena za spracova-
nie je suc¢inom spracovaného mnozstva a ceny za spracovanie jednej tony.

Rovnica (5.3) vyjadruje, Ze celkové mnozstvo odpadu vyprodukované vo vetkych ORP je
rovné celkovému mnozZstvu odpadu odvezeného zo vSetkych ORP. Rovnica (5.4) vyjadruje,
7ze mnozstvo odpadu spracovaného vo vSetkych ORP je rovné mnozstvu odpadu, ktoré do
vSetkych ORP privezieme. Rovnice (5.3) a (5.4) by spolu mali nahradzat bilanéni rovnicu,
¢ize zarucit, aby v nejakom uzle nezostal nespracovany odpad, ak bol v uzle vyprodukovany
alebo bol do uzlu privezeny.

Podmienka (5.5) vyjadruje, Ze nadklady ORP musia byt vo vopred urfenom intervale.

Najprv je model predvedeny na mensom motivacnom priklade, v ktorom méame len Styri
obce a ceny prevozu a spracovania su v kazdej z nich rovnaké, ale ako uvidime na realnych
déatach, aj tieto ceny sa mozu menitf. Konstantd cena spracovania je ¢ = 900 ké/t a cena
prepravy je ¢! = 4 k&/t/km. V obciach je znAmy pocet obyvatelov a na zaciatok bola priemernd
produkcia odpadu v kazdej obci rovnakd a to 200kg/osoba za rok a celkovo sa v modeli
vyprodukuje len tolko odpadu kolko sa v iom d& spracovat. Vzdialenosti medzi uzlami st na
obr 5.1 a dalSie vstupné udaje st uvedené v tabulke
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Obr. 5.1: Ohodnoteny graf: Vzdialenosti medzi obcami v kilometroch

| ORP ¢&. | Podet ob. | p; [t] | w; [t] | ny™ [Ké/t] | n"™ [K&/t] |

vy 1000 200 | 2750 700 1200
Uy 20000 4000 | 1000 700 1200
U3 2000 1000 | 534 700 1200
Uy 1100 220 | 1136 700 1200

Tabulka 5.1: Vstupné parametre

220

450

200@ 2550
1000

Obr. 5.2: Vysledny tok odpadu v prvej tlohe

Tieto vstupné hodnoty st nasledne spracované programom GAMS. Ziskame vysledny tok
medzi uzlami i a j , ktory vieme zobrazit v orientovanom ohodnotenom grafe 5.2 , v ktorom
hodnota tsecky oznacuje mnozstvo odpadu prepraveného z uzla ¢ do uzla j v tonach. Z grafu
tiez mozno vy¢itat ze ORP s v takomto pripade skuto¢ne velmi ekonomické, spracuju vSetok
svoj odpad, ktory im umoznuje spracovat kapacita zariadenia, ktoré sa v obci nachadza, a
zvy$ny opad prepravuji po ¢o najkratsej hrane, aby boli aj nédklady za prepravu minimélne.
Vysledné naklady jednotlivich ORP st n; = (900; 1079, 4; 980, 15;900)” a vysledn4 hodnota

ucelovej funkcie z = 3860K¢/t.
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5.2 Model na zistenie finanénych nakladov na Grovni
ORP

Model upravime, tak aby sme v iom zahrnuli aj rovnice popisnej Statistiky, aby sme ho potom
aplikovali na redlne data dostupné z Institutu pro udrzitelny rozvoj mést a obci [8], ktoré boli
ziskane z redlnych nakladov obci v roku 2014. Je vsak evidentné, ze prvy model treba okrem
pridania parametrov priblizit realite.

Predpoklad, Ze jednotlivé ORP (alebo obce) spolupracuji, totiz nie je redlny, preto zme-
nime tcelova funkciu. Ako vhodnejSie a realnejsie sa ukazalo vytvorit pociatoény odhad né-
kladov jednotlivych OPR, ktorému sa blizsie venujem v kapitole 7, a minimalizovat kvadrat
odchylky od tohto odhadu. Z modelu teda nebudi vystupom len vysledné naklady, ale aj ich
odchylka od pociato¢ného odhadu.

Pri dalSom spracovani dat sme zistili, Ze predchadzajici model, a to konkrétne rovnice
(5.3) a (5.4), nevyhovuji nasim novym poziadavkdm. Ked totiz zmenime prepoklad, Ze cena
spracovania je parameter, na premennt, tak tieto dve rovnice nezabranili tomu, aby sa odpad
neprepravoval cez dva uzly. Nasledne ndklady na jeho spracovanie neboli priradené k ndkladom
uzlu, z ktorého pochadza, ale k nakladom uzlu, cez ktory bol odpad prevezeny, ¢o sposobilo
to, Zze v uzloch boli velmi odli$né ceny spracovania.

Pomocou inciden¢nej matice (2.7) vieme vytvorit rovnicu bilancie uzla, ktord prba ¢ast
problému tspesne vyrie$i. AvSak zatial ¢o prvy model je spraveny systémom uzol-uzol, in-
ciden¢nd matica pracuje s uzlami a hranami. Z tohto dévodu vytvorime novy model. Zatial
¢o prvy model pouziva oznacenie ¢ a j pre dva rézne uzly, druhy model pouziva index ¢ na
oznacenie uzlov a index j je pouzivany na oznacenie hran medzi uzlami. Namiesto matice
vzdialenosti budeme pouzivat vektor vzdialenosti a incidenénti maticu. Druht ¢ast problému
sme oSetrili tym, Ze sme obmedzili interval, v ktorom sa musia ceny za spracovanie nachadzat.

5.2.1 Oznacdenie

Kvoli zmene v oznaceni jedinej mnoziny v prvom modeli, uvedieme oznacenie nového modelu.
MnoZiny
i €Z mnoZina uzlov (ORP)
j € J mnozina hran
we . o v g
o € O mnozina intervalov podla poc¢tu obyvatelov
k € K mnozina krajov
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Parametre
A

J7Z

incidenéné matica

By matica prislusnosti ku kraju

Coi matica prislugnosti do intervalu poctu obyvatelov

E;; pomocna matica

F; pomocny vektor

vj dlzka hrany j

Di mnozstvo vyprodukovaného odpadu v jednotlivych ORP v t
niin minimalne naklady v K&/t

nyer maximalne naklady v K&/t

rmin minimélne néklady na spracovanie v K&/t

rer maximalne naklady na spracovanie v K¢/t

ct konstantna cena presunu K¢é/km/t

K maximalna kapacita zpracovania v uzle i v t

Ty priemerné naklady ORP s rovnakym poc¢tom obyvatelov v K¢/t
Nk priemerné naklady ORP v rovnakom kraji v K&/t

So smerodajnéd odchylka ndkladov ORP s rovnakym poctom obyvatelov v K&/t
Sk smerodajné odchylka ndkladov ORP v rovnakom kraji v Ké/t
n; podiato¢ny odhad ndkladov jednotlivych ORP v Ké/t
Premenné

X; mnozstvo vyuzitelného odpadu po hrane v t

£; odchylka od priemernych zistenych nakladov v K¢/t

ny vysledné naklady jednotlivych ORP v K¢/t

Si cena zpracovania v itej ORP v Ké/t

Sj cena zpracovania na hrane j v K¢/t

w; spracované mnozstvo odpadu v uzle i v t

V/ z hodnota ucelovej funkcie v K&/t

pomocnd relaxac¢na premenna
) pomocnd relaxa¢nd premenna
pomocnd relaxac¢na premenna

V mnozine 7 je kazdy uzol zaznamenany dvakrat: raz ako zaciatok a raz ako koniec
hrany, ide teda o tplny bipartitny graf 2. KedZe pozname cenu spracovania v kone¢nom uzle,
pouzijeme pomocnd maticu F;; na to, aby sme spojili kone¢ny uzol a cenu spracovania v
nom s cenou spracovania na hrane. Zarucuje teda, zZe cena spracovania je v danom zariadeni
rovnaka pre vSetky ORP, ktoré tam odpad privezi.

eivj = {

Pomocny vektor F; pouzijeme na zistenie nakladov v 7.

|

1 pre i, ktoré je koncom hrany j ,
0 pre i, ktoré nie je koncom hrany j.

1 pre ako zaciatok hrany,
0 pre i ako koniec hrany.
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Predpis matice B:
b =

)

1 prei e,
0 inak.

Predpis matice C je obdobny, ako predpis matece B, len je to pre init mnozinu, tzn. k nahra-
dime o.

5.2.2 Matematicky model
Z—Zel +Z Moy (0)* + Mas(o —|—ZMa3 (5.6)

€T 0eO kex

st. ny=n;+¢ VieZ (5.7)
Nomin S n;/ S Nmaz VZ S I (58)
< nwy <" Vi€ T (5.9)
w; < KM WieT (5.10)
e;NWj = €;,;NWj, Vie T, ViedJd (5.11)
pi) + ) (aix) —si =0, VieI, VjeJ (512
JjET
n;’pi = E(Z —(Zjﬂ‘deth + Z —(ZjJ‘Xij), Vi € I, V] < j (513)
JjET JjET
; oin;/ i .
T, + ay(0) = z:ZEIC—’p, Viel, Yo e O (5.14)
Ziel Co,ipi
o7 brinYpi .
Th = ez b Pi VieZ, VkeK @ (5.15)

E =
Ziel bk,zpz

1 _
Zpico7i(n;’)2 —(no+a1(0))?, VieZ, NYocO  (5.16)

2
So + b2 (O> =
ZiEI Co sz ic I

sy + as(k) = Zp“k w2, VieI, Vkek (5.17)

ZZEI i, kPi

V 1celovej funkeii (5.6) minimalizujeme kvadrat odchyliek od pociato¢ného odhadu na-
kladov. Druhy model uz nie je tlohou linedrneho programovania ale nelinedrneho. Pomocné
premenné su vynasobené konstantou M, ktora predstavuje nejaka velkGi hodnotu. Tymto za-
bezpec¢ime, 7Ze model bude na prvom mieste relaxovat obmedzenie a az tak minimalizovat
odchylku od strednej hodnoty ;.

Rovnica (5.7) popisuje, Ze nY st sticet poc¢iatoéného odhadu a odchylky, ktort minimali-
zujeme v Ucelovej funkcii. Rovnica (5.8) je totoznd s rovnicou (5.5). V (5.9) hovori, Ze cena
spracovania je z istého realistického intervalu. Kapacitnd podmienka (5.10) zarucuje to, ze v
uzle spracujeme najviac tolko, kolko umoznuje kapacita zariadenia.

V (5.11) pouzivame pomocn maticu E; ;, ktora zarucuje to, ze cena zpracovania na hrane

bude rovnaké ako cena spracovania v koneénom uzle, a to pre vSetky hrany, ktoré do tohto uzla
vedi. Dosledkom toho je cena spracovania rovnaka pre vsetky ORP, ktoré v danom zariadeni
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spracivaji odpad. Bilancia uzla (5.12) zarucuje, Ze vSetok odpad, ktory uzol vyprodukuje
alebo sa doiiho (z neho) privezie, sa musi v danom uzle spracovat.

V rovnici (5.13) su vyjadrené celkové vysledné naklady v korunach ako stéet ndkladov na
prepravu po hrane j a nédkladov za spracovanie na hrane j z rovnice (5.11), vektor F; zaruéi,
7e vysledné néklady kazdého uzla i zapocitame len raz, a to ako pre povodcu odpadu. Kedze
pozname len ndklady na tonu, vyndsobili sme ich produkciou v uzli a ziskali sme celkové
naklady .

Rovnica (5.14) a (5.15) je aplikovany vazeny priemer (4.2), kde produkcia v uzli slazi ako
vaha.

V rovniciach 5.16 a 5.17 sme rozptyl vyslednych nakladov pre kraj, a pre interval poctu
obyvatelov, vyjadrili pomocou (4.5) a ako vahu sme pouzili produkciu v uzli.

Vytvorime teda priklad so $tyrmi uzlami, s troma roznymi skupinami uzlov podla poctu
obyvatelov a s dvoma myslenymi krajmi, ako méZeme vidiet na obrazku nizgie. Kriuzky rovna-
kej farby zobrazuji ORP s rovnakym poctom obyvatelov a uzly, ktoré st spolu v obdlzniku,
zobrazuju ORP v jednom kraji.

N\

Obr. 5.3: Druhy model: s rozdelenim na kraje a pocty obyvatelov

Pouzijeme ten isty priklad ako v 5.1.2 , takze vzdialenosti aj minimalne a maximalne
naklady zostant rovnaké. Ako pociatoény odhad sme pouzili vysledné hodnoty n; z predcha-
dzajiceho prikladu, ktoré sme zaokrahlili a posunuli o +5ké/t. Za priemery a smerodajné
odchylky sme polozili hodnoty vypocitané z povodnych nékladov. Interval, v ktorom sa na-
chadza cena za spracovanie, sme urcili ako konStantni hodnotu ceny spracovania v prvom
modeli +50. Doplnené tudaje st uvedené v tabulkach 5.2-5.4

[ORP & [ K, [t] [ n, [K&/t] [ n™ [Ke/t] [ np™ K&/t [ v [KE/] | e [KE/] |

1 2850 905 500 1500 800 1000
2 1100 1085 500 1500 800 1000
3 634 985 500 1500 800 1000
4 1236 905 500 1500 800 1000

Tabulka 5.2: Vstupné parametre

Tieto hodnoty st nasledne spracované programom GAMS. Ziskame vysledny tok hranou j,
ktory zase zobrazime orientovanym ohodnotenym grafom obr.(5.4), v ktorom hodnota tsecky
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(o [, [Ke/t] | 5, [Ke/t] |

1 900 0
2 1079 0
3 980 0

Tabulka 5.3: Vstupné hodnoty pre skupiny obyvatelov

(& [ K&/ [ o RG]
1 1071 1453
2 966 943

Tabulka 5.4: Vstupné hodnoty pre kraje

oznacuje mnozstvo odpadu prepraveného hranou j v tonach. Pomocna premenné «; bola pou-
7ita na relaxéciu tlohy, na vyvazenie faktu, Ze je v lohe maly pocet uzlov a vela premennych.
Jej hodnoty su v8ak malé ay(0) = (—2,7-107%,—6,59-107°, —8,67-1077), ide prevdepodobne
o chyby spdsobené zaokrithlenim pri tvorbe tlohy, a pri zaokriihleni na dve desatiné miesta
je nulové. Dalsie relaxa¢né premenné, ktoré st popisané v modeli, sme nepouzili. Vysledné
naklady jednotlivych ORP st zobrazené v tabulke (5.4) a vysledna sucet kvadratu odchyliek
je z=199,92 [ké/t].

[ORP & [ ny [K&/t] [ e [Ke/t] [ i [K&/t] | wi [t] ]

1 900,36 4,64 850 | 2741,80
2 1079,39 | -5,61 850 | 985,89
3 980,11 ~4,90 850 | 634,00
1 900,22 4,78 850 | 1058,32

Tabulka 5.5: Vysledné premenné v druhom modeli

Program teda chybu priblizne 5 ké/t detekoval. Z grafu (5.4) je si mozné v8§imnit, Ze nasta-
venie optiméalnej ceny na minimum tohto intervalu zapricinilo to, Ze pre optimalnu vychylku
g; bolo potrebné odpad prevazat, aby sa zvysili ndklady. To méZe mat niekolko priéin:

e Predpoklad konStantnej ceny za prepravu nezodpoveda skutocnosti. Na oSetrenie tohto
problému by bolo potrebné zmenit cenu prepravy z konsStantnej na nejaka linedrnu
funkciu, alebo riesit obmenu zvozovej ulohy. To v8ak nie je ulohou tejto bakalarskej
prace, ale je to jedna z moznosti budiceho rozsirenia.

e Odhad pociato¢nych nakladov, ktoré boli ziskané na zaklade predpokladu spoluprace
obci. Preto pri aplikacii modelu na skuto¢né data zvolime iny.
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155, 36

Obr. 5.4: Vysledny tok prvej tlohy pri pouziti druhého modelu

e Rovnaky interval pre cenu spracovania nékladov vo vSetkych uzloch sposobil, ze ked
bola cena za spracovanie v8ade uréend rovnakd (najnizSia), bolo potrbné na zvySenie
nakladov prepravovat odpad aj po dlhych hranach, ako je hrana medzi uzlom v; a
vs, ktord v predchadzajicom modeli nie je pouzita. Aby sa tento jav nezopakoval aj pri
skutoénych détach, vynésobili sme hodnoty s a s keoficientom ©. Tento koeficient
je popisany v nasledujiicej kapitole.
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6 Aplikacia na ORP

Najvacsie mnozstvo informécii o skutoénych nakladoch obci na zvoz a spracovania komu-
nalneho aj triedeného odpadu poskytuje IMURO a VISOH. Tieto informécie st obsiahnuté
v projekte: Hodnotenie nakladov na hospodarenie s komunalnym odpadom v obciach CR —
aktualizacia 2015 ([8]), ktory bol vytvoreny IMURO a VISOH s cielom poskytnit obciam pra-
videlné porovnanie nakladov a vykonu v hlavnych procesoch OH v ramci celej CR a informécie
k oc¢akdavanému vyvoju nakladov komunalnych odpadovych sluzieb, za i¢elom optimalizacie
hospodéarenia s odpadmi na trovni obci.

Z uvedeného projektu sme ziskali interval v ktorom sa nachadzaji naklady jednotlivych
ORP, priemer a smerodajna odchylka pre kraje a pocty obyvatelov. Hodnoty sme aplikovali
na urovni ORP do modelu 5.2. Za pociatoény odhad nékladov sme zvolili strednti hodnotu
intervalu , v ktorom sa naklady ORP nachadzaju. Interval pre ndklady na spracovanie bol na
zéklade konzultcie s UPI uréeny ako (1300 & 600)©, kde sme koeficient © uréili ako:

6= [k
min{ng}

Predpokladame teda, Ze krajoch z vysSim priemerom celkovych nakladov, je aj vysSia cena
za spracovanie, vyhneme sa tym problému, ktory vznikol v motiva¢nom priklade 5.2. Tento
interval je celkom velky, a preto vysledny nebudi presné, model je vSak pripraveny na doliianie
dalsich znamich informécii. Ostatné pouzité parametre boli poskytnuté z dat z UPL.

Model bol aplikovany na komunélny zmiesany odpad (SKO), pretoZe je najviac ovlyvneny
novelou zdkona [12] a zarovei mé najviac moznosti budtceho vyuzitia. V niektorych krajinach
Eurépy sa z vyprodukovaného SKO zrecykluje viac ako 50% a CR by sa mala k tomuto &slu
do roku 2024 nielen priblizit, ale odhady do roku 2024 ukazuju, Ze sa zrecykluje 90% papiera
a skla a 50% plastového odpadu a vii¢Sina zvySného odpadu bude energeticky spracované. To
bude nielen energeticky a ekologicky, ale najmé ekonomicky vyhodné. Na to, aby bol mozny
odhad tohto ekonomického vylepsSenia, je potrebné poznat momentilne naklady, ktoré obce
maju, pokial sa tento odpad nevyuZije.

Poéet obyvatelov v jednotlivych ORP sme aproximovali pomocou dat z CSU a priradili
ich do skupin poétu obyvatelov podla intervalov v [8]. Ale vzhladom na to, Ze v [8] st tieto
intervaly vytvorené pre pocet obyvatelov obce a nie ORP, potrebovali sme pouZzit a;. Ostatné
dve pomocné premenné, ktoré st vyuzité na vypocet rozptylu boli pouzité tiez.Vysledky
modelu st zobrazené na obr. 6.1 az 6.3.

Z grafu 6.1 , vidime, Ze vysledné ndklady (za spracovanie a prevoz) na tonu sa pohy-
buji v intervale stanovenom IMURO-m, ale nie st z normélneho rozdelenia, najma kvoli
velkému mnoZstvu hraniénych hodnét. Prave ORP, ktorych néklady sa nachddzaji v inter-
vale (3556 — 3830 >, maji ekonomickii motivaciu zmenit spdsob spracovania SKO a prejst k
inym moznostiam nakladania s odpadom, ako st recyklacia a energetické vyuzitie.
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Obr. 6.1: Histogram vyslednych ndkladov jednotlivych ORP

.....

sa zmenila v rozpiti 100 az 200—. Vzhladom na to, Zze v modeli bola aktivna podmienka
(5.15) znamena to, Ze sa hodnoty vyslednych nékladov riadili najmi touto podmienkou. Je to
dovodom preco bola aktivna az, ktord je v tomto pripade zdporna a porovnatelne velkd ako
samotné rozptyly. Vysledna smerodajnd odchylka pre rozdelenie krajov teda vysla omnoho
mensia ako v [8], je to sposobené tym, Ze vysledné naklady sa hybali prioritne k priemernym
hodnotam ny. Takto sa vysledné rozptyly pre kraje pohybuji rddovo v stovkadch namiesto
tisicoch. Dalsim dévodom je aj to, Ze interval, v ktorom sa pohybuji hodnoty jednotkovych
nakladov, je mensi ako interval, v ktorom sa pohybuji hodnoty pre vSetky obce.
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Obr. 6.2: Histogram epsilonovych hodnét

20



120

100 D L ] [-0 .. 6.* *8 B L ]
. ® . .
S 80 L] . LI
g '] -e o -
= [ [
2 .
T 60 .
= L4 - ‘
= L ]
=
= an -
oA
i .
L
20 .
- -
#
0 * *

n Ay 1000 1500 W0 TE00 2044}

Cena za spracoavniev kit

Obr. 6.3: Zavislost naplnenia strediska od ceny spracovania

Pri smerodajnych odchylkach obci, sa as pohybovala v stovkach, ¢ize bola porovnate-
Iné s velkostou samotnych smerodajnych odchyliek, ale to bolo ocakévatelné, vzhladom na
aproximaciu jednotlivych ORP na obce.

V grafe zavislosti ceny spracovania cervené ¢iary vyznacuju interval, vo vnutri ktorého
sa pohybujt ceny spracovania v CR. ViéSina cien spracovania sa vsak nachddza mimo tento
interval, st az dvojnasobne vicsie ako je priemer. Je to spdosobené tym, 7Ze cena spracovania
a cena za prevoz medzi jednotlivymi ORP nezahina vsetky néklady, ktoré v skuto¢nosti obce
maji, ako st najmi naklady na zvoz v obciach a nasledne v ramci ORP. Pri aplikacii na
urovni obci uz buda zahrnuté aj tieto naklady, a tento problém bude upraveny.
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7 Moznosti dalsSieho vyvoja

V néaviznosti na aplikdciu na redlnych datach sa pontukaju dalSie moZnosti vyvoja modelu,
ktoré presahuju rozsah tejto prace.

7.1 Aplikacia na obce

Model 5.2 by v budticnosti bolo vhodnejsie aplikovat na obce. V takom pripade sa zvysil pocet
prvkov mnoziny Z.

Pocet obyvatelov by uz nebol aproximaciou a v8etky pomocné premenné uz nebudi po-
trebné, pretoze informécie o poc¢te obyvatelov buda presné.

Okrem zmeny v mnoZine Z nastane zmena aj v modeli samotnom. Zatial ¢o produkciu
odpadu jednotlivych ORP vieme zistit presne, pri aplikicii na samotné obce by sme vedeli
ur¢it interval, v ktorom sa hodnota nachédza a priemer v skupine po¢tu obyvatelov, tak ako
je to momentalne pri nédkladoch. DalSou zmenou by bol vznik novej mnoziny £ , v ktorej
by boli zaradené jednotlivé ORP, a s hou aj vznik matice D;;. Tak isto budeme potrebovat
informéciu o pocte obyvatelov v obciach.

7.1.1 Oznacdenie v modeli s rozSirenim na obce

Do modelu by sme pridali tieto mnoziny, parametre a premenné:
MnoZiny

Z mnozina uzlov - obci

L mnozina ORP

Parametre

Dy ; matica prislusnosti do ORP

By matica prislusnosti do kraja

Coi matica prislugnosti do intervalu poctu obyvatelov

per maximélne mnozstvo vyprodukovaného odpadu v obci v t/obyv
piin maximélne mnozstvo vyprodukovaného odpadu v obci v t/obyv
Do priemerné produkcia obci s rovnakym poctom obyvatelov t/obyv
Dk priemernd produkcia obci v kraji t/obyv
Premenné

pi mnoZstvo vyprodukovaného odpadu v obciach t/obyv
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A obmedzujice podmienky rozsirime o rovnice (7.1),(7.2) a o podmienky zaistujice p, a
Pr. ktoré st obdobné ako (5.14), (5.15), (5.16) a (5.17), len naklady st nahradené produkciou
a ako véha je pouzity udaj o pocte obyvatelov.

n= Z di,ipi0i (7.1)
€L
Pmin S Pi S Pmaz (72)

7.2 Aplikacia na frakcie triedeného odpadu ako napr
bioodapad, separovany plast papier a sklo

Na recyklovatelné odpady bude vhodnejsie aplikovat model na trovna obci. Zmenia sa len
hodnoty parametrov z [8], a vzhladom na to, Ze nemame informéacie o mnozstve produkcie
triedeného odpadu, na trovni obci, nepouZijeme rovnicu (7.1).
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8 Zaver

Cielom tejto prace bolo vytvorit model na zistenie realnych finan¢nych nakladov trovni ORP,
analyzu vysledkov a nedostatkov tohto modelu. Tieto informécie mozu byt pouzité k dalsiemu
vyvoju a analyze tohto modelu, ktory pri aplikovani na Grovni obci, ako na komunalny odpad,
tak na separovatelné odpady, poskytne informécie o toku a nakladoch jednotlivych obci na
zvoz a spracovanie odpadu, ktoré su inak nedostupné.

V praci je najprv zhrnuty matematicky aparét, ktory je v dalsich kapitolach vyuZity na
zostavenie matematického modelu, ktory bol zostaveny na rekonstukciu finanénych nakladov,
ktoré maju ORP za prevoz a spracovanie odpadu, a dalsich tdajov v oblasti OH. Tomuto
je venovana kapitola 5.1, pricom pozornost bola venovana vysvetleniu zakladnych rozdielov
vytvorenych modelov a analyzu nevyhod 5.1.2.

V kapitole 6 je model 5.2 aplikovany na skutoéné data na urovni ORP, ktoré boli ap-
roximované na obce. Vysledky tohoto modelu st zhrnuté v grafoch, ktoré su v texte slovne
okomentované.

Nedostatky aplikdcie na trovni obci su nasledne zanalyzované a v kapitole 7.1 je modifi-
kovany model, ktory riesi tieto nedostatky na trovni obci a tiez poskytuje moznost aplikacie
na triedeny odpad.

Tento model moéze v budicnosti slazit ako podporny vypoctovy systém, moéze odhad-
nit vhodné oblasti a mieru podpory s ohladom na stGcasny stav nakladania s vyuZitelnym
odpadom.
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Zoznam pouzitych skratiek

CSuU Cesky statisticky trad

GAMS General Algebraic Modeling System

IMURO Institut pro udrzitelny rozvoj mést a obci

OH Odpadové hospodarstvo

ORP Obec s rozsirenou pésobnostou

UPI

VISOH Verejny informacnyho systém odpadového hospodarstva
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9 Zoznam priloh

CD s excelom s tidajmi a programom v prostredi GAMS
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